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Enun recorrido que empieza
en las necesidades de los
céleulos astronémicos y
termina en la teorfa de
lenguajes formales, se
propone un modelo que
posee las mismas
propiedades que los
logaritmos, desde el punto
de vista formal, aumque con
ciertas limitaciones. Dicho
modelo muestra que las
propiedades de los
logaritmos no son tan
antinaturales como parece a
primera vista, pudiendo no
s6lo ser aprendidads sino
también ser aceptadas.

veridos alumnos:

Como ya sabéis, hemos definido una funcién logaritmo de
la siguiente manera:

[iR={0} >R
b—>log,b=cea*=b,

donde a>0, a#l es la llamada base del logaritmo, que
habitualmente es 10 o el nimero e.

Aunque esta definicién es perfectamente correcta, proba-
blemente os ha parecido arbitraria: ;JPor qué definir el
logaritmo de esta forma? ;Por qué definirio? Todo tiene
una explicacion...

Hace alrededor de tres siglos, John Neper defini6é por pri-
mera vez los logaritmos debido a que estaba buscando
una funcién que simplificara de alguna forma los cilculos
numéricos, que en aquella época eran largos y tediosos:
iEntonces no habfa calculadoras! Tales cilculos habian
empezado a proliferar, especialmente en Astronomia: el
propio Kepler, en la misma época, se queja frecuente-
mente en este sentido.

Pues bien: ;qué ocurrirfa si dispusiéramos de una funcién
«magica», una funcién capaz, nada menos, que de conver-
tir las potencias en multiplicaciones y las multiplicaciones
en sumas? ;Acaso no serfa una ayuda inmensa para noso-
tros si tuviésemos que calcular a mano?

Pues esta funcidn existe, y es el logaritmo.

Esto es asi debido a sus tres propiedades, que son las que
justifican histéricamente la utilidad de esta funcién:

log,(xy)=1log,x +log,y
log,(x/y)=log,x~log,y
log,(x*) = zlog, x,



para cualquier base 4, con x, y reales positivos vy z real.

Aunque los logaritmos tienen otras propiedades, estas son
con diferencia las mas importantes, y en ellas nos vamos
a fijar: son las llamadas propiedades funcionales (hay un
teorema por el cual se ve que estas tres propiedades,
junto con loga = 1 determinan a la funcién logaritmo)

¢No os parecen «diferentes?? Lo que quiero decir es que
nunca antes habéis visto unas propiedades asi: al princi-
pio resultan extrafias, poco evidentes. Normalmente uno
N0 se encuentra nuNca cosas concretas que se comporten
de esta forma... o sf?

Os voy a proponer un juego: vamos a jugar con las pala-
bras. Suponed que yo tomo el alfabeto de las letras
mintsculas (me olvido de las maydsculas para no com-
plicarlo todo indtilmente), es decir:

{a, b, ¢, ..., zh

Pues bien: voy a dar mi definicién de «palabra» una pala-
bra es un conjunto de letras puestas una a continuacién
de otra, como por ejemplo:

casa
alumno
ababccbd
WWWWWW

Diremos que dos palabras son iguales cuando consten del
mismo nidmero de letras y coincidan entre si letra por
letra, en el orden natural. Otra forma de expresarlo es
decir que una palabra es un conjunto ordenaco de letras.
Fijaos bien: a mi no me importa que la palabra como tal
signifique algo o no. Sencillamente son letras que junto en
cierto orden. Vamos a etiquetar las palabras con letras
mayusculas para darles un nombre:

A = caballo
B = vgekliut,

por ejemplo.

Cualquier palabra A tiene asociada una longitud, /g 4, que es
el nidmero de caracteres que la componen. Asi, si A = libro,
ademds de ser una hermosa palabra, Ig A=5.

¢Qué podemos hacer con nuestro conjunto de palabras?

¢Podemos juntar unas con otras? iPues claro! A esta ope-
racién le voy a llamar productoy lo designaremos con un
asterisco: si A = auto y B = bus, A * B = autobus; ysiC=
cccy D =ddd, C+ D = cceddd. O sea, el producto de
palabras consiste en unitlas o pegarlas (mas propiamente
concatenarlas) en el orden indicado, Notad como este
producto es asociativo pero no conmutativo, es decir:

A+B+CO=QA+«B)*C
A*B#B=+A A B, C cualquiera.

Hemos definido un producto. sSerfa posible definir, por
ejemplo, una potenciacion? Si tenemos el producto elevar

Os voy a proponer
un juego: vamos a
Jjugar con las
palabras. Suponed
que yo tomo
el alfabeto
de las letras
minusculas. ..

a una potencia es ficil: basta multiplicar
tantas veces como indique el exponen-
te. Es decir, para » entero positivo:

n)

A“=A*A*(.‘,*A

Asi, st A = tho, A? = A + A = thotbo y
A% = A x A+ A= thotbotbo.

¢Podriamos ir mas lejos y definir una
division? Si podemos, lo que ocurre es
que dos palabras no van a poder divi-
dirse siempre, esto es, a veces una no
va a ser divisible por la otra. Diremos
que A es divisible por C si y sélo si
existe una B tal que A = B * C; en este
caso A/C = B. Por ejemplo: si A = averia,
puede dividirse entre C = ria, y A/C =
= ave. También es posible dividirlo
entre C' = ia, tal que A/C’ = aver, Sin
embargo no se puede dividir entre C” =
= ave, ya que la divisién se considera
s6lo desde el lado derecho (aunque,
por supuesto es posible definitla por la
izquierda de manera aniloga: es tan
sdlo una cuestién de convenio).

Segun esto, ¢qué pasarfa si yo dividiera
una palabra entre si misma: A/A?
ijAparentemente nos quedamos sin
letras! Pues bien, para ser coherentes
con nuestras propias definiciones
vamos a admitir que esta es una pala-
bra también, y levamos a llamar A: una
palabra, de longitud 0: Ig A = 0. Como
tiene longitud 0 seri el elemento neutro
de nuestro producto:

AsdA=A+A=A VA
Respecto a la potenciacién, también

salimos ganando, ya que podemos
extenderla para el caso n = 0:

A% =, VA

Ademds A" = A sea cual sean =0, 1, 2...
puesto que al concatenar n veces una
palabra sin caracteres el resultado es
claramente la misma palabra sin carac-
teres. También es facil ver que A/A = A
VA ya que quitamos A por la derecha y

-al ser A vacia el resultado es la propia A,

El conjunto de palabras asi definido,
incluyendo A, se llama lenguaje univer-
sal asociado al alfabeto de las letras
mindsculas,

Recapitulemos: Hemos empezado for-
mando palabras. No nos hemos preo-




cupado de su significado, sino sélo de
trabajar con ellas definiendo unas opera-
ciones: producto, divisién y potenciacién.

Desde un punto de vista linglistico,
esto es lo mismo que decir que estamos
trabajando a un nivel sintdctico, al ocu-
parnos de cémo construir y manejar las
palabras de acuerdo a unas reglas, y no
teniendo en cuenta el aspecto semdnti-
co, esto es, si el lenguaje resultante estd
dotado de significado y puede emplear-
se como instrumento para la comunica-
cién. Existe un tercer nivel, el nivel
pragmdtico, que se ocupa de la rela-
cién existente entre el lenguaje y sus
usuarios: en este caso se trata de un
lenguaje que surge con finalidades edu-
cativas en el campo de la matematica.
(Como nota curiosa, los lenguajes estin
clasificados de acuerdo a sus propieda-
des generativas, es decir, de acuerdo al
tipo de reglas gramaticales que los
generan, nuestro lenguaje pertenece a
la anejor» de todas, la de los denguajes
regulares» o denguajes de Kleene». Por
abstractas que os puedan parecer estas
cuestiones, hoy en dia poseen un amplio
interés en relacién con diversos proble-
mas de la Informdtica, como el desarro-
llo de lenguajes de programacion).

Ahora fijmonos en esa funcién lg o
longitud que habiamos definido. Es
sencillo ver que:

Ig(A « B) = IgA + 1gB
1g(A/B) = IgA — 1gB
1g(AM =n- IgA

siempre que, como en el caso de la divi-
sién, la operacién esté definida. Nétese
que dentro de los argumentos de la fun-
cién lg tenemos las operaciones entre
cadenas {*, /, potenciacién} y fuera de
tales argumentos las operaciones habi-
tuales entre ndmeros reales {+, —, }.

Por ejemplo, demostremos la primera
(las demds son andlogas y os las pro-
pongo como un breve ejercicio):
SeaA=a ~a yB=b - b, con n, m
enteros positivos (cero en el caso de la
cadena vacia). Entonces IgA =ny IgB =m.
Ademds A + B = a, - a b b de
modo que:

lg(A « B) = n + m = 1gA + IgB, Q.ED.

...las propiedades
son formalmente
identicas a las de
la funcion
logaritmo,
[..]

1o son tan
antinaturales
después de todo. ..
No sélo pueden
aprenderse,
también pueden
aceptarse.
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Departamento de Fisica
Fundamental, UNED
Juan Bosco Romero
IB Isabel de Castilla
Avila

Vemos que las propiedades son formalmente idénticas a
las de la funcién logaritmo, que es lo que nos habfamos
propuesto explorar. Luego, realmente, no es tan dificil lle-
gar a un caso concreto y palpable que reproduzca fiel-
mente las propiedades de los logaritmos. No son tan anti-
naturales después de todo... No sélo pueden aprenderse,
también pueden aceptarse. S6lo hace falta imaginacién.

Sin embargo, la matemadtica también es, a menudo, criti-
ca. Hemos visto un modelo que posee unas propiedades
idénticas a las de los logaritmos, pero, como todo mode-
lo, debe tener limitaciones. ssois capaces de verlas? Si la
respuesta es «no», 0os puedo sefialar algunas: en primer
lugar, el logaritmo tiene como conjunto imagen a todo R,
mientras que nuestra funcién» Ig tan sélo puede tomar
valores enteros no negativos. Por otra parte, la poten-
ciacién que hemos definido s6lo puede efectuarse con
exponentes (de nuevo) enteros no negativos; sin embar-
,80, entre nimeros reales no existen limitaciones en este
sentido. Por tanto, este modelo es algo asi como una ver-
sién con nimeros enteros del original, o, por decirlo mas
precisamente, un modelo discreto. La comprensién de que
lo que hacemos esta limitado y el conocimiento de estas
limitaciones es a menudo fundamental en la ciencia. Por
eso os invito a que sigiis comparando nuestro ejemplo
con el original en busca de diferencias y semejanzas. ;qué
podéis decir acerca del producto y de la divisién?

Pensadlo bien: hemos empezado por la Astronomia y ter-
minado en la Linglistica, pero el objetivo era la
Matemdtica. Nuestro vehiculo durante este recorrido fue-
ron las ganas de entender, de pensar y jpor qué no? de
divertirnos mediante juegos que nosotros mismos inven-
tamos. La Matemadtica es todo eso. La Matemadtica puede,
de hecho debe, ser asi.
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