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En este frabajo se defiende
el interés educativo de los
métodos alternativos de
célculo aritmético recogidos
por la tradicién escrita, como
dominio para hacer
intervenir el algebra en su
papel de herramienta
privilegiada para hacer
emerger la esfructura formal
de la operatoria aritmética.

¢

os niimeros, como todos los objetos de los conocimientos huma-
nos, se pueden considerar en general y en particular; es decir,
bajo la relacion de sus leyes y bajo la de sus bechos. Por ejemplo,
esta proposicion; la suma de dos niimeros multiplicada por su
diferencia; es igual a la diferencia de sus cuadrados, es una ley
de.los. niimeros,- porque se aplica generalmente a todos ellos;
mientras que esta: once multiplicado por cinco es igual a. cin-
cuenta y cinco, es un becho de dos nimeros, por que solo se apli-
ca a los niimeros 11, 5y 55.

Esta distincion divide a la ciencia de los nilmeros en dos ramos
generdles, de los cuales el que irata de leyes, es el digebra, y el que
trata de los bechos es la Aritmética. (Vallejo, Introduccién al tra-
tado, pie, p.. XLIV).

Introducciéon

Ideas que articulan el presente trabajo

e la aritmética no debe ensefiarse como una coleccién
de habilidades independientes, sino como un sistema
matematico organizado segin principios definidos. Los
principios unificadores, las relaciones y el contenido
deben estar organizados de manera que el alumno
advierta la estructura légica y coherente del tema
(Flournoy, 1969, p. 19).

e Fl 4lgebra es una herramienta apta para comprender
las generalizaciones, captar conexiones estructurales y
argumentar en matematicas.

o Algebra y aritmética no son sistemas matemdticos ais-
lados, de hecho el dlgebra generaliza a la aritmética y
la aritmética se apropia de su lenguaje horizontal de
igualdades y paréntesis.

Una consecuencia l6gica que se extrae de estas tres ideas
es que la ensefianza de la aritmética y del dlgebra debe-




ria organizarse evitando saltos, rupturas o cortes didacti-
cos entre ellos, respetando naturalmente la naturaleza
secuencial de ambos sistemas matemdticos. Sin embargo,
se ha constatado (Lee y Wheeler, 1989) que existe diso-
ciacién entre la aritmética y el dlgebra que es mayor de la

que cabria esperar entre los estudiantes que resuelven
con éxito las tareas algebraicas estdndar. Esta disociacion
pone de manifiesto que estos estudiantes no ven la rele-
vancia del dlgebra en aquellas situaciones aritméticas que
requieren de este otro tipo de razonamiento, como tam-
poco ven la importancia de usar la aritmética para deter-
minar la verdad o falsedad de una expresién algebraica.

En relacién con esta disociacién se ha observado en un
trabajo reciente (Gémez, 1994) que los estudiantes no
sienten la necesidad de expresar sus procedimientos de
cilculo mental en el lenguaje horizontal del Zlgebra,
mientras lo pueden hacer con una combinacién de len-
guajes: aritmético de columnas, retérico de 6rdenes de
unidades y coloquial.

Esto es un indicio de que uno de los problemas que debe-
mos enfrentar los profesores al introducir el lenguaje alge-
braico es lograr que los estudiantes capten la funcionali-
dad del sistema de signos del algebra para las situaciones
aritméticas y adviertan relaciones aritméticas en las fér-
mulas algebraicas.

Para lograr este objetivo parece que no basta con la pric-
tica usual de plantear ejercicios de traduccién como una
formalizacion de lo que ya se sabe o resolver ejercicios
con expresiones literales como un nuevo tipo de cilculo
reglado, porque esto no es suficiente razén para lograr
que los estudiantes cambien un lenguaje en el que ya
estan familiarizados por otro en el que no lo estdn, sino
que serfa necesario hacer que el nuevo lenguaje aparezca
como una herramienta para obtener nuevas cosas o para
estructurar las que ya se conocen.

Pero de esta doble naturaleza del dlgebra, operacional y
estructural, que se supone que deberian percibir los estu-
diantes, parece que en la escuela predomina la primera.
Mi idea es que es necesario aumentar la percepcioén de la
segunda y que para ello es preciso que los estudiantes y
profesores dispongan de dominios valiosos de conoci-
mientos que les permitan trabajar el 4dlgebra en este sen-
tido. Parece obvio que el campo natural para que el 4lge-
bra encuentre estos dominios es la aritmética.

El lenguaje algebraico como herramienta
para mostrar la estructura interna de los
procesos aritméticos

Desde que en el siglo XIX los libros de aritmética asu-
mieron elementos del lenguaje del édlgebra, éstos fueron
ganando en claridad, brevedad y estructuracién. Desde
entonces el lenguaje horizontal de igualdades y parénte-
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sis se utiliza en las secuencias de ope-
raciones combinadas y en la presenta-
cién de las propiedades estructurales.
Pero ha parecido que por la propia
naturaleza reglada de los algoritmos de
cédlculo este lenguaje no iba con ellos.
Bajo esta creencia, a los estudiantes no
se les ha dado ocasién para conocer y
aprovecharse de las ventajas que éste
ofrece para poner de relieve las leyes,
propiedades y principios que sustentan
los procesos de célculo aritméticos.

Es cierto que en la edad temprana en la
que se ensefian los algoritmos de cél-
culo a los niflos resulta un despropdsi-
to acompafarlos de una justificacion
algebraica, sin embargo en el periodo
de la iniciacién al dlgebra el programa
si que ofrece oportunidades para dar
pie a la revisién de las ideas aritméticas
bajo este nuevo lenguaje. Pero como
esto no se suele hacer, se producen
fenémenos de disociacién que podrian
explicar el que haya estudiantes que,
por ejemplo, ignoren que el algoritmo
de la multiplicacion y la multiplicacién
algebraica de polinomios es en esencia
la misma cosa, que se rigen por las mis-
mas leyes y principios y que un caso
solo es la traduccién formal del otro.

Dicho de otra manera, no todos los
estudiantes han tenido la oportunidad
de analizar juntas las dos parejas de
algoritmos siguientes:

24 22X +4
_X36_ 3X  +6
144 26X +64
72 3-2:X? + 34X
864 32:X% +(2:6+3:4)X +64

Lo mismo se puede decir del algoritmo
de la divisién numérica y el algoritmo
de la divisién de polinomios. Si el lec-
tor estd interesado puede preguntarse
qué es lo que tienen en comin y en
qué se diferencian.

6X242:X+4 | 2X+3
- 4X24+6X 2X

624 (23
- 46 2
16 4




La aritmética como campo de
aplicacion y validacién de
férmulas algebraicas

Reciprocamente, los estudiantes pocas
veces tienen la oportunidad de contem-
plar desde la aritmética las férmulas
algebraicas que han estudiado, lo que
les hace ignorar su aplicabilidad en
situaciones numéricas donde son valio-
sas. En efecto, veamos algunos ejem-
plos:

La férmula de la diferencia de cuadra-
dos

(a-b)x(a+b)=a%-b?

se traduce aritméticamente en un méto-
do rapido de cdlculo mental para situa-
ciones en que los dos factores tienen el
nimero central o intermedio acabado
en cero

49x51 = (50 — 1)(50 + 1) =
=50%— 12= 2500 — 1 = 2499

La regla es: Para multiplicar dos nime-
ros como por ejemplo 49x51 se toma el
ndmero central, 50, se eleva al cuadra-
do, 2500 y se le resta el cuadrado de la
diferencia entre los dos nimeros dados,
1. Total 2499,

Si el lector estd interesado puede
practicar mentalmente esta regla con
cualquiera de estos nimeros: 39x41,
38x42,... 98x102, 97x103,... 998x1002,...

Andlogamente las férmulas del cuadra-
do del binomio

(a+b)>=a%+ 2ab + b?
(a—Db)?=2a%2= 2ab + b?

se traducen aritméticamente en dos
métodos rapidos de cilculo mental para
situaciones en las que se quiera calcu-
lar el cuadrado de un nimero préximo
a otro cuyo cuadrado es conocido:

21%2= (20 + 1)2=20%+ 2x20 + 1 = 441
192= (20 - 1)2 = 20%- 2x20 + 1 = 361

La regla es: Para hallar el cuadrado de
un nimero, por ejemplo, de dos cifras,
se halla el cuadrado del nimero de la
decena inferior mis préoxima y se le
suma el duplo de este mismo nidmero
por la cifra de las unidades y al resulta-
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1 Toda expresién que suministra

una regla préctica, se llama
formula; de manera, que for-
mula es una expresién analiti-
ca en que estd cifrado el modo
de ejecutar una operacién, o
alguna propiedad de una can-
tidad (Vallejo, Compendio, p.
137).

do se le suma el cuadrado de la cifra de las unidades. Si
el lector estd interesado puede probar a enunciar la regla
para hallar el cuadrado de un ndimero usando la decena
superior mds préxima. La prictica mental de esta regla es
conveniente con nimeros como. 492, 512, 482, 522, . 992,
1012, 982, 102%,... 9992, 10012, 9982, 10022,...

Propuesta experimental

Los ejemplos anteriores abundan en la idea de la existen-
cia de una disociacién entre la aritmética y el algebra en
el caso de los métodos de cilculo aritméticos y determi-
nados métodos y férmulas de cdlculo algebraico. Para tra-
bajar en contra de esta disociacion se presenta a conti-
nuacién, como propuesta experimental, un anilisis de
viejos métodos de cilculo, tomados de las aritméticas anti-
guas, en el que se utiliza el lenguaje algebraico para mos-
trar la estructura interna de los mismos. Después se pro-
pone el trabajo inverso, a partir de algunas de las férmu-
las obtenidas en el desarrollo algebraico se pide que se
enuncien las reglas de cilculo aritmético correspondien-
tes. Este trabajo de ida y vuelta resume una experiencia
escolar con futuros maestros desarrollada durante varios
afios en la Escuela de Magisterio de Valencia. Esta expe-
riencia ha puesto de manifiesto que los viejos métodos de
célculo son un dominio de conocimientos valioso, moti-
vador y fructifero para ayudar a los estudiantes a enten-
der la estructura interna de los procesos aritméticos y para
familiarizar a los estudiantes en el transito de la aritméti-
ca al dlgebra.

De las formulas a las reglas

Entre el lenguaje algebraico con letras y el lenguaje regla-
do de los métodos de cilculo, existe un tipo de lenguaje
horizontal de igualdades y paréntesis donde los niimeros
vienen dados en forma multiplicativa, también llamada
polinémica. En este lenguaje para expresar el producto de
23x45 escribimos:

¢h) (2x10 + 3)X(4x10 + 5) =
= (2x10 + 3)x4x10 + (2x10 + 3)x5 =
= 2x4x100 + 10(2x5 + 3x4) + 3%5

Al generalizar esta expresién obtenemos una expresioén
algebraica

@ (10a + b)x(10c + d) =
= (10a + b)x10c + (10a + b)xd =
=100ac + 10Cad + bc) + bd

que suministra una regla practica, por lo que se puede
considerar como una férmula', que es precisamente un
viejo método de cdlculo usual en las aritméticas hasta el
siglo XIX por medio del cual se obtiene el producto final



sin escribir los productos parciales intermedios, sélo se
escriben los factores y el producto final. Este método era
conocido como de da crucetas, por ejemplo en Treviso
(1478), y sobre un ejemplo es como sigue:

(3) Para multiplicar 23x25, se dice: 5 por 3, 15. Se escri-
be el 5y selleva 1. 5 por 2, 10 y 1 que se lleva 11; 4 por
3 son 12 y 11 son 23. Se escribe el 3 y se llevan 2. 4 por
2 son 8 y 2 que se llevan 10. Se escribe el 10 y resulta
1035

23
X
45

1035

Si se comparan las formas (1) v (2) y (3) se advierte que
las tres describen el mismo proceso, pero con lenguajes
diferentes. La forma (1) es reglada, necesaria para ejecu-
tar la operacién. La forma (2) actda de puente entre la (1)
y la (3), necesaria para muchos estudiantes que necesitan
moverse en el terreno concreto de los nimeros antes de
saltar al mds general de las letras. La forma (3) sintetiza el
proceso y muestra los principios y leyes que rigen la eje-
cucién. En efecto, se advierte en las formas (2) y (3) que
el resultado se ha obtenido aplicando la propiedad distri-
butiva dos veces y después agrupando por factores comu-
nes. Esto, que queda oculto en la forma (1), es precisa-
mente la gran ventaja de este lenguaje, su capacidad para
mostrar la estructura interna de la operatoria.

Al mismo tiempo, las formas (2) y (3) también explican
con brevedad como ha de procederse, ya que indican que
el resultado se obtiene a partir de tres sumandos, uno es
el producto de las unidades, otro es la suma de los dos
productos de las unidades por las decenas y el tercero es
el producto de las centenas.

Mostramos a continuacién, en una cita de Vallejo, cémo
se explicaba este método cuando no se usaba el lenguaje
algebraico, para que el lector puede apreciar las ventajas
e inconvenientes de uno y otro lenguaje.

«... i se observan con atencion los productos parciales de algunas
multiplicaciones, se ve que todos estdn dispuestos de manera que
los mismos ordenes de unidades se ballan en una misma colum-
na vertical; y analizando su formacion, se verd ademas que las
unidades por las unidades deben siempre. dar unidades, pudien-
do también dar decenas, pero nada mds; que para tenier todas las
decenas, es necesario afiadir este exceso. de decenas que provie-
nen de las unidades por las unidades; 12 a las decenas por las
unidades; 2°-a las unidades por las decenas, lo que podrd dar
centenas ademds; que para lener fodas las centenas es necesario
anadir este exceso; 1° a las centenas por las unidades; 2¢ a las
unidades por las centenas; 32 a las decenas por las decenas, lo
que podrd ocasionar millares ademds; que para tener todos los
millqres es necesdario anadir este exceso, 12 a los millares por las
unidades; 24 a las unidades por los millares; 32 a las centenas por

lds decenas; 4% a-las decenas por las cente-
nas; lo que podrd dar decenas de millar, etc.

Luego podremos establecer esta regla general
para encontrar a un tiempo el producto de
dos factores cualesquiera. Multipliquense las
unidades por las unidades: escribanse.las
unidades del producto y reténganse las dece-
nas; multipliquense después las decenas por
las unidades; luego las unidades por las
decenas, y a su suma agrégense las decenas
retenidas: escribanse las: decenas de esa
suma total, y reténganse las centends; muilti-
pliquense las centenas por las unidades; las
unidades por las centenas, y las decenas por
las decenas, al total ariddanse las centenas
retenidas: escribanse las centenas conteni-
das en este nuevo total, y reténganse los
millares para anadirlos a la suma de los
millares por las unidades, de las unidades
por los millares, de las centenas por las dece-
nas, ‘de las decenas por las centenas, etc.»

De las reglas a las féormulas

Una vieja y muy conocida técnica para
multiplicar ndmero digitos, llamada
multiplicacién « la Turca», en la
Aritmética de Chuquet, el Triparty (cit.
Compligio, 1992), operaba con los
dedos de la siguiente manera:

Cada dedo estd asociado a un nimero
del 6 al 10. Para multiplicar dos de esos
nimeros se juntan los dedos corres-
pondientes hasta tocarse. Los dedos
que se tocan y los que quedan por arri-
ba son la cifra de las decenas. Los que
quedan por debajo se multiplican, los
de una mano por los de otra, y dan la
cifra de las unidades.

AN
%10\ W

7x8 = los dedos que se tocan y los de arriba dan la
cifra de las decenas: 3 + 2 son cinco decenas.
Los dedos que quedan por abajo de los que se focan en
una mano se multiplican por los que quedan en la ofra
mona. Esto da la cifra de las unidades: 2 x 3, son 6.

Total: 56



Se puede hacer de esta regla el punto
de arranque para plantear otras. ;Habrd
alguna regla con los dedos para traba-
jar los nimeros ente 5y 9 en vez de
entre 6y 10? ;Y entre 15y 19 o entre 16
y 207

También cabe plantearse cuestiones
matemadticas: ;Cémo se explica esta
regla? ;En qué leyes, principios, relacio-
nes o propiedades se sustentan?

El primer tipo de cuestiones es ficil de
contestar, basta asignar niimeros a los
dedos, y como se sabe el resultado de
los productos basta con indagar como
seran las reglas. Con paciencia se
puede obtener una regla general que
agrupe a toda la casuistica, pero este es
un camino lento que va de lo particular
a lo general. Cabe la posibilidad de
tomar el camino inverso, el que va de
lo general a lo particular. Para allanar
esta ofra ruta voy a presentar una
nueva regla ciertamente parecida a la
anterior, llamada multiplicacién «del
Perezoso» que aparece en Corachin

(1699).

Para multiplicar por ejemplo 7 por 8, se
escriben los nimeros y a su derecha
sus diferencias a 10.

La diferencia entre un factor y la dife-
rencia a 10 del otro da la cifra de las
decenas, 7-2=5. El producto de las dife-
rencias da la cifra de las unidades,
2x3=0. Total 56.

A continuacién la transcribo tal como
viene en la aritmética de Pérez de Moya
(1573), una de las tres mis influyentes
aritméticas espaflolas de los siglos XVI
y XVII, para que se puedan comparar
los diversos estilos de lenguaje.

«Si quieres multiplicar un niimero Digito por
St mismo, o por. otro cualquiera mnilmero
Digito, como ocho veces seis, o siete veces selis,
asentards un nilmero (cualqitiera de ellos)
encima del otro, poniendo delante de cada
uno hacia la mano derecha:lo que le faltare
para llegar a diez, como si dijéramos jocho
veces siete cudnto montan? Pon el uno enci-
‘ma del otro, poniendo delante del ocho un

;Como se explica
esta regla?
JEn qué leyes,
principios,
relaciones o
propiedades se
sustenta?

dos, y poniendo delante del siete un tres (que es lo que les falta
para diez) como parece: -

8
7——3
Hecho esto, multiplicards las faltas que a los tales niimeros les
falta para llegar a diez la una por la otra, jcomo son? y tras,

diciendo dos veces tres hacen seis, estos seis se asentarin debajo
de la raya por unidades como parece:

2

8 2
7 3
6

Y luego restards la falta del un niimero del otro niimero contra-

rio, y no importa que sea cualquiera, quiero decir que el tres (que

es la falta del siete) lo restas del ocho o los dos (que es la falta del

ocho) lo restas del siete, que de una manera y de otra quedardn

cinco, los cuales bards dieces, y juntarlos bas con los seis que teni-

as de la multiplicacion del dos por el tres, y montardn cincuenta
* y seis, y tanto dirds que montan ocho veces siete.

8 2
7—3
5 6

Nota, que cuando la suma de ambos los dos niimeros que multi-
Dplicamos no pasara de 10, no curards de esta regla porque, serd
cosa mds embarazosa que comprensibles.

Estas dos reglas, a la turca o de los dedos y la del pere-
Z0s0, presentan un parecido asombroso, casi se dirfa que
son la misma regla, ¢lo son? De hecho, ambas constan de
dos partes, una suma y un producto, este Gltimo obteni-
do multiplicando los mismos valores, el 3 y el 2. Por otra
parte, qué interés puede tener una regla para multiplicar
dos nimeros digitos, como el 8 y el 7, si en realidad hay
que multiplicar otros dos, el 3 y el 2, ;,qué ventaja es esto?
En la época en la que se utilizaba estas reglas, la practica
de la multiplicacién no era algo tan frecuente como lo es
hoy en dfa para nuestros escolares, la gente preferfa recu-
rrir a este tipo de reglas para multiplicar los nimeros
mayores que 5, pues asi no tenfan que hacer el esfuerzo
de memorizar las tablas de multiplicar mis alld de la de
este valor.

Pero no sélo eso, la tabla del perezoso es perfectamente
generalizable. En efecto, véase el siguiente método, lla-
mado en Dalmidu (1898) de dos complementos», reco-
mendado para el caso en que el producto de los comple-
mentos sea mas facil que el producto de los datos dados.
Transcribo literalmente:

Metodo de los Complementos, para factores con igual niimero de
cifras.

Se toma la diferencia entre uno de los factores y el complemenio
del otro a una potencia de 10, colocando a la derecha tantos
ceros como tenga esta potencia; se aniade a este resultado el pro-
duicto de'los dos complementos, y la suma es el producto buscado.



Sea la multiplicacion 989x998:

Producto de los complementos a 1000 11x2 = 22
998 — 11 = 987, aniadiendo tres ceros 987000
Suma, que es el producto 987022

Metodo de los Complementos, generalizado a factores con desi-
gual niimero de cifras. Si ambos factores no tienen igual niimero
de cifras, se practica la regla dada en el caso anterior; igualando
antes las cifras, aniadiendo los ceros necesarios a la derecha del
Jactor que tenga menos, teniendo cuidado-de suprimir después
estos ceros de la derecha del producto.

Sea la multiplicacion 9986x95. Igualando las cifras del segundo
Jactor, tendremos 9986x9500.

Producto de los complementos a 10000 14 x 500 = - 7000
9986-500 = 9486, anadiendo cuatro ceros k 94860000
Suma que es el producto k 94867000

Método de los Complementos, para factores iguales, 0 lo que es lo
mismo, para ballar el cuadrado de cualquier niimero. Podemos
aplicar el recomendable método de los complementos aritméticos,
que ya hemos explicaco.

Hallaremos el cuddrado de 896.

Producto de los complementos a 1000 104 x 104 = g 08] 6
896 - 104 = 792, aniadiéndole tres ceros 792000
Suma, que es la segunda potencia buscada 802816

Llegados a este punto, una vez conocidas estas reglas para
multiplicar, el lector advertird que todas ellas tienen algo
en comun. Si la curiosidad le espolea querrd saber que es
ello. Incluso es posible que le asalten otras preguntas,
como por ejemplo cuando en la regla de los complemen-
tos se halla la diferencia entre el primer dato que se escri-
be y el complemento del otro, que pasaria si cambidramos
los datos y escribiéramos primero el otro dato.
Obviamente en ambos casos ha de dar lo mismo, porque
la regla no debe depender del dato que se escriba prime-
ro. Pero, ses igual restarle a un dato el complemento del
otro, que al revés? Si esto es verdad estamos ante una ley
que no es evidente a primera vista. ;Qué ley es ésta?

Formulacién de esta ley.
a-(10-b)=b-(10-a).
Enefectoa—(10-b)=a+b~10=b - (10 — a).

Con esta ley hemos iniciado el proceso para pasar de las
reglas a las formulas. Continuemos con ello. ;Qué ley o
férmula se encierra en las reglas enunciadas?

Recordemos la formula del perezoso, en ella para calcu- |

lar el producto de dos niimeros 7 y 8 se halla el produc-
to de sus complementos (10 — 8)(10 — 7) v la diferencia
de un dato por el complemento del otro, 10[8 — (10 = 7).
Esto tltimo es la cifra de las decenas, lo que se escribe en
el lenguaje horizontal con un cero a la derecha. En con-

...el método de los
dedos o a la turca
N0 es mas que una
reformulacion del
meétodo del
perezoso y
viceversa.

secuencia el método del perezoso se
puede reescribir asi:

8x7 = (10-7X(10-8) + 10[7 — (10-8)D) =
= (10-7)(10-8) + 10[8 — (10-7)D

Ahora para conocer hasta qué punto
esta regla es general, basta con reescri-
birla con letras donde hay nimeros:

ab = (10-a)(10-b) + 10[a — (10-b)])

y demostrar QUe es cierta para cuales-
quier digitos a y b, para lo cual es sufi-
ciente con efectuar el cilculo literal de
(10-a)(10-b) + 10[a ~ (10-b)D y com-
probar que efectivamente resulta ab. En
efecto:

(10-a)(10-b) + 10[a — (10-b)D=
= 100-10a—10b+ab+10a~100-10b = ab

A continuacién, y por analogia, resulta
facil formular el método de los comple-
mentos:

ab = (100-a)(100-b)+100[a—(100-b)]
ab = (1000-a)(1000-b)+1000[a~(1000-b)]

Y ahora, regresando al método de los
dedos o a la turca, para calcular el pro-
ducto de dos nimeros, por ejemplo 7 y
9, se asigna el 7 al dedo indice y el 9 al
dedo medio, después se juntan estos
dedos. La cifra de las decenas se obtie-
ne sumando el nimero de dedos que
se tocan y los que quedan por arriba, es
decir, 2+4. Adviértase que en vez del 7
contabilizamos un 2 y en vez del 9 con-
tabilizamos un 4, esto es como si pres-
cindiéramos de 5 de las unidades de
cada uno de estos nameros 7 y 9. Por
otra parte, se multiplica el ntimero de
dedos que quedan por abajo de los que
se tocan, es decir 3x1, adviértase que
esto es como si hiciéramos el producto
de los complementos a diez de los
datos dados, (10-7)(10-9), igual que en
el método del perezoso. Por lo tanto, la
regla se puede escribir en el lenguaje
horizontal asi:

79 = (10-7)(10-9)+10[(7-5)+(9-3)]
Y por analogia la férmula debe ser:
ab = (10-a)(10-b)+10 [(a-5)+(b-5)]

Para demostrarla es suficiente con
hacer el correspondiente cilculo literal.
Una vez se ha llegado aqui, es el



momento de poner juntas las férmulas
del perezoso y la de los dedos para tra-
tar de analizar lo que tienen en comin.

ab = (10-2)(10-b)+10[a—(10-b)]D
ab = (10-a)(10-b)+10 [(a—5)+(b-5)]

Salta a la vista que la parte que tienen
diferente, 10[a—(10-b)D) v 10 [(@—)+(-5)]
no lo es tanto pues una se sigue de la
otra. En efecto:

a—(10-b) = (a+b-10) = (a-5)+(b-5)]

En consecuencia, podemos decir que el
método de los dedos o a la turca no es
mds que una reformulacién del método
del perezoso y viceversa, Como el
método del perezoso se generaliza en
el método de los complementos, cabe
pensar que también el método de los
dedos se generaliza por analogia. Su
estudio se deja en las manos, nunca
mejor dicho, del lector.

De las férmulas a las reglas

En el intermedio del proceso anterior
aparece una formula para la que no se
ha dado la regla. En efecto se vio que

a—(10-b) = (a-5)+(b-5) = (a+b-10)

por lo tanto se tiene aqui un tercer
método, cuya férmula es:

ab = (10-a)(10-b)+10 [a+b-10]

La regla correspondiente puede enun-
ciarse asi: Para multiplicar dos nimeros
digitos se resta de 10 cada factor y tam-
bién se resta diez de su suma. El primer
resultado da la cifra de las unidades y
el segundo la cifra de las decenas.

Epilogo

Los métodos utilizados anteriormente
forman parte de la tradicidn escrita en
los libros de aritmética. El aprendizaje
de estos métodos es de por si una acti-
vidad ladica que puede ser utilizada
con una finalidad motivadora, pero lo
que aqui se ha pretendido mostrar es
que también pueden ser utilizados con
una intencién matemdtica. En este sen-
tido, la tradicién aritmética es rica y
valiosa, como muestra ofrezco algunas

El aprendizaje de
estos métodos es
de por si una
actividad lidica
que puede ser
utilizada con una
finalidad
motivadora, pero
lo que aqui se ha
pretendido
mostrar es que
también pueden
ser utilizados con
una intencion
matemdtica.

otras de estas reglas para que sean analizadas y se haga
emerger su estructura comin a través de sus férmulas
correspondientes.

Reglas de la tabla Mayor. Son las que se utilizaban para
multiplicar los nimeros de dos cifras, es decir los com-
prendidos entre 10 y 100. A continuacion las presento tal
y como vienen en Brufio (1932), incluyendo su generali-
zacién a nimeros entre 100 y 110 y entre 1000 y 1010.

Caso general

Para multiplicar dos niimeros de dos cifras iguales en
decenas.

Se afaden al uno las unidades del otro, se multiplica la
suma por las decenas y por 10, y se afiade al resultado el
producto de las unidades de ambos factores.

Ejemplo:
25%27 = (32x20) + 35 = 640 + 35 = 675,
En efecto:
25%27 = (20+5)(20+7) = (20+5)20+(20+5)7 =
= (20+5)20+20X7+5x7 = (20+5+7)20+7x5 = 32x20+5X7

Casos particulares

1.°) Los dos niimeros estin comprendidos entre 10 y 20.

La operacién es mis sencilla por tener cada factor sélo
una decena

13x18 = (13+8)10 + 8x3 ...

2.°) Los dos factores sélo difieren en las cifras de sus uni-
dades, las cuales suman 10.

El aplicar la regla general equivale, en este caso, a multi-
plicar la cifra comtn de las decenas por la misma aumen-
tada de 1, multiplicar el resultado por 100 y afiadir el pro-
ducto de las unidades.

Ejemplos: 89%81 = (8x9)100 + (9x1) = 7.209

Nota: Esta regla es particularmente ultrarripida cuando se
aplica al caso de un nimero de dos cifras terminado en 5
por si mismo. Esta regla viene en Santillana de la siguien-
te manera:

«Los productos de 15><‘15, 25X25, 35X35, 45X45, eic., dacaban en 25.

‘Observa cémo‘se obtiene el producto completo:

Ixsiguiente (2) = 2; 15X15 = 225,

3.°) Los dos nimeros estin comprendidos entre 100 y
110.

Se podri también aplicar la regla general, teniendo en
cuenta que cada factor tiene 10 decenas; luego, después
de anadir a uno de los factores las unidades del otro, se



multiplicard por 100, y se anadir el producto de las uni-
dades de los dos nimeros.

Ejemplos: 103x106 = (109x100)+3x6 = 10.918

4.°) Los dos niimeros estdn comprendidos entre 1.000 y
1.010.

Ejemplo: 1.005x1.008 = (1.013x1.000)+(5.8)=1.013.040

5.%) Los dos ntimeros estdn comprendidos entre 90 y 100.

Ejemplo: 92x97. Por la regla general resulta
(92+7)90+(2x7) = (99x9M)+14 = 8.910+14 = 8.924

De la misma forma que hay reglas para nimeros de dos
cifras iguales en decenas, particularizando segiin sea el
caso, también hay reglas para nimeros iguales en unida-
des. En la Aritmética de Polo (190), se incluye la siguien-
te:

Metodo para mudtiplicar dos niimeros de dos cifras iguales en las
cifras de las unidades y tales que las de las decenas suman 10:

Ejemplo. 34X 74 = 2.516. Se multiplican las cifras de las decenas,
al producto se le suma la cifra de las unidades, v el total son las
centenas del producto que se quiere averiguar, a las que se aiiade
el producto de las unidades por si mismas.

Por dltimo, y para no hacer mas larga esta seleccién, se
incluye el siguiente método de las diferencias, tomado de
Donovan & William (1965). Para multiplicar nitimeros
iguales comprendidos entre 25 y 50:

46%46 = 46-25, 21 X100 2100
50-46, 4 4x4 + 16
2116

Nota final: He aqui algunas soluciones:
(10a+b)(10a+c) = 100a(a+1)+bc
(10a+b)(10a+c) = 10af(10a+b)+c)]+bc
(10a+b)(10c+b) = 100(ac+b)+b?
(10a+b)(10c+b) = 100(ac+b)+b?), con a+c = 10
N? =100 (N-25) + (50-N)?
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