En este trabajo analizamos,
mediante el uso de diferentes
representaciones, la
resolucién de algunos
problemas verbales de varias
operaciones que
consideramos limite entre lo
aritmético y lo algebraico,
como los de grifos,
proporcionalidad, méviles y
ofros, con el fin de ver qué
hace a un método de
resolucion ser mas
algebraico
que aritmético.
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n la agenda de investigacion sobre la ensefianza y apren-
dizaje del Algebra (Wagner y Kieran, 1989), aparecen
varias preguntas acerca de la naturaleza aritmética o alge-
braica de los problemas verbales. Algunas preguntas en
concreto son las siguientes:

1. 4Qué es un problema verbal algebraico? ;Hay proble-
mas verbales que son intrinsecamente més algebrai-
cos que aritméticos?

2. ¢Qué hace a un método de resolucién ser mas alge-
braico que aritmético? ;Hay jerarquias cognitivas con
respecto a modos de representacién (lenguaje natu-
ral, grafico, numérico, simbdlico, etc., que justifiquen
un andlisis en resolucién de problemas algebraicos?

Contestar a estas preguntas es interesante al menos para
conocer los puntos de corte entre la aritmética y el élge-
bra en el curriculo escolar, prever los obsticulos que pue-
den presentarse en el trinsito de la aritmética al dlgebra,
comprender la naturaleza del proceso de resolucién de
los problemas verbales y desarrollar estrategias de ense-
fianza (Puig y Cerddn, 1991).

Para ello analizaremos mediante el uso de diferentes
representaciones la resolucién de algunos problemas
como los de grifos, proporcionalidad, méviles y otros, con
el fin de ver la posibilidad de encuadrarlos como proble-
mas aritméticos o algebraicos.

Examinemos diferentes representaciones en el siguiente
problema verbal:

Problema 1

Juan es 3 cm mds bajo que Victor, y éste es 8 cm mds alto
que Pedro. Sabiendo que Pedro miide 160 cm, jcudnto
mide Juan?

El problema estd dado en el sistema de representacién
verbal-sintdctico y su comprensién, que parte de una lec-



tura adecuada, exige toda una serie de habilidades lin-
giifsticas, reconocimiento de nombres, adjetivos, verbos,
etc., y permite identificar lo que se sabe y lo que se quie-
re encontrar, y con ciertas dificultades podriamos propi-
ciar un procesamiento verbal-sintdctico que nos permita
su resolucion.

Pedro mide 160 cm.

Victor es 8 cm m4s alto que Pedro. (La palabra «€ste» en
el texto se refiere a Victor).

Por lo tanto, Victor mide 168 cm. (Si Victor es 8 cml mds
alto que Pedro, entonces hay que anadir 8 cm a la altu-
ra de Pedro).

Juan es 3 cm mis bajo que Victor. (Invirtiendo la frase:
Victor es 3 cm mds alto que Juan).

Victor mide 168 cm. (Recordar lo procesado anterior-
mente).

Por lo tanto, Juan mide 165 cm. (Si Juan es 3 cm més bajo
que Victor, entonces hay que quitar 3 cm a la altura de
Victor).

Una persona que sepa dlgebra puede utilizar un sistema

de representacién formal. He aqui una secuencia posible:

7=V -3, Juan es 3 cm mis bajo que Victor
V=P +8, Victor es 8 cm més alto que Pedro
P = 160, Pedro mide 160 ¢cm
J=2 ¢Cuanto mide Juan?

Se ha realizado un proceso de traslacion de un sistema de
representacién a otro, proceso que implica mucho mads
que una simple traduccién. Ahora, el problema estd en
condiciones de poderlo resolver aplicando reglas alge-
braicas.

Todavia existe al menos otro sistema de representacion,
que denominaremos fisico-visual y que contiene diferen-
tes subsistemas de representacién para este sencillo pro-
blema: representacion fisica, iconica, geométrica y diagra-
matica.

Un buen ejemplo de una representacién del problema
mediante diagramas viene dado en la figura 1, basado en
método de anilisis-sintesis (Puig y Cerdén, 1989). El paso
desde la incégnita a través de incognitas auxiliares, hasta
reducir todo a datos del problema, es el anilisis; el cami-
no inverso es la sintesis, es decir efectuar los cdlculos que
aparecen en el diagrama: (8 + 160) - 3.

Una representacién geométrica puede ser dada por la
figura 2.

A partir de esta representacién y mediante el esquema
partes-todo (inclusién de clases y comparacion) asi como
de los sistemas de representacion verbal-sintdctico y arit-
mético, se puede generar un sencillo proceso de solucién:
(figura 3).
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Figura 2

Observemos que no existe una Corres-
pondencia univoca entre un sistema de
representacién y la estructura del pro-
blema, y que los cuatro sistemas de
representacién son ejecutables, es
decir, se pueden desencadenar en ellos
procedimientos de solucién diferentes,
aunque equivalentes.

Resnick y Ford (1990) sehalan que el
primer paso en cualquier situacion de
resolucién de problemas es elaborar
una representacién del mismo, enten-
diendo por tal elaboracién, el proceso
que establece vinculos entre el plantea-
miento del problema y la red semantica
de la persona, su conocimiento general
acerca de las relaciones matemdticas y
espaciales, y su conocimiento de los
procedimientos, con el fin de detectar
las caracteristicas del problema y codi-
ficarlas para poderlas interpretar por el
sistema de procesamiento de la infor-
macioén.

Cuando se ha elaborado una represen-

tacién del problema, la probabilidad de

que se lleve a cabo una solucion
8 correcta va a depender de que el reso-
lutor posea en la memoria un conjunto
adecuado de procedimientos que se
ajusten al problema, tal como se pre-
senta.

160

Sabemos que la resolucién de proble-
mas es una actividad dirigida a una
meta y los estudiantes necesitan apren-
der acciones especificas de resolucién
de problemas relacionadas con las
metas y, a veces, la falta de una buena
representacion del problema constituye
la dificultad central para muchos estu-

diantes incompetentes en algebra.

8 Pedro mide 160 cm
Victor mide 160 + 8 cm
160 Juan mide 160 + 8 =3 cm
J \' P
Figura 3




. ]a representacion tiene un cardcter
- gemantico, pues afecta al plano del
contenido, y no debe limitarse el pro-
ceso de traducir problemas verbales de
4lgebra, a la simple traduccién de un
lenguaje a otro. La traduccién va mas
alld, se trata de la elaboracién de una
representacién en el sistema de repre-
sentacion elegido.

Es necesario considerar con el auxilio
de papel v ldpiz los tres sistemas de
representacion posibles en matemati-
cas: el lingtistico, el fisico-visual y el
algebraico. Cada uno de ellos puede
hacer entrar en juego diferentes repre-
sentaciones mentales de los objetos o
estructuras considerados. Tampoco se
debe olvidar los dos sistemas de repre-
sentacién que pertenecen al mundo de
las representaciones mentales: la heu-
ristica y las creencias (Goldin, 1987). O
como sefiala Kaput (1989) las matema-
ticas son, entre otras cosas, una colec-
cién de lenguajes y éstos tienen un
doble papel: son instrumentos de
comunicacién e instrumentos de pensa-
miento. Sus puntos de partida son:

a) la nocién de representacién mental
como el medio por el cual un indi-
viduo organiza y maneja el flujo de
su experiencia,

b) la nocién de sistema de representa-
cién o sistema simbélico como un
artefacto linglifstico o cultural,
materialmente realizable.

Los sistemas de representacién, cuando
se aprenden, son usados por los indivi-
duos para estructurar la creacién y ela-
boracién de sus representaciones men-
tales.

Sin embargo, en la practica hay que
reconocer que se ha potenciado mis
una enseflanza sintictica del dlgebra
que una ensefianza semdntica, como
consecuencia de dificultades inheren-
tes en el trato con los simbolos forma-
les del dlgebra, que son muy concisos
y de sintaxis implicita, y de la ausen-
cia de representaciones que puedan
proveer informacién de retroalimenta-
cién.

Consideremos el siguiente problema:

Problema 2

Un grifo tarda en llenar un depdsito 2 horas. Otro grifo
llena el mismo depésito en 3 horas. ;Cudnto tardan los dos
Juntos en llenar el depdsito?

Ahora, este problema verbal tiene mayores dificultades
para desencadenar un procesamiento verbal-sintdctico
que nos permita su resolucion.

Una representacién mediante diagramas basada en una
generalizacién del método andlisis-sintesis, es decir, tra-
tando lo conocido y lo desconocido de la misma forma es:

Parte del depdsito en 1 hora 1
con los dos grifos

. +

Parte del depdsito en 1 hora Parte del depdsito en 1 hora
con el primer grifo con el segundo grifo

2V 3

Figura 4

El método se muestra aparentemente algebraico con la
presencia de una nueva incégnita que en el diagrama la
consideramos como un dato til para establecer, en la sin-
tesis, la relacion definitiva que nos permite obtener el
resultado.

Una persona que sepa dlgebra podrfa, utilizando el siste-
ma de representacién formal, escribir: V = (V/2 + V/3) t
o, simplemente, 1/2 + 1/3 = 1/t.

Desencadenar, en ambos casos, un proceso de solucion
requiere necesariamente aplicar reglas algebraicas. No
ocurria asi en el problema 1.

Una representacién geométrica sencilla puede ser dada
por la siguiente figura:

2h 3h

Figura 5
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¢:Se podria desencadenar un proceso de solucién, a pattir
de esta representacién? Obviamente, si, teniendo en cuen-
ta algunos esquemas como la relacién partes-todo, reduc-
ci6én a la unidad y equivalencia, asi como a los sistemas
de representacién verbal-sintactico y aritmético.

2/6 ’ '1/3
3/6 1/2
Figura 6
172 v 1/3

son equivalentes a
36y 2/6

Luego llenan 5/6 del depé6sito en 1 hora y el 1/6 restan-
te lo llenan en 1/5 h.

No hemos tenido que recurrir en todo el proceso de reso-

Reduccién a la unidad o escala del 25 %.
Resultado: Pedro tiene 9.000 pesetas.

El sistema de representacién formal nos
conduce a dos tipos de razonamiento
en la proporcién (comparacién por
cociente), el razonamiento horizontal
(llamado método de la ecuacién) y el
razonamiento vertical (llamado método
proporcional), formuladas respectiva-
mente como:

X = 75% de 12.000 o
75/100 = x/12.000

Problema 4

Antes de recibir la paga semanal Victor
tenia 12.000 pesetas. Después de la
paga semanal tiene 13.800 pesetas.
sCudl es el porcentaje de aumento?

Representacion Solucién
lucién a ninguna regla algebraica.
13.800 pts. 13.800 pts.
En la resolucién de problemas, como heIr}os indicado, un 100% 12.000 pts. 100% 12.000 pts.
primer paso es elaborar una representacién del problema
que tiene un cardcter marcadamente semdntico, sin
embargo esta fase en los problemas verbales algebraicos 50% — 6.000 pts.
se ha entendido como una traduccién del sistema de 5
representacién linglifstico al sistema de representacién 10% = 1.200 pts.
formal que, generalmente, se concreta en una ecuacion, 0%
cuyo contenido semdntico, por la propia dificultad de los )
simbolos formales, es escaso, olvidindose del sistema de Figura 8
representacién fisico-visual como un sistema de repre-
sentacion til en la elaboracién de representaciones del Reduccién a la unidad o escala del 10%.
problema. Resultado: El porcentaje de aumento es
15%.
Problema 3 Razonamiento horizontal:
Andprés tiene 12.000 pesetas y Pedro el 75% del dinero de x% de 12.000 = 13.800
Andpreés. ;Cudnto dinero tiene Pedro? . ,
Razonamiento vertical:
x/100 = 13.800/12.000
Resultado: 115% - 100%.
Representacion Solucién Una representaciéon de los problemas 3
100% 12.000 pts. 100% 12.000 pts. . 4 PO, .
y 4 mediante el método andlisis-sintesis
0, O,
75% — 75% 9.000 pts. nos llevarfa a interpretar estos proble-
50% | — —| 6.000 pts. mas como aritméticos, donde lo conoci-
o5% | —| 3.000 pts. do y desconocido puede ser tratado de
formas diferentes.
P A Los métodos de la proporcién y de
reduccién a la unidad se pueden con-
Figura 7 cretar en: el método de la proporcién




supone plantear una proporcién en cuyo
primer miembro figuran las dos cantida-

des conocidas de una magnitud, expre-
sando que su razén es igual a la razén
directa o inversa de la cantidad conocida
y de la desconocida de la otra magnitud.
Finalmente consiste en trasladar la infor-
macién a expresiones del tipo:

a/b =x/d

Reduccién a la unidad supone calcular
el valor de la segunda magnitud que
corresponde a la unidad de la primera,
y entonces el valor que corresponde a
n, segin que la proporcionalidad sea
directa o inversa.

Formalmente consiste en trasladar la
informacién a una expresién del tipo:
m = a ' n, para las magnitudes directa-
mente proporcionales o m * n = a, para
las magnitudes inversamente propor-
cionales.

Veamos el caso de reduccién a la uni-
dad, para situaciones de proporcionali-
dad inversa, en el siguiente problema.

Problema 5

20 obreros hacen una obra en 6 dias,
Jeudntos dias tardardn en bacer la
obra 15 obreros?

Se origina con relacién al producto de
las dos magnitudes (figura 9):

1/20:6, parte de la obra, por obrero y dia.

El resultado estd asociado a un proceso
de recuento hasta llegar a la unidad.

8
By .+ L
20 2

Un ejemplo interesante de problemas
que parece sefialar el transito de la arit-
mética al dlgebra lo constituye los pro-
blemas de «moviles».

Problema 6

Un automévil parte del punto A con
velocidad uniforme de 40 km/b bacia
otro punto B. Dos horas después sale de
A bacia B otro automovil con velocidad

Representacion

20
15

20
15

Solucién

Figura @

@«

uniforme de 60 km/b. Digase cudnio tiempo tardardn en
encontrarse.

Una versién de este problema es utilizada en Puig y
Cerdan (1991) como un posible ejemplo de problema de
varias operaciones combinadas que debe situarse en el
terreno de dlgebra, y lo relacionan con los trabajos de
Filloy y Rojano (1985) que han determinado en el terreno
de la resolucién de ecuaciones un corte entre la aritméti-
ca y el dlgebra en el momento en que es necesario ope-
rar con la incégnita para resolver la ecuacién.

Al aplicar al problema 6 el método de anilisis-sintesis,
para llegar desde los datos a la incégnita, es necesario
considerar tanto a datos como incdgnitas como si fueran
datos, es decir, es necesario operar formalmente con ellos.
El examen de las relaciones que se obtienen no ha de
comenzar necesariamente en la incégnita y terminar en su
reduccion a los datos. Lo que se hace es buscar una can-
tidad, que no tiene por qué coincidir con la incdgnita del
problema y que pueda expresarse de dos maneras distin-
tas (método cartesiano).

Una representacién mediante diagrama, utilizando el
método de andlisis-sintesis es:

tiempo primero >
distancia 40
X
t 60
Figura 10

En la Aritmética de Treviso aparece enunciada la regla
para resolver problemas de dos objetos que se persiguen
y después se alcanzan (Paradés y Malet, 1989,
pp.112-114), dando como ejemplo:

cual la persi-
mientras
u4ntos pasos

«Una liebre se halla delante de un pett
gue; se encuentra 150 pasos por dela
la liebre da 6 pasos, el perro da 1
habra dado el perro cuando

La diferencia entre 6 y 10

la regla, 150 x 2 = 1500 [

dado el perro cuando haya atr

blema G pue-

Este tipo-de problemas y n
den ser traducidos; )



expresioén aritmética, mediante el método de analisis-
sintesis.

Tiempo de alcanzar

Ventaja

Lo que
recupera
por unidad
de tiempo

Velocidad Velocidad
del mas del mas
lento réapido

Tiempo
de adelanto

(2 x 40) : (60 — 40)

Velocidad del
mas lento

Figura 11

Sin embargo, argumentan que las incégnitas auxiliares
necesarias para que el proceso de traduccién pueda ser
aritmético son mads dificiles de establecer que las que apa-
recieron en el andlisis algebraico, y afaden que el anili-
sis algebraico puede calificarse de andlisis natural y éste,
de complejo, refinado o sutil; concluyen, que este pro-
blema se ve abocado al dlgebra por la via del andlisis
natural, pero «admites un proceso de traduccién, mds
sutil, cuya estructura es aritmética.

Nuestra experiencia con alumnos de bachillerato y uni-
versitarios (Escuela Universitaria de Formacién del
Profesorado y Facultad de Matematicas de La Laguna) se
ha realizado con una versién del problema en términos
de dinero.

En él se prohibe expresamente, su resolucién en térmi-
nos algebraicos.

Problema 7

Juan encontrd trabajo y gana 30.000 peselas semandles.
Seis semanas mds tarde Pedro encontré trabajo y gana
45.000 pesetas a la semana. ;Cudntas semands lardard
Pedro en obtener unos ingresos idénticos a los de Juan?

Aparece con cierta facilidad la resolucion aritmética
mediante comparacién por diferencias y otra por cocien-
te con la ventaja obtenida que responde al diagrama arit-
mético del método anilisis-sintesis.

En el sistema de representacién visual-geométrico que
hemos venido utilizando nos llevaria a la figura 12.

Resolucion

40 km/h
2 x 40 km

60 km/h

A

Solucién

80 km

| 60— 40 = 20

Resultado
80:20 = 4h

Figura 12

O, también, a la representacién alge-
braica
2-40+40t=060t

Parece claro que no tenemos elementos
suficientes para clasificar un problema
verbal en aritmético o algebraico.
Vemos como el proceso de traslacion
puede realizarse mediante varios siste-
mas de representacién (formal, vi-
sual-geométrico, diagramas, etc.), que
siendo cualitativamente distintos con-
ducen a expresiones equivalentes.
Determinar, entonces, entre los proble-
mas verbales de varias operaciones que
consideramos limite entre lo aritmético
o algebraico, cudl tiene una estructura
mids aritmética que algebraica, o al
revés, depende de los sistemas de
representacién elegidos que provocan
en el resolutor un tipo de imagen men-
tal que desencadena la necesidad de un
pensamiento aritmético o algebraico
para su solucién.

El sistema de representacién de imdge-
nes (fisico-visual) aporta elementos de
anilisis en la resolucién de problemas,
permitiendo en muchos casos una
representacion y solucién del mismo.
Este sistema de representacién necesita
de una mayor presencia en el sistema
educativo, organizado y sistematizado
como subsistemas de representacion
locales que permitan ensefiarlos con
cardcter auténomo, es decir, como
autosuficientes.

El que hemos venido mostrando en
estos problemas como un sistema de
representacién  visual  geométrico
(SRV.G) es un sistema mixto que
combina el esquema de relacién par-
tes-todo y sus relaciones posibles: com-
binar, cambiar, comparar e igualar, con
el sistema decimal, mediante una repre-
sentacién bidimensional continua (rec-
tangulos) que facilita el paso a los
esquemas aditivo, multiplicativo y pro-
porcional.
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