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ntroduccion

Estas reflexiones se refieren a algunos problemas que
estdn en la base del «pensamiento geométrico-espacial.
En mi opinién, es importante que cada profesor reflexio-
ne sobre estos aspectos, que generalmente se pasan por
alto.

D Hablaremos sobre t6picos que se refieren también a los
primeros pasos en el proceso de ensefianza/aprendizaje:
por tanto, como se verd mds tarde, a menudo, algunos
tOpicos «edricos» permiten una cierta clarificacién de
cuestiones «elementales». Ademads, las cuestiones concep-
tuales son muy importantes, incluso desde el punto de
vista epistemoldgico, y en esta perspectiva es til repen-
sar algunas ideas que se han ido elaborando en el dmbi-
to de importantes tradiciones filosoficas.

1) En este contexto, no se puede pretendér la misma
precision del significado a la que todos los matematicos
estdn habituados: de hecho, una cierta indeterminacion
semdntica puede ser atil, a veces. Aqui querria distinguir
entre dos adjetivos, considerados a menudo como sinéni-
mos: espacial y geométrico:

«Geométricor se usard en el contexto de una teoria, aun-
que sea elemental: «conceptos geométricos» (que son el
primer paso para una organizacién tedrica), «magnitudes
geométricas». «Espacial> se refiere a lo que tiene relacién
con la experiencia del mundo que nos rodea, se usard
para hablar de nuestra forma de ver y de actuar en el
espacio, de nuestro hablar del espacio (shabilidad espa-
cial): si bien debe sefialarse que algunas tendencias epis-
temoldgicas tienden a ocultar esta contraposicién. Pero no
opondremos «espacial» a «plano», pues muchas veces el
entorno en el que actuamos es bi-dimensional.



Tenemos que precisar este punto. Muchos dicen que la
realidad fisica es, de todos modos, tridimensional y que,
por tanto, se debe dar prioridad a las tres dimensiones.
No estoy de acuerdo con esta conclusién, incluso cuando
actuamos fisicamente, operamos normalmente, en el nivel
de modelos mentales, y estos pueden ser bi-dimensiona-
les. Por tanto, la dimensién es un caricter de las image-

nes mentales espaciales.

IID Recordemos brevemente el «programa de Erlangens. A
partir de la constatacién de la existencia de geometrias
distintas de la geometria euclidea (elemental), por ejem-
plo la geometifa proyectiva y la topologfa, Félix Klein
(1872) propuso una sistematizacién global: existen
muchas geometrias, cada una de ellas basada en un crite-
rio de equivalencia de figuras geométricas: Dado un
grupo G de transformaciones, dos figuras se dicen G-equsi-
valentes cuando existe un elemento de G que transforma
la primera en la segunda. La G-geometria es el estudio de
las propiedades invariantes respecto del grupo G: en par-
ticular, los mismos conceptos geométricos son relativos al
grupo G. Un concepto es admisible en la G-geometria si
su «extensioén» (el conjunto de figuras incluidas en ella) es
invariante respecto de G. De hecho, podemos considerar
significativa una geometria si hay un campo de experien-
cias (en el sentido mas amplio de la palabra: puede tra-
tarse de una experiencia puramente mental) que nos lleva
a operar de acuerdo con el grupo G; hay otras geometrfas
privilegiadas en este sentido (por ejemplo, las ya citadas):
pero muchas personas reconocen que, hablando en gene-
ral, en torno a cada grupo se puede desarrollar una clase
de intuicién (ver Speranza, 1992).

IV) Cuando hablamos de «concepciones del espacios, no
siempre se tratard de teorfas matematicamente elaboradas;
sino que, a veces, ni siquiera estardn claramente expresa-
das. Por esto, tales «ilosoffas implicitas» pueden condicio-
nar fuertemente nuestro modo de pensar (y condicionar la
comunicacién entre el ensefante y el estudiante). Esto
puede surgir de un pensamiento «primitivor (en el sentido
etnolégico o psicolégico), o de una enseflanza-aprendiza-
je pre o extraescolares. El profesor (o el investigador) tiene
que comprender sus propias concepciones y analizarlas (y
estar abierto a todas ellas); también debe de estar prepa-
rado para encontrar en sus alumnos diferentes concepcio-
nes: incluso diferentes de unos alumnos a otros?,

En mi opini6n, el mejor modo de abordar el problema de
esas diferentes concepciones de espacio consiste en
poner en evidencia algunas contraposiciones. Algunas
veces son de naturaleza puramente epistemolégica (ele-
mental), y las dos alternativas pueden incluso coexistir, en
el sentido de que un mismo individuo «aplica» unas veces
una,.y otras veces otra (por ejemplo, espacio indepen-
diente o no- independiente). Otras corresponden a
diferentes elecciones que se pueden emplear en una teo-

...el mejor modo
de abordar el
problema de esas
diferentes
concepciones de
espacio consiste en
pomner en
evidencia algunas
contraposiciones.

1 La importancia de la idea de
espacio en nuestra cultura esta
subrayada por las metéforas
espaciales, de las que tan ricas
son las lenguas indoeuropeas
(segln algunos, en especial las
neolatinas); es decir, situacio-
nes que son no espaciales se
describen con palabras que
hablan del espacio. Por ejem-
plo, «punto de vista, «en este
punto», «incluirs, «trasladar»,
«formac, «concentrado», «subs-
tancia» (de sub y estar}, «cua-
drado»... No es asi en fodas
las lenguas, como ha demos-
trado, por ejemplo Whorf en
sus estudios sobre las lenguas
indias de América [Whorf,
1936].

rfa geométrica o fisica (por ejemplo,
espacio limitado o ilimitado). Otras se
sitilan en un plano decididamente filo-
séfico (por ejemplo, ses el espacio una
cosa real o una dorma» de nuestra
mente?

Espacio no independiente/
espacio independiente

«Espacio no independiente» significa que
pensamos primero o esencialmente en
los objetos (o en las figuras); el espacio
es solo la coexistencia de estos o estas.
Alguno incluso habla de «oncepciones
relacionales». Por contra, «espacio inde-
pendiente» significa que la primera cosa
en que pensamos es el espacio y des-
pués en €él, localizamos los objetos (las
figuras).

En el pensamiento primitivo, el espacio
es no-independiente; igual que para
Aristoteles (basta pensar que para
Aristételes es el dugar de un cuerpo»: la
superficie interna que lo circunda).

Platén es mas partidario de una visién
independiente del espacio: «Hay una
primera especie, que es ... no generada,
no perecedera
generada y siempre mévil ..., y hay, por
fin, una tercera, la del espacio, que no
admite destruccién y ofrece un sitio
para todas las cosas generadas, ..
(Timeo, XVIILD).

..; hay una segunda,

Posiblemente Platén fue precedido por
los atomistas que admitfan la existencia
del vacio, y de aqui, pasando del plano
fisico al geométrico, se empieza a pen-
sar en el espacio «en si mismos.

En un articulo reciente, Manara observa
que, mientras Euclides no habla de
«espacio», en cambio la palabra aparece
a menudo en los nuevos curriculos. En
realidad, Euclides no concibe el espacio
como independiente, sélo considera las
figuras en si mismas (s6lo excepcional-
mente, por ejemplo en la «demostra-
cién» del primer criterio «de igualdad»
de tridngulos, se consideran dos figuras
a la vez). Resulta natural, para el que
piensa de este modo, no usar ni siquie-




ra las palabras que se refieren al «entor-
no» entero, es decir a la propia palabra
«espacior. Asi parece Euclides mis aris-
totélico que platénico (la idea de un
Euclides platénico es probablemente
«propaganda» hecha por los neoplaténi-
cos, uno de los cuales era Proclo).

Hoy por el contrario, dl menos entre los
matematicos, la idea de espacio tiene
prioridad. Es un ejemplo significativo
de la importancia de un andlisis de las
filosoffas implicitas subyacentes a las
matemadticas.

También en este sentido, es importante

tener presentes los muchos factores

que en la época moderna han impulsa-

do (quizd incluso contra su voluntad)

hacia el espacio independiente:

e Fl «istema del mundo» de Newton.

e La geometrfa analitica, (no en la
forma primitiva de Descartes, sino
en el momento en que los conti-
nuadores dicen: {ijjamos dos ejes en
un plano...»).

e Las transformaciones geométricas y
después, el programa de Erlangen.

e La consideracién de espacios «extra-
fos», estudiados en la geometria del
siglo XX.

El espacio en el arte (i)

Las concepciones del espacio han
influido en las artes y, reciprocamente,
éstas han contribuido a orientar el
modo de pensar el espacio. Desgracia-
damente, estamos acostumbrados a
considerar como ambitos separados, la
ciencia, el arte, la filosofia, mientras en
otras épocas, éstas han interactuado
mas o menos explicitamente (hoy,
obviamente de un modo menos evi-
dente: pero entonces es todavia mds
importante darse cuenta de ello).

De las artes, aquéllas que me parece
que pueden dar indicaciones mis signi-
ficativas son, por un lado, la arquitectu-
ra y el urbanismo (que actdan constru-
yendo espacios), y por otro, la pintura
(que estd obligada a representar las tres
dimensiones en dos y que, por tanto, se
encuentra confrontada con los proble-
mas de las representaciones). Para

Las concepciones
del espacio han
influido en las
artes Yy,
reciprocamente,
eéstas han
contribuido a
orientar el modo
de pensar el
espacio.

2 Algunas veces, los matemati-

cos son incluso demasiado
«timidos» al considerar los
profundos cambios que en el
pensamiento se han producido
por el desarrollo de las mate-
méticas. La separacién de las
culturas, que pesa de modo
devastador en la cultura de
hoy, es un obstéculo para
estas interacciones, y por
tanto, es aln mds urgente
reflexionar sobre estos temas.

nuestro propdsito, son especialmente interesantes las afir-
maciones de Erwin Panofsky (sobre la pintura desde la
Antigtiedad al Renacimiento) y Pierre Francastel (sobre la
pintura del Renacimiento al cubismo) y de Bruno Zevi
(sobre la arquitectura): antes de nada, en el primero
encontramos indicaciones fuertemente relacionadas con
el problema del espacio independiente o puramente rela-
cional.

El ensayo de Panofsky Die Perspektive als «ymbolische
Form» (1924) se relaciona explicitamente con el pensa-
miento del filésofo Ernst Cassirer: a través de una forma
simbélica» «un particular contenido espiritual se conecta
con un concreto signo sensible e identificado intimamen-
te con estes. Seglin Panofsky, la perspectiva del
Renacimiento es la realizacién visible de una nueva con-
cepcién del espacio, de una vision neoplaténica del
mundo. Hay que advertir que Panofsky reclama mds de
una vez algunos aspectos de geometria y pone en evi-
dencia la estrecha interrelacién entre espiritu artistico y
espiritu cientifico de los «readores» de la perspectiva.

Una de las ideas fundamentales para comprender una
época de la historia de la pintura es, segin Panofsky, la
concepcién del espacio de aquel tiempo: encontramos
algo andlogo a nuestra contraposicién entre «espacio inde-
pendiente o no» Sin embargo, en esto Panofsky es mds
«igido» al distinguir entre la era antigua y la medieval y
moderna: «asi como los artistas de la Antigtiedad no podian
imaginar este espacio sistematico, tampoco los filésofos
de la Antigiiedad, podian pensarlo [...]. Ninguna [de las
teorfas antiguas] habia llegado a dar una definicion de
espacio como un sistema de meras relaciones entre altu-
ra, anchura y profundidad [...]. La totalidad del mundo es
siempre algo fundamentalmente discontinuo [incluso en]
Demdcrito [y en] Platon [...].. (p. 53). Probablemente aqui
Panofsky estd pensando en la influencia que la geometria
analitica ha tenido sobre las concepciones del espacio?.

«El arte clasico [...] no ponia juntos pictéricamente en una
unidad espacial los elementos singulares tridimensionales
materialmente [...] sino que los fundia [...] en un conjunto de
grupos. Lo mismo sucedié [con] el helenismo [...] el espacio
no se siente como algo capaz de circunscribir y resolver la
contraposicién entre cuerpos y no-cuerpos [..l» (p. 51.

Después Panofsky examina la pintura medieval, aquélla
que para nosotros supone un alejamiento del naturalismo
de la Antigliedad tardfa, para él es «componer una unidad
real que antes se habia configurado como una multiplici-
dad», unidad obtenida, por ejemplo con procedimientos
«coloristicos y luminosos; Proclo (410-482) habfa afirmado
que «el espacio no es otra cosa que la luz mis sutil> (pp.
51-52).

Con el florecimiento de la pintura toscana, a partir de
mediados del siglo XIII, se advierte la emergencia de un



nuevo sentido de la espacialidad (que se refuerza con los
elementos arquitecténicos, presentes con frecuencia en la
pintura), de la unidad compositiva: Panofsky cita, por
encima de los demds a Duccio da Boninsegna (c¢. 1255-c.
1318), Giotto (1266-1337) y Ambrogio Lorenzetti (c 1290?-
1348?). En estos pintores se va desarrollando gradualmen-
te una perspectiva, no todavia «matematica», sino proba-
blemente empirica, capaz, sin embargo, de wnificar el
espacio» de un modo cada vez mds sistemitico.

Con el siglo XV, la teorizacién matemdtica de la perspec-
tiva (L. B. Alberti, 1435) dlega a realizar plenamente,
incluso en el plano matemdtico, la imagen del espacio,
que hacia mucho tiempo que habfa sido unificada»
(Panofsky). Es sabido que la «perspectiva matemitica» no
corresponde exactamente a la visién efectiva, debido a
que la retina, incluso si sélo una pequefa parte de la
superficie interna del ojo se interesa en la visidén, no es
plana. Las técnicas para resolver este problema las cono-
cifan ya en la Antigtiedad (por ejemplo, los constructores
de templos). Haber renunciado a estas técnicas en favor
de una perspectiva rigurosamente matemdtica es un signo
de una nueva concepcién del espacio, en el umbral de
una renovada tradicién platénica, por la cual se conside-
ra el mundo de las ideas, con su perfeccién ultraterrena,
como la verdadera realidad. Segun Francastel: {...] Antes
de Brunelleschi y de Paolo Ucello [...] no se comprendia
que las relaciones geométricas y matemiticas creaban un
puente entre cosas de diferente naturaleza [...] El hecho de
que en el siglo XV, grupos de artistas y cientificos prosi-
guiendo las investigaciones iniciadas en el periodo medie-
val, descubrieran™que no sélo las cosas, sino también el
vacio podia ser medido, y que entre el espacio y las cosas
existe una identidad racional y no substancial, [...], dio
lugar, no solamente, a una nueva pintura, y una nueva
arquitectura sino también a una nueva sociedad y [...] a un
nuevo mundo». (pp. 31-32). Por primera vez después de
Grecia, se asiste a la elaboracién de un sistema fundado
en una visioén racional del mundo [...}.. (p. 105).

Segun Argan, con Brunelleschi, empieza una nueva con-
cepcién del espacio en la arquitectura (Argan, 1946): «l
espacio [...] estd por todo, es, a la vez, continente y con-
tenido, envolvente y es envueltor. (Francastel, 1950, p.
27).

En el siglo XV, el espacio se convierte en el protagonista
de la propia pintura (Van Eyck, Masaccio, Beato
Angélico,...) y es significativa, una vez mis, la presencia
constante de la arquitectura, sobre todo, si se tiene pre-
sente que, como observa Zevi, el espacio es propiamente
el tema esencial de la obra arquitecténica. Algin tiempo
después, Pomponio Gaurico expresard de modo clarisimo
el principio del espacio independiente en el arte: «Atqui
locus prior necesse est quam corpus locatum, Locus igitur
primus disegnabitur»,3

Hablar de espacio
absoluto significa
afirmar que
es posible
individualizar
cada punto en Si
mismo; hablar de
espacio relativo
quiere decir que
un punto
puede ser
individualizado
solo en relacion
con algun objeto
(es decir con un
sistema de
referencia).

3 Pero es necesario que el espa-
cio exista primero, por fanfo,
el Espacio se delimitara en pri-
mer lugar.

Se observa como contraste, que los
manieristas conocerdn bien la técnica
de la perspectiva, pero el concepto de
la pintura cambiard profundamente.
Francastel observa: e llegard asi, al
principio del siglo XVI, a una visién del
espacio mis escenogrifica que euclidea

L) (p. 106).

Todavia, la importancia del espacio se
vuelve a encontrar, por ejemplo, en las
obras del perfodo italiano de El Greco,
y en la madurez de Vermeer.

Espacio absoluto/espacio
relativo

Hablar de espacio absoluto significa
afirmar que es posible individualizar
cada punto en si mismo (da astronave
intergaldctica n.° 1 estd exactamente en
el punto en que estaba la n.° 2 hace un
afion); hablar de espacio relativo quiere
decir que un punto puede ser indivi-
dualizado sélo en relacién con alglin
objeto (es decir con un sistema de
referencia).

Esta contraposicion ha sido fundamen-
tal en la historia de la fisica. Incluso
cuando pensamos en términos terres-
tres, tenemos un sistema seguro de
referencia «natural: por tanto, pensa-
mos en términos de espacio absoluto
(o que es mis espontineo para un
nifio). Se ha necesitado pensar en tér-
minos extraterrestres para llegar a con-
cebir el espacio relativo (;Parménides?,
Jlos atomistas? (Nicola de Cusa?).
Galileo pensaba en términos de espacio
relativo para refutar a los aristotélicos;
pero Newton volvié al espacio absolu-
to como soporte de su dindmica (por
ejemplo pensemos en el principio de
inercia). Leibniz se oponia a él con el
«wevo buen sentidos; las dos concep-
ciones han funcionado a su vez, como
un obsticulo epistemoldgico, una res-
pecto de la otra.

La contraposicién se puede explicar
desde el punto de vista del programa
de Erlangen: el espacio absoluto es
aquél, en el que el grupo fundamental




se reduce a la identidad; la relatividad
del espacio «se mide» basandose en el
grupo fundamental.

para Einstein «espacio absolutor hay
que emparejarlo con «spacio indepen-
diente», y «espacio relativor con «espacio
no independiente»: es una hipétesis
sugestiva, pero negada por la historia:
el espacio del pensamiento primitivo
(como el de Aristoteles) es absoluto y
no-independiente; el espacio de la geo-
metria elemental de hoy es relativo e
independiente (al menos después de
Klein).

Espacio homogéneo o no-
homogéneo. Espacio iso-
tropo o anisétropo

Un espacio se dice homogéneo si todos
sus puntos son equivalentes; un espa-
cio se dice isétropo si todas las
direcciones que pasan por un punto
son equivalentes.

El espacio de nuestra experiencia fisica,
no es isétropo, (hay una direccién pri-
vilegiada: la vertica); puede considerar-
se homogéneo si nos encerramos en
experiencias limitadas y bastante
descontextualizadas (por ejemplo, olvi-
dando que existen las paredes de la
habitacién).

El espacio de la cosmologia aristotélica
es no-homogéneo y no-isétropo (la
Tierra no equivale a las demds esferas
celestes, v la direccién arriba/abajo esta
privilegiada), el de la geometria eucli-
dea es homogéneo e isotropo. Koyré
pone el acento en la revolucién cusia-
na-galileana-newtoniana que ha dmpues-
tor a la fisica la adopcién de la geome-
tria euclidea.

Las dos contraposiciones se pueden
interpretar en el programa de Erlangen:
un espacio es homogéneo cuando su
grupo fundamental es transitivo (dados
dos puntos, existe una transformacién
que lleva el uno al otro); y es isdtropo
cuando el subgrupo que deja un punto
fijo opera transitivamente en las direc-
ciones que salen del punto.

El pensamiento
griego, al menos
en la mayoria de
los casos, trata de

rechazar lo
dlimitado» por
considerarlo una
forma de
imperfeccion.

Para Aristoteles,
mds alld del cielo

de las estrellas

fijas no bay
espacio.

4 Incluso prescindiendo de la

negacion aristotélica del vacio,
la idea no es realmente tan
«extrafia»: una region del
espacio vacio se puede consi-
derar como la posicion poten-
cial de un cuerpo, pero de un
cuerpo fuera del cosmos (que
incluye todo), seria una contra-
diccion en los términos.

Ocurre bastantes veces que
entre dos conceptos relaciona-
dos, aquél que es psicologica-
mente méas sencillo, es mads
complejo desde el punio de
vista légico.

Por encima de todo, una tarea importante en la escuela
elemental es promover y cuidar el paso de un espacio ani-
s6tropo (y no homogéneo, de algin modo) del nifio al
espacio isétropo (y homogéneo) de la geometria.

Espacio limitado/espacio ilimitado

Hay bastante confusién, en la literatura cldsica, sobre
estos términos: habitualmente se pensaba en un espacio
en el que las distancias tenfan (0 no) un limite superior
(lo que quiere decir que se debfa de tratar, antes que
nada, de un espacio métrico). Pero dimitado» también
puede significar «dotado de un limite» (una frontera), y
esto nos lleva a una distincién topolégica (es un claro
ejemplo de como la matemitica més avanzada puede
aportar luz sobre los modos de pensar anteriores).

Fl ‘pensamiento griego, al menos en la mayorfa de los
casos, trata de rechazar lo dlimitado» por considerarlo una
forma de imperfeccién. Para AristSteles, mas alld del cielo
de las estrellas fijas no hay espacio.* Por tanto, la superfi-
cie externa del cielo de las estrellas fijas no es, hablando
en términos modernos, un «onfin:: aparece aqui la dnfan-
til» objecién atribuida a Architas «y si, una vez llegado alli,
extendiera mi mano ...

Otros filésofos posteriores han admitido, un limite en el
COSIMOS, Pero sin embargo, con la existencia de un «espa-
cio» fuera de €l (Sambursky, 1956). El espacio de la geo-
metria (al menos de Euclides en adelante) es potencial-
mente ilimitado: por tanto el espacio de la geometria estd
profundamente diferenciado del de la cosmologia (pense-
mos también en las cuestiones de homogeneidad e iso-
tropia). La separacién entre la geometria y la fisica durd
hasta la edad moderna: «La Matemdtica no es el estilo de
la Naturaleza», «a la Naturaleza no le convienen las sutile-
7as matematicas. Se ha observado (Cornford, 1936) que
el cosmos finito ha sido un obsticulo epistemoldgico para
poder aceptar el espacio infinito de la geometrfa euclidea.
Y este era un obsticulo epistemoldgico para poder acep-
tar el espacio limitado de muchas teorfas relativistas.

La mayor parte de las revisiones de la geometria euclidea,
de finales del siglo XIX, introducen explicitamente, como
término primitivo, el de «ecta» ilimitada. Con ello, nos ale-
jamos (respecto de la idea de wecta terminada») de la
experiencia fisica y psicolégica; pero este «saltor se expli-
ca admitiendo el infinito en acto, ahora habitual en las
mateméticas (en el 4mbito geométrico, la geometria pro-
yectiva también ha hecho su contribucién); y con una
mayor sencillez logica de la idea de recta, que puede ser
pensada independientemente de una estructura de
orden.’




El espacio en el arte (li)

Segun Erwin Panofsky, el arte grecorromano, coherente con
su opcién filosdfica, huia de la representacién del infinito.

Con el cristianismo, hay un infinito en acto, si bien inicial-
mente limitado a lo divino; pero Duhem observa que {...]
entre las dos proposiciones “el infinito potencial no es con-
tradictorio”, “el infinito puede ser realizado en acto, los
16gicos del siglo XIV [...] levantaron una barrera [... que] la
hemos visto caer; no de golpe [...], sino arruinindose poco
a poco en el transcurso de los afios, desde 1350 hasta 1500

También en este punto, juega el arte un papel esencial:
también en este sentido la perspectiva represents el papel
de forma simbdlica. Probablemente, hasta que la pers-
pectiva empirica se orienté hacia la técnica del eje de
fuga,’ la cuestién del infinito pudo quedarse en la som-
bra, pero con el descubrimiento del punto de fuga, el infi-
nito se bace representable, superando asi, también, el infi-
nito potencial de Euclides: «El espacio infinito del mundo
convertido en una realidad accesible al espiritu»
(Francaste]). De nuevo, la intuicién artistica ha precedido
a la ciencia en la sustitucién del cosmos cerrado de
AristSteles por la geometria del espacio de Euclides:

Los astrénomos del Renacimiento descubrieron los espa-
cios vacfos del universo: pero antes que Copérnico y
Galileo, los arquitectos y los pintores tenfan va la sensa-

¢

6 Segin esta técnica, las iméage-

nes de las rectas paralelas de
un mismo plano horizonfal,
convergen en un punto, pero
éste, depende del plano: varia
en una recta vertical.

(Panofsky).

«algunos piensan que [...] el
oro afiade alguna majestad a
la historia. Yo, ciertamente, no
les alabox.

Ambrogio Lorenzetti. Anunciacién (1344)

cién y la experiencia de esta extensién
transparente que la geometria constru-
ye y mide» (Francastel).

La afirmacién de la idea del infinito en
la pintura, es estudiada ademas de por
Panofsky y Francastel, por el sabio
Claude Frontisi, que observé que en los
primeros tiempos (por ejemplo en la
«Anunciacién» de Ambrogio Lorenzetti,
1344), los artistas, como si estuviesen
molestos por haber «descubierto el infi-
nitor, lo ocultaban con un fondo de
oro, que simbolizaba una dimensién
ultraterrestre (anticipando la distincién
del Cusano entre el infinitum divino y
el indeterminatum espacial). Pero un
siglo después, Alberti dird: «unt qui [...]
aurum putant quandam historiae afferre
maiestatem. Bos ipse plane non laudo».’

Frontisi observa que, hacia el final del
siglo XV, esta wepresentacién del infinitos
queda limitada a la refiguracién de la
divinidad: con Benozzo Gozzoli (frescos
del palacio Medici-Riccardi de Florencia),
también se aplica a lo cotidiano.




Espacio finito e infinito

Aqui inito» quiere decir formado por
un ndmero finito de puntos».

Probablemente la mis antigua concep-
cién del espacio, estaba en esta linea; la
crisis de los inconmensurables impuso
un nuevo pensamiento general. La geo-
metria aventajé a la aritmética, porque
ésta no podia representar la riqueza de
los entes geométricos.® Euclides geome-
trizé la aritmética y el algebra (hasta el
siglo XIX hay que esperar, para asistir al
regreso de la aritmética: pero, en mi
opinién, todavia estd por construir una
presentacion equilibrada entre las dos
grandes 4reas).

Hoy se sabe que existen «geometrias
finitass que son (a nivel axiomatico)
modelos alternativos de sistemas axio-
maticos més sencillos. En la préctica, su
aplicabilidad no vas mis alld de los axio-
mas de incidencia (y de paralelismo),
debido a que en los casos mas significa-
tivos son modelos que se pueden cons-
truir sobre un cuerpo, y se sabe que no
existen cuerpos ordenados finitos.

Por tanto, pueden existir espacios fini-
tos a un nivel de pensamiento muy ele-
mental y a uno muy abstracto; aqui, de
nuevo, pueden aparecer obsticulos
epistemolodgicos funcionando en senti-
dos opuestos (el pensamiento elemen-
tal frente a la aceptacién de una figura
como un conjunto infinito de puntos; y
esta idea, una vez aceptada, contra las
geometrias finitas),

Se observa que, desde un punto de vista
«experimental, una afirmacién como: ain
espacio tiene un ndmero finito de pun-
tos» no es falsable, porque después de
haber «seleccionado» un cierto ndmero
de puntos, si no puedo agotarlos todos,
no se si en cierto momento acabard o no
la seleccion de puntos. De acuerdo con
el falsacionismo ingenuo» esta afirma-
cién no podria ser incluida como axioma
de una teorfa cientifica (una teorfa cien-
tifica debe necesariamente estar «disponi-
ble» para la falsacién).

...pueden existir
espacios finitos a
un nivel de
pensamiento muy
elemental y a uno
muy abstracto. ..

8 (Sélo como divagacién, puesto
que la historia no se hace con
los «si»): Y zsi los griegos
hubieran elegido (en lugar de
renunciar a aplicar su aritméti-
ca a la geometria) renunciar a
algunas ofras partes de la geo-

metria?

Espacio como conjunto de puntos o
como continuo irreducible

¢Hay que pensar en el espacio como un conjunto de pun-
tos 0 como un «conjunto irrompible» como la durée de
Bergson?

En la concepcién proto-pitagérica, el espacio era,
probablemente, un conjunto de puntos-dtomos, en
nuimero finito. Si se abandona la hipdtesis de finitud, se
puede pensar en un sistema de infinitos puntos sin
dimensiones, pero esto habria chocado con el rechazo
de los griegos del infinito, en particular del infinito en
acto. Ademds, algunas paradojas de Zenén, probable-
mente, tienden a rechazar esta hipétesis (la flecha, el
estadio). AristSteles se preocupé en refutarla, mas tarde,
(basindose en el «entido comin» de las sucesiones fini-
tas, como si los puntos de una recta fuesen seguidos
unos de otros, como las cuentas de un collar); concluye
diciendo que o se puede pensar el continuo como
compuesto de indivisibles, y en patticular, no se puede
pensar que una linea esté compuesta de puntos.. Si en
una recta se fija un punto, ya no hay una recta, sino dos.

Euclides en sus Eflementos tuvo cuidado de no contrade-
cir a Aristételes, por ejemplo, dice que dos extremos de
una linea son puntos,, pero nada mds; nunca habla del
dugar de puntos tales que.... Se puede decir que para
Euclides, una linea esti potencialmente constituida por
puntos.

Con la plena entrada en funcionamiento del método de
las coordenadas, el espacio tiene que ser considerado
como el conjunto de sus puntos, y las figuras geométricas
como el lugar de los puntos tales que.... Hoy estamos
acostumbrados a leer todo en términos de conjuntos: es
un caso tipico en el que dos filosoffas implicitas, (la con-
juntista, ligada a la geometrfa analitica, y la aristotélico-
euclidea), pueden entrar en colisién, sobre todo a nivel
didactico.

Para juzgar sobre la naturaleza de ambas hipétesis, tam-
bién hay que tener presente que los propios puntos son
figuras geométricas» (idealizacion de objetos fisicos muy
pequenos); de hecho, las figuras geométricas estin muy
lejos de la experiencia comin (mds que las lineas y las
superficies).

En los afos veinte, Whitehead elaboré una teoria del
espacio-tiempo basada en la inclusién de «egiones» y no
en la pertenencia de los puntos e instantes al espacio y al
tiempo. Después de todo, no tenemos la experiencia de
lo-que puede ser un instante, sino sélo de un intervalo
corto (que son los que estdn medidos aproximadamente),
Bergson admite la reduccién del espacio a «ndivisibles,
pero no del tiempo, lo que ha permitido elaborar recien-
temente otras «geometrias sin puntoss.



El espacio ges real? o ¢es una forma de
nuestra sensibilidad? (o...)

Se presenta coOmo una «contraposicién fuerte», desde
Platén (que en el Timeo considera el espacio como da ter-
cera entidads, entre el mundo de las ideas y el de las cosas
sensibles), hasta Newton que en el Scholium generale a
los Principia lo llama sensorium Dei, €l espacio es una
realidad. Al contrario, Kant considera el espacio como
«aina forma de la sensibilidad», algo que estd en nosotros,
una condicién para organizar la experiencia. Con la
sugestiva imagen de Trudeau, el espacio serfa un «proce-
sador de datos».

Confrontado con estas contraposiciones, cualquiera
puede llegar a pensar: No tengo ningln interés en esto,
yo hago matemiticas, habrd quien querrd interpretar lo
que digo de un modo y quien de otron. Creo que esta €s
una posicién simplista. Puesto que algunas de estas con-
traposiciones se reflejan inmediatamente en el enfoque
‘que se dé al tratamiento de la geometria (por ejemplo,
considerar o no las figuras como conjuntos de puntos).
Entonces, cuando nos encontramos confrontados con una
contraposicién como la anterior, no es indiferente elegir
entre Platén y Kant. En algunos casos, desde el primer
punto de vista la eleccién es obligatoria, en otros es (o
debe ser) irrevocable. En particular, la decisién es impor-
tante cuando se enseiia geometria.

Pero la geometria siguié después de Kant: cémo éste
habia puesto en crisis las concepciones precedentes, la
llegada de las geometrias no euclideas ha puesto en crisis
a Kant, sen qué punto estamos?

Helmholtz, por ejemplo, reconoce que hay formas a prio-
7, pero que éstas no pueden tener un contenido prede-
terminado (para Kant esto serfa la geometria euclidea); en
otras palabras es un procesador de datos pero, mientras en
la idea de Kant, ya estarfa dotado de un software, en la
nueva concepcion el software se va formando a través de
la experiencia, o mejor todavia en la interaccién entre la
experiencia y lo que ya existe en nuestra mente
(Enriques, Piaget).

En esta contraposicién (convertida en drilema»), me pare-
ce que se puede y se debe hacer una eleccion: estoy deci-
didamente por la tercera via. Es lo que se llama, comiin-
mente, «mpirismo en geometria, pero serfa mds justo
incluirlo en el «acionalismo experimental» que, segin
Enriques, es la concepcién fundamental subyacente a la
ciencia a partir de Galileo. Lo que nos permite evitar a la
vez, la Escila del idealismo (el destino de los kantianos),
y la Caribdis del sensismo como el de Sexto Empirico
(para el que la geometria no tiene sentido, ya que en la

realidad no existen objetos que tengan sélo longitud y no
anchura y profundidad).

De hecho, el
espacio no es algo
que de pronto
se necesite
«aprenders, ni
tampoco es una
pura y simple
estructura mental
(o neurologica);
al contrario, tiene
que ser formado»
con estrategias
adecuadas.

Esta tercera via, en mi opinién, da espe-
cial importancia a la ensefanza y al
aprendizaje. De hecho, el espacio no es
algo que de pronto se necesite «@pren-
der», ni tampoco es una pura y simple
estructura mental (o neurolégica); al
contrario, tiene que ser formador con
estrategias adecuadas.

El espacio en el arte (lli)

Estamos acostumbrados a pensar en la
geometria analitica como en un tema
relativamente avanzado: tradicional-
mente sélo se ensefiaba en los cursos
superiores de la secundaria, si bien en
algunas escuelas no se llega nunca.
Esto se debe a la pretensién de tratarla
en un contexto organizado légicamente
y, por tanto, después de haber apareci-
do otros muchos temas: desde la geo-
metria euclidea hasta los niimeros rea-
les; pero existen numerosas situaciones
que claramente preludian el método de
coordenadas, empezando por algunos
juegos, como el de barcos, justamente
asi aparecen en los nuevos curriculos
para la escuela elemental y secundaria.
Aqui nos gustarfa mencionar una antici-
pacién de la geometria analftica utiliza-
da en la pintura, sobre todo en la tos-
cana del siglo XIV.

Entre los varios métodos empleados
por los artistas para «construir, para
aiificar el espacio, uno fue verdadera-
mente genial, debido a los Lorenzetti, y
después adoptado por la mayorfa de
los artistas: representar sobre el plano
horizontal un suelo o una alfombra de
disefio cuadriculado. Normalmente, se
cita como prototipo la Anunciacion de
Ambrogio de 1344, pero fue precedida
por un fresco en la basilica inferior de
San Francisco de Asis y por la predela
de la Storie dell’ordine carmelitano de
Pietro, de 1329. Se trata de cinco com-
partimentos (en la pinacoteca nacional
de Siena, justo en frente de la Anuncia-
cién): en el primero podemos ver un
suelo y una cubierta con cuadros, y las
rectas que deben de concurrir en el
punto de fuga principal, en vez de
paralelas, estdn inclinadas hacia el
compartimento central (asi, el borde de



la cubierta que cae horizontalmente, da
la imagen «eal> del cuadro); en los dos
compartimentos de la derecha se tiene
una situacién aniloga, también con una
inclinacién hacia el centro; y lo mismo
pasa con los techos, en los que lineas
andlogas estdn inclinadas hacia abajo.
La representacion en perspectiva estd
asf realizada mediante cuatro afinidades.
Todavia es mis sorprendente la aplica-
cién de este principio en el poliptico E/
nacimiento de la Virgen (1342), en el
Museo de la Catedral en Siena: los
lados derecho e izquierdo, son las dos
mitades de la misma escena, dividida
por una columna que forma parte de la
estructura: una persona estd un poco
de una parte y un poco de la otra.?

Ambrogio Lorenzetti.
El nacimiento de la Virgen

(1342)

9 Sin embargo, en ofras pintu-
ras, por ejemplo en una que
hoy estd en Zagreb, también
Pietro emplea la perspectiva
central.

De este modo, no sélo se da la sensacién de profundidad y
la organizacién perspectiva del espacio, sino que para cada
persona, para cada detalle se precisa la posicién (y queda
abierta la posibilidad de representar un personaje mas gran-
de de lo que le cotresponde por su posicién, para destacar
su papel). Si el pintor hubiera querido hacer simplemente
una decoracién, podrfa haber inventado cualquier cosa mas
«brillanter que un sencillo suelo pavimentado.

También en este caso, la intuicién de un artista ha prece-
dido (en unos 300 afios) a la formulacién precisa de un
matematico (las coordenadas cartesianas). En este punto
(jmetifora espaciall) me parece que se debe revaluar la
opinién de Panofsky sobre la «dncapacidad» de todas las
concepciones espaciales de la Antigliedad: antes de la
organizacion segln Lorenzetti-Descartes, el espacio puro
de Demécrito y de Platén y el vacio informe; después el
espacio estd organizado, es una prefiguracién de lo que la
fisica llama hoy «campo».
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