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Utilizacidén de la Historia de las Matematicas
en clase con alumnos de 6 a 13 afios

Paolo Boero

1. Introduccién

En mi conferencia consideraré varias maneras de utilizar
la Historia de las Matemiticas en la did4ctica de las Mate-
miticas para la escuela obligatoria; se trata de experiencias
y reflexiones relacionadas con la elaboracién y la experi-
mentacién de curriculos para la ensefianza de las Matemi-
ticas en las edades comprendidas entre los 6 y los 13 afios,
desarrollados a partir de 1975 en el grupo de universita-
rios y ensefiantes que coordino personalmente en Génova.
El trabajo se ha efectuado en colaboracién con Elda Guala;
algunos articulos relacionados con estas cuestiones ya han
sido publicados o estdn en curso de publicacién.

El problema del uso de la Historia de las Matemdticas
en provecho de la diddctica de las Matemiticas ya ha sido
tratado en muchas ocasiones y desde dngulos distintos: los
trabajos cldsicos de Piaget, para todo lo referente a los
aspectos cognoscitivos; y desde el punto de vista did4ctico,
varias propuestas (incluso en libros de texto) sugieren
diversas maneras de utilizar la Historia de las Matemiticas:
desde las «notas histéricas» que se incorporan cuando se
introduce un tema nuevo, hasta itinerarios did4cticos ins-

pirados en la progresién histérica que se ha seguido en la
construccién de ciertas teorias.

En esta conferencia me referiré exclusivamente a usos
de la Historia de las Matemdticas que hayan sido realizados
y experimentados efectivamente en clase por el grupo de
Génova. Para cada tipo de utilizacién intentaré exponer
algunos problemas tedricos y operativos que se plantean
en la elaboracién y experimentacién de los itinerarios di-
décticos. Una parte de la terminologifa utilizada proviene
de la investigacién francesa en el campo de la diddctica de
las Matemiticas (trabajos de Chevallard sobre la transposi-
cién did4ctica y de Regine Douady sobre la dialéctica ins-
trumento-objeto y sobre el uego de cuadrosy).

2. ¢Qué Historia de las Matemaiticas?

Como se verd con detalle en los préximos pirrafos,
todos los tipos de Historia de las Matemdticas permiten
una utilizacién didédctica: tanto la historia interna de la
evolucién de las ideas y de las teorfas matemdticas, elabo-
radas por los matemiticos profesionales, como la Historia
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de las Matemdticas relacionada con la cultura y la sociedad
del momento, o la historia de la construccién de los con-
ceptos matemdticos anteriores o paralelos a las Matemiti-
cas oficiales. Por lo tanto, son también diversas las fuentes
que pueden ser consultadas: libros y articulos de Historia
de las Matemdticas, libros y artfculos de historia de la cien-
ca (por ejemplo, ha sido fundamental para nosotros el
libro Historia de las ciencias exactas en la Antigiiedad, de O.
Neugebauer), libros que tratan de manera m4s general la
historia de la cultura, incluyendo la historia de la cultura
material (por ejemplo, libros,como los de G. de Santillana,
Destino antigno y destino moderno, o EIl molino de Hamlet; y la
Historia de la tecnologia, de Almyard, Singer et al.).

Me parece especialmente relevante para la escuela obli-
gatoria la Historia de la Protomatemitica, que estd tratada
en unas pocas piginas en los manuales de Historia de las
Matemdticas; en Italia existe una buena tradicién en este
campo (sobre todo gracias al «grupo de Historia de las
Matemiticas», que nacié en Turin alrededor de 1970, im-
pulsado por Tullio Viola, particularmente interesado por
la Histotia de las Matemdticas de los babilonios). En esta
misma direccién, se encuentran también sugerencias ttiles
en el libro de G. Ifrah, Historia universal de las cifras; exten-
samente consultado por nuestro grupo a fin de recoger de
manera organizada y sistemdtica informaciones, represen-
taciones ic6nicas y documentos relativos a los primeros
desarrollos de la Aritmética.

3. Historia de las Matemiticas: fuente de ideas de cara
a la «recontextualizacién» de los conceptos matems-
ticos como «instrumentos» de conocimiento de cier-
tos aspectos de la realidad

En el afio 1976, nuestro proyecto de ensefianza inte-
grada de las Matemdticas y de las otras ciencias para la
escuela de 11 a 14 afios, naci6 basindose en la hipétesis de
que era posible realizar una ensefianza de las Matemdticas
mds motivada, menos selectiva, mis eficaz en la construc-
cién (o reconstruccién) de los conceptos elementales de
base por medio de actividades cognoscitivas de aspectos
importantes de la realidad en la que las Matemticas inte-
venfan como instrumento de organizacién del conoci-
miento.

Propusimos entonces (para realizar en los afios sucesi-
vos) un doble curriculo de temas y de argumentos mate-
miticos que construirfa, consolidarfa y aplicarfa gradual-
mente conocimientos y habilidades tanto de tipo matemi-
tico como de tipo extramatemitico. Dedujimos de la His-
toria de las Matemiticas (especialmente de la Historia de
la Protomatemdtica) sugerencias que han sido determinan-
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tes en nuestra seleccién de temas extramatemdticos, para
los que propusimos construir los conceptos matemiticos;
seguimos la idea ingenua (que por otra parte estaba rela-
cionada con elaboraciones tedricas como las de Piaget) de
que aquello que habfa servido en la Antigiiedad como
«contexto» para la primera elaboracién de los conceptos
matemiticos podfa ser utilizado (al menos en ciertos ca-
sos) también como «contexto» para construir en clase los
mismos conceptos.

Pero repito que en los primeros afios de trabajo de
nuestro grupo no existfa una reflexién profunda sobre
esta seleccién, solo intuiciones y primeras aproximaciones
que guiaban la eleccién de ciertos temas, y no de otros.
Sin embargo, tenfamos algunos criterios que trataremos de
explicar:

® la profundizacién en un tema requerfa instrumentos
matemdticos ya adquiridos por los alumnos, al menos en
parte (construidos en la escuela elemental o en actividades
desarrolladas sobre temas precedentes), de manera que el
esfuerzo que exige de los alumnos la contextualizacién
matemdtica necesaria para dominar el nuevo tema no fuera
€xcesivo;

® la profundizacién de un tema requerfa conocimientos
(o experiencias) preliminares sobre el propio tema adqui-
ridos en los temas precedentes ya trabajados o en la expe-
riencia extraescolar del alumno;

® los temas tenfan que ser escogidos de manera que en
los alumnos se produjese una «tensién cognoscitivar real.
Precisamente por eso, no todos los conceptos matemiticos
podfan construirse mediante temas que histéricamente ha-
bian proporcionado el contexto para el desarrollo de cier-
tas conceptualizaciones: en algunos casos parecfa mis pro-
ductivo escoger temas en los que los conceptos mateméti-
cos funcionasen como instrumentos de organizacién del
conocimiento y que son, en cambio, diferentes de aquellos
en los que por primera vez se utilizaron tales conceptos.
En seguida (como veremos) nos vimos obligados a admitir
que desde el punto de vista didictico la opcién de cons-
truir los conceptos y las habilidades por medio de activida-
des cognoscitivas sobre temas extramatemiticos no era
util con todos los contenidos matemdticos (aunque en este
caso la Historia de las Matemiticas nos ayudé a encontrar
una alternativa).

Al albor de los afios 80 disponfamos de una extensa
experiencia de trabajo sobre secuencias de temas extrama-
temdticos como «contextos» para la construccién de con-
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curricular se ampliaba a la escuela elemental, y también en
este sector muchos temas de trabajo extramatemdticos
fueron seleccionados, al menos en parte, a partir de suge-
rencias que se derivaban de la historia de la protomate-
mitica.

Entre las mejores secuencias querria destacar:

e cl desarrollo de la Aritmética (nfimeros y operaciones)
en el contexto temidtico del dominio del tiempo, entre los
6y los 7 afios: desde el ciclo mensual (objeto de trabajo a
los 6 afios) se pasa sucesivamente al ciclo anual y, poste-
riormente, al ciclo diurno y al horario. La referencia al
contexto del dominio del tiempo nos fue sugerida por la
importancia que tenfan, en la mayorfa de civilizaciones
antiguas, la construccién de los calendarios y la medida del
tiempo en los primeros desarrollos de la Aritmética;

® ¢] desarrollo de la Aritmética (nimeros y operaciones)
en el contexto temitico del cdlculo econémico entre los 6
y los 9 afios: el dominio de los valores monetarios, de los
mecanismos de compra-venta («valor monetario» frente a
«valot de cambio» de las mercancias) y de los mecanismos
mds simples de formaci6n de costes de produccion, cortes-
ponden 2 la construccién histérica de muchos conceptos y
técnicas de cilculo (por ejemplo, es notable el hecho de
que la subdivisién sexagesimal de los valotes monetatios
de las monedas egipcias y griegas tuviera un papel impot-
tante en el progresivo predominio del sistema de escritura
de posicién de los mimeros entre los babilonios). En este
caso, la Historia de la Protomatemditica nos sugiere un
contexto temitico de trabajo que, a diferencia del «tiem-
po» no es «naturaby, sino que es «producto de la evolucién
cultural del hombre» (y a ello volveremos dentro de
Ppoco);

® ¢l desarrollo de los conceptos geométricos (Protogeo-
metrfa: las conceptualizaciones realizadas antes de Tales y
Pitdgoras) por medio de actividades cognoscitivas sobre
temas de Astronomia y de orientacién relacionados con el
problema de las sombras, entre 6 y 10 afios, y posteriot-
mente, incluso hasta los 11 afios (para nuestros alumnos
de segunda etapa, que no habfan intervenido en el pro-
yecto del grupo en primera etapa). En este caso, la gran
potencialidad diddctica de este tema nos habfa sido suge-
rida (hacia el afio 1975) por los experimentos que ciertos
astrénomos italianos habfan realizado en las escuelas y,
especialmente, por el trabajo de maestros del «grupo ro-
mano» (Emma Castelnuovo, Nino Conte, etc.);

® ¢l desarrollo de los conceptos y de la metodologia
estadistica (tanto en la primera etapa como, en un nivel
mis profundo, 2 los 12 y 13 afios) por medio de investiga-
ciones sobre temas de interés social (estadistica demogri-
fica, etc.): cémo entre los siglos XVII y XVIII, instru-
mentos y metodologfas de estadfstica se introducen y se

utilizan para analizar fenémenos de gran interés social,
para determinar «parimetros» que de alguna manera repre-
sentaban situaciones complejas (valor medio, etc.), para
analizar «tendencias» y formular «previsiones», etc.;

® ¢l desarrollo de aspectos dindmicos de la Geometria
(matemdtica de las rotaciones, de las traslaciones, etc.),
relacionados con el andlisis de mecanismos articulados y
con problemas de la mecdnica de las mdquinas, a los 13 y
14 afos.

Lz{ experiencia adquirida en estos afios de trabajo en
clase y el perfeccionamiento de los instrumentos teéricos
(como resultado, tanto de los problemas que se presentan
en el trabajo en clase, y que poco a poco vamos definiendo
mejor, como de la confrontacién con teorfas elaboradas
en otros lugares —particularmente en Francia— y dtiles
sobre todo para clarificar estos problemas), ha puesto de
relieve una serie de cuestiones sobre las que quisiera in-
sistir.

3.1. Eficacia y limites de la recontextualizacion de los conceptos
matemdticos en temas extramatemdticos sugeridos por la
historia

Nos parece que puede ser ttil considerar tres hipétesis
diferentes con la finalidad de interpretar la eficacia de la
recontextualizacién «historicar:

@ la correlacién entre la evolucién cultural del individuo
particular y la evolucién cultural de la especie humana.
Segiin esta hipétesis, la evolucién cultural del individuo
obedece a leyes, relativas a los equilibrios y desequilibrios
de la dialéctica adaptacién-asimilacién, que no difieren
demasiado de los de la especie;

® presencia en la cultura extraescolar de los alumnos de
ideas-gufa y de embriones de racionalizacién que el tra-
bajo escolar puede valorar y desarrollar. Segtin esta hipd-
tesis, la eficacia de la recontextualizacién de los conceptos
matemiticos en temas sugeridos por la Historia de las
Matemiticas depende de que el chico «e interesa», «apren-
de», «tacionaliza en términos matemiticos» determinados
argumentos extramatemdticos porque ‘en la experiencia
extraescolar que forma parte de su patrimonio cultural ya
estin presentes (de manera mds o menos confusa y distor-
sionada) elementos sustentadores de la construccién cultu-
ral que la escuela les propone;

® funcionamiento de los conceptos matemdticos en el
tema extramatemitico escogido. Segiin esta hipétesis, es la
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estructura matemdtica inttinseca al tema tratado la que
construye (igual hoy que antafio), a lo largo del esfuerzo
que requiere su conocimiento, los conceptos matemiticos
implicados.

Se trata de hipétesis muy diferentes entre sf, elaboradas
en el 4mbito de escuelas distintas de psicologfa del apren-
dizaje y que hemos citado de forma sumatia como puntos
de referencia. Los comportamientos de los alumnos y las
dificultades que encuentran, nos parece que confirman
sobre todo la segunda y la tercera hipGtesis, pero sin ex-
cluir la primera (también es posible que cada una de las
tres hipOtesis «explique» aspectos complementarios de los
procesos cognoscitivos de los alumnos).

En lo que respecta a la segunda hipétesis, hemos obset-
vado con cierta frecuencia que:

© la prictica extraescolar de ciertos temas favorece mu-
cho el proceso cognoscitivo y de racionalizacién matemi-
tica de los mismos por parte de los alumnos (sobre todo
en el caso de «monedas», «calendarion, «relojes»); incluso
sitven para valorar a los alumnos habitualmente margina-
dos, que alcanzan resultados matemidticos notables (res-
pecto a sus compaieros);

® y viceversa, una concepcién extraescolar de tipo «mi-
gico» de ciertos argumentos (lejana y opuesta a la raciona-
lizacién en términos matemiticos) parece obstaculizar de
manera notable el proceso de matematizacién y adquisi-
cién de los conceptos matemdticos implicados (son ejem-
plares al respecto los obsticulos culturales para el apren-
dizaje hallados en las relaciones genética-probabilidad a los
12 afios y sombra-geometria a los 8 y 9 afios);

®no todos los temas histéricamente relevantes para la
construccién de determinados conceptos han resultado
cficaces para ser recontextualizados con una finalidad di-
dictica, incluso si tenfan un cierto interés, al menos inicial,
pata los alumnos: en particular las cuestiones totalmente
extrafias a la cultura de hoy han resultado ser las menos
eficaces (como en el caso del trabajo con el 4baco en los
primeros afios de la escuela clemental).

3.2. Real wnaturab y real «artificials en el proceso de recontex-
tualizacion del saber matemadtico

La segunda de las tres hipétesis consideradas en el
punto precedente parece justificar también que, por parte
de la mayorfa de alumnos, los temas relativos al mundo de
la naturaleza (orientacion, sombtas, etc.) y al mundo cons-
truido por el hombre (monedas, miquinas, etc.), asi como
los temas que estin a medio camino de ambos (calendario,
reloj, etc.), son igualmente eficaces; y parece también que
puede explicar el resultado inferior que se obtiene, con los
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alumnos culturalmente menos motivados, en temas que se
refieren al mundo de la naturaleza.

En efecto, si un alumno vive una realidad ambiental rica
en estimulos y aportaciones culturales para su proceso de
racionalizacién de lo real (Iéxico, maneras de pensat, etc.),
es natural (desde el punto de vista de la eficacia que para
él tiene el trabajo escolar) que no haga distinciones entre
real «natural» y real «rtificiab» en lo que se refiere al pro-
ceso de recontextualizacién. Si la eficacia de la recontex-
tualizacién escolar de los conceptos matemiticos depende
principalmente de su insercién en el patrimonio cultural
del alumno en relacién al tema que se aborda y no de la
naturaleza del tema, la sombra, el tiempo o las monedas
no se han de considerar como lo que son efectivamente,
sing’ por su presencia en la cultura colectiva (Iéxico, obje-
tos, manera de decir, etc.). Lo real «rtificial> puede dnica-

. mente presentar, en muchos casos, la ventaja del mayor

grado de racionalizacién (y por tanto de organizacién ma-
temdtica) con que estd presente en la cultura extraescolar,
precisamente porque estd hecho y utilizado sistemdtica-
mente por el hombre; parece muy dificil hacer racionali-
zar, a los alumnos que provienen de medios sociales po-
bres en estimulos culturales, lo real «natural» de las som-
bras y, sobre todo, el de la transmisién de los caracteres
hereditarios. Desde el punto de vista de la formacién cien-
tifica, por otra parte, la racionalizacién de lo real «natural»
puede set, en muchos casos, un objetivo prioritario que
justifique ampliamente el esfuerzo que requiere,

3.3, Explicitacion y profundizacion de los conceptos matemdticos
construidos por medio de la rvecontextualizacion «bistricar
de los mismos

En muchas ocasiones el trabajo con temas extramatemd-
ticos no resulta suficiente para construir el saber matemd-
tico hasta el nivel necesario para transferirlo (como «ins-
trumento» de conocimiento) a Otros contextos, O para
«estabilizarlo» en el tiempo como adquisicién permanente,
o para reconocetlo y utilizarlo en el marco del mismo iti-
neratio cognoscitivo. Disponemos ya de muchos ejemplos
al respecto (el cuadro general de cémo consideramos este
problema estd expuesto en la ponencia de M. P.. Rogan-
tin, presentada a la CIEAEM de Lisboa del afio 1983):

e El concepto de probabilidad ha de ser inmediatamente
explicitado para ser utilizado de forma eficaz;

® ¢l concepto de «muestra» en la estadistica ha de ser
clarificado muy pronto con el objeto de evitar malentendi-
dos en el anilisis de los datos (en particular en todo lo que
se refiere al problema del nimero de elementos de la
muestra al azar en relacién con su credibilidad);
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® ¢l concepto de «funcién» ha de ser gradualmente ex-
plicitado para permitir que se use de forma suficiente-
mente eficaz en la creacién de modelos de situaciones
econdmicas, tecnolégicas, etc.

En otros casos, sin embargo, no cteemos en absoluto
que sca necesaria una explicitacién (mds alld de la designa-
cién con un «nombre») o un trabajo sobre el objeto mate-
mitico con la finalidad de garantizar que se domine su
estabilidad y su transferibilidad; éste es el caso de:.

® el concepto de dngulo (desarrollado en el marco del
trabajo sobre las sombras y el tiempo);

® cl nimero, de las operaciones aritméticas y de sus dis-
tintas significaciones (desarrollado a los 6, 7 y 8 afios con
el trabajo sobre las situaciones problemiticas inherentes al
tiempo, a los cambios econémicos y a las representaciones
espaciales protogeométricas).

Se tiene la impresién de que el Guego de cuadros» que
realizamos en muchos casos (... ya lo utilizibamos antes de
entrar en contacto con su teorizacién: jahora nos es muy
atil disponer de un lenguaje y un apoyo tedrico al cual
referirnos!) es suficiente (para algunos conceptos, pero no
pata otros) para construir un saber que permita controlar
su aplicacién en otros contextos y también controlar sus
reglas-internas de funcionamiento. Un ejemplo importante
en este sentido nos parece que es precisamente el del tra-
bajo con las monedas, los nimeros del calendario y las
mediciones de temperatura a los 6 afios: la mayoria de
alumnos, cuando terminan el curso, son capaces de con-
frontar dos nimeros, «en cuanto a tales», refiriéndose al
valor monetario, o a los nimeros del mes, o 2 los valores
de la temperatura (segin el valor numérico de que se
trate), pero hemos observado que muchos alumnos tam-
bién son capaces de trabajar en la confrontacién entre las
fechas de acufiacién de las monedas (1978, 1980, 1983,
1979, etc.), apartindose de los modelos de referencia y
hablando de «centenas», «decenas, etc. (<las centenas son
las mismas, entonces basta con observar las Gltimas cifras
de los ndmeros, ...»).

Nos falta atin un cuadro teérico de referencia preciso
para establecer qué caracteristicas (de los conceptos y/o de
las situaciones didicticas y de los cuadros de recontextuali-
zacién histérica de los conceptos) pueden evitar la mono-
tonfa (y la selectividad) de los momentos de institucio-
nalizacién del saber matemitico que, ademis, presentan el
grave problema de saber cudl es el momento en que se han
de llevar a cabo (hemos visto que no todos los alumnos
son maduros al mismo tiempo para poder realizar la insti-
tucionalizacién y la descontextualizacién!).

La impresién que tenemos después de una confronta-
cién sistemdtica con pricticas diddcticas tradicionales es
que la Historia de las Matemdticas puede sugerir contex-
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tos en los cuales recontextualizar el saber matemdtico, y
que conducen por muchos conceptos (con un oportuno
quego de cuadros») a una descontextualizacién, en gran
medida auténoma, por patte de los propios alumnos.

Es posible que también esta «eficacia» esté relacionada
con el contexto social general dénde se insieren los alum-
nos: por ejemplo, el trabajo insistente y profundo en el
«cuadron, escolar del calendatio o del cambio econémico se
relaciona con las experiencias extraescolares sobre los mis-
mos temas, y también con las experiencias de los «nime-
ros» en distintos campos, lo cual implica la transferencia
gradual de los comportamientos y los modelos de una
situacién problemdtica a otra.

@

3.4. Situaciones diddcticas y secuencias diddcticas

En nuestro trabajo de elaboracién curricular hemos ex-
traido de la Historia de las Matemdticas sugerencias para la
construccién de determinados conceptos en situaciones
did4cticas singulares, pero también sugerencias utilizables
en secuencias de larga duracién (por ejemplo, el itinerario
sobre «cdlculo econémico y aritmética» desde los 6 2 los 9
afios). Una cuestién interesante al respecto es la que se
refiere a la légica con la que organizar en forma de se-
cuencias las diversas situaciones diddcticas: ¢Se trata, prin-
cipalmente, de una légica interna a los objetivos del
aprendizaje matemitico? ¢De una légica que corresponde a
la progresién histérica del conocimiento extramatemitico
del tema? ¢De una légica de organizacién de un itinerario
eficiente para los alumnos? Hemos realizado secuencias
que responden a todos estos criterios y no nos patece que
de las experiencias llevadas a cabo se deduzcan indicacio-
nes para preferir, en general, un criterio a otro: por ¢jem-
plo, en el trabajo en la escuela con alumnos de 8 a 10 afios
sobre las sombras y sobre la astronomfa de posi-
cién, hemos seguido groso modo la progresién. histérica de
los conocimientos sobre el fenémeno de las sombras y
sobre los problemas de orientacién (anticipando los pro-
blemas de la orientacién respecto a la interpretacién del
movimiento de las sombras relacionado con la rotacién de
la Tierra alrededor de su eje), mientras que en el primer
curso de segunda etapa, hemos experimentado con éxito
un itinerario distinto (en primer lugar, la interpretacién
del fenémeno de las sombras y, a continuacién, el desarro-
llo del tema/temitica de la orientacién). Nos parece que
tienen que ser evaluadas caso por caso y segin se vayan
presentando, las numerosas vatiables que estin en juego:

® cl nivel de profundizacién que nos propongamos al-
canzar (por ejemplo, en un primer curso de instituto, el
tema de la orientacién se deberfa desarrollar a un nivel
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que exigiese el dominio cémodo del concepto de dngulo,
de las técnicas de medicién, de la forma de la Tierra, etc,;
y al contrario, en la escuela primaria sélo nos proponemos
alcanzar el nivel de relacién entre las direcciones del movi-
miento local (en el plano) y los puntos cardinales;s

* @ prerrequisitos matemdticos y temiticos disponibles
(los conocimientos matemdticos y extramateméticos son
desarrollados de manera distinta a los 8 y a los 11 afios);

® presencia simultinea de otros temas en el curticulo
escolar (a los 11 afios, en los primeros meses del curso, el
ensefiante de Ciencias Matemiticas y Experimentales de
nuestro proyecto introduce consideraciones sobre las con-
cepciones biolégicas del siglo XVII para poder confron-
tarlas con las concepciones astronémicas de otras épocas).

. . . . X DL
4. Historia de las Matemdticas: ocasidn, para los alum-
nos, de trabajar sobre los conceptos matemiticos
como «objetos» de estudio

Como ya hemos indicado en el pirrafo anterior, después
de los primeros cuatro o cinco afios de trabajo en el pro-
yecto de ensefianza integrada de las Matemiticas y de las
otras ciencias en la escuela de 12 a 14 afios, nos vimos
obligados a integrar la hipétesis inicial de nuestro pro-
yecto (construccién de los conceptos matemdticos de base
por medio de actividades cognoscitivas sobre temas extra-
matemiticos) porque se nos presentaban dos clases de
dificultades:

® no todos los conceptos matemiticos de base podfan
ser construidos de manera «natural» como insttumentos de
organizacién del conocimiento de temas extramatemi-
ticos;

® algunos conceptos mateméticos construidos de esa
manera requetfa un trabajo de reflexién y explicitacién
que lo hicieran recognoscibles, que permitieran adquirirlos
definitivamente y transferitlos a otros contextos donde
fueran aplicables.

Se plantea, por tanto, el problema de «qué did4ctica de
la matemitica» es necesaria al margen del trabajo cognosci-
tivo sobre temas extramatemiticos. Las soluciones adopta-
das hasta ahora en la escuela italiana no nos satisfacfan:

® ensefianza de tipo tradicional: se renuncia al rigor, a la
generalizacién, a la contextualizacién cultural de los con-
ceptos, precisamente de las Matemdticas de hoy, y se ense-
flan unas Matemdticas «escolares», en parte presentadas de
forma tedrica (segin criterios del siglo pasado o de siglos
anteriores), en parte a nivel intuitivo;

® enseflanza «moderna»: se asume como referencia una
de las sistematizaciones actuales de los conceptos matemé-

ticos (precisamente, la de tipo «conjuntista») y se presen-
tan a los alumnos versiones ficiles de ésta.

El primer enfoque no nos gustaba en la medida en que
€ramos matemdticos; el segundo resultaba imposible de
proponer porque no ofrecia motivaciones a los alumnos ni
los relacionaba con sus experiencias y sus conocimientos
matemiticos extraescolares; por otra parte, los dos enfo-
ques dan la idea de unas Matemiticas «absolutas» y «defini-
tivass, 2 las cuales sélo es posible afiadir nuevos «descu-
brimientos».

La Historia de las Matemdticas nos sugirié una hipétesis
de trabajo sobre la cual, y en los dltimos cinco afios, he-
mos elaborado y experimentado numerosos itinerarios di-
dicticos: siguiendo la evolucién histérica de las técnicas,
de los formalismos, de las maneras de pensar ciertos con-
ceptos (y proponiendo a los alumnos actividades de «utili-
zacién» de los formalismos y de las técnicas, y de con-
frontacién entre ellas) es posible satisfacer las siguientes
exigencias:

e representar las Matemdticas como una parte de la cul-
tura humana, que evoluciona con ¢lla y, en consecuencia,
preparar, el terreno (para los que continden estudiando)
para poder sistematizar los conceptos matemiticos segin
las Matemdticas de hoy;

® reconocer la importancia de los formalismos y de las
técnicas, y las ambigiiedades e insuficiencias de cada for-
malismo;

® construir o profundizar los conceptos matemiticos
escogidos por medio de las diversas maneras en que se
presentan en cada época.

Entre las realizaciones que actualmente consideramos
mids eficaces y mds interesantes, teniendo en cuenta la
orientacién indicada, me gustatfa citar:

® la reflexién sobre la escritura decimal-posicional de
los niimeros naturales (a los 11 afios): la confrontacién
entre el tipo aditivo y el tipo posicional de escritura de los
nimeros se plantea sobre todo en lo que respecta a las
técnicas de cilculo de las operaciones aritméticas; se ob-
serva asf que, gradualmente, en el seno de los sistemas de
escritura aditiva se desarrollan técnicas de cilculo con el
dbaco en que ciertas cifras (en el sistema romano, por
ejemplo, I, X, C, M) son «eagrupadas» ¢ identificadas con
fichas que adquieren su valor segtn la ranura en la que se
introducen. Las exigencias de los cdlculos aritméticos im-
ponen, por tanto, técnicas de cdlculo de tipo «posicionaly,
incluso en presencia de escrituras «aditivas» de los ntime-
ros. El andlisis de la discusién entre «algoritmistas» y «aba-
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quistas» en la Aritmética renacentista ofrece una ocasién
interesante para hacer ejercicios y reflexiones: una vez ase-
gurada la utilizacién del sistema posicional de escritura de
los ntimeros, el cilculo con cifras pudo reemplazar el tra-
dicional cilculo con el dbaco, sustituyendo las operaciones
fisicas con las fichas del dbaco por operaciones mentales
con las cifras...

® la reflexién sobre la escritura fraccionaria y sobre la
escritura decimal de los nimeros racionales (2 los 11
afios): los alumnos/as identifican en los usos corrientes
hoy en dfa (distintos, por otra parte, de una regién a otra
de Italia, y atin mds distintos entre Italia y otros paiscs,
como Inglaterra; y distintos también, en Italia, en el uso
oral y el escrito) la presencia de la representacién fraccio-
natia y de la representacién decimal. Se presenta de ma-
nera muy espontinea el problema de establecer cuindo y
dénde surgen las dos tepresentaciones, lo cual permite tra-
bajar sobre las técnicas babilénicas, egipcia, greco-romana
y renacentista de representacién de los niimeros «no ente-
ros»; la representacién decimal de Stevin y las sucesivas
representaciones estdn ligadas a las exigencias planteadas
por el desarrollo del cilculo econémico y técnico-cienti-
fico en la época moderna; la confrontacién entre las ven-
tajas y los limites de las representaciones «fraccionaria» y
«decimal» de los nimeros racionales en relacién con sus
usos actuales (en particular por lo que respecta a la rela-
cién con las mediciones decimales, los cilculos aritméticos,
la relacién porcentual) concluye esta parte del trabajo;

® la reflexién sobre los diferentes formalismos respecto
a la jerarquia de los cilculos en las expresiones aritméticas,
a los 13 afios: se examinan (respecto a las épocas y a los
problemas de cdlculo que motivaron su introduccién) el
formalismo del vinculum, el formalismo de los corchetes
[y], el formalismo de los paréntesis «erarquizados», el
formalismo de los grificos, el formalismo de los diagra-
mas, el formalismo de los paréntesis (y) de los teclados
de las calculadoras. Los alumnos practican la traduccién de
un formalismo al otro y reflexionan sobre la posibilidad y
los limites de cada tipo de formalismo (sobre todo en lo
que respecta a la visién compleja y global de la articulacién
de los célculos —itil para las manipulaciones algebraicas—
propia del formalismo de los paréntesis; y lo que se refiere
a la direccién de ejecucién de los cilculos, propia, en cam-
bio, del formalismo de los grificos y de los diagramas).
También se examinan algunos factores que han determi-
nado la sustitucién de ciertos formalismos por otros y que
no se refieren a las funciones desarrolladas en cuanto a
tales (dificultad en la reproduccién tipogrifica del vincu-
lum, ...). El trabajo se desarrolla en parte respecto a las for-
mas-de calcular las expresiones con los ordenadotes y las
calculadoras de bolsillo.
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Los itinerarios diddcticos que hemos ilustrado breve-
mente (se trata de itinerarios muy largos, con fichas de
trabajo guiado y fichas de evaluacién de aprendizaje, cada
uno de los cuales requiere como minimo una veintena de
horas de trabajo en el aula) consiguen resultados satisfac-
torios y amplios sobre los objetos matemdticos considera-
dos y, por otra parte, habitéian poco a poco a los alumnos
al la idea de unas Matemiticas «en evolucién», rompiendo
progresivamente ¢l estereotipo de la inmovilidad de las
Matemiticas, muy peligroso por la actitud que crea ante
cllas.

Las experiencias que hemos realizado (tanto las que se
refieren a la elaboracién de las propuestas didédcticas por
parte de los grupos mixtos de universitatios y de maéstros
como las que se refieren a las experimentaciones realizadas
en clase —todos los itinerarios han sido experimentados
en mds de 120 clases, con materiales didicticos modifica-
dos de afio en afio— plantean algunos problemas que que-
rrfa sefialar porque los considero de interés general:

® una primera cuestién se refiere a la exactitud histérica
de las situaciones didicticas propuestas; en la mayorfa de
casos los problemas, los formalismos y el lenguaje son ani-
logos pero no idénticos a los que encontramos en los
«protocolos» histéricos, ya que es imposible reconstruir en
clase el aparato simb6lico propio de una cierta época y las
motivaciones que condujeron al uso de un determinado
formalismo o de una cierta técnica. En realidad, lo que
presentamos como «representacion sexagesimal de los nd-
meros no enteros» o como «escritura de las expresiones
aritméticas con el vinculum» es una interpretacién «trasla-
dada 2 los formalismos y al lenguaje de hoy» de las que
‘parecen ser las caracteristicas principales de los formalis-
mos de entonces. Se trata de opiniones bastante arbitra-
rias, y habrfa que precisar mds sus limites y los pardmetros
segin los cuales podemos evaluar la legitimidad cultural y
sobre todo did4ctica de tales opciones;

® un segundo problema se refiere a la distinta eficacia
«imbélica» de los diversos formalismos cuando evocan el
mismo aspecto o aspectos diferentes del concepto repre-
sentado. El grafo es til para guiar la ejecucién del cdlculo,
los paréntesis son ttiles para transformar la expresién que
hay que calcular sin calcularla efectivamente. Nos parece
que por medio de la confrontacién de los distintos forma-
lismos es posible (como hemos indicado al comiento del
pirrafo) hacer notar aspectos distintos de un mismo con-
cepto; pero adin nos falta una teorfa unitaria capaz de
orientar las elecciones que hay que llevar a cabo entre los

varios formalismos que se encuentran en las documenta-
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ciones histéricas (la exposicién presentada en el cldsico
texto de F. Cajori, An History of Mathematical Notations, es
muy extensa, pero no basta para cumplir nuestro obje-
tivo).

5. Historia de las Matemadticas; ocasién de abrir un
«discurso matemitico»

Los programas de Matemiticas de segunda ctapa (11 a
14 afos) en Italia exigen de los maestros pasar gradual-
mente de la introduccién y el uso de los conceptos en
situaciones «pricticas» al razonamiento explicito sobre es-
tos conceptos; sin pretender, sin embargo, desarrollar o
hacer construir a los alumnos demostraciones particulates.
En los programas se incide sobre todo en la busqueda de
ejemplos y contraejemplos relativos a las afirmaciones ma-
temdticas y, como objetivo final, en argumentaciones que
se encadenan («... si eso es verdad, entonces ha de ser tam-
bién verdad que..»»). De hecho, considerando que la mayo-
tfa de alumnos continuarin estudiando, en alguna escuela
se exponen a los alumnos de 13 y 14 afios incluso algunos
teoremas de Geometrfa (Pitdgoras, Euclides, etc.); en ge-
neral, en cambio, no se pide a los alumnos que construyan
demostraciones de forma auténoma. ‘

Desde hace tres afios, en el grupo que coordino se lleva
a cabo una reflexi6n bastante minuciosa sobre la significa-
ci6n, la importancia y la practicabilidad, en la escuela obli-
gatoria de hoy (que dura hasta los 14 afios), de la argu-
mentacién matemitica que alcanza hasta el nivel de las
demostraciones completas. Podtfamos resumir los térmi-
nos de la cuestién asf:

® la difusién de los ordenadores exige que se confron-
ten, elijan y comprendan sistemas de simbolos que respon-
den a reglas muy complejas; el nivel de complejidad de las
actividades mentales que hay que efectuar puede compa-
rarse al de las argumentaciones sobre los conceptos mate-
miticos y sobre su representacién formal;

® la-complejidad del mundo de hoy (y de los «discursos»
sobre los problemas mds diversos) exige capacidades de
razonamiento verbal elevadas, si sc quiere ser consciente
de los problemas que se abordan y de las soluciones que se
proponen;

® la escuela obligatoria debe presentar una imagen no
deformada de las Matemiticas; y las Matemiticas no son
solamente un «nstrumento de conocimiento» ni un «for-
malismo sujeto a determinadas reglas»;

® ademds, no todos los alumnos poseen los niveles de
dominio del lenguaje que la argumentacién matemitica
exige; el trabajo sobre el «iscurso matemiticor corre el
riesgo, pues, de ser muy selectivo y discriminatorio...
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o ... ademis, cl desarrollo de «demostraciones» auténticas
no resulta ficil de motivar, y sus significado no es ficil de
comprender por medio de las demostraciones corrientes
de [a Geomettia clemental de la segunda etapa (las propie-
dades que hay que demostrar resultan «evidentes» o son
ficilmente comprobables por medio del dibujo);

e ..y, por dltimo, no es ficil, en relacién con la expe-
riencia matemitica de los alumnos, que es limitada, hacer-
les comprender el valor cultural de las demostraciones y
del método deductivo en Matemdticas...

La Historia de las Matemdticas nos ha ofrecido algunos
elementos de reflexién y algunas ideas, sobte las cuales
realizamos nuestras primeras experiencias de «demostra-
ciones» (elaboradas en clase con alumnos) y comenzamos a
cotstruir itinerarios de trabajo mds globales sobre el razo-
namiento matemdtico. A este respecto, he de mencionar
aqui una investigacién andloga (cuyas realizaciones se
orientan, sin embargo, en una direccién distinta), que
desarrolla, desde hace varios afios, el grupo que coordina
en Roma, Mario Barra, con el que a menudo discutimos
sobre el tema.

En primer lugar, la Historia de las Matemdticas destaca
el papel de los problemas aritméticos (y el de los proble-
mas geométricos) en el desarrollo del razonamiento mate-
mitico en la Antigiiedad y destaca la estrecha relacién
dialéctica que existfa, al principio, entre las motivaciones
«migicas» de la investigacién y de la demostracién de las
propiedades de los nimeros, y los desarrollos «racionales»
de las argumentaciones (hasta las primeras «demostracio-
nes» verdaderas). Un libro muy interesante sobte el parti-
cular es el de Eric Temple Bell, The Magic of Numbers.

En segundo lugar, la Historia de las Matemiticas y la
historia de la cultura ponen de telieve las relaciones entre
el desarrollo de la argumentacién matemitica, el desarrollo
de la filosoffa, los objetivos de formacién de las clases diri-
gentes y el desarrollo de la racionalidad auténoma de los
ciudadanos en la organizacién del podet, en las ciudades-
estado de la Grecia de los siglos VI 'y V a. de C.

Estas reflexiones y estas constataciones nos sugirieron
algunos itinerarios diddcticos que actualmente estamos ex-
perimentando en clase, y modificando segtin los resultados
de la experimentacién:

®a los 11 afios, a partir de las pricticas «mdgicas» actua-
les sobre los nimeros (ndmeros que «tracn mala suerte,
nimeros «perfectosr, nimeros del juego de la loto, etc.),
los alumnos entran en contacto con algunos problemas
tipicos de la Astrologfa antigua, y pueden darse cuenta
poco a poco de la importancia que podfa tener antafio,
para el sabio, el hecho de descubrir propiedades de los
nimeros que se «resistfan» a una prueba realizada sobre
«todos» los nimeros imaginables. Se propone 2 los alum-
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nos algunas «propiedades» (como «la suma de dos niimetos
impares consecutivos puede ser dividida por cuatror; «la
suma de tres nimeros consecutivos puede ser dividida por
tres»; «si un nimero termina en 1, o es primo o puede ser
dividido por tres»; «todo nimero par es la suma de dos
nimeros primos», etc.), y se les pide que comprueben si
dichas propiedades son vilidas para «varios» numeros.
Ciertas propiedades «resisten» con todos los ntimeros con-
siderados; entonces se plantea el problema de comprobar
si son validas para todos los nimeros... Confrontando los
razonamientos a medida que los alumnos los desarrollan y
resaltando sus aspectos generales, es posible (en algunos
casos) conseguir en clase auténticas demostraciones en len-
guaje algebraico... Los alumnos se sorprenden de que hoy
en dfa atn no haya, para algunas «propiedades», méds que
comprobaciones sobre una cantidad muy elevada de nime-
ros, ipero que no haya ninguna «demostracién»! En este
momento se puede introducir la bisqueda de conjeturas
sobre las propiedades ulteriores que los alumnos deben
formular para, a continuacién, intentar comprobar y,
eventualamente, demostrar... Este afio hemos incorporado
también una secuencia de trabajo sobre la «verdad»: por
medio de la confrontacién entre varios tipos de afirmacio-
nes (no sélo en el campo de las Matemdticas), se anima a
los nifios a reflexionar sobre los diferentes medios de que
se dispone (incluido el medio «razonamiento») para esta-
blecer si una afirmacién es verdadera o no;

® 2 los 12 afios, la presentacién del teorema de Pitdgoras
y del teorema sobre la semejanza de los tridngulos, que se
atribuye habitualmente a Tales (realizada alternando «com-
probaciones», «conjeturas» y «razonamientos demostrati-
vos») permite introducir la comparacién entre la geo-
metrfa de los griegos y las geomettfas de los babilonios y
los egipcios, introduciéndola en el cuadro de las novedades
que tienen lugar en la articulacién de la sociedad griega,
respecto a los modelos teocriticos preexistentes. Los ele-
mentos de histotia «nterna» de las Matemdticas (el paso
de las propiedades comprobadas y utilizadas «en cada si-
tuacién nueva» o deducidas «por analogfa», a las propieda-
des expresadas en general y basadas en la deduccién a
pattir de propiedades «evidentes») se afiaden asf a los ele-
mentos de historia general de la cultura, que otorgan un
sentido mds amplio a la evolucién interna de las Mate-
miticas.

Las experiencias que hemos realizado en clase hasta
ahora presentan aspectos positivos y aspectos negativos
que deberemos evaluar minuciosamente; también plantean
problemas de interés general:

® en principio, ¢l problema de la exactitud histérica,
que concicrne en este caso no tanto al lenguaje matemd-
tico como al medio histético en el que algunos «descubri-

mientos» se han producido y algunas exigencias de razo-
namiento riguroso se han desarrollado. Los documentos
histéricos, cuando existen, no son accesibles a los alumnos;
éstos tienen conocimientos histéricos muy supetficiales de-
las épocas que consideramos (y patece imposible dedicar
demasiado tiempo a llenar estas lagunas, durante los cursos
de Matemdticas) y el relato del desarrollo de los aconteci-
mientos contiene a menudo imprecisiones;

® otro problemad afecta la comprensién, en un itinerario
de unas decenas de horas, de un perfodo histérico que
comprende centenares de afios; con lo cual se corre el
riesgo de dar una imagen deformada del desarrollo histé-
rico de las Matemdticas, de presentar como féciles o bana-
les procesos muy complejos;

®% los 11-12 afios, efectivamente, los alumnos consi-
guen darse cuenta del significado de «demostrat, gracias
al marco histérico (que pone de relieve el salto cualitativo
con relacién a las propiedades comprobadas caso por
caso); pero, (cuintos alumnos alcanzan ese estadio de con-
ciencia? Menos del 30 por 100, como media, y se trata en
general de alumnos en los que los medios lingiifsticos, la
concentracién mental y la base cultural son superiores.
Este trabajo es igualmente 1til para los otros alumnos
(aunque a niveles mds bajos), pues permite efectuar abun-
dantes ejercicios de «comprobacién de propiedades» y que
muchos de ellos comprendan que una afirmacién matemd-
tica puede ser verdadera o falsa, y que, en distintos casos,
la «comprobacién» en situaciones particulares puede pet-
mitir encontrar contraejemplos... ¢Es posible mejorar sen-
siblemente el porcentaje de los alumnos que alcanzan los
objetivos mds ambiciosos, por medio de una organizacién
distinta del trabajo, mds gradual, mds atenta a conseguir
que los alumnos participen de la problemitica histérica y
técnica que se les propone? ¢Y cudles son los obsticulos
que hay que superar? ¢Obsticulos técnicos, o culturales?

® (Es posible, es 1til relacionar de manera mds sistemd-
tica —puesto que en Italia la misma persona enseiia Mate-
miticas o Ciencias experimentales— el problema de la
«verdad matemdtica» con el problema de «la verdad en las
ciencias de la naturaleza»? (O nos arriesgamos a crear ele-
mentos de confusién y a embrollar la conciencia del signi-
ficado del razonamiento deductivo?

6. La Historia de las Matemdticas y los maestros

La Historia de las Matemdticas oftece a los maestros
—como hemos visto— distintas ideas para su actividad
did4ctica, ya sea como historia de cuestiones particulares
que se presentan en clase de manera explicita, ya sea como
fuente de temas en los que puede proponer de nuevo, de
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manera implicita, «contextos» para la construccién de de-
terminados conceptos y habilidades matemiticas.

La Historia de las Matemdticas puede también utilizarse
en la ensefianza como referencia para anticipar dificultades
o posibles errores en el aprendizaje de los alumnos; en
efecto, ocurre a menudo que los obstdculos con que se
encuentran los alumnos son consecuencia de concepciones
que se encuentran extendidas en las maneras de pensar de
fuera de la escuela y en el lenguaje —y que existian tam-
bién en las Matemdticas de antafio o en las terminologias
«técnicas» del pasado. Podria citar a propésito dos ejem-
plos, entre muchos otros:

® la confusién entre el término «perpendicular» y el tér-
mino «verticaly, ligada por una parte a la expresién «una
caida perpendiculary (cadere a perpendicolo) que esti atn
muy extendida en la lengua italiana para indicar la caida
segiin la vertical, y, por otra, al término de perpendiculum,
que designaba el hilo de la plomada en el lenguaje técnico
del siglo XVII;

® los comportamientos de los alumnos en las primeras
aproximaciones de la probabilidad, en las que se recono-
cen varios intentos de «racionalizacién» del concepto (por
medio del cilculo de las diferencias o del cilculo de las
razones entre los acontecimientos «favorables» y los acon-
tecimientos «desfavorables»), que datan de hace casi cuatro
siglos, para buscar una «medida» de la probabilidad de un
acontecimiento.

Evidentemente, con conocimientos histéricos apropia-
dos se puede mejorar la atencién del maestro hacia las
concepciones de los alumnos, favorecer el didlogo con
ellos y dirigir el proceso de organizacién de su cultura
matematica.

Pero todos esos objetivos exigen que el maestro tenga
profundos conocimientos histéricos y que sepa servirse de
ellos. En Italia bastantes licenciados en Matemdticas han
seguido cursos de Historia de las Matemiticas durante sus
estudios universitarios, pero raramente saben utilizar
cuando ensefian los conocimientos que han adquitido en

esos cursos. Ademds, is6lo una parte de los maestros de
Matemiticas de la escuela obligatoria son licenciados en
Matemdticas!

En realidad, los cursos universitarios de Historia de las
Matemdticas inciden sobre todo en los aspectos interiores
de la Historia de las Matemiticas y se refieren a menudo al
estudio monogrifico de petiodos o a problemas muy parti-
culares. Sin embargo, hemos visto que desde el punto de
vista de la Diddctica de las Matemiticas en la escuela obli-
gatoria, la Historia de las Matemiticas y lade las Protoma-
temdticas son muy importantes en la medida en que son
parte de la historia de la cultura humana (y las Protomate-
miticas, particularmente, con vistas a la recontextualiza-
cién de conceptos y de habilidades matemdticas dados).

@tro aspecto insuficiente de la formacién de los maes-
tros es la separacién entre Historia de las Matemdticas y
Did4ctica de las Matemiticas: incluso en las universidades
en que los alumnos siguen los dos tipos de curso, rara-
mente se les propone la problemitica del uso de los cono-
cimientos histéricos en diddctica. A lo largo de su «for-
macién en activor, los maestros no tienen facilidades para
encontrar ni el tiempo, ni los maestros necesarios para
adquirir (o desarrollar en un sentido didéctico) competen-
cias de naturaleza histérica: habitualmente, las necesidades
mds urgentes son de otro cardcter (se refieren a los nuevos
contenidos que hay que saber ensefiar o a las metodologias
didécticas de moda). Sélo en un contexto de investigacién
muy definido y estable —como el que se da en los grupos
mixtos de maestros y universitarios en algunas universida-
des italianas— es posible abordar, con los detalles y los
medios necesarios, problemas como los que hemos indi-
cado en esta conferencia. Con el tiempo, la calidad y la efi-
cacia de las innovaciones introducidas permitirdn dirigir
un poco mds la atencién sobre el problema del uso de la
Historia de las Matemdticas en la prictica diddctica habi-
tual (y por lo tanto, también sobre el problema de la for-
macién integrada, en historia y en didictica, de los en-
seflantes).

Estas piginas reproducen la conferencia dada por Paolo Boero enla 4 Escuela de Verano de Otleans, julio de 1986. (Traducci6n de Vicent

Font.)
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