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EDITORIAL

MATEMATICAS.
Reviia sbre [s emefianza y aprendicape de as matemiticas

Nimero 14 - 1994

"No sé como el mundo me verd alguiin dia, pero yo sélo me siento
como un nifio que juega en la playa del mary que jugando, encuentra
de vez en cuando un guijarro mas liso o una concha mds bonita que
lo normal, mientras que el océano de la verdad yace desconocido ante

@

mis ojos”.

Isaac Newton

Desde que en 1908 se cred el ICMI a iniciativas de Félix Klein durante el
IV Congreso Internacional de Matemiticos, los diferentes ICME's se han
celebrado en siete ocasiones. La revista SUMA, como habia anunciado en
ndmeros anteriores, seguird publicando aspectos relativos al 8° Congreso

Internacional de Educacién Matematica (ICME-8).

En esta ocasién, dada la importancia historica de aquéllos, se ha creido
conveniente dedicar el “Para Coleccionar n® 9” a la presentacion breve de las
actividades realizadas en los-citados eventos de Educacion Matematica.
Puede ser a nuestro juicio una informacién adecuada que nos muestra las
inquietudes que han tenido los profesores e investigadores en Educacion

Matemitica en el presente siglo.

Junto al coleccionable, en este ndmero heterogéneo, el lector podri
encontrar articulos interesantes en los que se tiene muy encuenta el proceso

de reforma aportando experiencias y soluciones realizadas en el aula.
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ARTICULOS

Matematica para la Familia

Maria José Cittadino

El apoyo y el Animo por parte de los padres de la familia son vitales para que los nifios
se desarrollen en matematicas y que tengan éxito en la escuela. La posicién social,
econdémicay educacional de los padres no tiende tanto efecto en el aprendizaje de sus niiios
como lo que hacen los padres con sus nifios. (Mathematical Association of America, el

enero de 1989).

“¢Qué puedo hacer paraayudara
mi niflo con matematicas?” jQué
pregunta tan importante! Si habla-
ramos de la lectura, sabriamos una
buena respuesta: lea con sus nifios.
Pero ¢matematicas? ¢4Como hace-
mos para hacer matematicas con
nuestros hijos?

Matematica para la Familia:
&Qué es?

El programa de matemadtica
para la familia ayuda a los padres
y a los nifios a aprender juntos las
matematicas. ,Como? Les da buenas
actividades matematicas las cuales
peuden hacerse en casa. Las familias
se divierten mientras se ayudan y
disfrutan de las matematicas a la
vez.

Antecedentes

Desde 1977 el programa EQUALS
del Lawrence Hall of Science de la

4 &G 18/1994

Universidad de California en Berkeley
ha trabajado con maestros deseosos
de mejorar la ensefnanza y el apren-
dizaje de la matematica en sus salo-
nes de clases y escuelas. El progra-
ma ha proporcionado una gran va-
riedad de actividades y métodos de
ensefianza que ayudan a los estu-
diantes, especialmente a aquellos de
grupos minoritarios y mujeres, a lo-
grar el éxito en las matematicas.

El programa EQUALS entreteje
tres hebras de importancia en el
estudio de las matematicas: con-
ciencia, confianzay estimulo. Se hace
que los maestros y estudiantes ga-
nen conciencia sobre la necesidad
del estudio de las matematicas y las
oportunidades que el mismo abre
para los jovenes; se refuerza la con-
fianza al proporcionar estrategias
para alcanzar el éxito en el campo de
la matematica; se estimula al estu-
diante a que continte el estudio de
las matematicas y considere una
amplia variedad de carreras.

Muchos de los maestros que vi-
nieron inicialmente al programa so-
licitaban de equals ideas y materia-
les para los padres que en el seno del
hogar ayudaban a sus nifios en el
estudio delas matematicas. Asipues,
nacié Matematica para la familia,
que tendria como foco el aprendizaje
de las matematicas por padres y
ninos que estudian juntos. Como
EQUALS este programa entreteje las
mismas tres hebras de importancia
en el estudio de las matematicas.

Este programa por su libro, su
curso, sus talleres, trata de cémo
ayudar a todo tipo de persona
—-padres, nifios, maestros, vecinos,
etc.—alograr un pleno disfrute de las
matematicas. La Matematica es her-
mosa, fascinante y excitante y esta
ahi para disfrutarse.

El énfasis es mas en el desarrollo
de entendimiento conceptual, en los
procesos envueltos en la practica de
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lamatematica que enla obtencion de
los resultados correctos. La contes-
tacién a un problema especifico no
tiene tanta importancia que conocer
cémo llegar ala contestacion correc-
ta. Esto es una destreza para toda la
vida.

,Coma ayudar a una familia?

Una familia tiene la opcién de
usar los materiales en el hogar del
principio o asistir a una serie de
clases con otras familias localizado
en la escuela, un centro comunita-
rio, la biblioteca —a donde sea~. Una
serie tipica incluye cuatro o seis se-
siones de una a dos horas. Mate-
matica para la familia le brinda a
las familias oportunidades para de-
sarrollar destrezas titiles en la reso-
lucién de problemas y ganar un en-
tendimiento dela matematica a través
de actividades que envuelven la ma-
nipulacién de objetos concretos.

Método Uno: Destrezas para la
resolucién de problemas

Por destrezas para la resolucion
de problemas entendemos las formas
en que la gente aprende como pensar
sobre un problema dado, utilizando
estrategias tales como la busqueda
de patrones, el dibujo de figuras, el
trabajar de delante hacia atras, el
trabajar de acompariados y la elimi-
nacién de posibilidades. El tener una
fuente de estrategias permite varias
alternativas en cuanto a las posibles
formas iniciales de visualizar un
problema, aliviando asila frustracién
que se siente cuando no se sabe
cémo ni dénde comenzar. Mientras
mas estrategias se tengan, mas con-

flanza se gana y mas se mejora la
habilidad para resolver problemas.

Método Dos: La manipulacién
de objetos concretos

Por la manipulacién de objetos
concretos nos referimos al manejo
de objetos concretos tales como blo-
ques, frijoles, monedas, palillos de
dientes, etc., los cuales se utilizan
para ayudar alos nifios a entender el
significado de los nimeros yelespa-
cioy ayudarnos a todos en la resolu-
cion de problemas. Una parte sus-
tancial de la matematica se puede
explicar y entender mejor mediante
la utilizacién de modelos, herra-
mientas y materiales a ser manipu-
lados; en efecto muchos investigado-
res matematicos aplicados utilizan
este mismisimo recurso.

,Qué mas contiene un curso de
Matematica para la Familia?

Para cerciorarnos de que se tie-
nen claras las razones para el estu-
dio de las matematicas, se invitan a
las clases de Matematica para la
Jamilia a hombres y mujeres que se
trabajan en ocupaciones fundamen-
tadas en las matematicas. Estos ha-
blan a las familias sobre las mate-
maticas utilizadas en sus ocupacio-
nes y las de sus companeros de
trabajo. Estos modelos con frecuen-
ciatienenuna granimportancia para
los adolescentes que comienzan a
pensar que nunca encontraran usos
para la matematica como las estre-
llas derock olos atletas profesionales
que desean llegar a ser. Las activida-
desutilizadas por matematica para
la_familia relacionadas con las ca-

rreras ponen énfasis en las vueltasy
los giros que toman la mayoria de
nuestras vidas y resaltan la distan-
cia existente entre lo que termina-
mos siendo y lo que pensabamos a
los catorce afios que ibamos a ser.

Ademas que Las Carreras o Pro-
fesiones, los temas cubiertos en las
clases de Matemdtica para la fa-
milia caen dentro de las categorias
generales de Aritmética, Geometria,
Probabilidady Estadistica, Medicion,
Estimacion, Calculadoras, Compu-
tadoras, y Pensamiento Logico. El
programa quiere ampliar el concepto
de lo que es la matematica. Si re-
flexionamos en torno a la matemati-
ca que utilizamos en el quehacer
diario, nos convenceremos de que la
Aritmética estd muy lejos de ser el
unico concepto matematico de im-
portancia; otros temas comparten la
misma importancia.

Los nifios al igual que los adultos
que han explorado la Geometria, la
Probabilidad y la Estadistica, la
Medicién y la Légica y que han
aprendido a estimar y reconocer
patrones y relaciones, son capaces
de reconocer en los problemas mate-
maticos dificiles retos interesantes
en lugar de tareas agobiantes.

Otro tema que forma la base del
programa es c6mo crear un ambien-
te matematico en el hogar. Las acti-
vidades de Matemadtica para la fa-
milia deben resultar divertidas. Se
advierte a las familias que no se
deben sentir la urgencia o necesidad
de dominar actividades. Pueden to-
marse todo su tiempo, continuar con
una actividad mientras los nifios

LI 1871994 5
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continuen interesados, probar nue-
vas ideas y aprender nuevos concep-
tos junto alos nifios. Todo esto cons-
tituye una gran oportunidad, espe-
cialmente en el hogar, de crear una
atmosfera que convierte a la mate-
matica en algo especial y atractivo.

Algunas otros ideas que las fami-
lias encuentran sobre como practi-
carlamatematica en el hogar son las
siguientes:
¢ Los nifios deben ser conscientes

de que los padres creen que ellos

son capaces de lograr éxito en las
matematicas.

¢ Los padres deben estar prepara-
dos para hablar con sus hijos
sobre las matematicas y saber
escuchar lo que ellos dicen.

¢ Cuidarse de no decir a los nifios
como resolver un problema.

¢ Practicar con los nifios la estima-
cion siempre que sea posible.

Miles de familias ya han asistido
a clases de Matematica para la fa-

TN

milia desde 1981. El programa se
ha extendido de Berkeley, California,
por lamayoria de los Estados Unidos
y a otros paises, incluyendo Costa
Rica.

,Quién enseiia un curso de
Matematica para la_familia?

Cualquier persona entusiasta y
amistosa que no sienta temor: maes-
tros, padres de familia, asistentes de
maestros, profesores, pérsonas ju-
biladas.

Los padres no soélo asisten a las
clases con sus familias sino también
estan dispuestos a colaborar con los
maestros para organizar y a ofrecer
las clases a otras familias. Se atreven
los padres sin ser maestros experi-
mentados porque las clases de Ma-
tematica para la familia no re-
quieren maestros frente a las clases
dando unas conferencias. Al contra-
rio, lo mejor es actuar como
facilidador. El aprendizaje de la ma-

tematica esta en el hecho.

La Matematica para la familia
hace que familias participen conjun-
tamente en la resolucién de proble-
mas, la experimentacién y el descu-
brimiento con el objetivo de que en-
cuentren que la matematica es un
tesoro que todos podemos compar-
tir,

6 LT 18/1994
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Presentacion de unas Actividades Tipicas

El Valor de las Palabras

Porqué
Practicar la aplicacién de la aritmética mental y la estimacién a la
resoluciéon de problemas.
Cémo
. Materiales
* Asigna valores a las letras del alfabeto en que se indica mas adelante. Papel
¢ Pregunta a cada miembro de la familia por el valor de su nombre. Lapiz
* (Si puedes, suma los niimeros mentalmente sin usar papel ni lapiz.
¢ (Cual es la palabra mas cara que cada quien puede encontrar? A= $1
* (Puedes encontrar alguna palabra que valga $50?, ;$100? B = $2
C = %3
Ideas Adicionales D $4
E $5
¢ Ofras actividades posibles a realizar con su nifio: F = $6
* Celebra un concurso de una semana de duracién para ver quien G = $7
encuentra la palabra mas cara. H = $8
» Utiliza centavos en lugar de délares para asignarle valores a las letras. I = $9
* Determina la diferencia entre los valores de tu nombre y tu apellido. J = 810
¢ Multiplica los valores en lugar de sumarios. K = $11
* Utiliza fracciones para asignarle los valores a las letras. Por ejemplo: L = $12
A=1/26, B=2/26, etc. M = $13

EA77

$14
$15
$16
$17
$18
$19
$20
$21
$22
$23
$24
$25
$26

1] I | S S [ ||

NHXE<CH0TO YO =
1

I mnn
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Porqué Digitos Dobles
Para practicar la destreza de la identificacion de los valores de posicion T
de nuestro sistema numeérico y la estimacién de cantidades. b
'
Nivel
Materiales
. Hoja de anotaciones
Cémo Lapiz
’ Dados
¢ Necesitaras un dado para todo el grupo y una hoja de anotaciones para
cada miembro de la familia. La hoja se debe preparar de la siguiente
manera:
Un juego para
DECENAS UNIDADES 2—6jugadores
1
2
3
4
5
6
7
¢ Los jugadores se turnan para tirar el dado.
e Cada numero se puede escribir tanto en la columna de las decenas asi
como en la de las unidades.
e Cuando un ntmero se escribe en la columna de las decenas, escribimos
un “0” en la columna de las unidades. Asi pues un “4” en la columna de
las decenas representa el namero 40.
¢ Luego de que cada jugador tire el dado siete veces, los jugadores deben
sumar individualmente todos los niimeros obtenidos.
¢ Los jugadores deben comparar sus totales.
¢ El jugador cuyo total esté mas cercano a 100 sin ser mayor sera el
ganador.
Ideas Adicionales
e Alfinal deljuego se deben discutir otras formas de obtener un total mayor x>,
utilizando los mismos ntimeros. ng
e Ver también el juego Digitos y Délares para nifios mas jévenes. < S

L, z
- S
= S

Maria José Cittadino
Universidad de California. Berlkeley

8 LTI 18/1994
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La divisibilidad, ¢En primaria o
en secundaria?

Antecedentes

En 1970 la Ley General modificé
el Sistema Educativo Espafiol Esta-
bleciendo la Educacion General Ba-
sica desde los 6 hasta los 14 afios,
subdividida en dos bloques: 12 etapa
(cinco primeros niveles) y 22 etapa
(62, 7°y 89). Mas adelante, en 1981,
el MEC subdividié la EGB en tres
ciclos: Inicial (1°y 29), Medio (32, 4°
y 5% y Superior (6%, 7°y 89. Los
Programas Renovados (Real Decreto
710/1982 de 12 de febrero) difieren
delas Orientaciones Pedagogicas del
afio 1971, que desarrollaban la Ley
General, en que son “mas concretas,
amplias y desarrolladas y constan
de unos niveles basicos de referencia
y un documento de apoyo al profeso-
rado” (MEC, 1981). En los Niveles
Basicos de Referencia correspon-
dientes al Ciclo Superior los conteni-
dos a impartir se agrupan en los
siguientes bloques tematicos: 1)
Conjuntos Numéricos; 2) Divisi-
bilidad; 3) Geometria plana; 4)
Funciones; 5) Polinomios; 6) Propor-
cionalidad; 7) Geometria de espacio
y 8) Estadistica.

El bloque de Divisibilidad, que se
iniciaba antes en 5° de EGB, pasa
ahora al Ciclo Superior, estudiando-

lo en N y con el objeto de llegar al
estudio del m.c.d. y d&l m.c.m. que
“permitira la operatividad en Q y la
resolucion de problemas” (MEC,
1981, pag. 13).

Segun De Prada (MEC, 1981) la
temporalizacién prevista para el blo-
que de Divisibilidad es de 3 semanas
y a titulo orientativo se incluye en 6°
de EGB, con los siguientes objetivos:
1) Adquirir el concepto de multiplo y
divisor y saber reconocer multiplosy
divisores; 2) Reconocer y definir na-
meros primos y compuestos; 3) Co-
nocer y memorizar los criterios de
divisibilidad por 2, 3, 5, 9y 11; 4)
Adquirir el concepto de m.c.d. y
m.c.m. enN; 5) Calcularelm.c.d. yel
m.c.m. de dos o tres niimeros y 6)
Plantear y resolver problemas de
m.c.d. y m.c.m.

La Reforma del Sistema
Educativo

La Reforma del Sistema Educati-
vo Espafol, en cuyo proceso nos
encontramos, empez6 a plasmarse
por parte del Ministerio de Educa-
cion y Ciencia en 1989 con la publi-
cacion del Libro Blanco para la Re-
forma del Sistema educativo, el Di-
seno Curricular Base de Educacion

Andrés Nortes Checa

Infantil, Primariay Secundaria Obli-
gatoria (I y II) y el Plan de Investiga-
cion Educativa de Formacion del
Profesorado. Posteriormente el
B.O.E. public6 la Ley Organica 1/
1990 de 3 de octubre, de Ordenacion
General del Sistema Educativo; el
Real Decreto 1344/1991 (BOE
6.9.91) establecié el Curriculum de
la Ensefnianza Primaria y en 1992 el
MEC edit6 las “cajas rojas” desarro-
llando aspectos del Real Decreto.

Los contenidos de Ensefanza
Primaria, que es donde nos vamos a
centrar, han quedado establecidos
en cuatro bloques: 1) Numeros y
Operaciones, 2) La Medida, 3) For-
mas geométricas y situaciones en el
espacioy 4) Organizacién de la Infor-
macién. En cada uno de estos blo-
ques el MEC (1992) especifica tres
tipos de contenidos: a) Conceptos, b)
Procedimientos y c} Actitudes. No
hay que confundir un concepto en
E.P. con un concepto cientifico aca-
bado, siendo el primer paso el
preconcepto y después el concepto
que se irda haciendo mas elaborado
conforme se van modificando los
esquemas mentales. Por procedi-
mientos se entienden el conjunto de
acciones encaminadas para conse-
guir una meta, siendo sinénimos de

LHTD  18/1994 9
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destreza, técnica, estrategia y méto-
do. Las actitudes son contenidos que
hay que ir trabajando durante todo
el proceso de ensefanza-aprendiza-
je delas matematicas, siendo el gus-
to por las Matematicas, la perseve-
rancia en la btsqueda de solucio-
nes, la flexibilidad para cambiar el
punto de vista de una situacion, etc.
contenidos necesarios para apren-
der otros contenidos matematicos.

Los contenidos correspondientes
al bloque de Numeros y Operaciones
agrupan: 1) Numeros naturales,
fraccionarios y decimales; 2) Nime-
ros positivos y negativos; 3) Ntume-
ros cardinales y ordinales; 4) Siste-
ma de Numeracién Decimal; 5) Nu-
meracioén romana; 6) Las operacio-
nes de suma, resta, multiplicacion y
division; 7) Algoritmos de las opera-
ciones; 8) Reglas de uso de la calcu-
ladora de cuatro operaciones; 9)
Correspondencia entre lenguaje ver-
bal, representacion grafica y nota-
ci6én numérica.

La pregunta -

Comparando los antecedentes
(Planes Renovados) que especifica-
ban la Divisibilidad como contenido
en 62 de EGB (11/12 afios) con el
futuro (Curriculum de 'Ensefnanza
Primaria, 6-12 anos), puesto qué no
culminara el proceso hasta el curso
1995/96, se observa que en este
bloque tematico de Divisibilidad no
aparece dentro de la Ensefianza Pri-
maria, ha quedado suprimido, ¢por
qué?

Nuestra intencién es reflexionar
sobre el bloque de divisibilidad den-

10 &Y 18/199%4

tro de la teoria de Piaget y llegar a
alguna conclusion que nos pueda
contestar a la pregunta que nos ha-
cemos. ;Esrealmente la divisibilidad
un contenido cuya adquisicién se
sitiia en un periodo posterior a la
Educaciéon Primaria?,
divisibilidad una operacion concreta
0 una operaciéon formal?, ;Nuestros
ninos/as de Educacion Primaria es-
tan en disposicién de poder adquirir
conceptos de m.c.d., m.c.m.,
muiltiplo, divisor, etc.?, ¢Es necesa-
rio estar en el periodo de las opera-

JEs la

ciones formales para adquirir estos
conocimientos?

Para ello vamos a recordar los
esquemas aditivo y multiplicativoy la
conservacion del nimero como paso
previo al analisis de los conceptos de
divisibilidad a la luz de teoria de
Piaget.

Los esquemas aditivo y
multiplicativo

Cuando se conserva el numero,
decimos que el nimero se ha consti-
tuido en un invariante. Asi el name-
ro 7 es un invariante porque puede
ser descompuesto en 4+3, en 5+2, en
6+1 y no pierde su sentido; el todo y
las partes se conservan simultanea-
mente, de tal forma que dadoel 7y el
4 se puede encontrar el 3y dado el 7
y el 3 se puede hallar el 4. Eso quiere
decir que el ntmero se conserva, que
tiene una entidad.

El numero empieza a tener enti-
dad con arreglo al primer esquema
que hay, que es el esquema aditivo.
Pero esto no quiere decir que el na-
mero se haya constituido como con-

cepto, se ha constituido como concepto
respecto a la operacién suma.

El namero se puede componer y
descomponer en base otros esquemas,
como son los esquemas multiplicativos.

Asi el 8 puede ser descompuesto
en 4 por 2 o puede ser descompuesto
en 1 por 8, y ademas el esquema
puede ser conmutativo. Esto es lo
que se definiria como la conservacion
del 8 desde el punto de vista de los
esquemas multiplicativos.

Tendriamos pues la conversacion
del 7 desde el punto de vista de los
esquemas aditivos y la conservacion
del 8 desde el punto de vista de los
esquemas multiplicativos.

,Qué entidad tiene la conserva-
cion del nimero? ¢ Eso qué supone?
Con esto sabemos que el ntimero es
algo con lo cual se permite clasificar
y ordenar la realidad.

Laclasificacionyla ordenacién dela
realidad se hace enbasealos esquemas
aditivosyalosesquemasmultiplicativos.
El 8 se puede conservar desde el punto
devistadelos esquemas multiplicativos,
es decir, conservar quiere decir que el
todoylas partes tienen sentido. A pesar
de que el todo se descomponga en
partes, eltodo sigue existiendo comotal,
el todo se conserva. Esto supone que la

-conservacion del todo, si se la descom-

poneen partes, dadauna parteyeltodo,
se puede obtener la otra parte.

Miltiplo y divisor

Ahora bien, /qué es el multiploy
el divisor? Proviene de los esquemas
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multiplicativos. Es simplemente de-
cir: Si el 8 se puede descomponer en
4 por 2, entonces 4 y 2 son divisores
de 8. Lo tinico que utilizamos es una
nomenclatura nueva, es la conser-
vacion de un todo mediante un es-
quema concreto.

Una vez que se conserva el 8
desde el punto de vista de los esque-
mas multiplicativos, a 8 se le llama
multiplo de 2y a 2 se le llama divisor
de 8.

El esquema es vicariante con res-
pecto al esquema multiplicativo, es
decir, las vicariancias multiplicativas
cuyo término puede parece nuevo,
significa que el esquema vicariante
es el esquema de descomposicién de
untodo en distintas partes. Asi Piaget
pone el ejemplo de los seres huma-
nos que se descomponen en Suizos y
No Suizos o Espafioles o No Espartio-
les, etc., pero el todo se conserva;
este esquema vicariante se puede
aplicar aqui pues lo tnico que llega
adecir es que el sujeto ha construido
vicarianzas con esquemas tanto adi-
tivos como multiplicativos.

Sabemos que los ocho argumen-
tos mayores que establece Piaget son
clases y relaciones, aditivos y
multiplicativos y son simples y
vicariantes, dando lugar a:

Clases Relaciones
Aditivos Simples Simples

Vicariantes Vicariantes
Muliplicativos | Simples Simples

Vicariantes Vicariantes

Utilizamos el agrupamiento mas
adecuado en cada caso para explicar
un concepto determinado. Aqui uti-
lizamos la vicarianza multiplicativa.

El sujeto lo tinico que hace es
poner una estructura de agrupa-
miento que ya posee cambiandola de
nombre (multiplos y divisores) y
aplicando el agrupamiento vicariante
descompone el 8 en distintos facto-
res como 4 por 2, 8 por 1y decir que
esos son todos los divisores del 8.

El concepto de multiplo de un
namero es méas sencillo porque se
trataria de aplicar un esquema
iterativo, pues para ver los multiplos
de 2 basta con multiplicar el conjun-
to de nameros naturales por 2.

Resumiendo, el concepto de
multiplo y divisor se genera a partir
de la aplicacion de un esquema
multiplicativo. Pero el hecho de apli-
car un pensamiento vicariante en

este objetivo, no nos garantiza la -

construccion de todos los divisores
de un numero.

Una vez que se estudie la des-
composicion de un namero en facto-
res primos, la forma de obtener to-
dos los divisores de un ntiimero seria
aplicar un esquema combinatorio
que es operacion formal.

La construccién de miiltiplos y
divisores no pasa de ser una opera-
cién concreta, mientras que la
obtencion de toso los divisores de un
numero es operacion formal.

M.C.D. y M.C.M.

La descomposicién de un niime-
ro en factores primos ya supone una

operacion formal porque es una ope-
racion sobre otra operacion. Ya no
supone hacer una descomposicién
de un niimero sino una descomposi-
cion de un namero en funcién de
unas determinadas reglas, es decir,
no de todos los ntimeros sino de sélo
algunos nimeros y esos niimeros
tienen que tener unas caracteristi-
cas especificas. Supone aplicar un
esquema sobre otro esquema, supone
aplicar el esquema de niimeros pri-
mos y efectuar una descomposiciéon
en funcién de ese esquema que se ha
fijado.

Cuando se interaccionan dos
operaciones concretas distintas, es-
tamos hablando de una operacion
formal. Hay que resaltar que sean
operaciones concretas distintas por-
que cuando son iguales se obtiene
una operacion concreta. Ese es el
caso de la multiplicacion que resulta
de la interseccién de dos operacio-
nes concretas idénticas.

La obtencién del m.c.d. y del
m.c.m. que supone previamente la
descomiposicion en factores primos,
es operacion formal.

Ocurre que a los 11-12 afios se
sueleintroducir el conceptodem.c.d.
de dos ntmeros hallando en primer
lugar todos los divisores de dichos
numeros; después, obteniendo los
comunes y por ultimo el mayor de
todos, sera el m.c.d. de dichos ni-
meros.

De igual forma el concepto de
m.c.m. de dos niimeros se introduce
hallando primero los nmiltiplos de
dichos ntmeros; después, obtenido

LTI 181994 11
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los comunes y por ultimo el menor
de todos ellos, sera el m.c.m. de
dichos ntmeros.

Pero cualquier concepto se cons-
truye primero como intuicién, des-
pués como preconcepto y por ultimo
como operacién. Podemos decir que
la operacién es formal pero previa-
mente tiene que haber pasado por
unas etapas concretas (la de intuicion
y la de preconcepto) y el obtener el
m.c.d. y el m.c.m. como se ha sefia-
lado anteriormente es un precon-
cepto del m.c.d. y del m.c.m.

Este preconcepto, ¢nos permite
dado el m.c.d. y un namero, calcular
el otro? ¢Se puede hacer reversible
asi simplemente? No porque todavia
no es formal.

No podemos llegar a un alumno
de esta edad y ensenarle directa-
mente una operacion, ya que prime-
ro hay que pasar por una intuicion
simple y después por una intuicién
articuladay finalmente llegar al con-
cepto, ¢pero cuando? Cuando se ha
hecho reversible.

La forma anterior de calcular el
m.c.d. y el m.c.m. es valida lo mismo
que lo es una intuiciéon o un pre-
concepto, son etapas que tiene que
lograr para constituirse un concep-
to, dicha etapa es concreta. Sin
embargo como concepto es formal.

Si introducimos el m.c.d. de dos
numeros solamente partiendo de los
divisores de dichos nitimeros esta-
mos haciendo una intuicion que no
es una operacién, como no es opera-
cion no es formal y se queda en el

12 &47D 18/1994

plano de lo concreto. /Por qué no es
una operacién? Porque no me per-
mite hacerla reversible.

Resumiendo, la descomposicion
de un niimero en factores primos es
una operaciéon formal y tanto la
obtenciéon del m.c.d. como el m.c.m.
que se derivan de la descomposicion
en factores primos, son operaciones
formales.

Conclusion

La consideracion de excluir el
bloque tematico de Divisibilidad
desde el punto de vista de concepto
es acertada. Sin embargo, los con-
ceptos antes de introducirse como
tales, tienen una fase previa intuitiva,
después de preconceptoy por ultimo
de concepto y desde esta perspectiva
el MEC podria haber incluido dentro
del bloque de Numeros y Operacio-
nes un apartado de “introduccién a
la divisibilidad” una vez visto la divi-
sion, porque a partir de la division
exacta de numeros naturales los
preconcepto de multiplo y divisor
son operaciones concretas, asi como
los criterios de divisibilidad por 2, 3,
5, 9 y 11 que pueden introducirse
mediante ensayo-error o la obtencion
del m.c.d. y m.c.m. de dos ntimeros
son un paso previo a su inclusion
como concepto en la Educacion Se-
cundaria Obligatoria y en conse-
cuencia su ausencia en la Ensenan-
za Primaria denota un “olvido” suno
introduccién como preconcepto en
esta etapa educativa de 6 a 12 afios.

A la pregunta formulada de
“Divisibilidad, ¢en Primaria o en Se-
cundaria?” habria que contestar:

Divisibilidad en Primaria y en Se-
cundaria.
preconcepto y en Secundaria como
concepto.

En Primaria como
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Algunos referentes para analizar
tareas matematicas

M. Garcia Blanco - S. Llinares Ciscar

En este articulo se presenta (i) una forma de utilizar los sistemas de representacion
instruccionales como variables para el analisis de tareas en el caso del concepto funcion
(12-16) y, (ii) el sistema de categorias obtenido. La consideracién de las diferentes
perspectivas (proceso y objeto) de la nocién funcién permite realizar algunas reflexiones
sobre la relacién entre la presentacién textual de la tarea y las caracteristicas de la
actividad que presumiblemente demanda del resolutor.

Introduccién

Las tareas matematicas son un
instrumento que utilizamos habi-
tualmente en el desarrollo de lalabor
docente. Su disefio, analisis, evalua-
cidn o eleccion es una de las prime-
ras decisiones que tenemos que to-
mar al pensar en la ensefianza y, en
particular, en la elaboracion de Uni-
dades Didacticas. Aspectos tales
como secuenciacion de contenidos,
presentacion, forma de plantear las
tareas en la clase, etc., son tenidos
en cuenta en esta decision.

En este trabajo una fuente poten-
cial desde la que extraer tareas para
desarrollar el contenido en las Uni-
dades Didéacticas lo constituyen do-
cumentos ya elaborados. Los libros
de texto son uno de estos tipos de
documentos potenciales desdeloque
elegir tareas y actividades a propo-
ner en el aula. Sin embargo, un
reciente analisis que hemos realiza-
do nos ha indicado que todo texto

puede llevar tras de si una determi-
nada filosofia, una forma de “ver” el
contenido matematico escolar. Esto
condiciona la clase de actividades y
tareas que se plantean en ellos.

El analisis y evaluacién de libros
de texto en general , y en particular
el que se centra primordialmente en
eltipo de tareas presentadas, ha sido
una preocupacion constante en el
campo de la Educacion Matematica.
La hipétesis que subyace en este
planteamiento subraya el papel de-
terminante que sobre el proceso de
aprendizaje desempena la forma en
que las Matematicas son presenta-
das por los textos o unidades

~didacticas a través de las tareas.

En este sentido, las caracteristi-
cas del proceso de generacion del
conocimiento matematico, es decir,
la naturaleza del aprendizaje pro-
ducido y la forma en que este se
produce, viene definido, en parte,
por el tipo de tareas que los estu-
diantes deben realizar. La relacion

entre las tareas y la actividad que el
estudiante debe desarrollar al in-
tentar resolverla (o la misma forma
en que el profesor la plantea) puede
llegar a caracterizar una determina-
da comprension de las nociones ma-
tematicas. Ademas, esta relacién
entre la tarea y lo que el estudiante
debe hacer con ella hace que se
genere por parte de éste unas creen-
cias implicitas sobre lo que son las
matematicas escolares (contenido
matematico) y lo que significa apren-
der algo en Matematicas. En este
sentido, la “imagen”! que un estu-
diante puede construir de un con-
cepto matematico viene determina-
do, en parte, por esta doble perspec-
tiva dada por:

! Vinner y sus colaboradores (Vinner y
Dreyfus, 1989) denominan concepto imagen
asociado a un concepto matematico como el
conjunto de todas las ‘representaciones’ men-
tales y propiedades caracteristicas que el estu-

diante asocia a este concepto.
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- las caracteristicas textuales de
las tareas que tiene que realizar, y

—lanaturaleza delaactividad que
genera con dicha tarea.

Dentro de este marco general,
tratamos de buscar instrumentos
generales y fundamentos teéricos
para el analisis libros de textos y de
tareas mateméticas. Los trabajos de
van Dormolen (1986), Otte (1986),
Kang y Kilpatrick (1992), Kuche-
mann (1987}, Leinhartd et al. (1992)
v Sanz (1990) proporcionan algunas
perspectivas diferentes adoptadas en
el campo de la Educacion Matema-
tica para este analisis con diversas
aproximaciones epistemologicas.

Otte y Dormolen aportan una
perspectiva analitica general para el
analisis del contenido en los libros
de texto de Matematicas, conside-
rando algunos principios que deben
tenerse en cuenta (libre de errores,
naturaleza del aprendizaje pretendi-
do,...). Por otra parte, Kang y
Kilpatrick utilizan la teoria de la
transposicion didactica para un
analisis de algunos libros de Algebra
examinando la utilidad de los con-
ceptos vinculados a esta teoria para
el analisis de textos matematicos. El
uso de las investigaciones cognitivas
sobre como los aprendices resuelven
tareas vinculadas a un topico con-
creto o como diferentes textos refle-
jaban un determinado aspecto de un
contenido matematico escolar parti-
cular fue realizado por Kuchemann
(1987) y en los trabajos recogidos en
Leinhardt et al. (1992). Finalmente
Sanz incide en la necesidad de con-
siderar los modos de representacién
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utilizados para realizar inferencias
relativas al significado de las ideas
matematicas que los textos transmi-
ten. Esta diversidad de enfoques nos
llevé a intentar recoger aquellos
aspectos relevantes descritos en la
literatura para el proposito de nuestro
trabajo e intentar generar nuestro
esquema analitico. Este proceso es
el que describiremos en la préxima
seccion.

El objetivo final en nuéstro traba-
Jjo era intentar obtener un esquema
analitico que, de alguna manera,
nos permitiera identificar caracte-
risticas generales que pudieran lle-
gar a definir un conjunto de tareas
en relacién a un topico concreto.
Para ello elegimos un concepto cen-
tral en la ensefanza de las Matema-
ticas en diferentes niveles, como es
el concepto de funcion.

El propésito de este articulo es
detallar los criterios seguidos y des-
cribir el sistema de categorias obte-
nido. Pretendemos con ello aportar
informacién que pueda ser 1til a la
hora de fundamentar nuestras deci-
siones ante la labor de analizar, eva-
luar, disefiar o elegir tareas matema-
ticas que desarrollen el curriculum
matematico de la Educacion Secun-
daria Obligatoria.

El proceso seguido: delimitan-
do un marco conceptual

Tomando como referencia la
cognicion situada (Brown, Collins y
Duguid, 1989), se puede asumir que
el conocimiento es producto tanto de
la tarea, como de la situacién en que
se da (caracteristicas de la actividad

generada; es decir, interacciones ta-
rea-alummo, entre los propios alum-
nos, profesor-alumno). Por otra par-
te, estas relaciones son las que defi-
nen un aspecto de la cultura mate-
matica escolar en la que se desarro-
llay utiliza el conocimiento matema-
tico.

Desde esta perspectiva podemos
subrayar dos cosas que tienen una
influencia potencial en las caracte-
risticas del conocimiento matemati-
co generado en el aula,

(1) la presentacion textual de la ta-
rea (tipo de contenido, represen-
tacion instruccional empleada,
ete), y

(ii) la naturaleza de la actividad que
el propio contexto en el que se
presenta la tarea demanda del
estudiante.

Estos dos aspectos fueronlos que
nos inclinaron a tener que buscar
esquemas analiticos que los pudie-
ran contemplar. Asi, con esta pers-
pectiva, y en un nivel mas concreto
tuvimos en cuenta

— el uso y caracteristicas de la
representacion matematica utiliza-
da,y

—el punto de vista que explicita la
necesidad de considerar diversas
perspectivas para llegar a compren-
der el concepto de funcion.

El analisis del papel desempena-
do por las representaciones, en el
proceso de aprendizaje de los alum-
nos de distintos topicos matematicos,
ha sido objeto de estudio de nume-
rosas investigaciones en el campo de
la Educacion Matematica (Janvier,
1987; Kaput, 1991). Una delasideas
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que, en estos momentos, se defiende
con mas intensidad es que la trasla-
cién entre diferentes representacio-
nes, y las transformaciones dentro
de un mismo sistema, contribuyen a
que los alumnos adquieran una
mayor comprension de las nociones.

Por otra parte, las investigaciones
centradas en la ensefianza y el
aprendizaje del concepto de funcion
(Breindenbach, etal. 1992; Dubinsky
y Harel, 1992; Sfard, 1992; Sier-
pinska, 1992; Vinner y Dreyfus,
1989) han caracterizado dos pers-
pectivas para analizar lo que signi-
fica comprender la nocién de fun-
cion:

— la perspectiva proceso, y

- la perspectiva objeto.

Desde la perspectiva proceso,
se considera que las funciones co-
nectan los valores de x e y, es decir,
para cada valor de x le corresponde
un valor de y. Desde la perspectiva
objeto, 1a funcién, se contempla de
forma global, como un todo.

Llegar a comprender un dominio
de contenido matematico complejo,
como puede ser el definido por la
nocién de funcién, significa, para

algunos autores (Moschkovich,
Schoenfeld y Arcavi, 1993), ser flexi-
ble en los procesos de resolucion de
tareas,es decir,

—trasladarse entre diferentes sis-
temas de representacion, y

—diferentes perspectivas del con-
cepto.

Como consecuencia, un medio
de determinar como la “forma” de las
tareas favorece, o no, la compren-
sidn de un concepto es analizar c6mo
la presentacién del contenido, y el
tipo de tareas/actividades propues-
tas, refleja los diferentes aspectos de
lo que significa comprender un do-
minio complejo como en este caso
especifico, las funciones. Represen-
taciones y perspectivas pasan asi a
ser las referencias a considerar.

Los textos utilizados como
fuente de las tareas analizadas

Para realizar nuestro estudio uti-
lizamos, como fuente desde las que
obtenerlas tareas, textos publicados
en nueve editoriales, no distribuidas
cronologicamente de forma unifor-
me. Adoptamos una perspectiva
temporal, examinando libros de tex-
topublicados desde 1975 hasta 1991,
del nivel 11-16.

Dado que nuestro objetivo no era
establecer comparaciones, sind ana-
lizar caracteristicas de las tareas
propuestas en los temas relativos al
concepto de funcién, elegimos aque-
llos libros que pensamos habian te-
nido (o tienen) una difusiéon mas
amplia en la provincia de Sevilla en
los afios considerados. El objetivo
era intentar explicitar suposiciones
epistemologicas implicitas sobre las
que se apoyaban las tareas conside-
radas globalmente, e identificar ca-
racteristicas particulares de las ta-
reas. En el cuadro 1 recogemos la
distribucién seguida en relacion a
niveles y aflos de publicacion.

Por otra parte, y con objeto de
apreciar lo mejor posible el cambio
que se esta observando en los ulti-
mas décadas en la enseflanza en
general, v en la de las Matematicas
en particular, se decidié hacer dos
bloques con los textos de 1°y 2° de
BUP (14-16 arios), atendiendo a su
fecha de publicacion. Asi, el bloque A
abarcaba el periodo comprendido
entre 1975y 1981, y el bloque C los
afios comprendidos entre 1987 y
1991. La laguna que parece existir
entre ambos bloques se debe a que
en esos afios no hubo las suficientes

Cuadro 1. Distribucién temporal y por cursos de los tres bloques en los que se han agrupado

los textos utilizados

Ano de publicacién 1974 1975

1976 1979 1981 | 1983 1984

1986 1987 1988 | 1990 1991

Curso/nivel
7° (12-13)
82 (13-14)

BLOQUE B

12 (14-15)
2¢ (15-16)

BLOQUE A

BLOQUE C
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innovaciones como para que las edi-
toriales, en general, editasen nuevos
textos, utilizandose los del periodo
anterior.

En cuanto a los libros revisados
de 7° y 8° de EGB (12-14 anos),
desde la perspectiva adoptada en
nuestro analisis, no hemos aprecia-
do de forma clara cambios, porlo que
hemos incluido todos ellos en un
s6lo bloque. Pensamos que esto es
debido a que la reforma en el segun-
do ciclo de la Educacion General
Basica se realizo en 1980. Por otro
lado, debemos aclarar que la elec-
cién del periodo 1983 a 1988 es
debida a que los libros editados en
estos anos siguen vigentes en la ac-
tualidad.

Generacién del sistema anali-
tico y categorias obtenidas

La unidad de analisis utilizada
fueron las tareas y problemas pre-
sentados en el libro de texto. Como
informacion adicional, se recogian
también las definiciones dadas por
los diferentes libros al concepto de
funcién. En este apartado inicial-
mente trataremos los dos aspectos
que hemos considerado durante el
proceso de analisis y en el mismo
orden en el que se han empleado:

—sistemas de representaciéon uti-
lizado y las traslaciones dentro y
entre ellos, y

— diferentes perspectivas (proce-
s0, objeto) para el concepto funcién.

Posteriormente, describiremos el
proceso de anélisis seguido que nos
ha permitido obtener un conjunto de
categorias para las diferentes tareas
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relativas a las funciones desde el
punto de vista de las representacio-
nes utilizadas y de las traslaciones
entre ellas (o dentro de ellas) que
demanda la tarea.

El analisis de casos problemati-
cos permitio, por una parte, ir refi-
nando paulatinamente el conjunto
de categorias inicialmente obtenido
y, por otra, incorporar en el proceso
de analisis el punto de vista derivado
de considerar los aspecto proceso y
objeto relativos al concepto funcién.
La forma en que hemos incorporado
esta ultima consideracion sera el
contenido de otro apartado.

a) Representaciones y las
traslaciones entre ellas

Las tareas, actividades y ejerci-
cios fueron analizados desde el pun-
to de vista del tipo de representacion
utilizado y de la traslacién que el

proceso de resolucién demandaba.
Las primeras referencias para la ge-
neracion de nuestro sistema de cate-
gorias nos la proporciono la literatu-
ra relativa al tema (Janvier, 1987).

Por otra parte, el mismo ejercicio
de analisis de las tareas permitio ir
refinando el sistema inicial de cate-
gorias para poder recoger todos los
matices que seiban originando. Des-
de este punto de vista, podemos con-
siderar que se ha seguido un proceso
inductivo en la tarea de ir generando
y refinando paulatinamente las ca-
tegorias consideradas inicialmente.

Como hemos indicado, utiliza-
mos el trabajo de Janvier (1987 a)
como una referencia teorica inicial
relativa a diferentes formas derepre-
sentar el concepto de funcién (objeto
matematico) y a los proceso de tras-
lacion derivados. El cuadro 2 recoge
esta propuesta inicial.

Cuadro 2. Modos de representacién y procesos de traslaciéon en el andlisis

del concepto funcioéon (Janvier, 1987 a).

PROCESO DE TRASLACION

situacion,
a descripcion
de verbal

tablas

graficas féormula,
expresion

algebraica

situacién,
descripcion
verbal

tablas

graficas

férmula,
expresion

algebraica
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Hay que tener en cuenta que el
proceso de traslacién entre repre-
sentaciones implica trasladar los
significados adscritos a diferentes
aspectos del concepto de funcion
(traduccién).

b) Las perspectivas proceso y ob-
jeto relativas al concepto funcién

Desde el segundo punto de vista
adoptado en el marco conceptual se
consideraban dos perspectivas para
el concepto funcion,

- la perspectiva proceso, y

- la perspectiva objeto.

Dubinsky y Harel (1992) caracte-
rizan estas dos perspectivas de la
siguiente manera:

“Una concepcién proceso de funcion
implica una transformacién dindmi-
ca de cantidades de acuerdo a algu-
nos medios repetibles que, dada la
misma cantidad original, siempre
produciran la misma cantidad trans-
Sormada. El sujeto es capaz de pen-
sar en la transformacién como una
actividad completa empezando con
objetos de algiin tipo, haciendo algu-
na cosa con estos ohjetos, y obtenien-
do nuevos objetos como resultado de
loque hasido hecho... Una funciénes
concebida como un objeto si es posi-
ble desarrollar acciones sobre ella, en
general acciones que la transforman
(globalmente)” (Dubinski y Harel,
1992; pp. 85).

c) Perfilando el analisis: obten-
cion de un sistema de categorias

Laconsideracioninicial dela pro-
puesta de Janvier (1987 a) en el

esquema analitico adoptado (repre-
sentaciones y traslaciones) nos
aporto informacién valida, para rea-
lizar las primeras inferencias sobre
la forma en que el tratamiento del
contenido (concepto de funcién, a
través de las distintas tareas), desa-
rrolla el concepto y promueve su
comprension por parte de los estu-
diantes.

Por otra parte, como deciamos
anteriormente, segin Se procedia al
analisis de las tareas, las categorias
inicialmente consideradas fueron
modificandose, para recoger lo mas
fielmente posible la informacién que
se iba obteniendo. El sistema de
categorias final que se obtuvo consta
de ocho apartados, existiendo, den-
tro de cada uno de ellos, diferentes
subcategorias. En el préoximo apar-
tado presentaremos algunos ejem-
plos concretos, que pensamos pue-
den ser representativos del proceso
que nos llevd a situar determinadas
tareas o actividades en una catego-
ria especifica. El sistema de catego-
rias obtenido fue el siguiente:

Sistema de categorias

1. Trabajo dentro de un mismo modo
de representacion.

1.1. Expresion algebraica. For-
mulacién.
A. Caracteristicas del obje-
to matematico funcién.
B. Calculo y analisis de ca-
racteristicas.

1.2. Modo grafico.

1.3. Situacion.

2. Traslaciones entre modos de re-
presentacion.

2.1. Expresion algebraica a ta-
bla/grafica (y viceversa).

2.2. Situacién a grafica (y vice-
versa).

2.3. Situacién a expresién
algebraica (y viceversa).

3. Tareas de varios pasos.

3.1. Traslacion entre dos modos
de representacién para tra-
bajar en el segundo de ellos.

3.2. Traslacién mas traslaciéon y
trabajo dentro del ultimo
modo de representacion uti-
lizado. ’

3.3. Traslacién seguida de otra
traslacion.

3.4. Trabajo dentro de un modo
de representacion mas tra-
bajo dentro de otro.

3.5. Traslacion seguido de traba-
jo dentro del primer modo
utilizado.

4. Tareas en las que se plantea el
andlisis de una situacién.

5. La tarea pide explicitamente utili-
zar un modo de representacion
diferente para resolver la cuestion
planteada.

5.1. Presentacién: modo alge-

braico; resolucién: modo
grafico.
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5.2. Presentacién: situaciéon; re-
solucién: formulacioén.

6. Emparejar graficas con expresio-
nes algebraicas (o viceversa).

7. Estudio de rasgos propios del
modo de representacion “inde-
pendientemente” de las caracte-
risticas del objeto matematico
funcién.

8. Otras.
Concretando el proceso

En este apartado comentaremos
la asignacién realizada para algunas
delas tareas a determinadas catego-
rias. En primer lugar describiremos
algunos casos en los que la asigna-
cion tarea-categoria es relativamente
clara, yluego comentaremos algunos
aspectos que hemos derivado del
analisis en casos dudosos, o cuya
asignacién no era tan directa.

Por ejemplo, si analizamos las
tareas siguientes:

TAREA 1.

Dibuja en unos mismos ejes

coordenadas las parabolas

y=&E-2%y =2 x-2%

x-2)?

JEn qué punto tienen el vérti-
ce? sCuadl es el eje? 4,Cémo son?

TAREA 2.
Dienquésepareceny enquése
diferencian las gréficas de las

funciones siguientes:

y =x3 y = 3x%

1
y =—x3
3
-4 3
Vy=—x*y= x?
3 4

Observamos que su resolucion de-
manda los siguientes pasos:

i) traslacién de expresion
algebraica a grafica,

ii) estudio de la grafica; es
decir, trabajar dentro del modo gra-
fico.

Por lo que han sido consideradas
como tareas en la categoria 3.1.
“traslacion expresion algebraica a
grafica y estudio de la grafica dentro
del modo grafico”. La caracteristica
de este tipo de tareas es que la rela-
cién-funcién esta dada en un modo
de representacion y la actividad que
demanda es ‘mostrar’ esta relacién
en otro modo de representacion.

De igual forma la tarea

TAREA 3.

Piensa en todos los rectangulos
con perimetro 20 cm. Cuando la
base se alarga, la altura debe dis-
minuir. Busca la funcién que re-
laciona la base x con la altura y.
Represéntala graficamente. ¢Es
una recta?

la incluimos dentro de la categoria
3.3. ya que resolver la tarea implica
realizar las siguientes traslaciones
entre modos de representacién:

i) situacién a formulacion,

ii) formulacién a gréfica.

Es decir, el texto de la tarea esta
en un modo de representacion dado,
y se demanda que se realice una
actividad que consiste en obtener
esta relacién-funcién en otro modo
de representacion.

Sin embargo, existen tareas cu-
yas caracteristicas hacian inicial-
mente dificil su asignacién aten-
diendo tinicamente a su presenta-
cion textual. Consideremos, por
ejemplo, la siguiente tarea:

TAREA 4.

La siguiente grafica describe la
evolucién de la temperatura de
un paciente con el paso del tiempo:

42 OC

41
40

39

a8
37

36

35

-

'>

0 23 4 56 789 10 11 12 13 14 15 Dias

a) ,Qué variables se relacionan?
,Qué unidades tomamos para
cada variable?

b) ¢,Cuantos dias ha estado enfermo
el paciente? (Se considera normal
unatemperatura de 36.5 grados).

¢) /Qué ocurre entre los dias 2 y 5?
4Qué ocurre el 6° dia?

d) ¢Cuéando es maxima la tempera-
tura? ¢Cuando es minima?

e) ¢En qué periodos su temperatura
ha sido estable?
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En este tipo de tareas toda la
informacién que hay que procesar
proviene del significado dado a la
grafica por el conocimiento del estu-
diante de este tipo de contextos. Las
cuestiones estan centradas en
enfatizar el aspecto de relacién en-
tre dos magnitudes, puesta de mani-
fiesto por la grafica, y los cambios de
estarelacion. En esta tarea el “signi-
ficado” proviene de la familiaridad
del estudiante con el contexto (la
tarea consiste en mostrar que la
.grafica es un buen descriptor de la
situacién -relacion).

En este caso, la forma textual de
esta tarea es solo el modo grafico, ya
que el contexto que le dota de signi-
ficado es tan cercano al estudiante
que no es necesario realizar una
descripciéon de esta situacién (toda
la informacion la proporciona la gra-
fica). Teniendo en cuenta, pues, la
forma textual de la tarea la hemos
asignado a la categoria 1.2 “Trabajo
dentro de un mismo modo de repre-
sentacion. Modo grafico”.

En esta tarea, por ejemplo, el
contexto (la situacién) esta muy
proximo a la experiencia del estu-
diante, y por tanto no se hace nece-
saria la inclusién de ningin texto
aclaratorio. La actividad que deman-
da esta tarea es doble:

i} que el estudiante identifique
una situacion de la que la grafica es
una representacion, y

i) las cuestiones planteadas in-
tentan poner de manifiesto si la
identificacién anterior (situacién-
grafica) es comprendida por el estu-

diante. Es decir, si el estudiante
puede “leer” en la grafica informa-
cion relativa a la situacion (trasla-
cién de significado).

Como consecuencia de este ana-
lisis, centrado en la naturaleza de la
actividad que la tarea demanda, esta
tarea puede ser considerada como
“traslacion entre modos de repre-
sentacion (grafica-situacion y vice-
versa)”. ,

Considerando sélo la forma de
presentacion es por lo que se ha
colocado en la categoria 1.2. (“traba-
jo dentro de un mismo modo de
representacion, modo grafico”). A di-
ferencia de esto, en las tareas que
implican traslacién entre modos de
representacion las caracteristicas
relevantes es que se presenta larela-
cién-funcién en un modo de repre-
sentacion, por ejemplo descripcion
de una situacion y piden dibujar una
grafica que represente las relaciones
entre los cambios de las variables
descritas. Asi, desde el punto de
vista del analisis realizado podemos
considerar dos niveles: (i) la presen-
tacion textual de la tareas, y (i) la
presumible actividad cognitiva que
la tarea demanda. En algunos casos,
la propia presentacion textual de la
tarea es paralela a la actividad
cognitiva que presumiblemente se
genera (como en los ejemplos 1,2,3).
Pero en otros casos no existe este
paralelismo tan aparente entre la
forma de presentacion (incluida el
tipo de cuestiones planteadas) y la
actividad, como probablemente ocu-
rre en el ejemplo 4. En estos casos
hemos optado por considerar solo la
forma de presentacion.

Sin embargo, existe otro tipo de
tareas en las que las preguntas es-
tan dirigidas a la lectura de la infor-
macién que proporciona la grafica,
como en €l caso anterior; pero, esta
actividad (la lectura) se apoya, ini-
cialmente, en la capacidad de rela-
cionar una situacién a la grafica (ver
tarea 5). Es decir, en la capacidad de
relacionar una sucesiéon de “cam-
bios” (sucesos) descritos en la situa-
cion con la grafica. Por lo tanto,
aunque esta tarea puede parecer
idéntica a la anterior (una grafica
describe una situacion, y unas cues-
tiones que indagan informacion so-
bre la situacién apoyandose en la
informacion que proporciona la gra-
fica) plantea una dificultad adicional
puesta de manifiesto por la identifi-
cacion grafica-situacion que en la
tarea anterior se soslayaba por ser el
contexto-situaciéon de la relacion
proximo a la experiencia del estu-
diante.

En este caso por tanto la activi-
dad que se pretende generar es do-
ble:

- dotar de significado a la grafica
en funcioén de la situacion descrita, y

—obtener informacion de la situa-
cioén “leyendo” en la grafica.

Como consecuencia de este ana-
lisis podemos decir que en esta ta-
rea, aunque haya una descripcién
de la situacion y una grafica, pode-
mos considerar que tiene dos apar-
tados diferenciados.

El emparejamiento entre la si-
tuacion y la grafica (interpretacién,
actividad necesaria para dotarla de
significado) puede ser considerada
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como una actividad consistente en
una “traslacion entre modos de re-
presentacion” (de situacion a grafica
y viceversa) desde el punto de vista
de que lo que se traslada es el ‘signi-
ficado’. Es decir este proceso de tras-
lacidon es un paso necesario para
dotar de significado a la grafica. En
segundo lugar, lalectura de esta que
demanda las cuestiones planteadas,
podemos considerarla una actividad
entre modos de representacién des-
de la perspectiva de que la informa-
ci6on grafica proporcionada por la
grafica se le dota de significado des-
de la situacién. En este caso la gra-
fica desempenia un papel de instru-
mento {(un medio a través del cual)
para obtener informacién de la si-
tuacion. Este analisis pone derelieve
que en determinados tipos de tareas,
el contexto introduce ‘demandas
cognitivas’ diferentes para tareas
aparentemente iguales.

Desde el punto de vista textual de
la presentacion de la tarea, en este
caso estan presentes dos modos de
representacion (descripcién de la si-
tuacion y el modo grafico), y la acti-
vidad que demanda consiste en:

- dotar designificado a la grafica
a partir de la situacién (traslacion), y

- obtener informacion de la situa-
cion a partir de la lectura de la gra-
fica (forma idéntica a la tarea 4},

Inicialmente podemos conside-
rarla como unatarea dentro del modo
grafico (por semejanza a la tarea 4),
pero atendiendo a las caracteristicas
del modo de presentacion (en parti-
cular, la no familiaridad del estu-
diante con la relaciéon situacion-gra-
fica) podemos considerarla trasla-
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cion entre modos de representacion,
de situacién a grafica y viceversa.

Este analisis permite mostrarnos
como tareas aparentemente iguales,
en las que el modo grafico se presen-
ta como una descripcion de una si-
tuacién (como en la tarea 4 y 5) el
contexto que proporciona el signifi-
cado puede introducir matices en
relacion a la actividad que demanda
su realizacion.

TAREA 5.

Juan y Ana han quedado para
salir.Juan sale de su casay tiene
que esperar a Ana delante de su
casa; después dan un paseo y
deciden tomar un refresco en una
cafeteria. Al salir de la cafeteria ,
y de vuelta a su casa, se encuen-
tran con Jorge y Carmen y estan
un buen rato parados charlando;
después contintian de regreso
hacia su casa.

Esta es la grafica de la funcién
“hora del dia-distancia a casa de
Juan”.

funcién: hora del dia - distancia

2000

® - =
S » 1)
S S 13

5] S

distancia (metros)

'
=3
=l

10 11 12 13 14

horas del dia

a) ¢Aqué distancia estalacasade
Ana de la de Juan?

b) ¢Cudnto tiempo estan en la ca-
feteria?

c) ¢Cuanta distancia hay desdela
casa de Ana a la cafeteria?

d) ¢Durante cuanto tiempo han
estado hablando con sus ami-
gos?

Por lo tanto, la idea de traslacion
entre modos de representacion pue-
de llegar a tener varios significados
como ha sido puesto de manifiesto
en el analisis de las tareas utilizadas
como ejemplo en esta seccion.

Algunas reflexiones finales

El disefio, analisis o evaluacion
de tareas matematicas para su uti-
lizacién en las situaciones de ense-
fianza-aprendizaje son tareas fun-
damentales en la labor del profesor.
Esta ocupacién del profesor se pue-
de hacer de forma implicita o de
manera consciente. Tanto cuando se
decide utilizar las tareas o activida-
des que aparecen en documentos ya
elaborados (libros de texto, materia-
les de otros comparfieros, etc) como
cuando se piensa en la elaboracion
del propio material, la eleccién de las
tareas a proponer a los alumnos en
la clase viene determinado porlo que
se quiere conseguir. Es decir, por lo
que se pretende obtener como con-
secuencia de la actividad del alumno
o alumnos al realizar la tarea.

Es, desde esta perspectiva, a tra-
vés de la cual podemos pensar que la
tarea que el profesor piensa propo-
ner a sus alumnos (tanto si proviene
del libro de texto como si forma parte
del diseno de su propia unidad
didactica) debe llegar a ser el objeto
de la actividad del estudiante. La
actividad del estudiante con la tarea
es un medio por el cual se consigue
que se genere el aprendizaje mate-
matico.

La eleccion de tareas a utilizar en

clase viene determinada, desde
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nuestra perspectiva, por la idea de
que la generacién del conocimiento
matematico en el aula esta vincula-
do a la naturaleza de la relacién que
se origina entre el estudiante-la ta-
reay el mismo profesor con el propo-
sito de conseguir un objetivo educa-
tivo predeterminado.

Colocar el énfasis en la relacion
entre la tarea y la presumible activi-
dad generada por el alumno para
resolverla, viene justificado por la
necesidad de equilibrar, en la ense-
fnanza de las matematicas, el aspec-
to proceso y producto. En este con-
texto, las concepciones del profesor
sobre la naturaleza de las matemati-
cas, la ensenanza, el aprendizaje, los
objetivos de la ensefianza de las ma-
tematicas, etc. forman unos referen-
tes psicologicos que determinan no
solo el tipo de tareas a presentar a los
alumnos, sino también las caracte-
risticas de la actividad que se genera
con la tarea propuesta.

Con este transfondo pensamos
que es interesante determinar algu-
nos aspectos que permitan empezar
a pensar en una aproximacion siste-
matica a este trabajo del profesor.
En el analisis presentado aqui elegi-
mos lanocion de funcion por ser una
de los conceptos matematicos mas
importantes que se desarrollan en el
nivel de el Educacién Secundaria
Obligatoria. El objetivo fue identifi-
car una posible tipologia de tareas
relativas a las funciones desde el
punto de vista de las representacio-
nes instruccionales empleadas y las
traslaciones entre ellas (o dentro de
ellas) que la tarea demanda.

En este sentido, el proceso segui-
do en la determinacién de diferentes
tipos de tareas pensamos que puede
llegar a servir como un referente en
el trabajo del profesor de secundaria
al pensar en el disefio, analisis y
evaluacion de tareas relativas a las
funciones. Como hemos descrito en
otro ocasion (Garciay Llinares, 1993
a) la eleccion de tareas que van a
constituir el ntcleo del trabajo del
estudiante en relacion a las funcio-
nes no es un trabajo qlole esté exento
de suposiciones epistemoldgicas
implicitas.

La eleccién por parte el profesor
de un determinado tipo de tareas, la
presencia equilibrada entre unas u
otras en el disefio de las unidades
didacticas, la naturaleza de la activi-
dad que los estudiantes tienen que
realizar en las situaciones de ense-
fanza aprendizaje generadas en las
aulas, etc. son aspectos que de algu-
na forma ayudan a caracterizar el
concepto imagen de funcién que los
estudiantes construyen como con-
secuencia de sus actividades gene-
radas con las tareas propuestas.

El seleccionar libros de texto pu-
blicados en un amplio intervalo tem-
poral, como fuente de las tareas ana-
lizadas, nos ha permitido conside-
rar, en el sistema de categorias ob-
tenido, un amplio conjunto de carac-
teristicas. Colocar el énfasis sobre
un determinado tipo de tareas puede
subrayar un posicionamiento epis-
temoldgico determinado (Garcia y
Llinares, 1993). Esta aproximacion
cronologica ha permitido enriquecer
el sistema de categorias globalmente

obtenido. E] producto final ha sido
una tipologia de tareas con funcio-
nes que pone de manifiesto el papel
de las representaciones y sus co-
nexiones entre si en el proceso de
aprendizaje de esta nocién en el nivel
12-16.

Por otra parte, el analisis del pro-
ceso de aprendizaje del concepto
funcién ha introducido reciente-
mente lanecesidad de considerarlas
diferentes perspectivas a través de
las cuales se caracteriza la actividad
que se genera con las tareas con
funciones. Asi por ejemplo, tener en
cuenta el modo de representacion
utilizado (situacién, grafica, expre-
sién algebraica, tablas) y lo que se
pide que se haga (por ejemplo trasla-
cion entre los modos de representa-
cién) constituye un aspecto a consi-
derar. Pero ademas, las caracteristi-
cas de la actividad potencial que el
alumno puede generar con la tarea
conlleva perspectivas diferentes para
el concepto de funcién.

La actividad vinculada a las ta-
reas en las que la funcién se con-
templa como una regla (un proceso
en la que dada una cantidad, se
realiza un proceso de cambio, y se
obtiene otra cantidad de salida, se
identifican claramente con la se-
cuencia entrada-accién-salida) pue-
den ser diferentes a las caracteristi-
cas de la actividad vinculada a
aquellas tareas en las que las funcio-
nes se ven como objetos, como enti-
dades en si mismas. Por ejemplo,
una actividad generada para resol-
ver una tarea que adopte una pers-
pectiva objeto paralaidea de funcion
seria la desarrollada con familias
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paramétricas de funciones desde la
forma algebraica o el anélisis de fa-
milia de graficas de funciones de
segundo grado para determinar el
efecto de diferentes parametros so-
bre la forma de la grafica. De forma
particular podemos ver como las ta-
reas ue aparecen como ejemplos en
este trabajo pueden demandar dife-
rentes perspectivas (proceso, obje-
to). De esta forma podemos ver que
dentro de un mismo tipo de tareas,
desde el punto de vista del sistema
de representacion utilizado, la acti-
vidad que se genera puede adoptar
una perspectiva proceso u objeto.

Esta relacion entre la tarea, des-
de el punto de vista del sistema de
representacion utilizado, y la activi-
dad vinculada es lo que hemos que-
rido poner de relieve en la adopcion
de las dos dimensiones que conside-
ramos se pueden tener en cuenta en
el analisis de las tareas con funcio-
nes: representaciones instruccio-
nales empleadas (y sus relaciones) y
la perspectiva objeto o proceso desde
la que se contempla la actividad po-
tencial que se genera.

Por tanto, mientras el uso de
representaciones o traslaciones en-
tre ella puede estar mas vinculado al
aspecto de presentacion de la tarea
(o incluso de la pregunta que se
plantea cuando la tarea consiste en
realizar una traslacién entre modos
de representacion), la perspectiva
proceso u objeto esta mas vinculada
alanaturaleza dela actividad que se
origina al intentar resolver la tarea
por parte del estudiante. De todas
formas no hay que olvidar que deter-
minado tipo de tareas puede favore-
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cer en si mismo la adopcion, por
parte del estudiante, de una de las
dos perspectivas para resolverla, o
incluso determinarla univocamente
como solia pasar con las tareas so-
bre funciones centradas en el modo
algebraico que enfatizan la idea de
funcion como una cadena entrada-
accion-saliday que predominaron al
principio de los afio ochenta (Garcia
y Llinares, 1993).

Muchas son las voces que ulti-
mamente se han alzado sefialandola
importancia del nuevo papel que, en
el desarrollo de los procesos de ense-
nanza-aprendizaje, se asigna al pro-
fesor. Sin embargo, nohay que olvidar
que ese nuevo papel implica nuevas
responsabilidades, que hasta ahora
no estaban presentes. El paso de
considerar al profesor como un mero
usuario de contenidos preestable-
cidos a creador del curriculum im-
plicauna serie de toma de decisiones,
entre ellas, el diseflo, analisis y se-
leccion de tareas que se van a utili-
zar. Esas decisiones deben estar
fundamentadas teéricamente desde
el punto de vista del aprendizaje
(relacién tarea-actividad), mas alla
de aspectos externos o de simple
secuenciacion. El tomar esas deci-
siones de manera consciente pasa a
ser algo intrinseco a su labor profe-
sional. Es en relacion a este aspecto
en el que pensamos que nuestro
trabajo puede en algo contribuir.
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Fluso de cambio de variables enlaresolucion
de derivadas “complejas”

Los problemas que presentan los
alumnos/as a la hora de abordar la
resolucion de derivadas con un cierto
grado de complejidad, que proviene
fundamentalmente de su distancia-
miento de la forma correspondiente
a las derivadas inmediatas se pone
de manifiesto, esencialmente, en dos
aspectos:

e Dificultades a la hora de distin-
guir la funcién a derivar entre el
conjunto que configura la propues-
ta.

e Dificultades en el calculo y ma-
nejo de estructuras derivadas de una
mala conceptualizacion de las ope-
raciones y falta de perspectiva de
transformaciones tendentes a un fin.

Ante esta situacién, la utilizacion
de cambios de variables, entendida
como una generalizacién de la regla
de la cadena puede contribuir a su-
perar las mencionadas dificultades,
ya que el objetivo final de las trans-
formaciones consiste en llevar la si-
tuacién problematica a modelos
proximos alasinmediatas, facilmente
resolubles por los alumnos. Al mis-
mo tiempo, y al presentar una gra-
dacioén en la estructura de las opera-
ciones facilita el proceso de resolu-
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ci6n y simplificacién, ya que las en-
tidades con las que trabaja el
alumno/a son menores en estructu-
ra y complejidad que las provenien-
tes de un desarrollo directo. Por otra
parte, al favorecer la busqueda de
vias alternativas fomenta el pensa-
miento divergente y la creatividad en
los alumnos.

Asi por ejemplo, ante una pro-
puesta de la derivada de la funcion

sen X — Cos X
y(x) =Ln V e —

Se€n x + cCos X

el primer intento de los alumnos/as
va dirigido a la aplicacién de los
esquemas de resolucion dela deriva-
dainmediata dellogaritmo neperiano
de x, y s6lo en algunos casos la
estrategia de resolucién va dirigida,

_ entre los alumnos/as, al logaritmo

neperiano de {(x), donde suele trope-
zar con dificultades provenientes de
la estructura interna de f(x).

La propuesta de trabajo median-
te la utilizacién de cambio de varia-
bles se puede estructurar como si-
gue:

Emilio M. Pina Coronado

Dada la funcién:

sen x — cos X
ux) =Ln = -
sen X + Cos X

propongo el cambio:

sen x — cos X
ux =ln 4 [ ————
sen x + cos x
con lo que la funcién y su derivada

quedarian como:
u'(x)

y® =Llnux; y& =
ux)

Veamos ahora un segundo cambio:

S€n X — Cos X
tx) =
Sen x + cCos X

y la funcién u(x) y su derivada u'(x)
quedarian como:

t'(x)

u(x) =\{t[X) ; U®) s ————

2 \/t(x)

Con lo que la derivada de la funcién
original y se puede escribir como:

t'x)
2 \/ tx) t'(x)
y'(X] = =
t(x) 2 t(x)
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queda solo derivar t(x):

(cos x + sen'x) (sen x + cos x) — (cos x — sen x) (sen x — cos x)

t'®) =

(sen x + cos x)?

(sen x + cos xX)?2 + (sen x — cos x)? 2

t'x) =
(sen x + cos x)?

Introduciendo t'(x) en la derivada de
la funcidén original y simplificando
obtenemos el resultado final:

2

(sen x + cos x)? -1
y'(X) = =
sen x — cos X cos 2x

2
SEN X + COS X

Esta estrategia de trabajo ha sido
probada con un grupo muestra com-
puesto por quince alumnos/as de
tercero de BUP del I.B. “J. Martinez
Ruiz” de Yecla, de distintos grupos,
durante el pasado curso 92/93,
quienes han presentado una efecti-
vidad media, entendida como la ra-

(sen x + cos x)?

zon percentual entre situaciones
problematicas propuestas y resuel-
tas satisfactoriamente, del 97.6%
frente al 82.4% de sus.comparieros.
Sin embargo, lo realmente resaltable
es la rapidez y seguridad que alcan-
zan los alumnos/as las menciona-
das puntuaciones en la resolucion,
al mismo tiempo la claridad con la
que accedian a la resolucion de inte-
grales por cambio de variables y por
partes.

Emilio M. Pina Coronado
Asesor de Matematicas CEP
Yeda (Murcia).
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Una introduccion a \E COmo numero que

representa ciertas distancias

Joaquin Fernandez Gajo
Emilio J. Muiioz Velasco

El presente articulo expone una introduccién al niimero V2 basada en las ideas que nos
sugieren algunos aspectos de la matematica griega, y en concreto el Libro V de los
Elementos de Euclides. Con él pretendemos que el alumno “haga ciencia” en el sentido de
que imponga hipétesis para que haya (o no haya) niimeros que representen ciertas

distancias o proporciones.

Introduccién histérica

Para los pitagoricos todo era nu-
mero. Su hipétesis de que un seg-
mento continuo esta constituido por
un namero natural de atomos les
permitia comparar dos segmentos
cualesquiera, siendo siempre con-
mensurables —es decir, existe siem-
pre un segmento que es la menor
medida comtin de ambos, que hoy dia
llamamos maximo comun divisor-,
En otras palabras, comparaban dos
segmentos como sifuesen dos niime-
ros naturales- hay que decir que la
idea de proporcién entre numeros
naturalesyalatenianlos pitagéricos—

(AB, CD) = (m, n)

El método que ellos tenian para
obtener esa mayor medida comun
era el algoritmo de antiphairesis,
analogo al algoritmo de Euclides pero
para segmentos.

Su teoria de que todo era nimero
no se contradecia si siempre que se
aplicara el algoritmo de antiphairesis,
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éste tuviera un namero finito de
pasos, es decir, acababa. Sin embar-
go, esto no ocurriria siempre asi: al
aplicarlo a la comparacién de la
diagonal de un pentagono regular
con su lado descubrieron que este
proceso no acababa.

Esto era una catastrofe, echando
por tierra su teoria de que todo era
numero. A partir de ahora la geome-
tria no podria considerarse aritméti-
ca, sino que se tratarian por separa-
do los segmentos y los niimeros.

No obstante, y aunque Euclides
trata por separado la proporcion entre
magnitudes y ntimeros, en la pro-
porcion 5 del Libro X afirma que “las
magnitudes conmensurables tienen
entre si la razén que un ndmero

guarda con otro numero” es decir,
que los numeros hasta cierto punto
se comportan de la misma forma que
la magnitudes.

Si se queria usar ciertas propor-
ciones y obtener resultados sobre
ellas habia que extender el concepto
de proporcién primero a areas. Si,
pero /Como comparar estas areas?

Como las figuras cuyo borde son
rectas se pueden comparar, si busca-
mos una figura C de igual area que F
y otra figura D de igual area que G, el
problema consistiria ahora en com-
parar Cy D. Puntualizar que la equi-
valencia entre dos figuras planas lle-
va implicito el concepto de area desde
un punto de vista més cualitativo que
cuantitativo, seguramente porquelos
griegos no estaban muy interesados
en la matemaética aplicada. Su de-
mostracién de que dos figuras planas
son equivalentes, se basan en resul-
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tados de congruencia de triangulos
(proposicién 4 del Libro I, que curio-
samente esla inica de estelibroen la
que se usan movimientos). Por ejem-
plo en la proposicién 35 del Libro I se
demuestra que “los paralelogramos
que estan sobrelamisma basey entre
las mismas paralelas son iguales en-
tre si”.

Euclides usa este métodos en los
Libros I, Il y IlI, hasta que al parecer
se le agota. Por eso se decide a tratar
el tema de las proporciones en el
LibroV que, segin parece es obra de
Eudoxo, aunque se considera que su
organizacion y algunas variantes se
deben al propio Euclides.

El libro V o libro de las
proporciones

Este libro consta de 18 definicio-
nes y 25 proposiciones. Como ya
hemos dicho tratara de las propor-
ciones entre magnitudes. Aunque
Euclides no define lo que es una
magnitud, suponemos que para él
eran abstracciones o idealizaciones
de objetos geométricos: longitud en
el caso de lineas, area en el caso de
figuras planas, y volumen en el caso
de solidos.

Comienza este libro con las defi-
niciones 1y 2 de divisor -que llama
parte—, y multiplos.

A continuacion -definiciéon 3-
define una razén como una especie
de relacién con respecto al tamarno
entre dos magnitudes de una misma
clase. En esa definicién no se define
nada, al menos hasta que no se
aclare el significado de la palabra

relacién. En este sentido, hay auto-
res que afirman que razén es un
concepto que se deja sentir més fa-
cilmente que definir. Ha habido a lo
largo delahistoria diversas interpre-
taciones del significado de la palabra
“relacién” como cantidad o cuan-
tiplicidad, es decir, nimero de veces
que hay una cantidad en otra de la
misma magnitud. Al parecer la mas
apropiada, segin Heath, es la de
magnitud relativa que no presenta
dificultades de definicion para mag-
nitudes conmensurables (basta
asociarlas a comparacién entre ni-
meros). Sin embargo, Jqué sentido
tiene la palabra relacién entre mag-
nitudes inconmensurables? La ge-
neralizacién de la idea de magnitud
relativa para inconmensurables se
basard en aproximaciones sucesi-
vas. Pongamos el ejemplo del lado
del cuadrado Sy su diagonal D. Sy
D estan en razén porque dado cual-
quier multiplo de D, podremos en-
contrar dos multiplos de los lados,
de forma que uno de ellos sea menor
y el otro sea mayor que el multiplo de
la diagonal.

1414213.S <1000000.D < 1414214.S

La definicion 4 es el postulado de
Eudoxo-Arquimedes: “Se dice que
tienen unarazon entre si dos magni-
tudes que, al ser multiplicadas, una
de ellas puede exceder a la otra”.
Esta definicion es equivalente a la
proposicion 1 del Libro X, que es
fundamental en el calculo
infinitesimal.

La definicién 5, que es la base de
todo el LibroV, introduce la igualdad
entre dos razones: “dicese que la
razon de una magnitud a una segun-

da es igual a la de una tercera a una
cuarta, cuando las primeras y las
terceras igualmente multiplicadas;
0 al mismo tiempo superan, o al
mismo tiempo son iguales, o al mis-
mo tiempo son inferiores, que las
segundasy cuartas igualmente mul-
tiplicadas”. jVaya muerto de defini-
cion! -habra pensado el lector—, Para
aclararla la presentamos con el len-
guaje actual:

“XesaYcomoZesaW si, ysélo
si para todo m,n se da lo siguiente:

SimX >nY, entonces mZ > nW; o
si mX = nY entonces mZ = nW; o si
mX < nY entonces mZ < nW”,

Esta definicién, original de
Eudoxo, es el verdadero embrion de
la definicion de numero real de
Dedekind; de hecho se bas6 en ella
para la suya de “cortaduras”:

“un namero irracional x quedara
definido por dos conjuntos A y B,
tales que:

() A cada ntimero racional se le
asigna un elemento y sélo uno, de A
o B.

(I) Cada ntimero de A es menor
que cada ntimero en B”.

(III) No existe t1ltimo niimero en A
ni primer ntiimero en B”.

Esta construccion de los nameros
reales implica que el orden y la topo-
logia de R no se pueden disociar, ya
que un simple cambio del orden, en
R, alteraria la topologia de la recta.

Obsérvese que mientras en los
Elementos no se tratan los
incomensurables como numeros
—véase proposicién 11 del Libro V-,

Dedekind quiere construir un con-
junto de ntimeros para expresar es-
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tas proporciones. Ademas, notese que
Dedekind no “inventa” el concépto de
irracional, sino que crea una estruc-
tura abstracta en la que no haya
contradicciones. Se trata de un cam-
bio de modelo: el modelo geométrico
de los griegos se sustituye por el
modelo de conjuntos numéricos.

Puesta en practica en el aula.
Introduccién de V2

Una observacion se deduce de lo
anterior, que implicara nuestra
propuesta en el aula: las aproxima-
ciones se usan para fundamentar o
definir un ntiimero irracional, siendo
la necesidad de fundamentacién ri-
gurosa esencial en el contexto de la
matematicagriega. Sin embargo esta
fundamentacion,
aproximaciones, carece de sentido
para un alumno de 14 o 15 afos
(“tanto rigor ¢para qué?”). Creemos
que el alumno lograra verle mas sig-
nificado a las irracionales como na-

a través de

mero que representan distancias.

NOTA: no criticamos aqui el he-
cho d que el alumno busque aproxi-
maciones decimales de irracionales,
sino que use éstas como definicién o
fundamento para suintroduccién. Por
efemplo en algunos libros de texto se
le da al alumno una sucesion de ra-
cionales que converge por la izquier-
da a2y otra andloga porla derecha,
presentandole2 como el niimero que
queda en medio de las dos sucesio-
nes. De este modo el alumno puede
pensar que no ha sido lo suficiente-
mente habil como paradescubrir nues-
tro nitmero, cuando de lo que se trata

es que lo invente él.

Suponemos conocidos por nues-
tros alumnos los ntimeros natura-
les, enteros y racionales.
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Planteamosla siguiente cuestion:
JHabra un namero que relacione la
diagonal de un cuadrado con su
lado?

Daremos los siguientes pasos:

a) Aunque los pitagéricos pensa-
ron que ese “numero” D venia dado
por una fraccioén, se puede demos-
trar que esto no es cierto. (Creemos
que para un curso de 1°de BUP esta
demostraciéon se debe omitir, aun-
que podria intentarse explicando
previamente el algoritmo de
antiphairesis y viendo que en este
caso no acababa).

b) Si nos fijamos en el cuadrado
delado 1, por el teorema de Pitagoras:

D2=12+ 12
D?=2

¢} Por tanto, si queremos que D
sea unnuamero tendremos que crearlo
de forma que cumpla las propieda-
desdeD, es decir que su cuadrado 2,
y lo llamaremos raiz cuadrada de 2,
escribiendo D = V2.

Obsérvese que esta idea nos vale
no so6lo para construir \/2_ sino para
obtener el conjunto de los niimeros
irracionales y, en general cualquier
conjunto numeérico, o cualquier con-
cepto que venga dado por propieda-
des, por ejemplo:

— Si queremos expresar la carac-
teristica comun entre distintos gru-
pos con la misma cantidad de cosas,
inventamos los niimeros naturales.

— Si queremos expresar numeri-
camente la diferencia entre dos na-
meros naturales, creamos los ntime-
ros enteros.

— Si queremos que existan unos
nuameros que expresen la relacién
entre dos enteros, los creamos y
tendremos los racionales.

— Si queremos que todas las
ecuaciones de 22 grado tengan solu-
cioén, creamos unos numeros que
representen estas soluciones y ten-
dremos los ntimeros complejos.

— Si queremos que todos los
vectores del mismo modulo, direc-
cién y sentido sean iguales, inventa-
remos el concepto de vector libre, etc.

Asi conseguiremos que el alumno
“invente” en Matematicas, creando
ciertos entes abstractos paralos que
cobren sentido algunas propiedades
intuitivas o que interesa que sean
ciertas.
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RECURSOS

El lenguaje de los grafos en los problemas
de redes de comunicacion

Introduccidén

La rapidez con que se producen
los cambios en nuestra sociedad
ocasiona que modelos matematicos
disefiados para resolver ciertos pro-
blemas resulten poco efectivos para
dar solucién a las necesidades de las
siguientes generaciones.

Por ejemplo, en sentido amplio,
se puede considerar que el Sistema
Meétrico Decimal surgi6 por las nece-
sidades del hombre para pesar sus
cosechas o medir sus tierras. Luego
precis6 medir grandes distancias a
otros planetas, o pequenias dimen-
siones como el atomo, y por ello se
aporto la Notacién Cientifica. Aun-
que estos modelos, evidentemente
siguen siendo validos, no tienen la
misma proyeccién en la sociedad
actual. La rapidez de los medios de
transporte, como el <AVE» o el avion,
ha determinado que las distancias
tengan una importancia sélo relati-
va. Normalmente en la practica, pri-
mero preguntamos en nuestra agen-
cia de viajes si existe alguna linea
aérea o terrestre que una dos ciuda-
des determinadas y, después, nos
interesamos por saber la distancia
entre esas ciudades.
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Maria Candelaria Espinel Febles

La humanidad tardé mucho
tiempo en disefiar y unificar unas
reglas de medida como el Sistema
Meétrico Decimal que hoy ensefiamos
en nuestras aulas. Sin embargo, se-
ran muy pocos los alumnos que ten-
dran que pesar sus cosechas, o que
utilicen una balanza. Sin embargo,
muchos conducirdn un coche y ten-
dran que elegir trayectorias donde
los atascos sean menores o necesita-
ran consultar informacién de gran-
des redes de bases de datos.

En este trabajo expondremos al-

sefnanza no univeritaria. Para nues-
tro desarrollo utilizaremos ejemplos
de redes de transporte y comunica-
cién del entorno, simulando el tra-
bajo que también se podria desarro-
llar con los alumnos.

Analisis de redes. Ejemplifi—-
caciones

Algunas medidas faciles de cal-
cular y que aportan informacion so-
bre una red son los conceptos de:

- Conectividad,
gunos conceptos relacionados con A bilidad
teoria de grafos que pensamos deben ~ Accesibllidad y
incorporarse al curriculum de la en- - Centralizacion.
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RECURSOS

A continucacion explicamos cada
una de estos gjemplos ayudandonos
de un ejemplo.

Conectividad

Ejemplo 1: Lineas maritimas y
aéreas entre las Islas Canarias.

El anterior mapa muestra las li-
neas aéreas, entre las Islas Cana-
rias, de la Compania Binter segun la
revista «Ronda», 1994.

Un anilisis de la red nos permite
conocer el grado de comunicacion o
conexion aérea que hay entre las
islas. La medida més simple del gra-
do de conectividad de una red de
transportes se puede obtener con el
indice Beta. Este indice relaciona
entre si el niimero de lineas y el
numero de acropuertos. En este caso
el valor de esta medida es 10/7 =
1.43, es decir, este valor indica el
indice de conectividad de las rutas
de Binter en el mapa anterior.

Pero el grado de comunicacion
entre las islas no siempre ha sido tan
rico como el que se muestra en el
mapa anterior. No hace tanto afios
las comunicaciones usuales entre
las islas eran a través de las lineas
maritimas.

En la figura 1 se comparan dis-
tintas lineas maritimas mediante el
indice Beta donde el ntumero de islas
permanece siempre igual a siete,
mientras que el nimero de lineas
que las une va aumentando.

Fuenteventura F
Gran Canaria GC
Lanzarote L

Gomera Go
Hierro H
Palma P
Tenerife T

Lineas maritimas:

(I}o F
S S
| |
H L
#=b-086
7
Go F
/ |
P ’ll‘ GC
| |
H L
% =—;—= 1
Go F
] |
P T GC
| |
H L
8=2-114
7
/Go F
il S
| I
H L
—_— 9 —_ 2
B == 1.28
Figura 1

Lineas aéreas antes del aero-
puerto Tenerife - Sur:

Go F
NP
|
H L
ﬁ=g=086
GO/F
Nl ¥
H L
7
.ﬁ=?=l
Figura 2

Consideremos un grafo G(V,A),
donde V indica los vértices o nudos y
A las aristas orutasysea IVI=n
y |Al = k. Se define el indice Beta
como:

g= K
n

Sif3 < 1 tenemos un arbol o un
grafo no conexo.

Si el grafo es conexo:

B=1 un unico circuito,
red éompleja con mas
de un circuito

B3=3 grafo completo.

Los valores de este indice varian
entre Oy 3. Los valores inferiores a 1
indican arboles, el valor 1 indica un
so6lo circuito y valores superiores a 1

LD 18/1994 33



RECURSOS

indican la presencia de mas de un
circuito. El valor 3 se alcanza cuan-
do el grafo es completo, es decir, que
entre dos vértices cualquiera hay
una arista.

Otra forma de medir la conec-
tividad de una red se obtiene al com-
parar el ntimero real de aristas pre-
sentes con el maximo numero posi-
ble. La relacion se le conoce como
indice gamma y se suele dar en por-
centaje de forma que cuanto mas se
aproxime este valor a 100 mas se
acercara a la conectividad maxima.

(cantidad de conexiones existentes)
Grado de conectividad = x100
(cantidad méaxima de conexiones)

Hay que distinguir entre los
grafos planares, que puedenrepre-
sentarse graficamente en un plano
Uinico sin que las aristas se crucen
excepto en los vértices, y los grafos
no planares, en los que dicharepre-
sentacion es imposible.

El indice gamma para un grafo
planar es

yv=X_ x100
I
()

y el indice gamma para un grafo
no planar es

Las lineas aéreas suelen dar lu-
gar a grafos no planares. En el caso
de las lineas de Binter aunque el
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mapa se muestra como no planar, en
la figura 3 se puede observar como
realmente es un grafo planar. El
indice gamma de este grafo es 47.6y
los indices gamma de las lineas ma-
ritimas representadas en la figura 1
son, respectivamente, 28.6, 33.3,
38.1y 42.8.

AN

TS

Figura 3

Accesibilidad

Ejemplo 2: Metro de Madrid.

Imaginemos que de las 10 lineas
que forman el Metro de Madrid, dos
estan en obras, por ejemplo, las li-
neas 4 y 6. Sin estas dos lineas se
puede llegar a todas las estaciones,
excepto a las estaciones terminales
de estas lineas. La red mantiene el
numero de vértices pero disminuye
el niimero de aristas, es decir, lared
€s menos conexa.

La eficacia de una red de trans-
porte depende del grado de
conectividad y accesibilidad. Las
medidas de conectividad y acce-
sibilidad de una red se apoyan en la
densidad o espesor de la red.

En geografia urbana y de trans-
portes, se entiende por accesibilidad
la mayor o menor facilidad de trasla-
do de personas o mercancias entre el
centro de una ciudad y su periferiay
entre una ciudad y su region.
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Para medir la accesibilidad de
una red se utiliza el indice alfa.

Elindice alfa para redes planares
es

_k-n+1

100
2n -5 x

y el indice alfa para redes no
planares es

_k-n+1

T (n-1

("5)

Utilizando este tltimo indice alfa
para un grafo no planar, el Metro de
Madrid arroja un indice de acce-
sibilidad de 5.98 para 28 aristas y 28
vértices, mientras que silas lineas 4

y 6 estan fuera de servicio el indice se
reduciria a 1.14.

x 100

Teoricamente el indice alfa, tanto
para redes planares como no
planares, surge del estudio de los
circuitos que componen un grafo. De
modo general, si G denota un grafo
conexo con n vértices y k aristas,
cualquier arbol de expansion del grafo
G, entendido éste como el arbol que
llega a los n vértices, ha de tener
n-1 aristas. Mientras que las aristas
restantes, esto es, k - (n-1) confor-
man lo que se llama coarbol o esque-
leto del grafo G. A este valor, k-n-1 se
le conoce como nitmero ciclomatico
de G o primer numero Betti. El na-
mero ciclomatico de un arbol es Oy
el de un grafo circuito es 1.

El indice alfa se obtiene de la
relacion entre el ntumero de circuitos
fundamentales dados por el niimero
ciclomatico y el méaximo ntimero de
circuitos que vale 2n - 5 si el grafo es

planar y (nél), o bien (g) - (n-1), si

el grafo es no planar. Cuando el
indice alfa vale cero indica que lared
es un arbol y segiin el valor de alfa
aumenta hasta 100 se puede inter-
pretar como un porcentaje de redun-
dancia de aristas en la red.

Muchas veces interesa conocer la
accesibilidad de cada vértice de la
red en lugar de la red en conjunto.
Para ello resulta muy, adecuado el
algebra de matrices. Dado la com-
plejidad de la red del Metro necesi—
tariamos métodos automatizados
para el calculo matricial. Tomare-
mos la siguiente red que tiene menos
veértices.

Ejemplo 3: Red Europea.

La siguiente informacion se ha
tomado del periodico «El Pais» del 5
de abril de 1993, y muestra una red
de telecomunicaciones entre 12 pai-
ses de la CEE.

La red consta de 26 lineas de las
66 = ( 122 } posibles. Para indagar en
la red utilizaremos el siguiente grafo
y su codificacién mediante diversas
matrices.

Consideraremos las matrices
como tablas de doble entrada donde
se guarda informacién codificada.
Una forma de codificar la red me-
diante matrices es asignar un 1 si
alguna relacién o condicién es ver-
daderay O si es falsa.

74/
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La siguiente es una matriz de adyacencia entre paises, que se construye Observamos que, por ejemplo,
poniendo un 1 si existe una linea entre dos paises y un 0 sino existe tal linea, Portugal no tiene linea directa con

la llamaremos Z. Francia pero puede conectar con este
pais de dos formas distintas esto es
A ] via Espafia o via Reino Unido, asien
) P E I S F H U B A Fi Se N la casilla (P,F) de la matriz anterior
P 10 1 0 0 0 0O 1 0 0O 0 0 0 aparece un 2. Espafia tampoco tiene
linea directa con Alemania pero dis-
E 1 0 10 1 _ 0 1 0 0 0 0 0 pone de tres formas distintas utili-
1 0 1 0 1 1 0 O O 1 1 0 O zando dos lineas, a saber: E-I-A, E-
F-A y E-U-A, por esto la matriz >*
S 0 0 1 0 ! 0 0 0 1 0 0 0 presenta un 3 en la casilla (A,E).
F (0 111 0 1 1 1 1 00 O
H 0O 0 0 O 1 0 1 0 0 0 O 0 Por tanto la matriz de adyacencia
¥, resulta apropiada para analizar la
U 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 accesibilidad de cada vértice, ya que
B 0O 0 0 0 4 0 1 0 1 0 0 O al sumar las filas o columnas de la
A 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 matriz se obtiene el grado de cada
1 vértice. Ademas, puede utilizarse
Fi [0 0 1 0 O O O o 1 0 1 1 para encontrar las matrices: £, 3,
Se [0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 . Z“‘ , donde los' Yalores d<‘e las
respectivas casillas (i,j) dan el niime-
N _0 0 0 0 O 0 1 0 0 1 1 0 ] ro de formas distintas de ir del vér-
tice 1 al vértice j en n pasos.
Alsumar por filas o por columnas
en la matriz X se obtiene el niimero P E I S F H U B A Fi Se N
de lin de cada pais, est : _ -
¢ neas doeRdr pER SR P 2 1102 1 1 1 1 011
PEISFHUBAF Se N
oass7o0837 443 |E |1 41 2 2 2 2 2 3 11 1
I 1 2 5 2 3 1 3 2 3 1 2 1
El Reino Unido es el pais con el
mayor numero de lineas directas, S 0 2 2 3 2 1 2 2 2 2 1 0
con 8 lineas, seguido de Francia y 'F 2 2 3 2 17 1 3 2 4 2 2 1
Al i 7.
emania eon H (1 2 1 1 1 2 1 2 2 0 1 1
A partir del grafo o de la matriz X, U 1 2 3 2 4 1 8 2 3 3 2 1
se puede observar que hay muchos
paises que no tienen linea directa B 1 2.2 2 2 2 2 3 2 12 1
entre si. Para estos paises resulta A 1 3 3 2 4 2 3 2 7 2 2 3
fundamental disponer de varias co- .
nexiones aunque sean indirectas con Fi 0 1 12 2 0 3 1 2 4 2 1
otros paises. La siguiente matriz Zx % Se [1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 4 2
da el namero de formas distintas de
conectar utilizando dos lineas, esto es N hl 1 1.0 1 1 1 1 3 1 2 3 -
utilizando un pais como intermediario.
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Centralizacion

Continuando con el ejemplo 3 delared europea, la siguiente matriz recoge
las trayectorias mas cortas entre paises. Los numeros de la tabla dan el
minimo de lineas necesarias para conectar dos paises cualquiera.

P EI S F
P [0 1 2 3 2
E (1 0 1 2 1
I (2 1 0 1 1
S 3 2 1 0 1
F |2 1 1 1 0
H [2 2 2 2 1
U (1 1 2 2 1
B |2 2 2 2 1
A 2 2 1 1 1
Fi [3 2 1 2 2
Se [2 2 2 2 2
N (2 2 2 3 2

DD W= O = NN DD

U B A Fi Se N
1 2 2 3 2. 2]
1 2 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2
2 2 1 2°2 3
1 1 1 2 2 2
1 2 2 3 2 2
0O 1 1 2 1 1
1 0 1 2 2 2
1 1 0 1 1 2
2 2 1 0 1 1
1 2 1 1 0 1
1 2 2 1 1 0]

Desde el punto de vista de la
teoria de grafos, la informacién de la
matriz anterior recoge la distancia
mas corta d;, entre el vértice i y el
vértice j. El radio de un grafo se
define como la distancia minima del
grafo. El didmetro de un grafo es la
distancia maxima que puede encon-
trarse en un grafo.

Para determinar el diametro, se
elige el maximo valor de cada fila o
columna de la matriz distancia. A
partir de la matriz se ve como Portu-
gal, Suiza, Holanda, Finlandia y No-
ruega necesitan un minimo de tres
lineas para conectar con algunos
paises, por tanto el diametro de esta
red europea es 3.

El centro de un grafo es el vértice
con la propiedad de que la distancia
maxima entre ese vértice y los otros
es la menor posible. No necesaria-
mente el centro serd un sé6lo punto.

Para hallar el centro sumamos los
elementos de la matriz anterior por
filas o por columnas y obtenemos:

PEI S FHUBATFiSeN
22 1817 2115211419152018 20

Resulta evidente que el Reino
Unido es el centro de la red pues
cumple que la distancia maxima
entre ély los otros paises es la menor
posible.

A veces, para cuantificar la in-
fluencia de cada vértice se utiliza el
indice de centralizacion que se obtie-
ne del cociente entre la suma de los
elementos de la matriz y la suma de
las distancias del vértice i a los otros
vértices.

Indice de centralizacién de cada
vértice:
xd
ij g
! zd
iy
Los valores del indice de centrali-
zacion de cada pais se recogen en la
siguiente tabla:

PE IS FHUB AFiSeN
10 122 129 105 147 105 157 116 147 11 122 11

Como se observa, el indice de cen-
tralizacién mas alto lo sigue presen-
tando el Reino Unido. Otros paises
bien comunicados son Francia y Ale-
mania. Mientras que los peores co-
municados son Portugal, Suiza, Ho-
landa, Finlandia y Noruega. Resulta
curioso que una isla sea el centro.

Seria interesante estudiar qué
pasaria cuando se incorporen a «a
banda de los 12» otros paises como
Grecia o bien los paises del Este.

Reflexioén final

Los modelos de la matematica
tradicional resultan insuficientes
para analizar y comprender las com-
plejasredes de comunicaciones dela
sociedad moderna.

Al mismo tiempo, el mundo en
que vivimos es un espacio cada vez
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mas pequerio por la facilidad de los
desplazamientos y el volumen de
informacién disponible. El avién y el
tren de alta velocidad han determi-
nado que en la practica la distancia
tenga una importancia secundaria
siendo prioritaria la existencia de la
linea de comunicacién. Las «auto-
pistas informaticas» estan impo-
niendo la ley del JUST IN TIME.

Algunos autores de libros de tex-
to de segundo de BUP, como los dos
que se citan en la bibliografia, para
ayudar a sus alumnos a comprender
las compleja redes de transporte de
un pais o las comunicaciones entre
diversas naciones, utilizan los tér-
minos de conectividad, accesibilidad
y lugar central.

Como hemos visto, los conceptos
considerados, casi no requieren de
otros conocimientos matematicos,

por otro lado dotan de significado a
las matrices y dan la oportunidad de
comenzar a ensefiar la matematica
de la utilidad.
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La recta en el aprendizaje de los numeros

negativos

Introduccién

El papel de la recta en el aprendi-
zaje de los nameros ha sido estudia-
do por diferentes autores, entre ellos,
ERNEST (1985) distingue tres usos
principales que tiene la recta en la
enseflanza primaria: como un mode-
lo de ensefianza o ayuda para orde-
nar nimeros, como un modelo para
las cuatro operaciones basicas, y
como contenido mismo del curri-
culum de matematicas. En este tra-
bajo nos centramos, principalmen-
te, en el segundo uso de la recta
citado por ERNEST.

Algunos trabajos deinvestigacion
con nuimeros positivos han estudia-
do la comprension que tienen los
alumnos de la recta al usarla como
modelo para representar las opera-
ciones basicas. Es el caso de los
trabajos de CARR y KATTERNS
(1984) y de DUFOUR-JANVIER et al.
(1987), investigaciones en las que se
ponen de manifiesto algunas dificul-
tades que tienen los alumnos al uti-
lizar este modelo.

CARR y KATTERNS realizaron un
estudio sobre los errores que come-
ten los alumnos al representar e
interpretar sumas y restas en la rec-

ta. Para ello, encuestaron a 531
alumnos de Nueva Zelanda, de 9y 13
afnos de edad, con preguntas simila-
res a las empleadas en el segundo
National Assessment in Educational
Progress in Mathematics (NAEP), en
Estados Unidos, de modo que pudie-
ron comparar los resultados de los
dos paises. La conclusién principal a
la que llegaron es que los nifios de
ambos paises no comprenden el
principio en el que se apoya el mode-
lo delarecta para las operaciones de
suma y resta.

Otras investigaciones (JANVIER,
1983; LIEBECK, 1990) se han centrado
en el uso de la recta con los niimeros
negativos. En ambos trabajos se discu-
te la efectividad de este modelo como
ayudaparacomprenderlasoperaciones,
en especial para la sustraccion.

En este trabajo analizamos algu-
nos aspectos del uso de la recta por
parte de alumnos de 12-13 anos, a
partir de los datos obtenidos en una
experiencia realizada sobre la ense-
nanza de los nimeros negativos, en
la que la recta se utiliz6 como un
apoyo, tanto para su introduccién
como para la resolucién de proble-
mas. Los aspectos sobre los que nos
detendremos son, entre otros:

Alicia Bruno
Antonio Martinén

1) los errores que cometen los
alumnos al representar ni-
meros en la recta, antes y
después de la experiencia;

2) si diferencian la representa-
cion de estados y variaciones;

3) coémo representan en la recta
las operaciones de suma y
resta;

4) qué situaciones utilizan para
dar sentido a los niimeros y a
las operaciones en funcién de
que los datos sean dados nu-
méricamente o representados
sobre la recta.

Experiencia

Para realizar la experiencia tra-
bajamos con 76 alumnos, de 12-13
anos, pertenecientes a tres grupos
de séptimonivel de Educacién Gene-
ral Basica, de dos colegios diferentes
de Tenerife. Los grupos los llamare-
mos G1, G2y G3.

Elaboramos un material de tra-
bajo que recoge diversas activida-
des, adecuadas para realizar la ex-
tensién de los ntmeros positivos a
los negativos. El material fue segui-
do porlos alumnos delos tres grupos
durante aproximadamente dos me-
ses (4 6 5 horas semanales). En el
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grupo G1 la experiencia fue realiza-
da por el primero de los autores de
este trabajo y en los otros dos por el
profesor Miguel Morales.

En las actividades que realizaron
los alumnos, los niimeros aparecian
en situaciones concretas, con el fin
de que enriquecieran el significado
de los nameros. Estas situaciones
representaban:

— estados (e):
“debo 6 pesetas”,
“la temperatura es de 6 grados
bajo cero”;

— comparaciones (c):
“tengo 6 pesetas menos que ta”,
“hay 6 grados menos en Madrid
que en Londres”;

— variaciones (v):
“perdi 6 pesetas”,
“la temperatura bajo 6 grados”.

Ademas, estas actividades se re-
ferian a contextos distintos:

— deudas,

- temperaturas,
~ nivel del mar,
— carretera,

— tiempo,

— ascensor.

Por otro lado, 1a operatoria de los
numeros negativos se estudi6 a tra-
vés de la resolucién de problemas.
En el caso de la suma y la resta, los
problemas respondian a distintos
tipos de estructura, dependiendo de
las situaciones que aparecian en su
enunciado (estados, comparaciones
y variaciones). Las estructuras que
se trataron fueron:

40 A&WTD 18/1994

— suma o resta de dos estados (e,
v &,) con resultado el estado total (e )

Ejemplo: “Juan tiene 8 pesetas y
debe 15 pesetas. ¢Cual es su situa-
cién econdmica?”.

—sumaorestade un estado inicial
(e) yunavariacién (v) conresultado el
estado final (e):

9

etv=e.
i 1’

Ejemplo: “La temperatura por la
mafiana era de 8 grados sobre cero.
Alolargo del dia la temperatura bajo
10 grados. ¢Cual era la temperatura
por la noche?”.

— suma o resta de dos variaciones
(v, ¥y v,) con resultado la variaciéon
total (v ):

v,tv,=v,
Ejemplo: “Un buzo bajé 8 metros y
posteriormente subié 11 metros.
¢Como ha variado su posicién con
respecto a la que tenia antes de
moverse?”.

- suma o resta de una estado {e)
Yy una comparacién (c) con resultado
otro estado (e,):

Ejemplo: “Unhombre nacié6 en el afio
34 antes de Cristo y una mujer nacio
16 afios después que él. jEn qué atio
nacié la mujer?”,

Los problemas trabajados en la
experiencia variaban también segun

la posicién que tuviera el dato desco-
nocido, con esto queremos indicar
que también se realizaron proble-
mas de los tipos: e-e =€, , v-v,=v, ,
e -e,=c, e-e=v. En este trabajo,
siempre supondremos que los datos
que da el problema son los dos pri-
meros términos y que el dato a bus-
car es el otro término de la igualdad.

Mas detalles acerca de la estruc-
tura de los problemas puede encon-’
trarse en VERGNAUD (1982) y
BRUNO y MARTINON (1994a,
1994b).

Uno de los objetivos fundamen-
tales de la experiencia fue conseguir
quelos alumnos comprendieran que,
al introducir los ntimeros negativos,
los conceptos de adiciéon y sustrac-
cion quedan unificados; es decir,
que en el conjunto de los niimeros
reales toda suma se puede transfor-
mar en una resta y que toda resta se
puede transformar en una suma.
Esto nos parece esencial, ya que es
en la adicién y en la sustraccién
donde estd el punto fundamental.
Antes de la experiencia, los alumnos
tenian la idea de que la suma y la
resta se utilizan en situaciones dis-
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tintas: sumar es “afadir”, “juntar”,
“reunir”..., y restar es “quitar”, “se-
parar”,... Ahora se trata de presentar
situaciones que pueden resolverse
porigual con una suma que con una
resta. Esto es, sumar es también
“restar el opuesto”yrestar es “sumar
el opuesto”, no sélo desde un punto
de vista operativo, sino dandole sig-
nificado dentro de las situaciones
que los alumnos habian trabajado.

A través de las actividades fui-
mos introduciendo a los alumnos en
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la idea de que las situaciones pue-
den expresarse de dos formas, aun-
que con un mismo siginificado. Por
ejemplo,

— “debo 5 pesetas” es lo mismo
que “tengo -b pesetas”,

— “tengo 5 pesetas” es lo mismo
que “debo -5 pesetas”,

—“subir 2 pisos” es lo mismo que
“bajar -2 pisos”,

—~ “bajar 2 pisos” es lo mismo que
“subir -2 pisos”.

A partir de esto, un problema como
“Juan tiene 6 pesetas y debe 10.
¢/Cual es su situacion econémica?”,
lo podian resolver por igual con el
calculo 6-10 que con el calculo
6+(-10).

Por supuesto, conseguir este ob-
jetivo requiere un proceso de
maduracién que generalmente no se
alcanza en los dos meses empleados
para la experiencia, ya que se trata
de modificar conocimientos fuerte-
mente arraigados en los alumnos.

Se insistid en la representacién
de los ntimeros sobre la recta. Al
principio se representaron situacio-
nes numeéricas correspondientes a
los contextos antes mencionados
(deudas, temperaturas, nivel del mar,
carretera tiempo y ascensor) y mas
tarde se representaron los niimeros
en abstracto. Los alumnos aprendie-
ron a representar los estados prefe-
rentemente con puntos y las varia-
ciones y comparaciones preferente-
mente con flechas. Finalmente, la
recta también fue utilizada como
apoyo para resolver los problemas.
Es importante resaltar que no se

trabaj6 la representacioén en la recta
de las operaciones de forma aislada
o estrictamente numeérica, sino que
la recta siempre surgia como ayuda
para la resoluciéon de problemas.

JANVIER (1983) expone que la
representacion de la adicion y de la
sustraccion con puntos y flechas en
la recta puede ser ambigua para los
alumnos, porque para una misma
operacion hay mas de una represen-
tacién, en algunos caso$ con puntos
y en otros con flechas.

Por ejemplo, la suma 3+(-2) ad-
mite representaciones como

con respuestas

Efectivamente, estas representacio-
nes pueden resultar ambiguas
cuando no se dotan de significado
concreto a los puntos y las flechas.
Pensamos que con una aproxima-
cioén de estas representaciones a tra-
vés de la resolucién de problemas,
tal como hicimos en nuestra expe-
riencia, puede conseguirse mejor
comprension del modelo.

Los alumnos realizaron pruebas
en distintos momentos de la expe-

riencia. Aqui nos referiremos a tres
pruebas:

— Prueba Inicial: realizada antes
de introducir los nGimeros negativos;

— Prueba Final 1: realizada al
finalizar la experiencia;

— Prueba Final 2: realizada cinco
meses después de terminar la expe-
riencia;

Reproducimos en este trabajo las
cuestiones de esas pruebas que tie-
nen relacion con la recta.

Los datos los hemos agrupado en
dos apartados segtin el tipo de cues-
tiones: representacion en la recta'y
interpretaciéon de nitmeros y opera-
ciones.

Representacion en la recta

Debido a que las actividades que
iban a realizar los alumnos estaban
basadas en situaciones concretas,
nos interesaba estudiar como repre-
sentaban los alumnos los estados y
lasvariaciones antes de la experiencia
y como influyé la secuencia de
aprendizaje en la forma de realizar
las representaciones en la recta.

Las cuestiones que analizamos
en este apartado estan relacionadas
con la representacién en la recta y
los enunciados aparecen en el cua-
dro 1. (Ver cuadro 1 en pag. siguiente).

Por tanto, se pedia a los alumnos
representar un estado (cuestion 1),
una variaciéon (cuestién 2), una si-
tuacién queresponde ala estructura
etv=e, (cuestion 3), una suma con
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Cuadro 1. Enunciados de las cuestiones 1-5

Cuestion 1. Representa en la recta la siguiente situacion:
Estoy a 8 metros de altura

Bajé b metros

Cuestién 2. Representa en la recta siguiente situacion:

Cuestion 3. Representa en la recta la siguiente situacion:
Tenia 9 pesetas y perdi 5. /cuanto dinero me quedo?

harias?

harias?

Cuestion 4. Si tuvieras que utilizar la recta numeérica o hacer un
dibujo para explicar lo que significa la suma 4 + 3 = 7, jcoémo lo

Cuestion 5. Si tuvieras que utilizar la recta numeérica o hacer un
dibujo para explicar lo que significa la resta 6 - 2 = 4, scomo lo

nameros positivos (cuestién 4) y una
resta con ntmeros positivos (cues-
tién 5). Las cuestiones 2, 3, 4y 5 se
les plantearon tanto en la Prueba
Inicial como en la Prueba Final 2,
con el fin de contrastar los errores
que se cometian en ambas pruebas.

En el cuadro 2 damos los porcen-
tajes de respuestas correctas e inco-
rrecta de las cuestiones 1, 2 y 3.
Hemos agrupado los datos de los
tres grupos para facilitar la lectura.

Andlisis de la Cuestién 1

Como puede observarse por los
porcentajes de la Cuestion 1, en la
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que los alumnos tenian que repre-
sentar “estoy a 8 metros de altura”,
las representaciones de estados las
realizan con un alto grado de acier-
tos. La contestacion mas usual fue

sefalar un punto en la posiciéon 8,y
el error predominante fue empezar a
contar las marcas de los nameros
desde 0, y por lo tanto representar el
8 en la posicién del 7.

Andlisis de la Cuestion 2

Las representaciones que reali-
zaron los alumnos de la situacién
“bajé 5 metros” en la Prueba Inicial
demostraron que la ensefianza que
habian recibido sobre los niimeros
positivos no les habia llevado a dife-
renciar las representaciones de esta-
dos y variaciones, ya que la respues-
ta mas frecuente fue similar a la
dada para los estados, es decir

El error predominante fue similar al
de la cuestiéon 1, es decir, en este
caso colocar el ntimero 5 en la posi-
cién del 4.

No se observan intentos de repre-
sentar con segmentos, arcos o flechas
el movimiento. La mayoria de los
alumnos, entre el 100% y el 92%
seglin los grupos, representan las
variaciones con un punto enlarecta.

Cuadro 2. % en la Prueba Inicial y Final 2 de las cuestiones 1-3

Cuestion 1

Cuestion 2 Cuestion 3

Correcto | Error

Correcto | Error Correcto | Error

Prueba Inicial 93 7

74 26 28 72

Prueba Final 2

73 27 75 25
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Hay muchos alumnos que muestran
lanecesidad de sefialar una posicion
de partida paraluego indicar la baja-
da, pero incluso en ese caso, el nu-
mero 5 suele ser el punto final de la
bajada y no la variacion. De ahi que
aparezcan algunos errores del tipo:

-
0 5 13

Los resultados son' completamente
distintos en la Prueba Final 2. Aun-
que el porcentaje de aciertos es simi-
lar en las dos pruebas, se produce
un cambio en la forma de represen-
“tar las variaciones y en el tipo de
errores que se cometen. En esta
prueba las representaciones de mu-
chos alumnos son flechas o arcos
orientados hacia la izquierda, indi-
cando el movimiento (entre un 64%
y un 100% segiin los grupos). Tam-
bién tienden a expresar el movimien-
to con el ntamero -5. Los errores en
€s0s casos consistieron en represen-
tar las flechas con cuatro unidades
en lugar de cinco, es decir,

5
<

-
0

otro error fue orientar la flecha hacia
la derecha:

‘Una respuesta singular fue repre-
sentar ntmeros negativos a la dere-
cha del cero:

0-1-2-3-4-5
Andlisis de la Cuestién 3

En esta cuestién sobre la repre-
sentacion en la recta de la situacién
“Tenia 9 pesetas y perdi 5, Jcuanto
dinero me quedé?”, se produjo un
cambio importante antes y después
de la experiencia. El bajo indice de
respuestas correctas :ie la Prueba
Inicial para esta cuestién, nos indica
que los alumnos tenian escasa expe-
riencia en la representacién de si-
tuacién como la pedida. Los errores
en este caso son muy diferentes,
aunque los mas frecuentes fueron
los que aparecen a continuacion:

El primer error de los dos sefiala-
dos indica una ausencia de signifi-
cado concreto para la representa-
ciomn.

Esto cambia por completo en la
Prueba Final 2. Se puede comprobar
lamejora en todos los grupos, siendo
la respuesta que mas se repitio:

-5
L e
—
(0] 4 9

Elerror mas frecuente enla prue-

ba final 2 puede considerarse similar

a uno de los de la prueba inicial, ya
que fue:

0 -5 9

Por lo tanto, podemos concluir
que este tipo de ensefianza produjo
una mejora significativa en las re-
presentaciones que realizan los
alumnos de las situaciones estaticas
y dinamicas. La experiencia realiza-
da nos lleva a pensar que no es
necesario retrasar este tipo de repre-
sentaciones hastalaintroduccion de
los nameros negativos. Pensamos
que es posible hacerlo con anteriori-
dad, ya que no observamos que los
alumnos tuvieran excesivas dificul-
tades en distinguir entre estados y
variaciones. Por el contrario, si ob-
servamos una falta de experiencia
en el manejo de la recta, tanto en la
representacién de nameros como de
situaciones concretas.

Andalisis de las Cuestiones 4y 5

Estas cuestiones sobre la repre-
sentaciéon de operaciones (suma y
resta) son similares a las utilizadas
en la investigacion de CARR Y
KATTERNS, con la diferencia que
ellos no dieron la posibilidad de ha-
cer un dibujo.

En los datos de estas cuestiones
(cuadros 3y 4) hemos distinguidolos
tres grupos, ya que a los grupos G2
y G3 no se les di6 la opcidn de elegir
entre hacer un dibujo o representar
en la recta, sino que se les dijo que
utilizaran la recta.
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Cuadro 3. % de la cuestion 4

Cuadro 4. % de la cuestion 5

% en la Prueba Inicial % en la Prueba Inicial
Eligieron la recta | Eligieron el dibujo | Blanco Eligieron la recta | Eligieron el dibujo | Blanco
Correcto Error | Correcto Error Correcto Error | Correcto Error
Gl 9 9 61 4 17 G1 9 9 56 4 22,
G2 16 60 4 4 16 G2 8 56 8 4 24
G3 18 78 - - 4 G3 15 81 - - 4
% en la Prueba Final 2 % en la Prueba Final 2
Eligieron la recta | Eligieron el dibujo | Blanco ¢ Eligieron la recta | Eligieron el dibujo | Blanco
Correcto Error Correcto Error Correcto |Incorr. | Correcto | Incorr.
G1 69 13 13 - 4 Gl 65 17 13 - 4
G2 68 23 - - 9 G2 67 24 9 - -
G3 62 24 - - 14 G3 48 33 - - 19
Por los resultados de la Prueba CARRYy KATTERNS. experiencia, practicas de represen-

Inicial, puede comprobarse que en el
grupo donde se les permiti6 elegir,
(G1), los alumnos prefierieron hacer
un dibujo antes que utilizar la recta,
realizandolo con éxito en su mayo-
ria. Mientras que en la prueba final
tienden a emplear la recta. Esto es,
por supuesto, una influencia de la
instruccién recibida.

Elerror que cometen los alumnos
enlaPruebalnicial, tantoenlasuma
como en la resta, es representar los
numeros de forma aislada, es decir,

lo que denota, claramente, que los
alumnos no daban significado a las
operaciones en la recta. Este mismo
error fue el encontrado con mayor
frecuencia en la investigacion de
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Incluso entre los alumnos que
contestan correctamente, se obser-
van otro tipo de errores, que podrian
clasificarse como “errores de escri-
tura”, como los que exponemos a
continuacion:

Igual que ocurrid en la cuestion
3, losresultados de la Prueba Final 2
muestran una mejora considerable
en las representaciones. Como pun-
tualizamos en el apartado anterior,
los alumnos norealizaron durante la

taciones de operaciones de forma
aislada, sino que las representacio-
nes siempre aparecian ligadas a pro-
blemas concretos. Entre las razones
que CARR y KATTERNS dan a los
errores que cometen los alumnos,
estd una insuficiente asociacién de
larecta con problemas verbales y un
excesivo énfasis en actividades me-
canicas. Los datos de nuestra expe-
riencia demuestran que con una
aproximacion didactica de las ope-
raciones, dotandolas de significado
concretoy apoyandolas enrepresen-
taciones en la recta, se puede llegar
a abstraer el sentido de las opera-
ciones y puede conseguirse un buen
uso del modelo.

Interpretacion de numeros y
operaciones

Como ya hemos indicado, estu-
diamos también las interpretaciones
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o significados que dan los alumnos
de las operaciones sumay resta. En
un trabajo anterior (BRUNO y
MARTINON, 1994a; 1994b) dimos
una primera aproximacion a este
tema, analizando los contextos y las
estructuras empleadas por los
alumnos al inventarse situaciones
que puedan resolverse a través de
operaciones dadas.

Para complementar aquel traba-
jo, hacemos ahora un estudio simi-
lar pero con algunas variantes
metodolégicas. Primero, el proceso
de ensefanza que siguieron los
alumnos fue distinto en las dos ex-
periencias, ya que los alumnos en el
presente caso, han recibido una en-
seflanza en la que los conceptos de
suma y resta aparecen unificados.
Segundo, hemos introducido un
nuevo contexto, el ascensor. Terce-
ro, se trabaj6 con mas intensidad
en los problemas del tipo e ~e,=c
y €~ €=V, debido a la dificultad que
encontraron los alumnos al trabajar
con estos problemas. Y cuarto, con-
trastamos las interpretaciones
cuando se les da una operacién y
cuando se les presentan los niime-
ros representados en la recta.

Las cuestiones fueron respondi-
das en la Prueba Final 1. De ahi que
los contextos empleados por los
alumnos estan influenciados por la
ensefianza recibida en esos momen-
tos y nos sirvié para comprobar cua-
les eran los contextos mas cercanos
y empleados con mas facilidad, lo
cual no lo hemos interpretado como
una ausencia de conocimiento de los
otros contextos.

En el cuadro 5 aparece un primer
grupo de cuestiones en las que se les
pedia escribir situaciones concretas
en donde utilizar los ntmeros dados

Cuadro 6. % de “estados” y “varia-
ciones” en las cuestiones 6-9.

o representados en la recta. Bstados | Vasiacioncs | Blanco
Cuadro 5. Enunciados de las cues- Cuestién 6 75 14 11
tiones 6-9. »
Cuestion 7 71 20 9
sz . . . Cuestion 8 74 10 16
Cuestiéon 6. Escribe una situacion
en la que emplees el niimero 6. Cuestién 9 1 77 12

¢
Cuestion 7. Escribe una situacién

en la que emplees el niimero -8.

Cuestion 8. Escribe una situacion
en la que emplees el nimero repre-

sentado en la recta:

B S e s e e e s 2 e e

-6-5-4-3-2-1 0123456

Cuestién 9. Escribe una situacién
en la que emplees el namero

representado en la recta:

Los datos del cuadro 6 en las
cuestiones 6 y 7 muestran la prefe-
rencia oinclinacién delos alumnos a
utilizar estados antes que variacio-
nes, siendo la expresion mas comam
“tengo 6.....” o “debo 8...."”. Por otro
lado, los resultados de las cuestio-
nes 8y 9 confirman que los alumnos
distinguen por su representacion los
estados y las variaciones, ya que la
representacién de un niumero con
una flecha les sugiere ejemplos de
transformaciones (pérdidas, bajadas,
ete.).

Desde el punto de vista de los
contextos (cuadro 7), lo mas signifi-
cativo es comprobar como se am-
plian los contextos empleados en las
cuestiones 8y 9 frente a las cuestio-
nes 6y 7. Los nameros sefialados en
la recta sugieren a los alumnos si-
tuaciones distintas de las que les
sugieren los ntimeros en abastrato.
Por tanto la representacién en la
recta permite a los alumnos demos-
trar una mayor riqueza de conoci-
miento relativo alas utilidades delos
ntmeros. Asi, contextos como el as-
censor o la carretera, aparecen en
los ejemplos que dan los alumnos
cuando tienen una imagen grafica.

En un segundo grupo de cuestio-
nes los alumnos debian inventar una
situacién o problema que se resol-
viese utilizando una operacion dada
(cuestiones 10, 11, 12 y 13) o utili-
zando los namerosrepresentados en
una recta que respondian a una po-
sible representacion de suma o resta
(cuestiones 14y 15). Los enunciados
son los que aparecen en el cuadro 8.
(Ver cuadros 7y 8 en pagina siguien-
te).
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Cuadro 7. % de contextos en las cuestiones 6-9.

Deber-tener | Temperatura | Nivel-mar | Carretera | Tiempo | Ascensor
Cuestion 6 71 5 4 3 - 6
Cuestion 7 64 9 14 3 - -
Cuestion 8 35 19 10 9 3 14
Cuestion 9 9 16 9 24 - 32

Cuadro 9. Enunciados de las cuestiones 10-15

Cuadro 8. Enunciados de las
cuestiones 10-15

Escribe unasituaciéon que seresuelva
utilizandolos siguientes operaciones:

Cuestion 10. -10 - 5.
Cuestiéon 11. -4 + 13.
Cuestion 13. 8 - (-6).
Cuestion 14.

Los datos del cuadro 9 confirman
dos de los resultados de nuestra
anterior investigacién. Por un lado,
eltipo de estructura que emplean los
alumnos cambia dependiendo del
tipo de operacién dada. Asi por ejem-
plo, para la operacion -10-5, la es-
tructura por la que mas se inclinan
es e -e,=e,, mientras que para la

operacion -4+13 la estructura mas

empleada es e+v=e.

Por otro lado, los problemas del
tipo ere=v y e,-e,=c estan poco
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arraigados en el conocimiento de los
alumnos, y aunque en esta experien-
cia se mejord con respecto a la ante-
rior, ya que hay mas alumnos que
muestran dominar estos tipos de
problemas, encontramos que son
estructuras dificiles de interiorizar
por los alumnos. Una de las razones
de este hecho es que son, efectiva-
mente, estructuras mas complejas
que el resto. Pero también se une la
falta de experiencia previa de estos
tipos problemas con ntimeros positi-
vos. De hecho para nuestros alum-

e te =¢ | etv=¢g vitv,=v, | e tc=e| e-¢=v e -e=c Blanco < 6
S T S N N S N N N T NN S A A .
rrr1rrrrrrerrr T
Cuestion 10 50 23 13 1 - 3 10 9-8-7-65-43-2-10123456
Cuestién 11 29 46 11 3 - 4 7
nos, antes de la experiencia, la suma
Cuestién 12 50 6 17 7 - 2 18 con nuameros positivos tenia un sig-
nificado que respondia a las estruc-
Cuestién 13 34 29 8 1 1 9 7 turas e +e,=e, y e+v=e, mientras
que la resta respondia a la estructu-
Cuestion 14 2 66 3 1 14 6 8 ra e-v=e,, es decir, sumar era “jun-
tar” o “afladir” y restar era “quitar”.
Cuestién 15 1 59 3 5 9 9 _ Muy pocos alumnos mostraron utili-
zar la resta como “diferencia de dos

estados”, es decir, como e e=v o
como e,-e,=c.

Llama también la atencion el he-
cho de que al introducir Ios ntimeros
negativos, la resta ya no siempre
tiene un significado en la estructura
e-v=e, como ocurre con los positi-
vos, sino que entre los ejemplos que
escriben los alumnos se da con
basatante frecuencia la estructura
e +e,=e..

Observando ahora las situacio-
nes utilizadas paralas cuestiones 14
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y 15, podemos ver una cambio en las
estructuras elegidas, produciéndo-
se un abandono de la estructura
e, te,=e, e inclinandose hacia la es-
tructura etv=e. Lo cual es razona-
ble porque el tipo de representacion
es menos adecuada para la estruc-
tura e te,=e,, ya que se deberia in-

terpretar un estado con una flecha.
También en estas preguntas aumen-
tan ligeramente el empleo de las
estructuras e-e;=vy e -e,=c, lo que
demuestra la importancia de utilizar
este tipo de representacion grafica
para conseguir una comprension de
la misma.

Cuadro 10. % de contextos empleados en las cuestiones 10-15.

Deber-Tener | Temperatura | Nivel-mar | Carretera | Tiempo | Ascensor
Cuestion 10 73 1 5 10 - -
Cuestion 11 77 5 4 3 - 4
Cuestién 12 74 2 3 2 - 1
Cuestion 13 69 3 4 2 - 4
Cuestion 14 10 20 9 21 = 32
Cuestion 15 50 11 23 4 - 12
En el caso de los contextos, la CONCLUSIONES

diferencia no se producen entre las
distintas operaciones, como ocurria
con las estructuras, sino entre lo
numérico y lo grafico. Es curioso
observar, como al presentarles los
numeros en la recta, se deja el con-
texto deber-tener, surgiendo otros
contextos escasamente empleados
en las operaciones, como son la tem-
peratura, el nivel del mar, la carrete-
ray el ascensor. Al igual que ocurrid
en nuestra anterior experiencia, el
contexto tiempo no se utiliza, y sin
embargo llamamos la atencién del
lector hacia el contexto “ascensor”
que parece ser bastante cercano para
los alumnos.

Como ya comentamos en el pri-
mer apartado, algunas investigacio-
nes realizadas (LIEBECK, 1990;
JANVIER, 1983) demuestran que la
recta puede ser causa de muchas
dificultades, en especial para dar
sentido a la resta de niimeros nega-
tivos. La experiencia que hemos rea-
lizado recoge, efectivamente, dichas
dificultades en la resta. Sin embar-
go, pensamos que puede ser utiliza-
da como modelo para las operacio-
nes siempre que su uso se dote de
significado concreto, empleandouna
variedad de situaciones y estructu-
ras que den sentido alas representa-
ciones y movimientos en la recta.

Desde luego que este enfoque de la
ensefanza de los niimeros seria mas
efectivo si se sigue desde el apren-
dizaje de los nimeros positivos.

Al analizar los errores que
cometian los alumnos al representar
enlarectalasumayrestadentimeros
positivos, encontramos una falta de
experiencia, casi generalizada, del
modelo delarecta. De hecho, aligual
que ocurrié en la muestra de Nueva
Zelanda (CARR and KATTERNS,
1984), nuestros alumnos represen-
taron los ntimeros de forma aislada
sin darle sentido operatorio. Sin
embargo, pudimos comprobar que
con una secuencia de aprendizaje,
en la que la recta sirvié como apoyo
para resolver problemas, nuestros
alumnos llegaron a abstraer el senti-
do operatorio de las representacio-
nes en la recta. Por tanto, no fue
necesario hacer practicas mecani-
cas de las representaciones en la
recta, sino que llegaron a una com-
prension de las mismas por medio la
resolucién de situaciones aditivas.

También encontramos en esta
investigacion, que las representacio-
nes en larecta facilita a los alumnos
el empleo de situaciones distintas y
les sugieren o inducen al uso de
contextos y estructuras diferentes,
dandoles la posibilidad de tener
mayor riqueza de conocimiento
acerca de las utilidades de los ntime-
ros. Sin embargo, es necesario tener
en cuenta a la hora de elaborar se-
cuencias de aprendizaje, que al me-
nos en lo referente a los ntimeros
negativos, los alumnos tienden a
emplear con mas frecuencia las si-
tuaciones estaticas frente a las va-
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riaciones o comparaciones, y que el
contexto deber-tener predomina so-
bre los otros, siendo un claro
indicador de que es el que mejor
entienden.

En nuestra investigacion hemos
contemplado tres aspectos sobre el
aprendizaje del ntimero, el estricta-
mente numeérico, el grafico (la recta)
y el de significado. Estamos intere-
sados en comprobar cémo entienden
y se desenvuelven los alumnos en
estas distintas facetas con los nu-
meros negativosy comolasrelacionan

NUMERICO \

RECTA <_____> SIGNIFICADO

entre si:

Las observaciones nos llevan a
concluir, provisionalmente, que los
alumnos no tienen un conocimiento
homogéneo de la adicién y de la
sustraccion, en el sentido de que no
las utilizan con el mismo grado de
efectividad en todos los casos. Asi,
para las situaciones etv=e, los tres
aspectos anteriores estan perfecta-
mente interrelacionados para la
mayoria de los alumnos, es decir,
que pueden pasar de uno a otro sin
ninguna dificultad. Por ejemplo,
pueden comprender que un proble-
ma del tipo:

“La temperatura por la mafana
era de 7 grados bajo cero. A lo
largo del dia la temperatura su-
bio 5 grados. Cuél era la tempe-
ratura por la noche?
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se resuelve con la operacion -7+5, e
incluso pueden llegar a representar-

lo en la recta:

5
—_—
-9-8-7-6-5-4-32-1 0123456
O viceversa, si se les da la recta
anterior pueden escribir la opera-
cion -7+5 o inventar una situacién,
como la citada sobre temperaturas,
para describirla. Es *decir, que el

conocimiento va en las distintas di-
recciones:

MEERIC

Sin embargo, para otras estructu-
ras, como ere=v 0 €,-e,=¢, gran
parte de los alumnos son incapaces
de pasar de la recta a lo numeérico, o
delonumeérico al significado, o enlas
que para pasar del significado a lo
numerico tiene que apoyarse nece-
sariamente en la recta, etc.

Lo deseable seria que pudiesen
integrar estos tres aspectos del uso
de los numeros para todas las es-
tructuras (incluyendo los cambios
de posicién de la incégnita).

Bibliografia

* BRUNO, A. y MARTINON, A. (1994a):
“Contexts and structures in the learning
ofnegative numbers”. Proceedings of the
XVIII Conference of the International
Group for the Psychology of
Mathematics Education, Lisboa, 1, 32.

*  BRUNO, A. y MARTINON, A. (1994b):
“Contextosy estructuras en el aprendiza-
je de los nitimeros negativos”. Suma

(pendiente de publicar).

* CARRK.yKATTERNS,B.: 1984, “Does
the number line help?”. Mathematics in
School, 13, 4, 30-34,

* DUFOUR-JANVIER, B., BEDNARZ,
N.y BELANGER, M. (1987): “Pedagogical
Considerations Concerning the Problem
of Representation”. In Janvier, C. (ed),
Problems of Representation in the
Teaching and Learning of Mathematics.
Lawrence Erlbaum Associates,

Publishers.

* ERNEST, P.: 1985, “The number line
as a teaching aid”. Educational Studies
in Mathematics 16, 411-424.

* JANVIER, C.: 1983, “The un-
derstanding of Directed Numbers”,
Proceedings of the XV Annual
Conference of the North American
Chapter of the International Group for
the Psychology of Mathematicas
Education, Montreal, 295-301.

*  LIEBECK, P.:1990. “An intuitive model
for integer arithmetic”. Educational
Studies in Mathematics 21, 221-239,

* VERGNAUD, G.: 1982, *“A
classification of Cognitive Tasks and
Operation of Thought Involved in Addition
and Subtraction Problems”. In Carpenter,
T. Moser, J. and Romberg, T. (eds),
Addition and Subtraction: A cognitive
pers-pective. Lawrence Erlbaum

Associates, Publishers.

Alicia Bruno. Antonio Martinén
Universidad de la Laguna



RECURSOS

Las calculadoras en las clases de

Matematicas

Las calculadoras y
los problemas matemaéticos

Las calculadoras han entrado en
las clases de matemaéticas para
ocupar un espacio que les ha per-
mitido convertirse en una herra-
mienta natural. Los estudiantes las
utilizan con desparpajo y el profe-
sorado las ve ya con menor recelo.

Las calculadoras realizan con
facilidad ciertas tareas rutinarias,
con ello facilitan que parte del tiempo
y del esfuerzo que hasta ahora se les
dedicaba, se pueda destinar a la
adquisicién de nuevas experiencias.
Permiten igualmente concentrar in-
tereses en la comprension de los
matematicosy en desarrollar nuevas
estrategias de razonamiento. Es este
altimo efecto que subrayamos el que
pasamos a analizar en el presente
articulo.

En estos momentos de aparente
consenso en el debate sobre la utili-
zacién delas calculadoras, es cuando
resulta pertinente indagar acerca
dela forma en que influyen estos
aparatos en tareas habituales de la
matematica escolar de todos los ni-
veles. Los algoritmos para el calculo,
los métodos de resoluciéon de

José Antonio Mora Sanchez

ecuaciones, las operaciones con
matrices, el calculo de limites o la
representacion de funciones son al-
gunos ejemplos de un amplio abanico
de tareas matematicas que habra
que revisar a la luz de los nuevos
recursos tecnolégicos.

Todo esto no es mas que una
parte del problema més amplio que
constituye la cada vez méas necesaria
revision de los contenidos de la
matematica escolar, tanto en lo re-
ferente a los conceptos, como a los
procesos, a las estrategias de reso-
lucién delos problemas matematicos
v ala actitud con que se enfrentan a
ellos.

Resolucion de ecuaciones

Hasta los mas convencidos de la
introduccién de las calculadoras en
las clases de matematicas habremos
de admitir ciertas resistencias —a
veces paralizadoras—-, a comparar los
meétodos que propician las calcula-
doras con los métodos clasicos delas
matematicas escolares, resistencias
que se acrecientan cuando llegamos
al terreno del algebra.

Ecuaciones del tipo:
x%-3x+4=0, 20%=1/64

por ejemplo, tienen un tratamiento
diferenciado en las clases de mate-
maticas, cada una tiene su método
de resolucién particular e indepen-
diente del otro. La diferencia se
acrecienta con el tiempo, ya que su
estudio se produce en dos momen-
tos distintos del aprendizaje escolar
~con varios cursos de diferencia-.

Sin embargo, conceptualmente
todas ellas proponen una misma ta-
rea: la busqueda de uno o varios
valores de verdad o la constatacién de
su inexistencia. Esto es lo que les
confiere suidentidad como ecuaciones
con anterioridad a cualquier clasifi-
cacion que se establezca: lineales,
cuadraticas, exponenciales, etc.

Cuando se nos ocurre la idea de
dejar de lado los algoritmos tradi-
cionales de calculo, resolucién de
ecuaciones, etc. nos entra un cierto
desasosiego, esla sensacion de dejar
de hacer algo que desde tiempo
“inmemorial” venen haciendo las
personas. Nos asaltan las dudas:
“¢No sera una transgresion produc-
to de una moda pasajera?”.

Es éste un sentimiento de pre-
caucién que, aunque natural -y en
muchos casos beneficioso en educa-
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cién-, no resiste aqui el analisis his-
térico. Todas las culturas han utili-
zado los mecanismos a su alcance
para realizar las operaciones. Desde
este punto de vista los algoritmos
estandar de calculo estan lejos de
ser eternos, son un invento relativa-
mente moderno que sélo tiene unos
siglos y que no es mas que una
herramienta entre muchas otras:
cuerdas, cuentas sobre un tablero,
muescas en huesos y palos o dbacos
han perdurado durante miles de afios
hasta que la humanidad ha encon-
trado en cada caso otro método me-
jor -mas rapido y/o mas fiable- que
lo sustituyera.

En este proceso no hay vuelta
atras, cada innovacioén, cada descu-
brimiento se ha construido sobre el
armazon anterior para proseguir el
avance. El proceso de cambio puede
durar siglos o meses pero podemos
estar seguros de que es irreversible,
no esta sujeto alasleyes del péndulo.
Una vez conocidas las ventajas del
calculo con cifras, el abaco queda
relegado a pequenios circulos de re-
sistencia.

Actualmente el abaco se utiliza
en las escuelas como un recurso
entre otros para sentar las bases del
sistema de valor posicional y para
mejorar la comprensién de algunas
operaciones. Este también puede ser
un buen destino para los algoritmos
de lapiz y papel.

La calculadora y los métodos
de las matematicas. El caso del
ensayo y error

La calculadora permite hacer
efectivo el método de ensayo y error
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pararesolver ecuaciones. Este méto-
do iterativo, conocido también con el
nombre de tanteo, resuelve cual-
quier ecuacion de modo aproximado.
En realidd permite mas estimar que
resolver la ecuacién, con las limita-
ciones de exactitud impuestas por la
magquinay de tiempo afiadidas por el
usuario.

Este método permite abordar con
confianza muchos otros problemas
matematicos del ambito escolar y
extraescolar. -Sin embargo es des-
preciado en cierto modo por los
profesores de matematicas al consi-
derarlo un método “menor” con la
consiguiente induccién de actitudes
en los estudiantes.

Los profesores manifestamos en
nuestros debates que el método de
ensayoy error, por muy rfinado que
sea, es menor potente. Sin em-
bargo, para una calculadora cienti-
fica, las dos ecuaciones planteadas
(x2-3x+4=0y 25*9=1/64) son expre-
siones para las que buscamos uno
0 mas valores y parece razonable
acercarnos a ellos por aproximacio-
nes sucesivas.

El argumento esgrimido viene a
ser. “Como puede ser mejor un mé-
todo que necesita:

* de un recurso externo a noso-

tros mismos -la maquina-,

* un buen rato, ya que alguien

medianamente experto inverti-
ra un minimo de diez minutos, y

* s6lonos dara una aproximacién

al problema planteado.

Y todo ello ante el método
algebraico que:

* s0lo depende de nuestra capaci-
dad,

* proporciona la solucién en bre-
ves instantes, siempre y cuando
no cometamos errores, y

* sera exacta”.

Introduccion de nuevos
criterios para el anilisis

Un analisis mas exhaustivo nos
lleva a considerar que dependencia,
rapidez y exactitud no son mas que
tres aspectos de la resolucién de
problemas matematicos, y podemos
encontrar nuevos criterios de gran
utilidad para arrojar luz sobre el
problema:

Restriccién: Tenemos casi tan-
tos métodos como tipos distintos de
ecuaciones: lineales, cuadraticas,
Ruffini para algunas polindmicas,
exponenciales, logaritmicas, tri-
gonomeétricas, etc. Cada una con su
secuencia particular de instruccio-
nes, En cambio, elmétodo de aproxi-
maciones sucesivas es aplicable no
s6lo a esas ecuaciones sino a otras
muchas como:

28%=x/63; x3-16x%=x-1.12; x*=3

en las que los métodos escolares de
resolucién de ecuaciones comienzan
a tener dificultades.

Ambito: El método es aplicable a
muchos otros tipos de problemas
matematicos: calcular la arista del
cubo de volumen prefijado, obtencion
del maximo de una funcion, etc. y
también a situaciones de otras areas
de conocimiento.

Persistencia: No se puede consi-
derar como aprendizaje escolar todo
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aquello que se intenta comunicar al
estudiante, sino aquello que el es-
tudiante aprehende y hace suyo.
Vendria a ser algo asi como el poso
que queda varios afnos después de
haber finalizado los estudios.

Si exceptuamos al 2% de las
personas que se dedican en mayor o
menor medida a las matematicas, el
98% restante no resolvera nunca
una ecuacién de segundo grado, es
mas, si se la encuentra, ofrecera
excusas de tipo “yo nunca fui bueno
en matematicas” o “eso lo sabia ha-
cer yo, pero ya no me acuerdo” poco
antes de abandonar el problema para
dedicarse a otra cosa.

En cambio, un método que utilice
unamayor carga intuitiva establecera
multiples conexiones con otros con-
ceptos y procedimientos y sera mas
facil que se encuentre incluido en la
memoria a largo plazo.

Dependencia: El argumento
precedente puede llevar a que es
mas peligroso depender de la propia
memoria que de la calculadora. Po-
cos métodos dela matematica escolar
resisten un verano, y s6lo unos po-
cos perduran afos, pero la calcula-
dora estara al alcance de la mano.

Productividad: En algunos ca-
sos elmétodo de ensayoy error puede
ser mas productivo (en cuanto que
aporta mas conocimiento) que los
algoritmos de calculo. El algoritmo
para obtener raices cuadradas tiene
la innegable virtud de ser elegante y
bello, jpero solo para aquellos espiri-
tus sutiles y muy preparados para
percibir esa belleza!, y ¢cuantos de

los estudiantes a los que se les esta
ensenando ese procedimiento en la
actualidad, estan capacitados para
tales percepciones? Un algoritmo tan
sencillo como el de la multiplicacién
es presentado alos estudiantes como
un proceso para obtener un resul-
tado. Como sefiala D. R. Hofstadter
(1982), “muchos de estos alumnos,
absorbidos por las operaciones, no
advierten la armonia, y tampoco la
razén de este proceso”, De esta for-
ma el algoritmo es automatizado pero
sin ser comprendido, cualquier pe-
queno error u olvido sera fatal ya que
no podra ser reparado mediante los
mecanismos asociados a la com-
prension.

La tecla de raiz cuadrada de la
calculadora no podemos decir que
aporte mucho mas conocimiento,
pero al menos no se pierde el tiempo
ni se aburre a los estudiantes.

La ventaja de la calculadora es
que permite diseflar mejores situa-
ciones de aprendizaje que en el tra-
bajo con papel y lapiz: la obtencion
de un ntimero que multiplicado por
si mismo nos dé el inicial pone de
manifiesto la relacién raiz-potencia
(que queda oculta tanto en el
algoritmo como con la tecla raiz) a la
vez que se profundiza en un método
aplicable a otras muchas situaciones
y permite abrir intresantes debates
en clase sobre la exactitud requerida
y se refuerza la comprensionde los
numeros decimales. Este proceso es
inviable sin la calculadora, si los
estudiantes deben realizar con el
algoritmo escrito estas operaciones,
necesitan prestar tanta atencion a
los calculos con tal de no equivocar-

se, que pierden la perspectiva del
problema y de los conceptos que se
pretendian estudiar.

Rentabilidad: Si entramos en la
valoracion del tiempo empleado enla
escuela, a una ecuacion de segundo
grado se le dedican muchos esfuer-
zos durante la escolaridad obligato-
ria y no sirve para resolver mas que
ecuaciones de ese tipo. No es de
extranar que los estudiantes -
mientras son estudiantes—, recuer-
den la férmula, siempre que los co-
eficientes sean enteros, no haya
muchos negatvos y no falte ninguno
de ellos.

La rentabilidad no es mucha: se
dedican demasiadas horas de trabajo
de clasey deberes para casa durante
varios cursos, para aprender a usar
un método excesivamente particular.
Las ecuaciones exponenciales no
tienen tanta suerte, el tiempo que se
les dedica es mucho menory el olvido
acttia con mayor celeridad, un par
de meses suelen ser suficientes.

Ademas del esfuerzo invertido, la
rentabilidad ha de tener en cuenta el
grado de éxito alcanzado. Actual-
mente hay un gran porcentaje de
estudiantes que sale de las escuelas
sin un bagaje suficiente de mate-
maéaticas para afrontar con confianza
las necesidades que se les van a
plantear como ciudadanos y como
profesionales. En el ambito numeéri-
co estas carencias se revelan princi-
palmente en la comprensién de los
numeros negativos y los decimales,
en las operaciones, en los calculos
conporcentajesy enlas proporciones.
Ver Hart (1981).
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Lo importante aqui es que mu-
chas de estas deficiencias son evi-
tables con la calculadora, con ella la
realizacién de operaciones ya no es
un obstaculo insalvable para el de-
sarrollo matematico de los estu-
diantes —aunque por supuesto se-
guira siendo un complemento fun-
damental de ese desarrollo—. Dickson
(1984) llega a afirmar en sus con-
clusiones: “para muchos alumnos,
el tinico método realista de multi-
plicar o dividir nameros decimales
es recurrir a la calculadora. Y esto ni
siquiera sera efectivo a menos que
su comprension de la naturaleza de
los decimalesy el efecto de multiplicar
y dividir se encuentre suficiente-
mente desarrollada”.

Dos posibles conclusiones

Detodolo anterior podria seguirse
que hallegado la hora de abandonar
todos los métodos tradicionales de
las matematicas, unos por escasa-
mente aplicables, otros por facil-
mente olvidables, etc. para ir a caer
en los brazos de las calculadoras e
intentar resolver a partir de ahora
los problemas por tanteo.

Podriamos, por el contrario, jus-
tificar los métodos algebraicos de
resolucién de problemas. General-
mente estos métodos se apoyan unos
en otros y contribuyen a que las
reglas de manipulacién algebraica
sean asimiladas mediante la practi-
ca repetida para conformar una es-
tructura que sera muy importante
para estudios posteriores.

La calculadora es una herra-
mienta suficientemente versatil como
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para llegar a armonizar dos plantea-
mientos aparentemente contradic-
torios como los anteriores. Lo vere-
mos conun ejemplo en el que se pone
de manifiesto el papel de la calcula-
dora como activadora de procesos.
Enun curso de séptimo de E.G.B. en
el que hemos estado experimentan-
do unos materiales didacticos cen-
trados enlautilizacién de calculadora
se plante6 el siguiente problema:

“Un comerciante i;tcrementa un
30% el precio de comprapara calcular
elprecio de venta. Cudles elméximo
porcentaje de descuento que puede
realizar para no perder dinero en la
venita de un determinado articulo?”.

Cada estudiante toma una can-
tidad diferente como precio de com-
pra para investigar el descuento que
le puede hacer. A esas alturas del
trabajo, la mayoria de la clase tiene
claro que no se puede llegar al 30%
de descuento y se deciden por un
proceso de busqueda basado en
aproximaciones sucesivas. Para la
puesta en comun se toma un articu-
lo que habia costado 1800 ptasy que
al aplicarle un incremento del 30%,
se aumenta en 540 con lo que dara
un precio de venta de 2340 ptas. El
problema se reduce a obtener qué
porcentaje de 2340 sera igual a las
540 ptas. que se han anadido. Los
intentos:

20% de 2340 es 468 < 540
25% de 2340 es 585 > 540
22% de 2340 es 514,8 < 540
23% de 2340 es 538,2 < 540
23.1% de 2340 es 540,54 > 540
23.08% de 2340 es 540,072 > 540
23.075% de 2340 es 540,0018

Cada estudiante con una canti-
dad inicial distinta habiallegado ala
misma solucién mediante este pro-
cedimiento iterativo. La cuestion
estaba a punto de ser zanjada cundo
una estudiante plante6: ““,No po-
driamos haber calculado ese porcen-
taje de una manera mads sencilla”. Es
aqui la calculadora ha jugado su

doble papel:

*Por una parte ha servido para
resolver un problema real que
hubiera debido esperar tiempo
para ser planteado de no haber
estado disponible.

* Aqui la secuencia de trabajo sir-
vi6 como detonante de procesos
para la busqueda de un método
mejor (mas sencillo, mas direc-
to) y mas adecuado a la situa-
cion planteada.

Una posible traduccién numéri-
ca es:

E1Q % de 2340 es 540,
osu transformacién en una expresion
del tipo:

J.2340

=540
100

Estos estudiantes de 7° no habian
aprendido todavia a resolver
ecuaciones con lo que se nos abren
aqui dos posibilidades, una es co-
menzar en este momento una se-
cuencia de trabajo encaminada al
tratamiento de las ecuaciones, la
otra consiste en realizar una se-
cuencia de transformaciones que
pueda ser comprendida en este mo-
mento y que sirva mas tarde para el
aprendizaje de las ecuaciones. Esto
se podria hacer con argumentos del
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tipo “si dos cantidades son iguales,
lo seguiran siendo aunque las multi-
pliquemos por 100” y tendremos:

1 . 2340 = 54000

y ahora no tenemos mas que buscar
un numero que multiplicado por
2340 nos dé 54000 que es lo mismo
que obtener el resultado de dividir
54000 entre 2340 para obtener
23,07692308%.

En esta situacion la calculadora
no so6lo ha sido compatible con la
resolucion de problemas mediante
expresiones literales sino que lo ha
provocado como una necesidad.

Otra forma de llegar a la solucion
que so6lo toma en cuenta las rela-
ciones entre operaciones consiste en
analizar que enla obtencién del precio
de venta (2340), he de multiplicar el
precio de compra (1800) por 1,30. Si
ahora quiero deshacer el cambio,
buscaré un nimero que multiplica-
do por 2340 dé por resultado 1800y
ese numero no es otro que el inverso
de 1,30, es decir 1/1.30

Nuevas calculadoras. Nuevos
métodos para la matematica

A los argumentos apuntados en
elapartado anterior: restriccion, am-
bito, persistencia, dependencia, pro-
ductividad y rentabilidad, podemos
afiadir un nuevo producto de la in-
troduccion de las calculadoras gra-
ficas en la ensenanza: la apertura.

Apertura: las calculadoras abren
el espectro de las matematicas esco-
lares, posibilitan el tratamiento de

problemas impensables sin ella. El
abanico de ecuaciones que podemos
resolver mediante métodos
algebraicos es muy limitado, mien-
tras que la calculadora permite que
se puedan abordar muchas otras.

Cuando queremos resolver la
ecuacion:
26-9=x3-3x

un método grafico con calculadora
pueden consistir en la introduccion
de las funciones y=2*9 e y=x3-3x y
obtendremos los puntos de corte con
una aproximacion considerable en
poco tiempo (el argumento de la ra-
pidez se tambalea).

Si observamos las graficas que
ofrece la calculadora:

1D yRE3x [ y=06d

(&=l

-10

parece que estamos ante un proble-
ma casi resuelto. Tres puntos de
corte que podemos encontrar por
aproximaciones sucesivas o con el
zoom de la maquina o con la opciéon
de intersecciéon si la calculadora
dispone de ella. Pero hay algunos
detalles que han escapado a la cal-
culadora: no nos ha ofrecido mas
que la pantalla estandar (-10<x<10,
-10<y<10). La grafica de y=2%9 que-
da por debajo de y=x3-3x a partir del
tercer punto de corte. Si aportamos

ahora conocimientos sobre funcio-
nes exponencialesy polinémicas, po-
demos estar seguros de que esa si-
tuacion se invertira para valores ma-
yores del exponente.

Dibujamos ahora la grafica para
-10<x<20, -1000<y<5000 nos en-
contramos con la confirmacion de lo
anterior, el cuarto punto de corte:

5000 N B PEREN
4000
3004

2000

1000

Tenemos otro ejemplo en una de
las ecuaciones planteadas anterior-
mente, x*=3, para la que es dificil
(¢sera posible?) encontrar un méto-
do algebraico de resolucion. Los
primeros cambios, como xlogx=log3
no aportan nueva informacién. La
resolucién grafica comienza por la
evaluacion de la funcion y=x*. Algu-
nos datos relevantes son:

* no existe la funcién para x<0,

* crece cada vez con mayor rapi-
dez a partir dex=1, incluso pue-
de que antes,

*como 1'=1y 22=4, el punto de
corte con y=3 se encontrara
entre 1 y 2, mas proximo a 2
que a 1.

Con todo esto ya tenemos el in-
tervalo en el que representar las
funciones:
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y=x

y=3

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

En cuanto a la comprension de
las matematicas no hay mas que
fijarse en la cantidad de conceptos
matematicos traidos a cuenta de la
resolucion de una ecuacion: funcio-
nes, grafica, crecimiento, tasa de
crecimiento, punto de corte, dominio,
etc., todos ellos se han de entrelazar
para dar respuesta a la situacion
planteada. No se puede invocar aqui
el predominio de los métodos
intuitivos, muy al contrario son las
consideraciones cualitativas las que
han prevalecido para salir adelante.

Las calculadoras modifican el
centro de atencién de las matemati-
cas escolares con un desplazamiento
hacia una comprension mas cuali-
tativa de las matematicas. Como se
han puesto de manifiesto en el
ejemplo anterior, ha sido la com-
prension de los distintos tipos de
crecimiento de las funciones lo que
nos ha orientado sobre la solucién a
las situaciones planteadas.

La calculadora como recurso
didactico

Estas utlimas reflexiones nos lle-
van a estudiar la forma en que in-
terviene la calculadora como un
recurso mas que se suma al proceso
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de ensefnanza-aprendizaje de las
matematicas. Este analisis no es tan
facil como el que se puede realizar en
Geometria con el estudio de los
poliedros, donde un mismo objeto de
estudio admite diversidad de enfoqges
dependiendo del recurso didactico
empleado para el estudio:

* La cartulina troquelada pone el
énfasis en las caras y en la for-
ma de unirlas mediante artis-
tas, los conceptos que surgen
son los que se pueden percibir
desde el exterior: angulos
diedros, concavidad y convexi-
dad, se aprecian mejor los pla-
nos de simetria. El paso del
espacio al plano vendria dado
por el desarrollo.

* Con varillas es la estructura la
que resalta, las aristas y la for-
ma de unirlas en un punto para
formar un vértice. Aparecen
conceptos como la rigidez. Per-
mite ver mejor el interior: los
ejes de rotacién del sélido. El
paso al plano se hara por el

diagrama de Schlegelylas redes

planas.

* El estyropor permite la comuni-
cacion entre el exterior y el inte-
rior mediante los cortes en sec-
ciones planas. El paso al plano
viene dado por las tomografias.

*Lasreticulas espaciales centran
la atencion en las uniones de
unos poliedros con otros para
compactar el espacio.

Los conceptos introducidos con
cada uno de estos recursos pueden
ser revisados con otros materiales al

tratar temas diferentes al de
poliedros: la rigidez con el mecano,
los desarrollos planos con las tra-
mas, la regularidad con los mosai-
cos, la simetria con los espejos,
ete...

En este sentido se podria afirmar
que cada recurso didactico es
“transparente” hacia determinados
conceptos o destrezas, es decir, por
el hecho de ser utilizado en el estudio
de un tema, es mas facil que surjan
ciertas preguntas que requieran una
reelaboracion de determinados con-
ceptos.

La calculadora, como recurso
didactico para el aprendizaje de las
matematicas, no favorece un anali-
sis como el anterior, no es tan facil
descubrir cuales son los conceptosy
las destrezas que se “transparentan”
de su uso. En una primera aproxi-
macién ha aparecido que, por su
rapidez de calculo, los métodos “su-
geridos” por la calculadora son los
que se basan en aproximaciones
sucesivas para llegar al objetivo
marcdo. Pero un analisis mas deta-
llado nos desvela otros muchos as-
pectos de las matematicas que ad-
quieren mayor relevancia cuando se
utiliza la calculadora:

* Las relaciones entre fracciones,
decimales y porcentajes.

* El sentido comtin y la estima-
cion como control de las opera-
ciones realizadas.

* La relacion entre las operacio-
nes.

* La generalizacion a partir de la
obtencién de pautas y regulari-
dades.
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* La construccion de tablas y/o
graficas. Dominio de una fun-
cion.

* La comprension cualitativa del
crecimiento de una funcion.

* Los métodos iterativos.
El principio de un debate

No podemos olvidar argumentos
de otro tipo, algunos econémicos “no
todos los estudiantes pueden dispo-
ner de una calculadora grafica”. Para
analizarlo, no hay mas que recordar
lo que se decia hace diez afios de la
calculadora cientifica, hace 25 de la
calculadora de cuatro operaciones, y
el mismo que hace 500 afios se hacia
del calculo con cifras, y el mismo que
hace miles de afios sin duda se haria
del abaco, y el mismo que...

Lahistoria serepite y parece claro
que no haran falta siglos para que
todos los estudiantes de Secundaria
lleven su calculadora grafica en la

cartera, serda entonces cuando ha-
bran entrado en las clases, nuestros
estudiantes sabran méas matemati-
cas de lo que sabiamos nosotros —
aunque nos cueste reconocerlo—, y el
profesorado estard preparado para
utilizarlas.

Puede que las calculadoras no
sean mas que la punta visible de
cambios muchos mas profundos en
la actividad matematica. Lo que ocu-
rre es que se perciben mejor por su
fuerte implantacién en la sociedad
que las empuja hacia la escuela.
Quizas el problema mas amplio pase
por considerar las nuevas tecnologias
de una forma mas global. En mate-
maticas tendria su traduccion en la
pugna entre las matematicas conti-
nuasy las discretas que han llevado
a la aparicién y/o auge de temas
como el estudio de grafos, fractales,
etc.

Los debates acerca de cuestiones
como la forma en que habra que
reformular los objetivos-contenidos-

evaluacién con la presencia de los
nuevos avances tecnologicos, no se-
ran indispensables para que las cal-
culadoras entren en las clases de
matematicas, pero su planteamien-
tonos servira para analizar tanto los
aspectos positivos como los negati-
vos de su introduccion, y para en-
contrar la mejor forma de utilizarlas
enelaprendizaje delas matematicas.

Bibliografia

*  DICKSON, L. BROWN, M. y GIBSON,
0. (1984). El aprendizaje de las mate-
maticas. (Labor-M.E.C.: Barcelona).

* HART, K. (1981). Children
understanding of mathematics 11-16.
(John Murray: London).

*  HOFSTADTER, D.R. (1982). Goddel,
Escher, Bach. Un eterno y gracil bucle.
(Tusquets: Barcelona).

José A. Mora Sanchez
C.E.P. d’Alacant
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Jornadas de
Matematicas y
coeducacioéon

Las Jornadas de Matematicas y
Coeducacion de la Organizacién Es-
pafiola para la Coeducacion Mate-
matica «Ada Byron» se han celebrado
en la Facultad de Mateméticas de la
Universidad Complutense de Madrid
durante los dias 10y 11 de marzo de
1994. La OECOM «Ada Byrom» es la
rama esparola de la IOWME (Orga-
nizacién Internacional de Mujeres y
Educacién Matematica), que es un
grupo de trabajo del ICMI (Comité
Internacional para la Instruccién
Matematica).

En ajustadas sesiones de traba-
jo, las Jornadas reunieron a casi un
centenar de personas de toda Espa-
na interesadas en los temas de co-
educacion, ensefanza y matemati-
cas, que intercambiaron valiosas opi-
niones e hicieron un gran esfuerzo
productivo. Comenzaron con la «se-
si6n de apertura» en la que intervi-
nieron el Decano de la Facultad Doc-
tor Carlos Andradas, el presidente
del ICMI Doctor Miguel de Guzman,
la presidenta de la IOWME Doctora
Christine Keitel y la presidenta de
OECOM «Ada Byron» M. Jestus
Luelmo.

La coordinadora internacional de
1laIOWME, la doctora Christine Keitel-
Kriet, de la Universidad Libre de
Berlin, ha participado activamente
en todas las sesiones de trabajo.
Entre otras actividades ha dictado
una conferencia plenaria y coordi-
nado un taller. En la conferencia,
titulada «Méas alla del juego de los
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numeros», ha analizado las modifi-
caciones que ha sufrido la nocién, el
enfoque, las perspectivas y la per-
cepcion de la coeducacion en mate-
maticas durante los tiltimos arfios.

Al principio se estudiaban datos
numericos, recogidos por profesores
de matematicas o psicologos, para
valorar si las chicas eran mejores,
iguales o peores que los chicos en
matematicas, llegando algunos in-
vestigadores, para explicar las dife-
rencias, a encontrar razones incluso
biolégicas. Son investigaciones ba-
sadas en métodos empiricos de la
psicologia, en un estudio de las ci-
fras y explicaciones de las diferen-
cias asi analizadas. En una fase in-
termedia se constataban las diferen-
cias de las mujeres ante las matema-
ticas afirmando que las alumnas no
hacen matematicas de igual forma
quelos alumnos. En la actualidad se
buscan explicaciones a por qué las
chicas y mujeres no quieren hacer
matematicas, analizando los moti-
vos que las llevan a ello. Algunas de
estas razones para la falta de interés
hacia las matematicas se encuen-
tran en explicaciones sociales o psi-
cologicas, como el investimiento de
masculinidad que puede tener la
Matematica en nuestra sociedad y el
problema de identidad que podrian
tener las alumnas que decidan
profesionalmente dedicarse a inves-
tigadoras matematicas, o como la
ensefianza de las matematicas va, a
veces, acompafada de problemas de
ansiedad, producidos por una con-
cepcion de competicion mas que de
colaboracién en la clase, que las
hace mas desfavorables a las alum-
nas. Sugiere incidir en la investiga-

cion mediante una perspectiva mas
interdisciplinar, como el estudio de
textos, casos, biografias y entrevis-
tas.

La doctora Keitel comento el sen-
tido usualmente dado a la utilidad
de las Matematicas, mas basado en
el uso de los nameros, mientras que
la utilidad de las Matematicas es
mucho mas importante como modos
y estrategias de pensamiento y ac-
cion, que de forma natural pueden
ser usados como modelos en miilti-
ples ocasiones. Esto lleva a hacer
una reflexién sobre la necesidad de
redefinir los objetivos del aprendiza-
je y ensenanza de las matematicas
en la escuela, y también de la inves-
tigaciéon matematica desde un punto
devista cientifico o pedagogico. Tam-
bién, la doctora Keitel, en el taller
que coordiné sobre las interacciones
en clase entre alumnos y alumnas
entre siy con el profesorado, puso de
manifiesto la importancia del traba-
jo en grupo dentro de la clase desde
un punto de vista coeducativo, ya
que promueve la cooperacion.

La doctora Eulalia Pérez Sedefio
dict6 otra conferencia en la que di-
bujé un recorrido de la contribucién
de mujeres astréonomas y matemati-
cas en la historia de la Ciencia. La
Ciencia se construye paso a paso, y
mas interés que el estudio aislado de
personas concretas interesa conocer
las inquietudes y contribuciones de
las diferentes épocas. Pero al haber
sido olvidadas muchas de estas
mujeres, recordo laviday problemas
de algunas de ellas, que contribuye-
ron de forma notable al desarrollo de
las Matematicas.
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En las ponencias y talleres se
desarrollaron aspectos muy diferen-
tes relacionados con la coeducacién
en general y su incidencia en la
ensenanza y aprendizaje de las ma-
temaéticas: factores sociales, psicolé-
gicos y de equilibrio personal que
puedenfavorecer el aprendizaje efec-
tivo de las matematicas; ideas para
la elaboracién de material didactico
no sexista; utilizacion del juego como
método didactico que favorezea la
colaboracién, la cooperaciény el tra-
bajo en grupos; andalisis de alternati-
vas a abordar desde el terreno esco-
lar para fomentar el interés de las
chicas a estudiar profesiones con
base matematica; problemas de la
mujer investigadora de matemati-
cas; o caracteristicas diferenciales
de género en educacion de mujeres
adultas, entre otros.

Culminé con la celebraciéon de
una mesa redonda donde represen-
tantes del Ministerio de Educacion,
sociedades de profesores, asociacio-
nes de alumnos, formacién del pro-
fesorado y de la propia organizacion
«Ada Byron» debatieron, con aporta-
ciones del publico asistente, sobre
las medidas urgentes en coeduca-
cién matematica.

Adela Salvador Alcaide
Profesora Titular de la
E.T.S.I. Caminos
Universidad Politécnica de
Madrid

VII JAEM
(Jornadas para el
aprendizaje y
la ensefianza de las
matematicas)

Madrid, 14, 15y 16 de Septiembre
de 1995.

Convoca: Federacion Espanola de
Sociedades de Profesores de
Matematicas.
Organiza: Sociedad Madrilena de
Profesores de Matematicas
“Emma Castelnuovo”.

La Sociedad Madrilefia de Profe-
sores de Matematicas “Emma
Castelnuovo”, en nombre de la Fede-
racién Esparfiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas (FESPM),
leinvita a participar en las VIILJAEM
(Jornadas para el Aprendizaje y la
Enseiianza de las Matematicas).

Avance de Programa

El contenido de las VII JAEM
girara, basicamente, en torno a los
siguientes temas generales:

1. Matematicas de ahora y ense-
nanza de las Matematicas.

2. Concepciones epistemologicas de
las Matematicas y de su ensenanza.

3. Historia de las Matematicas:
Jqué ensefar y qué nos ensena?

4. Lenguaje y Matematicas.

5. Matematicas en la Educacién
Infantil y Primaria.

6. Las Matematicas en los nuevos
Bachilleratos.

7. Tratamiento de la diversidad
en el area de Matematicas.

8. Matematicas para alumnado
de caracteristicas especiales.

9. Influencia de las Nuevas Tec-
nologias en el curriculo y en la inter-
vencién educativa.

10. Matematicas ladicas en la
escuela.

11. Innovacion, formacién e in-
vestigacion en didactica de las Mate-
maticas.

12, Analisis critico de los tiltimos
15 afios de innovacion didactica en
Espafia.

13. Didacticas especificas de las
distintas ramas de las Matematicas.

Estos temas se desarrollaran me-
diante conferencias, ponencias, me-
sas redondas, talleres, comunicacio-
nes, paneles y grupos de trabajo.

También habra, simultdneamente
conlas sesiones anterioresy como parte
importante de las Jornadas, activida-
des de animacién matematica:

¢ Concurso-exposicion de fotogra-

fia matematica.

* Rutas matematicas por Madrid.

¢ Exposicion de instrumentos de

calculo antiguos.

e Exposicion de instrumentos de

medida tradicionales.

* Exposicion de libros de texto

antiguos.

e Visitas especiales al Planetario

y al Museo de la Ciencia.

* Muestras de software y videos

didacticos.

* Exposicion de libros y material

didactico.

Informacidén general
Lugar y fechas
Facultad de Matematicas de la Uni-

versidad Complutense de Madrid, los
dias 14, 15y 16 de septiembre de 1995.
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Cuotas de Inscripcién

Antes del 1-1II-95

Después del 1-1II-95

Socios/as
de la FESPM 12.000 ptas. 15.000 ptas.
No Socios/as 15.000 ptas. 18.000 ptas.

Fecha limite: 15-VI-95

Inscripcion
e Formas de pago:
a) Cheque nominativo o
b) Transferencia Bancaria a:

VII JAEM
La Caixa (2100), Oficina 1651,
N2 de cuenta: 0200037279
* Enviar el resguardo de transfe-
rencia o el cheque, junto con la ficha
de inscripcion cumplimentada a:
SEATRA CONGRESOS
Apartado de Correos 247
28230-Las Rozas (Madrid)
TIf.: (91) 6370560
ax: (91) 6377862

Anulaciones

So6lo seran atendidas aquellas
solicitudes de reembolso de inscrip-
cion realizadas antes del 30 de junio
de 1995.

Alojamiento

Se han concertado precios espe-
ciales (5.000 ptas./dia habitacion
simple con ducha y pension comple-
ta), en los siguientes Colegios Mayo-
res:

C.M. Chaminade,
P? Juan XXIII, 9,
TIf.: (91) 5545400.
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Asistencia limitada a 800 personas.

C.M. Loyola,
P? Juan XX1II, 17,
TIf.: (91) 5340404.

C.M. Elias Ahuja,
P® Juan XXI1I, 21,
TIf.: (91) 5337700.

También se dispone de plazas en
el Hotel Gran Via, C/. Gran Via, 25,
TIf.: (91) 5221121, Fax: (91) 5212424,
(precio habitacién/dia incluyendo
desayuno y 6% del IVA).

H. Gran Via

— Habitacién doble

Uso individual: 8.015 ptas.
— Habitacién doble

Uso doble: 10.685 ptas.

* El pago se hara directamente en
el Hotel o Colegio Mayor.

* Serecomienda solicitar lareser-
va con la maxima antelacién.

* Al realizar su reserva, y para
beneficiarse de estos precios,
identifiquese como participante
de las VII JAEM.

Almuerzo

Se pondran a disposicién de las
personas inscritas bonos para co-

mer en la misma Ciudad Universita-
ria con precios no superiores a 800
ptas. por comida.

Viajes

Se estan gestionando con RENFE
descuentos especiales para viagjar a
las VII JAEM.

¢ Comité Organizador:
SMPM

“Emma Castelnuovo”

Facultad de Matematicas
Despacho n® 519
Ciudad Universitaria
28040-Madrid

Tif.+Fax: (91) 394 45 80

* Secretaia Técnica:
SEATRA CONGRESOS
Apartado de Correos 247
28230-Las Rozas (Madrid)
TIf.: (91) 637 05 60
Fax: (91) 637 78 62

Convoca: Federacion Espariola de
Sociedades de Profesores

de Matemdticas

Organiza: Sociedad Madrileria de
Profesores de Matemdaticas

“Emma Castelnuovo”.
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Vil JAEM

PRESENTACION DE CONTRIBUCIONES

» Si piensa presentar una contribucion rogamos nos envie cuanto antes fotocopia de esta ficha debidamente
cumplimentada. Una vez recibida le remitiremos las normas para la presentacion.

Apellidos . . oo e Nombre .......... ... ...
Domicilio . ....... ... o i e Teléfono . .......c i
Localidad . ........... . i, Codigo Postal. . . . .. Provincia .................

* TEMA en el que encuadra su contenido (segiin la numeracién del programa):

a1 a2 a3 a4 ab5 a6 a7 VDS a9 Q11 12 13

e NIVEL educativo al que dirige la contribucion:

Vil JAEM

Apellidos . .. oo e NOombIe . ......c.ovvivnivevnnn
Domicilio .. ... NIF . ... Teléfono . .................
Localidad .......... .. v, Codigo Postal. .. ... Provincia .................

¢Pertenece a alguna Sociedad de la FESPM? 4 S1 d No JACUal? ...

Indique por orden de preferencia los temas del programa que mas le interesen: 1° | 2° | 3¢ ]
Datos profesionales

Centro de trabajo . . . . v vt e e e e
DomiCIHO . . o .o e e
Codigo Postal. . ....... Localidad . ........ . Provincia.............

Ol cheque nominativo o comprobante de transferencia bancaria.

SEATRA » Apdo. Correos 247+ 28230-Las Rozas (Madrid) « TIf.: (91) 637 05 60 » Fax: (91) 637 78 62
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Informe sobre el
II CIBEM II
(II Congreso
Iberoamericano de
Educacion Matematica)

Entre los dias 17 y 24 de julio de
1994 tuvo lugar el II CIBEM en la
ciudad de Blumenau (Brasil),
organizado porla Sociedad Brasileira
de Educagao Matematica, bajo la
coordinacién de los Profesores José
Valdir y Maria Salett, de la
Universidad de Regional de
Blumenau.

Asistieron méas de novecientos
congresistas de veintidds paises,
entre ellos unos cincuenta espafioles.
En las sesiones de apertura y de
clausura fueron homenajeados los
profesores Luis a. Santalo
(Argentina), Maria L. Leite Lopez,
Benedito Castrucci, Ubiratan
D'Ambrosio (Brasil), y Gonzalo
Sanchez Vazquez (Espafia). Este
agradeci6 y acepté el homenaje,
considerando que estaba dedicado a
todo el movimiento esparfiol de
profesores de matematicas, que habia
impulsado la organizacién del I
. CIBEM en Sevilla.

Conferencias Plenarias

* “Trabajo de proyecto y apren-
dizaje de las Matematicas”, a
cargo del Profesor Paulo
Abrantes, de la Universidad de
Lisboa (Portugal).

* “Inteligencia multiple: el lugar
de las Matematicas y del
Lenguaje en el espectro de
competencias”, a cargo del
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Profesor Nilson José Machado,
de Sao Paulo (Brasil).

* “Etnomatematica-Didactica
Fenomenolégica-Escuela”, a
cargo dela ProfesoraIsabel Soto
Cornejo (Chile).

* Interrogantes en la ensefianza
de las Matematicas” a cargo del
Profesor Antonio Pérez Jiménez,
de Sevilla (Espana).

Las dos primeras conferencias
fueron pronunciadas en portugués,
y las dos ultimas en esparfiol, que
fueron los idiomas oficiales del
Congreso.

La conferencia de nuestro
comparfiero Antonio Pérez fuela de la
clausura del II CIBEM, donde se
analizaron los nuevos enfoques
curriculares, que han de tener al
profesor como principal protagonista.

Mesas Redondas

MR1 “La mujer iberoamericana
en la educacién matematica”.

MR2 “Sociedad democratica y
educacién matematica”.

MR3 “Calidad en la educacién
matematica.

MR4 “Iberoamérica
escenario internacional de la
educacién matematica”, en la que
fueron ponentes los Profesores
Ubirattan D'Ambrosio y Eduardo
Luna (Rep. Dominicana), actual
Presidente del Comité Interamericano
de Educacion Matematica”.

MRS5 “Filosofia en la educacién
matematica”.

MR6 “Historia de la Matematica
iberoamericana”, conla participacién

como

del Profesor Mariano Hormigén (Univ.
de Zaragoza).

En cuanto alas miniconferencias,
se dan los titulos como anterior-
mente, que reflejan su alto interés:

* “2Qué Matematica debe
ensenarse en este final de mile-
nio?”, del Prof. Ubiratan
D'Ambrosio.

* “Viajes portugueses del siglo
XVyensenanza de las Matema-
ticas”, del Prof. Eduardo Veloso
(Univ. de Lisboa).

* “Calculadoras graficas y
precélculo”, del Prof. Pedro
Gomez Guzman (Bogota,
Colombia).

* “Estudiando el conocimiento
_practico del profesor de
matematicas”, del Prof. Julio
Mosquera (Caracas, Venezuela).

* “La educacién matematica y el
curriculo tradicional”, del Prof.
Luiz Marcio Pereira (Sao Paulo,
Brasil).

* “Matematicay creatividad”, del
Prof. Ricardo Kubrusky (Rio de
Janeiro, Brasil).

* “De la ansiedad matematica al
sabor del descubrimiento”, del
Prof. Luiz Roberto Dante
(Brasil).

* “Matematica y calidad de vida:
una cooperacion fructifera”, del
Prof. Joao Meyer (Campinas,
Brasil).
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* “Cuestiones prioritarias en la
investigacion sobre la didactica
de la geometria”, del Prof.
Claude (Quebec,
Canada).

Gaulin

* “Superandolos discursosvacios
en educacién matematica
mediante el desarrollo y
validacion de constructors” del
Prof. Patricio Montero (Santiago
de Chile, Chile).

* “La etnomatematica y el aula”,
del Prof. Geraldo Pompeu
(Campinas, Brasil).

Grupos de Trabajo y Comuni-
caciones

Lostemas delos grupos de trabajo
fueron: Ensefianza de la geometria,
Educacién indigena, Formacién del
educador matematico, Resolucion de
problemas, Ensefianza del célculo,
Etnomatematica, Informatica y
educacién matematica, Psicologiaen
la educacién matematica, Matema-
ticay arte, Organizacion del apoyo a
la investigacion en educacién
matematica, Matematicas fuera del
aula (olimpiadas, ferias y clubes),
Nuevas tecnologias, Lenguaje y
matematicas, Historia comorecursos
didactico para la ensefianza de las
matematicas, Matematicas y ecolo-
gia, Educacién matematica y movi-
mientos sociales.

Este II CIBEM ha sido extraor-
dinario por la riqueza de grupos y el
entusiasmo de los participantes. Una
pruebadeinterésy avidez por todolo
que concierne a las nuevas tenden-
cias en educacién matematica es la

presentacion de tres candidaturas
para la celebracion del préximo
CIBEM.

Se presentaron mas de ciento
cincuenta comunicaciones, que seria
imposible resefnar en este breve
informe, pero que indican por su
numero y contenido de la densidad
delas actividades. Entre ellas habria
que reseflar las de nuestros
companeros espaﬁoles‘1 Blas Ruiz
Jiménez, José Ramoén Vizmanos,
Juan Nunez, José Munoz, Manuel
Fernandez, Antonio Leo6n, Elena
Ausejo.

Por otra parte, fue constante la
demanda de informacién sobre las
actividades de las Sociedades
Espafnioles de Profesores, las
suscripciones a nuestras revistas, el
intercambio de material, la peticion
de envio del primer anuncio del ICME-
8 y el compromiso de intercambio
con muchas revistas de educaciéon

iberoamericanas.

Otras Actividades

* Presentacion del ICME-S8:
Después de
intervencion sobre el tema del

una breve

Presidente de la Federacion,
Prof. Manuel Fernandez Reyes,
de la Sociedad Canaria, se
proyect6 un video sobre Sevilla
ylacelebracién en julio de 1996
del ICME-8,
impresionante, lloviendo las

con un éxito

peticiones de solicitudes de
inscripcién, que presagia la
presencia activay numerosa de
los colegas iberoamericanos.

* Stand de la SAEM “Thales”:
Todos lo ejemplares de los
“Estandares Curriculares”, de
las “Addenda”, y de ntimeros de
nuestra revista EPSILON, se
agotaron rapidamente, apenas
en dos dias,
inscripciones, incluso algunas
inscripciones en nuestra
Sociedad, asi como peticiones
de informacién del ICME-8,
fueron atendidas en el stand
por los comparieros del grupo,
especialmente por Concha
Garcia Severdén, Antonio
Aranda, Juan Nunez, y José
Munoz.

Numerosas

* Coordinadora de los CIBEM:
En una reunién especial se acodé
nombrar una Comisién Internacional
para coordinar los Congresos
Iberoamericanos y mantener
relaciones entre los paises en el vacio
de cuatro afios que queda entre ellos.
La Comisién quedé constituida por
los profesores Eduardo Luna (Rep.
Dominicana). Ubiratan D'Ambrosio,
(Brasil), Paulo Abrantes (Portugal),
Gonzalo Sanchez Vazquez (Espana),
y el profesor Guerra, representante
de Meéjico, que ha asumido la
organizacién del IIl CIBEM, en 1998.

En un resumen, un congreso
brillantemente organizado, con un
programa cientifico y didactico muy
completo, que ha consolidado el
camino abierto en Sevilla por nuestra
Sociedad para robustecer las
relaciones entre los profesores de
Iberoameérica, Portugal y Esparia en
el area de la educacién matematica

SAEM “Thales”
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III Seminario Castellano
Leonés de Enseiianza y
Aprendizaje de las
Matematicas

Durante los dias 22, 23 y 24 de
septiembre de 1994 se han celebrado
las Jornadas de la Sociedad
Castellano-Leonesa en la ciudad de
Astorga (Leon). Han participado unos
150 profesores de toda la regién, que
han asistido a las actividades
organizadas debicamente por el
profesor Antonio Bermejo, presidente
provincial de la Sociedad en Leén y
director del CEP, a través del cual ha
colaborado el MEC.,

La Federaci6n ha estado presente
con su Presidente Honorario Gonzalo
Sanchez Vazquez, tanto en los actos
de inauguracién y clausura, como
en la Mesa Redonda sobre el ICME-
8, que coordiné junto con el profesor
Claudi Alsina, Presidente del Comité
Internacional de Programas de dicho
Congreso.

Hubo tres conferencias plenarias:
“Matematicas y seduccion”, por
Claudio Alsina; “Matematicas en la
educacién”, por el profesor Rafael
Pérez Gomez, y “El pensamiento
geométrico en la ensefianza de la
Matematica”, a cargo del profesor
Miguel de Guzman, presidente de la
Comisiéon Internacional de Ense-
nanzadelas Matematicas, todos ellos
de un altisimo nivel.

Se presentaron diversas comuni-
caciones sobre experiencias en la
clase y propuestas metodologicas,
una exposicion de materiales
didacticos, y se desarrollaron cinco
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Mesas de Trabajo, en cada una de las
cuales participaron de 20 a 30
profesores: “Estadisticas y
probabilidades”, Resolucién de
problemas”, “Funciones y graficas,
“Juegos matematicos”y “Geometria”,
cuyas conclusiones fueron leidas en
la sesi6n de clausura.

Durante las Jornadas, tuvo lugar
la Asamblea General de la Sociedad,
siendo reelegida la actual Junta
Directiva, que preside nuestro
Compariero Constantino de la
Fuente. Felicitamos a todos su
componentes por el nombramiento,
asicomo por el éxito del Ill Seminario
Castellano-Lednes de Ensefianza y
Aprendizaje de las Matematicas.

Gonzalo Sanchez Vizquez
SAEM "Thales”

XI Conferencia
Interamericana de
Educaciéon Matematica

30 de Julio al 4 de Agosto de 1995
Santiago-Chile. Segundo Anuncio

El Comité Internacional de
Educacién Matermatica yla Sociedad
Chilena de Educacién Matematica
invitan a la XI CONFERENCIA
INTERAMERICANA DE EDUCACION
MATEMATICA (IX CIAEM) que se
realizara entre los dias 30 de julio y
4 de agosto de 1995 en el campus de
la Universidad de Santiago de Chile.

Las conferencias anteriores
tuvieronlugar en Bogota (1961), Lima
(1966), Bahia Blanca (1972), Caracas
(1975), Campinas (1979), Guadala-

Jjara (1985), Santo Domingo (1987) y
Miami (1991). Ahora, en los 35 afios
del Comité Interamericano de
Educacién Matematica, nos
reunimos en torno al desafio de
crecimiento que enfrenta Ameéricaen
laactualidad. La cita tiene por objeto
lograr que el conocimiento
matematico, puesto al alcance de
todos, contribuya mas
adecuadamente en el desarrollo
cultural, social y econémico de las
Américas.

Idiomas oficiales

Los idiomas oficiales de la
Conferencia seran: espafol,
portugués einglés. Habra traduccion
simultanea espanol-inglés.

Actividades cientificas

DurantelaIX CIAEM serealizaran
conferencias, paneles de especia-
listas, comunicaciones orales, grupos
de discusién, posters y exhibicion de
materiales.

Ademas, en paralelo a la Confe-
rencia se realizard una actividad
especial para profesores de Matema-
tica que incluye conferencias y
talleres.

Conferencias plenarias

Corresponden a presentaciones
que seranrealizadas por autoridades
educacionales y especialistas
destacados en el drea de Educacién
Matematica.

Conferencias paralelas

Se organizaran conferencias sobre
temas especificos a cargo de
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destacados investigadores. Estas se
llevardn a cabo en forma paralela, de
modo de quelos participantes puedan
optar por aquellos temas que sean
de mayor interés,

Paneles

Los paneles seran sesiones de
trabajo en las cuales especialistas
expondran sus puntos de vista,
experiencias y recomendaciones
acerca de temas especificos. Cada
panel constara de dos sesiones de
una hora y media de duracién. En la
primera, los especialistas presen-
taran su vision y en la segunda,
contestaran las preguntas que la
audiencia haya formulado por escrito
y se iniciara la discusion.

Los paneles programados son:

Panel 1

Tendencias, enfoques y politicas:
Analisis critico de los problemas y
enfoque delaEducacion Matematica
enlaultima décaday surelacién con
las politicas educativas y de
desarrollo de los paises americanos.

Panel 2

Estandares curriculares y de
evaluacién: Discusion acerca del
marco de referencia operativo para
seleccionar, organizar y evaluar los
aprendizajes matematicos para el
siglo XXI.

Panel 3

Tecnologia informatica y de
comunicaciones: Analisis de los
logros, los desafios, los problemas y
los cambios en la cultura escolar que

plantea la incorporacion de la
tecnologia informatica, las comuni-
caciones y las calculadoras en la
Educacion Matematica.

Panel 4

Investigaciéon en Educacion
Matematica: Estado actual de la
investigacion en Educacion Mate-
matica y el desarrollo de la teoria en
el area. Debate sobre la generacion
de conocimiento en esta area y su
impacto en el desarrollo Intera-
mericano.

Comunicaciones

Sesiones breves, donde una
persona o equipo expondra, en no
mas de 20 minutos, su trabajo
realizado en el area de educacién
matematica. Adicionalmente, se
dispondra de 10 minutos para
preguntas por parte de los asistentes.

Grupo de Discusion

Habra sesiones especiales para el
trabajo de grupos de discusi6én, donde
se reuniran varios investigadores a
intercambiar ideas, con el fin de
profundizar, realizar portes y
proponer lineas de accién para el
futuro, en algiin tema especifico.

El programa contempla tres
reuniones. En la primera, el
encargado del grupo presentara el
tema a través de un documento base
v se abrira el debate. En la segunda
se continuara conla discusiéon. Y por
ultimo, enla tercera se sistematizara
lainformacién mediante la redaccion
de un documento final.

Pésters

Los posters son exhibiciones
graficas, donde, a través de carteles

especialmente disefiados, los autores
presentaran trabajos realizados en
el area de educacion matematica.

El encargado del poster debera
permanecer junto a él durante el
tiempo destinado a ello para
responder consultas respecto al
trabajo presentado. Ademas, los
autores pueden preparar un
documento done se expone en
extenso el contenido del poster para
distribuirlo durante la sesioén.

El poster debe ser confeccionado
de manera tal que sea claramente
legible a la distancia de un metro y
contener una descripcion concisa
de:

a. Tituloy objetivos del trabajo o
investigacion.

b. Autores, material, equipo y
procedimiento.

c. Resultados.

d. Conclusiones.

Exhibicién de Materiales

Consistira en la exposicién y
demostracién de materiales que una
persona o un grupo haya creado
parala ensefianza de la matematica.
Incluye software y materiales
comerciales.

Otras actividades

El programa contempla ademas
la realizacién de un coctel de bienve-
nida, una “Noche Internacional” y
una dia libre donde se podra optar
por un paseo a la costa o a la
cordillera.
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FICHA DE INSCRIPCION IX CIAEM
Apellidos Nombres
Direccion
Codigo Postal Ciudad
Pais Teléfono ( )
Fax ( ) E-Mail
Institucion

Precios y plazos

Inscripcidon:  Hasta el 31 de Marzo de 1995 US $ 100
Hasta el 31 de Mayo de 1995 US $ 150
Después del 31 de Mayo de 1995 US $ 200

FORMA DE PAGO

O Efectivo MONTO ($)

U Tarjeta de Crédito d  Visa U MasterCard

U  Diners 0 Magna
Numero de tarjeta de crédito
Vencimiento de Tarjeta de Crédito DINERS CLUB MASTERCARD
/ —
Mes Afio 2a12  35al0 3224
CUOTAS CUOTAS

Firma: Fecha: [/

Dia Mes Afio

MONTO:

VISA

2a24
CUOTAS

AUTORIZO A TRANSBANK A CARGAR EN MI TARJETA DE CREDITO EL MONTO INDICADO EN ESTE CUPON

U Cheque Nro. Banco

MONTO

Enviar cheque o forma de pago a nombre de EDU-Chile Ltda.
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TIPO DE PARTICIPACION
Comunicacioén oral Posters

Grupo de discusién Exhibicién de materiales
Tema de interés

Titulo:

Autor(es): Sefiale apellidos: Paterno, Materno, Nombres

Datos de Edicién:

Institucién - Departamento - Area

Ciudad/ Pais/ Dia/ Mes/ Ano/

Proyecto:

Titulo:

Institucién Patrocinadora:

Institucién Auspiciadora:

Material de Apoyo Necesario

O Retroproyector [  Computador (especificar) U  Data-Show

Otros (especificar)

Enviar Ficha de Inscripciéon y Resumen a:
Fidel Oteiza M.
Presidente Comisién Organizadora IX CIAEM
Universidad de Santiago de Chile
Dpto. de Matematica y Cs. de la Computacién
Casilla 33081 Correo 33 Santiago-Chile.

E-mail: foteiza @ euclides.usach.cl
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RESENAS

IV Olimpiada
Matematica Nacional
Espaiola

La Federaciéon Espariola de So-
ciedades de Profesores de Matemati-
cas acaba de publicar el libro “IV
OLIMPIADA MATEMATICA NACIO-
NAL ESPANOLA” en el que aparecen
ejercicios y pruebas que se han cele-
brado en las diferentes sociedades
de la Federacion.

Los interesados pueden realizar
los pedidos a:

(1) Para socios/as:

Secretaria General Federacién
Apartado 329. La Laguna
38201. TENERIFE
Tfno. - Fax: 922 - 261250.

(2) Para no socios/as:
Libreria Universitas
Avda. Colén 9
06005. BADAJOZ
Fax: 924 - 274656

Estandares Curriculares
y de Evaluacién para la
Educacién Matematica

En Diciembre de 1991, la SAEM
“Thales” presentaba la edicion espa-
fiola delos “Estandares Curriculares
y de Evaluacién para la Educacion
Matematica”. Tal fue la acogida que
fue necesaria una segunda edicion
en julio de 1992,

Con ello se pretenziia contribuir a
que todos los profesores y, en parti-
cular los socios, dispusiesen de ese
extraordinario documento.

Con la intencién de poner a dis-
posicion de los profesores que im-
parten los niveles correspondientes
a Infantil, Primaria y Secundaria
aparecen tres fasciculos: Nivel Ini-
cial; Desarrollo del Significado Nu-
meérico y Conexiones Matematicas.

La Junta Directiva de la SAEM
“Thales” espera que con la favorable

acogida que tenga la edicién de estos
tres ejemplares se marcara el reto
de: continuar traduciendo y editan-
do los siguientes documentos de las
Addenda Series.

Los interesados podran dirigirse a:

SAEM “Thales”

Facultad de Matematicas
Apartado 1150
41080 - SEVILLA

Teléfono:
95 - 4623658

Fax:
95 - 4236378
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MISCELANEA

Los Caminos a Santiago: Entornos

matematicos

Maria Victoria Veguin Casas

e
Las matematicas como proceso cultural estan siempre vinculadas a un espacio y un

tiempo. Por tanto en cualquier manifestacién histérica,

mensajes matematicos.

Introduccién

El origen de estas lineas fue una
pregunta que me hice mientras rea-
lizaba a pie el Camino de Santiago.
Cerca de Molinaseca, pequena villa
leonesa situada en el descenso de
uno de los hitos de la peregrinacion
Jjacobea, me pregunté ¢qué huellas
matematicas se pueden encontrar
en esta via milenaria? Esta cuestion
qued6 archivada en mi memoria
diversificAndose en otras cuestiones:
¢qué conexiones pueden existir en-
tre Matematicas e itinerarios? jcua-
les serian las sefnas de identidad de
la Matematica asociada a la Via de
Comunicacién Medieval que fue el
Camino hacia el Campus Stellae? sa
queé se podria llamar huella matema-
tica? 4contribuyeron durante aque-
llos siglos esos viajeros a la Historia
de las Matematicas?

He encontrado estudios sobre
aspectos muy diversos de la Historia

72 &WTA  18/1994

y la Cultura del Camino. Ninguna
referencia a las Matematicas. No
obstante, las Matematicas como
proceso cultural estan siempre vin-
culadas a un espacio y un tiempo.
Por tanto, en cualquier manifestacion
histérica, siempre se encuentran
implicitos mensajes matemaéticos.
Nuestro reto, en ocasiones, y ésta
puede ser una de ellas, estan en
descubrir esa explicacién. De esta
manera, ayudariamos a romper el
hiato existente alo largo de los siglos
entre Matematicas y Cultura. Y la
cultura europea de hoy es deudora
del esfuerzo de todos aquellos hom-
bres y mujeres que durante un
milenio han viajado desde los luga-
res mas diversos hasta Compostela.

Los Caminos a Santiago
Para comprender el fenémeno

Jacobeo hay que hacer el esfuerzo de
situarse en la Europa, impregnada

“de laidea de Dios, se organizaban a

siempre se encuentran implicitos

través de Ordenes religiosas, como
la de Cluny, verdaderos “tours” tu-
risticos. Estos tours se hacian me-
diante itinerarios que unian san-
tuarios donde se conservaban reli-
quias. Toda la Cristiandad estaba
surcada de lugares de peregrinacion.

Las cuatro Vias Francesas, se-
guan el Cédice Calixtinus, mas tran-
sitadas por los europeos en su viaje
a la tumba del Apéstol eran:

1) La Via Tolosana que traia los
peregrinos de Italiay Orientey va por
Saint Gillies, Montpelliery Toulouse.

2) La Via Podiensis que traia los
peregrinos del este europeo por Santa
Maria del Puy, Santa Fe de Conques,
y San Pedro de Moissac.

3) LaViade Lemosina, de Bélgica,
Champanay Lorena, por Santa Mara
deVezelay, San Leonardo de Limoges
y Perigueux.
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4) La Via de Paris, que descendia
por San Martin de Tours, San Hilario
de Poitiers, San Juan de Angely y
Burdeos.

La primera Via desemboca en la
Peninsula en Somport. Las otras tres
en Roncesvalles. La unificacién den-
tro de la Peninsula se efectuaba en
Puente la Reina. Desde alli conti-
nuaba un Unico itinerario, el Cami-
noen singular, por Pamplona, Najera,
Estella, Burgos, Fromista, Leon,
Villafranca del Bierzo, Samos y al
final Santiago.

Existieron otras cuatro rutas no-
tables por el interior de la peninsula:

La Via de la Plata: desde Mérida
por Plasencia, Béjar, Salamanca,
Zamora, Verin y Orense.

El Camino Inglés: desde la Coru-
fia. Por él marchaban los ingleses e
irlandeses que llegaban por mar.

El Camino Portugués, por la cos-
ta desde Tuy.

La ruta Cantabrica: Iran,
Hernani, Bilbao, Oviedo, Lugo y
Santiago.

Hay, por tanto, muchos posibles
entornos de investigacion matemati-
ca.

Matematicas y Caminos

Las posibles conexiones entre
ambos términos dependeran del
punto de vista que adoptemos sobre
las Matematicas. Los que opinan,
como Galileo, que el libro de la natu-
raleza esta escrito en codigos y leyes
matematicas, encontrarian por esta
via un motivo de estudio.

Los monasterios, iglesias, cate-
drales, antiguos hospitales y puen-
tes, que jalonan las diversas rutas,
nos dan la oportunidad de estudiary
explicar la geometria implicita en
sus piedras.
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Arcas, arquetas, pixides y demas
objetos jacobeos conservados en los
museos nos brindan también la ea-
siébn de ser tratados matematica-
mente.

No obstante, lo que caracterizé al
Camino, lo que le ha dado su esencia
como hecho histérico fue el ser una
Via de intercambio de lenguas y
culturas. En la matematica practi-
cada por los peregrinos en el trans-
curso de su viaje habria también
intercambio de informacién. Inter-
cambio que pudo contribuir al
avance de las Matematicas en el
Medioevo, y en el cual encontrarian,
en mi opinion, las Matematicas aso-
ciadas al Camino, sus sefas de
identidad.

Conjeturas

Si analizamos la vida de los pere-
grinos durante las diversas jornadas,
encontramos quelas cuestiones prac-
ticas basicas que tienen que resolver
son esencialmente las mismas hoy
que hace ocho siglos. Estas cuestio-
nes son, antes de la ruta, preparar
todo lo necesario para poder
efectuarla. Durante las etapas: co-
mer, beber, descansar, dormir, pro-
veerse deloimprescindible para el dia
siguiente, adquirir algtn recuerdo en
los mercados locales, etc. Para resol-
verlas es necesario comprar y vender.
Pero hoy, al comprar y vender no
hacemos avanzar nuestra disciplina.
Los hombres medievales, de alguna
manera, si lo hacian. Lo hacian al
verse en la constante necesidad de
buscar equivalencias.

Como consecuencia de la
fragmentaci6n en pequefos estados
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dela Europa feudal circulaban porla
ruta numerosas monedas cristianas
y arabes. En los sistemas moneta-
rios europeos de los siglos XI, XII la
moneda que mas se utilizaba era el
dinero de velldn, aleacién de cobre
y plata. Sus miiltiples eran el sueldo
y la libra. Pero de region en regién
cambiaba la aleacion y el peso de la
libra. En torno al 1170 se empez6 a
acunar, en Castilla, moneda de oro a
imitacion arabe: los maravedis.

Habia que establecer equivalen-
cias entre todas las monedas. Hubo
cambistas que se especializaban en
los calculos, que en aquellos tiempos
tenian naturaleza de problema y no
de simple ejercicio.

En una de las vifietas de Las
Cantigas de Santa Maria, la obra
cumbre de Alfonso X el Sabio, se
refleja un cambista pesando las
monedas.

También tendrian que buscar
equivalencias entre las unidades de
medida. Por cierto, en Galicia una
unidad de medida de grano pequefia
es precisamente la escudilla. Y la
escudilla, pieza de la vajilla para
tomar el alimento, es algo que siem-
pre llevaba consigo el peregrino.

Y lo mas importante: equivalen-
cia entre los dos sistemas de nume-
racion. Como sabemos, uno de los
hechos matematicos més notables
acaecidos durante la Edad Media es
la introduccion y difusién de las ci-
fras indias y del calculo con ellas.
Suceso no del todo esclarecido por
los historiadores. El matematico
Gerberto (941? - 1003) luego Papa
Silvestre II, en su primera obra

Regulae de numerorum abaci rationi
trata estas cuestiones. Silvestre II
quizas conoci6 estos calculos a tra-
vés de un manuscrito desaparecido
a un tal José el Espanol (Fernandez
de Cordoba, pag. 32-34).

Lo cierto es que la difusién del
nuevo calculo fue muy lenta y tuvo
que vencer las dificultades creadas
por todos aquellos que no querian
abandonar su rutina. Prueba de ello,
es que tres siglos después, en 1299,
se prohibia a los banqueros
florentinos el calculo con cifrasindias
(Fernandez de Cérdoba, pag. 101).

Como conjetura, podemos atri-
buir alaidayvuelta a Santiago en la
que participaron durante los siglos
XI, XII y XIII, miles de europeos,
entre ellos hombres cultos, un cierto
peso en la difusién de la ventaja del
célculo con cifras indias.

Podemos establecer en este tema
un paralelismo entre Matematicas y
Musica; ya que en los mismos siglos
se difundié en nuestro pais el nuevo
sistema de notaciéon musical.

Huellas Matematicas

La busqueda de las huellas ma-
tematicas que esos viajeros dejaron
en los distintos cddigos de comuni-
cacidn, requiere aunar muchos es-
fuerzos, ya que pueden aparecer
donde menos se esperen.

Algunas pautas de busqueda
pueden ser las siguientes:

1) Localizaciéon de documentos
relativos a la peregrinacion que pu-
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dieran tener alguna relacion con las
matematicas.

Un pequerio ejemplo que nos in-
forma de unidades de medida nos lo
proporciona el salario del limosnero
de Roncesvalles en 1610 “doce duca-
dos, cuatro robos de trigo y una
carga de vino” que aparece en la
Historia de Pamplona escrita por
Ibarra, en la documentacion conte-
nida en la investigacion llevada a
cabo por Vazquez Parga, Lacarra y
Uria.

2) Analisis del pensamiento ma-
tematico contenido en los diarios de
los peregrinos.

La primera guia de la peregrina-
cién, referencia obligada al tratar
este tema, esta contenida en un
manuscrito de siglo XII conocido con
el nombre de Codex Calixtinus.

El capitulo II de dicha guia esta
dedicado a las Jornadas del Camino
de Santiago. No hay en la descrip-
cion de las etapas ninguna referen-
cia cuantiva pero sorprende su im-
precisién al adjetivar por igual a
etapa de longitud muy diferente. Re-
producimos el comienzo del capitu-
lo:

“Desde el Somport a Puente la
Reina, hay tres cortas etapas. La
primera va de Borce, una villa situa-
da al pie del Somport en la vertiente
de Gascuia, hastaJaca. La segunda
va de Jaca a Monreal. La tercera, de
Monreal a Puente la Reina”.

En Kms. las etapas miden 27, 36,
97.

En la descripcion de las 13 eta-
pas del Port de Cize a Santiago la
Guia continua calificando con adje-
tivos similares etapas de longitudes
muy diferentes.

Elinterés del autor pudo ser indi-
car, globalmente en cuantos dias, se
podia efectuar la ruta a caballo.

Las tnicas referencias a unida-
des de longitud en la Guia son las
siguientes:

* Del Port de Cize, entrada en
Espana, dice: “Tiene ocho millas de
subida y obras ocho de bajada; su
altura es tanta que parece que toca el
cielo”. (Bravo Lozano, pag. 34).

*“Labasilica de Santiago tiene de
longitud 63 alzadas de hombre, a
saber, desde la puerta occidental
hasta el altar del Salvador. De an-
chura, en cambio, desde la puerta
Francesa hasta el mediodia tiene 39.
La altura interior es de 14 alzadas.
Su longitud y su anchura por fuera
no hay quien lo pueda saber” (Bravo
Lozano, pag. 69).

* Al referirse al Paraiso de la
Ciudad, el atrio de la Catedral, dice:
“La extension del Paraiso es de un
tiro de piedra por cada lado”. (Bravo
Lozano, pag. 72).

Se conservan otros itinerarios del
siglo XV. Por ejemplo el del Sr. de
Cumont y el de Herman Kiinig von
Vach. Ellos si que especifican dis-
tancias entre las etapas, en millas;
siendo ésta la tiica referencia mate-
matica.

Referencias

Los caminos a Santiago pueden
ser un telén de fondo adecuado para
explicar la historia del uso de las
Matematicas enlavida cotidianaalo
largo de los siglos.

La Unesco declar6 a Santiago, en
1985, Patrimonio Universal de la
Humanidad. El Consejo de Europa
reconoce, en 1987, al Camino como
Primer Itinerario Cultural Europeo.
Por tanto ¢qué mejor simbolo de
integraciéon entre Matematicas y
Cultura que éste?

También podria ser un intere-
sante telon de fondo en el ICME VIII
para alguna de las actividades pre-
vistas; por ejemplo para la de uni-
dades de medida.

Se puede establecer un cierto
paralelismo entre el ICME VIII, como
representante de cualquier Congre-
soy el Camino. En ambos el progreso
surge del mismo motivo: el encuen-
troyla comunicacion entre personas
de diferentes culturas Comunicacion
que en este caso serviria para animar
a nuestros compareros europeos a
iniciar o continuar un trabajo de
investigacion a través de los itinera-
rios hacia Santiago en sus respecti-
vOs paises.
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* MINISTERIO DE CULTURA Vida y
peregrinacién. Madrid. Editorial Electa.
1998.

* VERA FERNANDEZ DE CORDOBA,
RAFAEL. La Matematica en el Occiden-
te Latino Medieval. Diputacion de
Badajoz. 1991.

* TORROBA BERNALDO DE QUIROS,
FELIPE. El Camino de Santiago. Oviedo.
Editorial Gea. 1993.
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Una experiencia de coeducacion en el area
de matematicas

Introduccion

Dentro del trabajo que veniamos
realizando en el Seminario Perma-
nente de Coeducacion del C.E.P. de
Cuevas del Almanzora (Almeria), nos
planteamos, en el curso 93/94, la
necesidad de ir concretando activi-
dades para el aula, con objetivos
coeducativos, pero desarrollando
contenidos propios del curriculum
de cada area. Laidea que guiaba este
planteamiento era que los ejes
transversales y, en concreto la co-
educacién, impregnen el curriculum.

Descripcion de la experiencia

La experiencia que describimos a
continuacién fue llevada a cabo en el
1.E.S.»ALYANUB» de Vera (Almeria),
que pertenece al ambitodel C.E.P. de
Cuevas del Almanzora. Este centro
contaba el curso 93/94 con 6 grupos
de 4¢ de E.S.0O. Nuestro alumnado
procede de practicamente todos los
municipios de la comarca: pequefios
nucleos rurales o de reciente desa-
rrollo turistico.

La actividad a la que nos referi-
mos pertenece al area de Matemati-
casy se trata de un trabajo de inves-
tigacion estadistica.

Propusimos a nuestras alumnas
y alumnos de 4% de E.S.0O. un trabajo
sobrela situaciénlaboral de lamujer
en los pueblos de la comarca. Alum-
nas y alumnos formaron equipos de
siete u ocho componentes del mismo
pueblo; o de menos, si de alguno de
los pueblos habia menos alumnos. A
cada alumno/a se les suministré el
siguiente guién de trabajo:

TEMA: Situacion laboral de la
mujer.

Se trata de hacer un estudio esta-
distico sobre la situacién laboral de
la mujer en vuestro pueblo.

Para organizar el trabajo, debéis
tener en cuenta lo siguiente:
2.- ¢Qué os interesa conocer
sobre el tema?

Sugerencias:

- Distribucién por edades.

— Distribucién por sectores de
empleo: trabajo en el campo, en in-
dustrias, en tiendas, en negocios
familiares, en oficinas, bares, etc.

—~Relaciénnivel de estudios/pues-
to de trabajo.

M? Encarna Aznar Sanchez
Angeles Lopez Hernandez

- (Estan las mujeres igualmente
remuneradas que los hombres?

- ¢Cuantas mujeres trabajan en
casa o en negocios familiares?

— /Qué opinioén hay sobre el he-
cho de que la mujer trabaje fuera de
casa?

2°,- Recogida de datos.

Tened en cuenta que, sila pobla-
cién es muy numerosa, tal vez sea
interesante escoger una muestra.

3¢.- Presentacion de los datos.

Debéis realizar tablas o graficas
que muestren los aspectos de la si-
tuacion laboral de la mujer que mas
os interese poner de manifiesto, es-
cogiendo en cada caso el tipo de
grafica mas apropiado.

También conviene hacer un co-
mentario sobre lo que los datos y las
graficas estan mostrando.

Los objetivos que pretendiamos
con esta actividad son los siguien-
tes:

A) Coeducativos:

* Que nuestras alumnas y-alum-
nos conozcan la situacion laboral de
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lamujer enlazona; conscientes de la
relativa fiabilidad de los resultados.

* Reflexionar y hacer reflexionar
sobre las desigualdes entre hombres
ymujeres, en particular en el mundo
laboral.

B) Del area de Matematicas:

* Que nuestros alumnos y nues-
tras alumnas se enfrenten a un «au-
téntico probleman: deberan recopilar
gran cantidad de datos, organizar-
los, seleccionar aquellos que sean
significativos para el estudio que
pretendemos realizar, confeccionar
tablasy graficas, sacar conclusiones.

Posteriormente, ya con nuestros
alumnos y alumnas enfrascados en
el trabajo, descubrimos que se esta-
ba cumpliendo otro objetivo, de ca-
racter general ,que en principio no
nos habiamos planteado:

* Para llevar a cabo este trabajo,
alumnas y alumnos debieron tomar
contacto con las instituciones de su
pueblo: Ayuntamiento, Oficina del
INEM, Instituto de la Mujer, Asocia-
ciones Culturales, Biblioteca, Sindi-
catos, etc. En muchos casos acudian
a estos lugares por primera vez o
supieron de su existencia con motivo
del trabajo.

Fijamos un plazo para la entrega
del trabajo y fuimos dando pistas
para resolver los problemas que se
les plantearon durante la confeccion
del mismo.

Después de una lectura de los
trabajos, los devolvimos con las
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anotaciones y correcciones que con-
sideramos pertinentes, parala expo-
sicion en clase y un debate sobre las
conclusiones obtenidas y los aspec-
tos matematicos que habian entrado
en juego.

Las conclusiones que se obtuvie-
ron fueron las esperables en una
zona eminentemente rural y, en al-
gunos pueblos, con un reciente de-
sarrollo turistico:

.

* La mayoria de las mujeres, de
bajo nivel cultural, trabajan como
amas de casa.

* Cuando la mujer trabaja fuera,
lo hace preferentemente en el sector
servicios o en el campo.

* Pese a todo, se observa una
progresiva incorporacién de las mu-
jeres mas jévenes al mundo laboral ;
aunque también sigue siendo fre-
cuente que la mujer deje de trabajar
cuando se casa.

El debate en clase fue muy ani-
mado y fructifero. Destacar del mis-
mo, aparte de los comentarios y opi-
niones sobre los resultados obteni-
dos, la discusion en torno a la elec-
cién de la muestra y la importancia
de hacer una eleccion adecuada para
que los resultados obtenidos sean
fiables.

Una seleccién delos trabajos pre-
sentados se imprimi6 en un cuader-
nillo que se distribuyé entre el
alumnado del centro. Esto significo,
para la mayoria, una gran satisfac-
cion, pues pudieron ver “en letra
impresa” lo que tanto esfuerzo les
habia costado.

Por 1ltimo, y como colofén, tuvo
lugar en el centro, con motivo del dia
8 de marzo, una mesaredonda sobre
salidas profesionales con la que pre-
tendiamos defender la tesis de que el
trabajo no tiene género y que hom-
bres y mujeres estamos igualmente
dotados para realizar cualquier tra-
bajo. Participaron en la misma una
arquitecta, una camionera-empre-
saria, una representante de la politi-
ca local y un educador infantil.

Valoracion

Valoramos muy positivamente la
experiencia desde el puo de vista
profesional, ya que consideramos que
se cumplieron los objetivos que nos
habiamos propuesto e incluso algu-
nos que no nos habiamos propuesto.

También ha resultado una expe-
riencia positiva desde el punto de
vista personal, puesto que la organi-
zacion de la actividad suponia un
reto que vimos superado y porque
creemos que nuestras alumnas y
alumnos disfrutaron y aprendieron,
Creemos que para ellos y ellas fue
una actividad altamente motivadora,
si bien no todos alcanzaron todos los
objetivos. ‘

Resumen

Describimos el trabajo llevado a
cabo por alumnas y alumnos de 4°¢
de E.S.O. del LE.S. “ALYANUB"” de
Vera (Almeria), en torno al tema “Si-
tuacion laboral de la mujer en mi
pueblo”; en el marco del desarrollo
delos contenidos de estadistica en el
area de Matematicas.
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Bibliografia:

*  GUZMAN, M. de; COLERA,J; SALVA-
DOR, A.- Matematicas 1°B.U.P.; Anaya.

* NORTES CHECA, A.- Encuestas y
precios; Editorial Sintesis.

| *  GRUPO CERO.- Anélisis y Estadis-

tica.
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M2 Encarna Aznar Sanchez
Angeles Lopez Hernandez
LE.S. “"Alyanub”

Almeria
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hoja para fotocopiar y enviar

Nombre y Apellidos:
Calle:

CP.:
Tto.: ( )

Poblacién:

Provincia/Pais:

CIF/NIF:

Centro de Trabajo

Firmado: Fecha;

[J Renovacién (N° de suscriptor )*
Oprimera suscripcion

DHa sido antes suscriptor

Deseo suscribirme por 3 niimeros, a partir del nimero en curso al precio:
3.000 pts. particulares y 3.500 pts. Centros./Europa $35 U.S.A./América
y resto del Mundo $45 U.S.A. (Ver condiciones de suscripcién)

a Cheque bancario adjunto
Domiciliacién bancaria
Ociro Postal N° Fecha

* Imprescindible poner el n® de suscriptor

Domiciliacion Bancaria

Senores, les agradeceré que con cargo a mi cuenta corriente/libreta atiendan al recibo
que anualmente les presentara la revista «SUMA» correspondiente al pago de mi

suscripcién a la citada revista.

(S6lo para el Estado Espanol)
Banco/Caja:

mmn

Agencia:

Ne C/C:

Calle:

Poblacion:

C. Postal:

Provincia:

Titular:

Firmado:

Fecha:

Firma:

Condiciones de Suscripcion

Los miembros de cualquiera de las Socie-
dades que componen la Federacién reci-
ben la Revista por el mero hecho de ser
socios. Si no pertenece a ninguna Socie-
dady desearecibir SUMA en su domicilio
envie, debidamente cumplimentado, el
boletin adjunto a Revista SUMA, Apdo.
1304, 21080 Huelva (Espaia). EI nd-
mero de inicio de la suscripcién es siem-
pre el que en ese momento se vaya a editar,
considerdndose los nimeros precedentes
como niimeros atrasados. Dichos nime-
ros, se enviardn previa solicitud
contrarreembolso, al precio de 1,200 pts.
paraEspafiay $ 12 U.S.A. parael resto del
Mundo cada ejemplar, mds gastos de en-
vio, excepto el n® 1 que est4 agotado. Para
‘su comodidad la suscripcién le serd reno-

vada automiticamente al finalizar el periodo
inicial ~ indicado, si no nos comunica por
escrito, su deseo de causar baja.Para
Iberoamérica, Europa y resto del Mundo, s6lo
se aceptard la suscripcién por el importe indi-
cado, mediante transferencia internacional a
lac/cn®101.133920286 de EL MONTE, Caja
de Huelvayy Sevilla, Oficina Principal, sita en
¢/Plus Ultra, 4. 21001 HUELVA (Espafia). Si
decide suscribirse a SUMA, puede optar por
cualquiera de las formas de pago que apare-
cen en el boletin de suscripcién. No obstante
nos permitimos sugerirle la domiciliacién
banciaria como forma mds cémoda de hacer
efectivo el importe de la suscripcién. En ese
casono olviderellenar con letra clara y firmar
y, en el caso de los Centros sellar, los datos
bancarios que aparecen en el boletin.




ASESORES

» Associaci6 de Professors de Matemétiqueé de les Comarques Meridionals.
* Claudi Aguade Bruix

* Ismael Roldan Castro

* Francisco Javier Fernandez
* Rafael Pérez Gomez

* Miguel de la Fuente

* José Mufioz Santoja

|
|
; o Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”.

e Sociedad Asturiana de Educacién Matematica “Agustin de Pedrayes”
* Horacio ‘Gutiérrez Fernandez '
* J. Luis Alvarez Garcia

¢ Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas “Isaac Newton”
* Fernando Hernandez Guarch
* Pilar Acosta Sosa
* Manuel Luis de Armas Cruz
* M2 Pilar Cancion Leon
* Carlos Duque Gémez

e Sociedad Castellano-Leonesa de Profesores de Matematicas
* Antonio Bermejo '
* Francisco L. Esteban

e Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat Valenciana “Al-Kawarizmi”
* Luis Puig Espinosa
* Pascual Pérez Cuenca

e Sociedad Extremena de Educacion Matematica “Ventura Reyes Prosper”
* Abilio Corchete Gonzalez
* Juan Gallardo Calderén

e Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia
* Andrés Marcos Garcia
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El trabajo de la Comisién durante su primera
andadura se centré en la publicacion de una revista,
“La Ensefianza Matematica” y, sobre todo, en la
realizacion de informes para la ensenanza de las
matematicas (Matematicas para estudiantes de Fisi-
cas y Naturales” Milan, 1911.- “Intuicién y experi-
mentacion en la ensefianza secundaria”; Cambridge,
1912; “Introduccion del calculo diferencial e integral
en la secundaria”; Paris, 1914).

(Se paralizan las actividades con el comienzo de
la 12 guerra mundial y la Comisién no vuelve a
levantar cabeza hasta después de la segunda gue-
rra mundial, para convertirse en 1952 en una
Comision de la Unién Matematica Internacional).

Tras la inclusion del ICMI, en 1952, como una
Comision de la Unién Matematica Internacional
(IMU), el ICMI se centra principalmente en aspec-
tos puramente matematicos:

- “El papel de las Matematicas y de los matema-
ticos en el mundo actual” (Amsterdan, 1954).

- “Ensenanza de las matematicas hasta los 15
anos. Bases cientificas de las matematicas en la
ensefianza secundaria y preparacion cientifica del
profesorado de ensenanza secundaria”. (Gine-
bra,1955).

Tras el Congreso de Royaumont, los trabajos del
ICMI se dedican principalmente al desarrollo de las
matematicas modernas en la ensefianza (Congre-
sos de la IMU, Estocolmo, 1962 y Moscu 1966. En
estos Congresos, en los que el ICMI participa como
una seccion, se presentan ponencias tales como:
“Matematicas necesarias para entrar en la Univer-
sidad”; “La influencia de la investigacion matema-
tica en la enseflanza”):

II

El punto de inflexién del ICMI se produce con la
llegada a la presidencia del Profesor Hans
Freudhental, en 1967,

Se lanza entonces la idea de celebrar Congresos
Independientes de los de la IMU, dedicandolos
exclusivamente a la educacion matematica. Nace
asi los ICME’s, celebrandose el primero en Lyon
(Francia) en 1969.

0

1° ICME: LYON -Francia-, 1969.

Asisten unos 600 profesores.

1) La didactica de las matematicas como ciencia
auténoma.

2) Importancia de desarrollar la cooperacion
Internacional del profesorado.

3) Necesidad de la formacion continua de los
profesores de matematicas.

4) Importancia de los niveles basicos (preescolar
y primario) en la ensefianza de las matematicas.

2° ICME: EXETER -Inglaterra-, 1972.

Asisten unos 1.500 profesores.

Se plantean las primeras criticas a la matema-
tica moderna como eje del programa de ensenanza.
Precisamente un insigne matematico, René Thom,
se plantea en su conferencia plenaria: “Las mate-
maticas modernas, ¢Jexisten?”.

32 ICME: Karlsruhe -R.F.A.-, 1976.

Asisten unos 2.000 profesores.

Este tercer Congreso supone un cambio de
rumbo respecto de la tendencia conocida como
matematicas modernas y se hace hincapié en la
utilizacién de las nuevas tecnologias, principai—
mente la informatica.
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Hay que destacar de este Congreso también
la conferencia plenaria del profesor Michael
Atiyah quien dirigiéndose a sus colegas uni-
versitarios decia : “Habéis suprimido a Euclides

'y puedo estar de acuerdo, pero jcémo habéis

programado la geometria en la ensefianza?. |No
hay geometrial”.

Atiyah continué diciendo que la matematica que
estudian los alumnos es todavia mas lejana de la
realidad justamente por el hecho de que sin geome-
tria no se tiene ningun estimulo a observar. Y,
desde un punto de vista teorico, dijo, los matema-
ticos deben reconocer que la intuicion geométrica
constituye la fuente mas expresiva para la investi-
gaciony la comprensién de muchos aspectos de las
diversas ramas de la matematica.

jLa polémica sobre la ensefianza de la geometria
estaba servida!

4* ICME: Berkeley -USA-, 1980.

Se estabiliza el niimero de asistentes en 2000
hasta el 7° ICME.

Es el tnico Congreso en el que el espafiol ha sido
lengua oficial.

La principal conclusiéon de este Congreso se
centra en torno a la recomendacion de que la
Resolucion de Problemas deberia ser el eje directriz
de la ensefianza de los 80.

5° ICME: Adelaide -Australia-, 1984.

El tema estrella durante este Congreso sigue
siendo la Resoluciéon de Problemas.

111

Irrumpe con fuerzala “Matematica para todos”,
que habia sido objeto de uno de los grupos de
trabajo.

Pero es también el Congreso del eclecticismo:
ante la disparidad de métodos y tendencias se
llega a decir “Hay que comer de todo”, es decir
ningan método es mejor que otro; hay que actuar
de acuerdo con los propios condicionantes (de
numero de alumnos, de preparacion del profe-
sor, etc,).

Presentacion de las etnomatematicas, por el
Profesor Ubiratan D’Ambrosio.

6° ICME: Budapest -Hungria-, 1988.

Podemos destacar como puntos interesantes de
este Congreso:

a) El papel que jugaran las nuevas tecnologias
en los anos venideros.

b) Necesidad creciente de la formacién perma-
nente y continua del profesorado.

c) Consolidacion de la educacién matematica
como ciencia auténoma.

Asisten mas de 50 profesores espanoles. El
profesor Claudi Alsina intervino dentro de las
presentaciones nacionales hablando sobre la si-
tuacion de la educacién matematica en nuestro
pais.

7° ICME: Québec -Canada-. 1992.

Primer Congreso presidido por un profesor es-
panol: Miguel del Guzman.



Aumenta el niimero de participantes a 3000, siendo
Espania el 6° pais en ntimero de asistentes (160).

Importante asistencia del profesorado norte-
americano preocupado por los avatares del analisis
en la ensefianza, frente a los intentos de introduc-
cién de la matematica discreta.

Intervencion del Profesor Hawson hablando de
la necesidad de que la educacién matematica debe
extenderse a todos lo niveles, que no es s6lo cosa de
primaria y secundaria. En la ensefianza terciaria,
también hay educacion matematica, afirma.

Se hace un llamamiento para la colaboracion en
un Fondo de Solidaridad del ICMI, que permita la
ayuda a la investigacion den educacién matemati-
ca a profesores de paises de escasos recursos.

Stand y actos de presentacion de la sede espa-
fnola para organizar el 82 ICME.

Intervencién del Presidente de la Federacién en
el acto de Clausura del ICME.



