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El presente articulo expone una introduccién al niimero V2 basada en las ideas que nos
sugieren algunos aspectos de la matematica griega, y en concreto el Libro V de los
Elementos de Euclides. Con él pretendemos que el alumno “haga ciencia” en el sentido de
que imponga hipétesis para que haya (o no haya) niimeros que representen ciertas

distancias o proporciones.

Introduccién histérica

Para los pitagoricos todo era nu-
mero. Su hipétesis de que un seg-
mento continuo esta constituido por
un namero natural de atomos les
permitia comparar dos segmentos
cualesquiera, siendo siempre con-
mensurables —es decir, existe siem-
pre un segmento que es la menor
medida comtin de ambos, que hoy dia
llamamos maximo comun divisor-,
En otras palabras, comparaban dos
segmentos como sifuesen dos niime-
ros naturales- hay que decir que la
idea de proporcién entre numeros
naturalesyalatenianlos pitagéricos—

(AB, CD) = (m, n)

El método que ellos tenian para
obtener esa mayor medida comun
era el algoritmo de antiphairesis,
analogo al algoritmo de Euclides pero
para segmentos.

Su teoria de que todo era nimero
no se contradecia si siempre que se
aplicara el algoritmo de antiphairesis,
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éste tuviera un namero finito de
pasos, es decir, acababa. Sin embar-
go, esto no ocurriria siempre asi: al
aplicarlo a la comparacién de la
diagonal de un pentagono regular
con su lado descubrieron que este
proceso no acababa.

Esto era una catastrofe, echando
por tierra su teoria de que todo era
numero. A partir de ahora la geome-
tria no podria considerarse aritméti-
ca, sino que se tratarian por separa-
do los segmentos y los niimeros.

No obstante, y aunque Euclides
trata por separado la proporcion entre
magnitudes y ntimeros, en la pro-
porcion 5 del Libro X afirma que “las
magnitudes conmensurables tienen
entre si la razén que un ndmero

guarda con otro numero” es decir,
que los numeros hasta cierto punto
se comportan de la misma forma que
la magnitudes.

Si se queria usar ciertas propor-
ciones y obtener resultados sobre
ellas habia que extender el concepto
de proporcién primero a areas. Si,
pero /Como comparar estas areas?

Como las figuras cuyo borde son
rectas se pueden comparar, si busca-
mos una figura C de igual area que F
y otra figura D de igual area que G, el
problema consistiria ahora en com-
parar Cy D. Puntualizar que la equi-
valencia entre dos figuras planas lle-
va implicito el concepto de area desde
un punto de vista més cualitativo que
cuantitativo, seguramente porquelos
griegos no estaban muy interesados
en la matemaética aplicada. Su de-
mostracién de que dos figuras planas
son equivalentes, se basan en resul-
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tados de congruencia de triangulos
(proposicién 4 del Libro I, que curio-
samente esla inica de estelibroen la
que se usan movimientos). Por ejem-
plo en la proposicién 35 del Libro I se
demuestra que “los paralelogramos
que estan sobrelamisma basey entre
las mismas paralelas son iguales en-
tre si”.

Euclides usa este métodos en los
Libros I, Il y IlI, hasta que al parecer
se le agota. Por eso se decide a tratar
el tema de las proporciones en el
LibroV que, segin parece es obra de
Eudoxo, aunque se considera que su
organizacion y algunas variantes se
deben al propio Euclides.

El libro V o libro de las
proporciones

Este libro consta de 18 definicio-
nes y 25 proposiciones. Como ya
hemos dicho tratara de las propor-
ciones entre magnitudes. Aunque
Euclides no define lo que es una
magnitud, suponemos que para él
eran abstracciones o idealizaciones
de objetos geométricos: longitud en
el caso de lineas, area en el caso de
figuras planas, y volumen en el caso
de solidos.

Comienza este libro con las defi-
niciones 1y 2 de divisor -que llama
parte—, y multiplos.

A continuacion -definiciéon 3-
define una razén como una especie
de relacién con respecto al tamarno
entre dos magnitudes de una misma
clase. En esa definicién no se define
nada, al menos hasta que no se
aclare el significado de la palabra

relacién. En este sentido, hay auto-
res que afirman que razén es un
concepto que se deja sentir més fa-
cilmente que definir. Ha habido a lo
largo delahistoria diversas interpre-
taciones del significado de la palabra
“relacién” como cantidad o cuan-
tiplicidad, es decir, nimero de veces
que hay una cantidad en otra de la
misma magnitud. Al parecer la mas
apropiada, segin Heath, es la de
magnitud relativa que no presenta
dificultades de definicion para mag-
nitudes conmensurables (basta
asociarlas a comparacién entre ni-
meros). Sin embargo, Jqué sentido
tiene la palabra relacién entre mag-
nitudes inconmensurables? La ge-
neralizacién de la idea de magnitud
relativa para inconmensurables se
basard en aproximaciones sucesi-
vas. Pongamos el ejemplo del lado
del cuadrado Sy su diagonal D. Sy
D estan en razén porque dado cual-
quier multiplo de D, podremos en-
contrar dos multiplos de los lados,
de forma que uno de ellos sea menor
y el otro sea mayor que el multiplo de
la diagonal.
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La definicion 4 es el postulado de
Eudoxo-Arquimedes: “Se dice que
tienen unarazon entre si dos magni-
tudes que, al ser multiplicadas, una
de ellas puede exceder a la otra”.
Esta definicion es equivalente a la
proposicion 1 del Libro X, que es
fundamental en el calculo
infinitesimal.

La definicién 5, que es la base de
todo el LibroV, introduce la igualdad
entre dos razones: “dicese que la
razon de una magnitud a una segun-

da es igual a la de una tercera a una
cuarta, cuando las primeras y las
terceras igualmente multiplicadas;
0 al mismo tiempo superan, o al
mismo tiempo son iguales, o al mis-
mo tiempo son inferiores, que las
segundasy cuartas igualmente mul-
tiplicadas”. jVaya muerto de defini-
cion! -habra pensado el lector—, Para
aclararla la presentamos con el len-
guaje actual:

“XesaYcomoZesaW si, ysélo
si para todo m,n se da lo siguiente:

SimX >nY, entonces mZ > nW; o
si mX = nY entonces mZ = nW; o si
mX < nY entonces mZ < nW”,

Esta definicién, original de
Eudoxo, es el verdadero embrion de
la definicion de numero real de
Dedekind; de hecho se bas6 en ella
para la suya de “cortaduras”:

“un namero irracional x quedara
definido por dos conjuntos A y B,
tales que:

() A cada ntimero racional se le
asigna un elemento y sélo uno, de A
o B.

(I) Cada ntimero de A es menor
que cada ntimero en B”.

(III) No existe t1ltimo niimero en A
ni primer ntiimero en B”.

Esta construccion de los nameros
reales implica que el orden y la topo-
logia de R no se pueden disociar, ya
que un simple cambio del orden, en
R, alteraria la topologia de la recta.

Obsérvese que mientras en los
Elementos no se tratan los
incomensurables como numeros
—véase proposicién 11 del Libro V-,

Dedekind quiere construir un con-
junto de ntimeros para expresar es-
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tas proporciones. Ademas, notese que
Dedekind no “inventa” el concépto de
irracional, sino que crea una estruc-
tura abstracta en la que no haya
contradicciones. Se trata de un cam-
bio de modelo: el modelo geométrico
de los griegos se sustituye por el
modelo de conjuntos numéricos.

Puesta en practica en el aula.
Introduccién de V2

Una observacion se deduce de lo
anterior, que implicara nuestra
propuesta en el aula: las aproxima-
ciones se usan para fundamentar o
definir un ntiimero irracional, siendo
la necesidad de fundamentacién ri-
gurosa esencial en el contexto de la
matematicagriega. Sin embargo esta
fundamentacion,
aproximaciones, carece de sentido
para un alumno de 14 o 15 afos
(“tanto rigor ¢para qué?”). Creemos
que el alumno lograra verle mas sig-
nificado a las irracionales como na-

a través de

mero que representan distancias.

NOTA: no criticamos aqui el he-
cho d que el alumno busque aproxi-
maciones decimales de irracionales,
sino que use éstas como definicién o
fundamento para suintroduccién. Por
efemplo en algunos libros de texto se
le da al alumno una sucesion de ra-
cionales que converge por la izquier-
da a2y otra andloga porla derecha,
presentandole2 como el niimero que
queda en medio de las dos sucesio-
nes. De este modo el alumno puede
pensar que no ha sido lo suficiente-
mente habil como paradescubrir nues-
tro nitmero, cuando de lo que se trata

es que lo invente él.

Suponemos conocidos por nues-
tros alumnos los ntimeros natura-
les, enteros y racionales.
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Planteamosla siguiente cuestion:
JHabra un namero que relacione la
diagonal de un cuadrado con su
lado?

Daremos los siguientes pasos:

a) Aunque los pitagéricos pensa-
ron que ese “numero” D venia dado
por una fraccioén, se puede demos-
trar que esto no es cierto. (Creemos
que para un curso de 1°de BUP esta
demostraciéon se debe omitir, aun-
que podria intentarse explicando
previamente el algoritmo de
antiphairesis y viendo que en este
caso no acababa).

b) Si nos fijamos en el cuadrado
delado 1, por el teorema de Pitagoras:

D2=12+ 12
D?=2

¢} Por tanto, si queremos que D
sea unnuamero tendremos que crearlo
de forma que cumpla las propieda-
desdeD, es decir que su cuadrado 2,
y lo llamaremos raiz cuadrada de 2,
escribiendo D = V2.

Obsérvese que esta idea nos vale
no so6lo para construir \/2_ sino para
obtener el conjunto de los niimeros
irracionales y, en general cualquier
conjunto numeérico, o cualquier con-
cepto que venga dado por propieda-
des, por ejemplo:

— Si queremos expresar la carac-
teristica comun entre distintos gru-
pos con la misma cantidad de cosas,
inventamos los niimeros naturales.

— Si queremos expresar numeri-
camente la diferencia entre dos na-
meros naturales, creamos los ntime-
ros enteros.

— Si queremos que existan unos
nuameros que expresen la relacién
entre dos enteros, los creamos y
tendremos los racionales.

— Si queremos que todas las
ecuaciones de 22 grado tengan solu-
cioén, creamos unos numeros que
representen estas soluciones y ten-
dremos los ntimeros complejos.

— Si queremos que todos los
vectores del mismo modulo, direc-
cién y sentido sean iguales, inventa-
remos el concepto de vector libre, etc.

Asi conseguiremos que el alumno
“invente” en Matematicas, creando
ciertos entes abstractos paralos que
cobren sentido algunas propiedades
intuitivas o que interesa que sean
ciertas.
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