ARTICULOS

Inferencia estadistica en los bachilleratos

Introduccién

Los cambios introducidos en el
Sistema Educativo espafiol con la
paulatina entrada en vigor de la
LOGSE y las distintas disposiciones
legales que la desarrollan son sus-
tanciales.

De todas las importantes modifi-
caciones voy a centrarme en una
pequefia parcela del saber matema-
tico, la Estadistica, y mas atin, en la
Estadistica Inductiva de los tltimos
cursos de la Ensenanza Secundaria
que utiliza el Calculo de Probabilida-
des como soportey fundamentacion.

Posiblemente sean la Estadistica
v la Geometria las partes de la Mate-
matica mas beneficiadas con su
mayor presencia en los curriculos
futuros de toda la ensenanza obliga-
toria. No obstante, los motivos son
diferentes.

En lo que a los contenidos se
refiere, en Geometria se trata de
volver a beber, aunque sea de ma-
nerametodoléogica distinta, de unas
fuentes cerradas por la Ley General
de Educacion donde se apostaba
por una Geometria Algebraica que
posiblemente no tenga en los nive-
les obligatorios el valor formativo y
de desarrollo de estrategias gene-
rales de pensamiento como el razo-

namiento, la intuicién y la visién
espacial que aporta la Geometria
sintética. 0

Sin embargo, en Estadistica se
trata de incorporar a los curricula
conocimientos cuya necesidad y
utilidad son incuestionables en un
mundo cuyo volumen de informa-
cién suministrada va en aumentoy
en el que el progreso de casi todas
las Ciencias valigado ala aplicacién
ydesarrollo de los potentes métodos
estadisticos. Es imprescindible, por
tanto, capacitar a los ciudadanos y
dotarlos de unas herramientas ba-
sicas que, por una parte, les permi-
tan asimilar, criticary contrastar la
informacién recibiday, por otra, les
permitan aplicarlas a los campos
del saber en que desarrollaran su
trabajo.

Larespuesta de la Escuela a una
demanda social de este tipo no se
debe demorar. Los profesores de
Matematicas ademas de actualizar-
nos en diversos aspectos dela didac-
tica también debemos adquirir co-
nocimientos que posiblemente en
algun caso no hayamos recibido en
nuestra formacién inicial ni en la
permanente, como suele ser habi-
tual en Estadistica.

El carécter abierto y escueto de
los curricula de Bachillerato obliga a
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los profesores de cualquier Centro a
matizar y completar la propuesta
atendiendo a las caracteristicas del
alumnado y al entorno en que se
desenvuelve.

Tenemos en nuestras manos la
posibilidad y la responsabilidad de
marcar el rumbo de la nave y para
ello es necesario tener muy claro
cual es el puerto de llegada o mejor,
cual es el puerto donde nuestros
alumnos dispondran de mayores y
mejores comunicaciones con el exte-
rior.

Seguidamente me limitaré a
mencionar de manera lacénica algu-
nos conceptos e ideas fundamenta-
les ambientandolas o desarrollando
en paralelo diversos ejemplos que no
pretenden ser un modelo sino una
excusa para empezar a preguntar-
nos qué podemos y debemos hacer
en el aula. Es necesario, en cual-
quier caso, establecer el entramado
conceptual necesario para que la
aprehension de la Estadistica y sus
meétodos sea significativa para los
alumnos. Los siguientes epigrafes de
contenido no constituyen una se-
cuencia ordenada y los ejemplos
menos aun, maxime cuando ponen
en marcha toda una serie de conte-
nidos que es impensable puedan
desarrollarse en un breve articulo.
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Variable aleatoria

Existe diferencia entre variable
estadistica y variable aleatoria. El
primer término, muy utilizado en
Estadistica descriptiva o elemental,
es la caracteristica en estudio de la
poblacion. La variable aleatoria -cuya
denominacion quizad no sea muy
acertada- es una funcion del espacio
muestral en el conjunto de los nu-
meros reales; la variable indepen-
diente esta formada por todos los
posibles resultados de un experi-
mento aleatorio (lanzamiento de tres
monedas, estaturas de una muestra
de cinco individuos,...).

Unas variables aleatorias espe-
cialmente interesantes en Inferencia
son los estimadores cuya idea
intuitiva es muy comprensible.

De manera natural por extension
delaidea de mediayvarianza deuna
variable estadistica (estudio des-
criptivo) surge la definicién de espe-
ranza (valor medio o valor esperado)
y varianza de una variable aleatoria
donde los valores que toma la varia-
ble se ponderan por las probabilida-
des en vez de por las frecuencias.

Es importante conocer las pro-
piedades basicas de la esperanza y
varianza de la suma y diferencia de
variables -independientes, al menos-
de cara a utilizarlas por ejemplo para
determinar la distribucion del esta-
distico méas usado en estos niveles
que es la ymedia muestral.

Poblacion y muestra

Cuando el alumno llega a Bachi-
lleratoya ha trabajado estos concep-
tos en la etapa obligatoria. Ahora
debe notar paulatinamente que la
informacion obtenida de una mues-
tra representativa de la poblacion
aungque no es exacta -la Estadistica
no hace milagros- si es rigurosa des-
de el punto de vista cientifico (tendra
que dar sentido a conclusiones tales
como «de la muestra deducimos que
la duracién media de las bombillas
«Luce-bien» esta comprendida entre
980 hy 1210 h con una probabilidad
del 95%»).

M.A. Simple
M.A. Sistematico
M.A. Estratificado

Aunque so6lo se trabaje con
muestras aleatoria simples, se pue-
den mencionar otros tipos de
muestreos.

Presentemos a continuacion un
ejemplo, quiza de los mas dificiles
que se pueden hacer en estos niveles
pero no rehusemos a otros mas sen-
cillos de intervalos de confianza.

Ejemplo 1.

A un Centro de Salud estdn ads-
critos 100.000 ninos y se quiere
averiguar la proporcién de vacuna-
dos pero sin hacer una observaciéon
exhaustival.

M. Opinatico
(por cuotas)

M. Sin norma

NO ALEATORIO
ALEATORIO — — Y
SEMIALEATORIO
M. Por M. Semialeatorio
conglomerados superior
M. Por etapas M. Semialeatorio
inferior

1. Corresponde a una pregunta hecha por mi compariero y amigo Florencio Pascual. Se ha aumentado el tamario de la poblacién
que en realidad era de 1200 para poder considerarla infinita y facilitar la tarea.
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Mediante la eleccién de una
muestra ganaremos tiempoy dinero,
Jqué estamos dispuestos a perder?

Fijaremos un grado de confianza,
p,=0.90, y un grado de precisiéon o
error maximo admisible, e=2%. Esto
quiere decir que el porcentaje de
vacunados que obtengamos con la
muestra no diferira en mas del 2%
del verdadero porcentaje de la pobla-
cién con una probabilidad del 90%.

Sean el tamano de la muestra
-nuestra incégnita~y sea p la verda-
dera proporcién de vacunados —pa-
rametro desconocido-.

La proporcién de nifios vacuna-
dos de cualquier muestra de tama-
fio n es una variable aleatoria -lla-
mémosla X ya que en realidad es
la media de variables de Ber-
noulli- cuya distribucién es aproxi-
madamente

De acuerdo con las condiciones
impuestas se debe cumplir:

Sabiendo que p(l-p) es maximo
cuandop=1/2, se deduce facilmente
que a partir de n=1681 se cumplen
las condiciones impuestasy, por tan-
to, ese debe ser el tamafio de la
muestra.

Idea de independencia

El alumno ya ha lanzado mone-
das y dados, ha extraido bolas de
urnas, ...y, por tanto, tiene adquiri-
da la idea intuitiva de experimentos
o pruebas dependientes e indepen-
dientes. Cuando se introduzca la
definicién de probabilidad condicio-
nal se formalizara de manera natu-
ral la nocién de independencia de
sucesosy ello se utilizara para saber
cuando las variables aleatorias son
independientes. V ‘

Laidea de independencia es muy
importante, segiin Kolmogorov en
ella estriba la diferencia entre el Cal-
culo de Probabilidades y la Teoria de
la Medida.

Desearia haber introducido aqui
un contraste no parameétrico para
la independencia de dos variables
de la poblacién mediante el test de
la (* pero en el articulo, como en

‘p[7|_X~—p|50.0Q]zO.90~

-p X-p | 02 > 0.90
p(d -p) pd-p
n n .
Como X-p 0.02
aproximadamente ~T———— NQ@©, 1) - > 1.64
pd-p pd -p
n n

nuestras aulas, debemos establecer
prioridades.

Distribuciones binomial y
normal

La ley Binomial aparece siempre
que una prueba alaetoria con sélo
dos resultados posibles (éxito y fra-
caso) se repite varias veces de mane-
ra independiente. Veamos un nuevo
ejemplo.

Ejemplo 2. El 25% de los conejos
contraen cierta enfermedad. Se quie-
re probar una vacuna para lo cual se
inyecta a 24 animales sanos y se
comprueba que, al cabo de un tiempo,
3 han enfermado. ¢Es efectivo el tra-
tamiento?

Una primera respuesta intuitiva
nos lleva a pensar que la vacuna es
efectiva -el niimero de animales en-
fermos es la mitad de la cuarta parte
del total-. Planteemos un test y vea-
mos lo que sucede.

Laprobabilidad de que un animal
enferme es p=0.25 y supongamos
que se mantiene aun cuando se le
aplique la vacuna. Esta es nuestra
hipétesis nula H: p=0.25.

La hipotesis alternativa sera
p<0.25, es decir, lavacuna es efec-
tiva.

Llamemos X a la variable «n-
mero de animales que enferman» y
observemos que supuesta cierta
H,, X~>B(24, 0.25). Fijemos ({(=0.05
como nivel de significacién o error de
primera especie (probabilidad de re-
chazar la hipétesis nula siendo cier-
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ta) y hallemos la region de rechazo,
[0, c], de modo que

Py, (X €[0,¢c]) =< 005

Py, (X 52) - (2:) 0250 0.75% +

+ (214] 025 0758 + (2;) 025* 0.75% =

= 0,0398 < 0.05

Sin embargo,

Py, (X <3) =0.115 £ 0.05

conlo cualc=2ylaregién derechazo
sera el intervalo cerrado [O, 2]. En-
tonces, como son 3 los animales
que han enfermado, no existe la
evidencia suficiente como para re-
chazar la hipétesisnulay, por tanto,
no podemos afirmar que la vacuna
sea efectiva en contra de lo que a
priori se pudiera pensar.

La distribucién Normal es la mas
importante y su conocimiento y ma-
nejo son incuestionables.

Conocer las propiedades y apli-
caciones no lleva implicito grandes
desarrollos teéricos. ¢No podemos
prescindir, incluso, de su funcién de
densidad? Pero si es necesario cal-
cular probabilidades manejando las
tablas, saber que la media y la
varianza caracterizan totalmente la
distribuciony admiten una interpre-
taciéon conjunta muy clara -extensi-
ble a gran cantidad de distribucio-

nes-, conocer su forma y tipificar
cualquier conjunto de datos.

Por tltimo, la importancia de la
Normal se manifestara de manera
rotunda con el teorema Central del
Limite y ello hara que en todos los
casos de Inferencia Estadistica estu-
diados con posterioridad sea «a-
zonable» trabajar bajo la hipotesis de
normalidad.

Del teorema Central del Limite
los alumnos deben sacar una idea
intuitiva: cuando los resultados de
un experimento son debidos a un
numero grande de causas indepern-
dientes que actian sumando sus
efectos -siendo cada efecto indivi-
dual de poca importancia respecto al
conjunto- es esperable que los resul-
tados sigan una distribucion Nor-
mal.

Podria a determinados alumnos
introducirsele la distribucién de
Poisson aunque no es aconsejable
cargar los programas de contenido
en detrimento de otras partes que
pudieran quedar incompletas. El si-
guiente cuadrorepresentalas aproxi-
maciones entre las distribuciones
Binomial, de Poisson y Normal.

Desarrollemos el ejemplo si-
guiente.

Ejemplo 3. En un Centro de Pri-
maria® se han llevado a cabo sendos
programas de intervencién en alum-
nos del Ciclo Medio con dificultades
enLengua Castellanay Matematicas.
Para intentar medir la eficacia de los
mismos se han pasado dos pruebas,
una inicial y otra final, a los alumnos
sobre los que se ha intervenido, sien-
do éstos los resultados:

Lengua Castellana

Alumno | P. Inicial: X | P. Final: Y
1 17 20
2 21 40
3 29 30
4 22 20
5 33 40
6 32 30
7 23 40
8 20 15
9 36 40

10 30 35
11 21 40
12 19 20
13 30 30

APROXIMACIONES ENTRE DISTRIBUCIONES

BINOMIAL (n,p) l<np= A <5 POISSON (A)
p<0.1

np>5 n > 30

y ng>5 A>5

NORMAL (u, o)

2. Los datos han sido facilitados por M2 Teresa Garcia y corresponden a un programa de compensacién educativa llevado a cabo

en el curso 1992-93.
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Matematicas
Alumno | P. Inicial: X | P. Final: Y
1 23 35
2 10 40
3 50 60
4 28 70
5 25 50
6 15 40
7 21 60
8 34 45
9 45 75
10 25 75
11 39 65
12 35 40
13 25 45
14 0 25
15 15 35

Fijémonos en los resultados de
Lengua ya que los de Matematicas
parecen contundentes a simple
vista.

Supondremos que las variables
son Normales®y que tienen la misma
variabilidad.

En Lengua se aprecia progreso,
pero Jes lo suficientemente conside-
rable -significativo- como para atri-
buirlo al programa y no simplemente
a estos alumnos?

En principio se puede pensar en
atacar la cuestion de dos maneras:

¢De manera global el rendimien-
to enla prueba final es superior al de
la inicial?

O, si consideramos la diferencia
entre las puntuaciones de todos y
cada uno de los alumnos, ¢son posi-
tivas?

Estas dos formas a priori parecen
similares pero no lo son. Plantear la
primera pregunta supone ignorar el
caracter dependiente entre las pun-
tuaciones iniciales y finales. Debe-
mos, pués, hallar en cada alumno la
diferencia de sus puntuaciones ob-
teniendo asi una nueva variable, D,
que con nuestros datos toma los
valores: 3,19, 1,-2,7,-2,17, -5, 4,
5,19, 1, 0.

Como deciamos anteriormente
estos datos mayoritariamente posi-
tivos parecen indicar la eficacia del
programa, pero ¢jno podria haber
sido esta situacion fruto del azar?
Démosle al azar un margen del 5%.

Vamos a suponer mientras no se
demuestre lo contrario que el pro-
grama no produce mejora; ésa sera
la hipétesis nula (H,: p=0).

Lahipoétesis alternativa, H,, sera p>0.

BajoH lamediamuestraldeD, d
sigue aproximadamente* una distri-

bucién Normal de media Oy varianza
s ?2/n.

n-1

Entonces el estadistico

S

n-1
Vn
es aproximadamente N(O, 1), por
tanto la regién de rechazo sera:
[1.64, 4cd).

En el caso de nuestros datos, el

valor de la variable d es
Sn-l
Vn
5.1538 =2.187¢[ 1,64, 4o ).
8.1634
V13

Se halla en la regién de rechazo vy,
por ello, el programa es efectivo.

En el caso de Matematicas el
valor que toma la variable es 7.62,
muy superior al valor critico 1.64,
luego el programa también se
muestra eficaz.

Observar que s, no es la des-
viacién tipica de la muestra, ya que
ésta subestima a la de la poblacion
por término medio, sino la desviacién
tipica corregida. Como los alumnos
utilizaran la calculadora ya habran
apreciado dos teclas diferentes, s_y
s,.,» y tal vez nos pregunten la dife-
rencia entre ellas. El momento de
aclararla cuestién puede ser cuando
trabajen la propiedad de insesgadez

3. La utilizacién del papel probabilistico Normal da una idea muy grafica sobre la suposicién de normalidad de los datos -véase

el libro de Peria-.

4. Enrealidad es una distribucién t de Student con 12 grados de libertad pero si ésta no se ha introducido se puede considerar

como buena la aproximacién Normal.
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de los estimadores (la media del es-
timador es igual al parametro que
estima).

Nameros Aleatorios

Las tablas de ntimeros aleatorios
se utilizan para hacer cualquier tipo
de sorteo o juego o simular cualquier
experimento. Con ellas podemos si-
mular lanzamientos de monedas o
dados, extracciones de naipes, de-
terminar el nimero de monedas que
esconderemos en la mano en cada
partida de «chinos» para evitar que
un habil contrincante halle la ten-
dencia involuntaria, o averiguar la
distribucién de los 100 primeros co-
pos de nieve que caen en un patio
embaldosado®.

Es deseable que los nifios en las
etapas primaria y secundaria obli-
gatoria utilicen e incluso constru-
yan estas tablas. Si han adquirido
soltura en el manejo tanto de esas -
que corresponden a una distribu-
cién Uniforme- como de la Normal
pueden generar por el método de
Montecarlo una distribucién 2 de
Pearson. La tabla siguiente permite
anotar de manera clara y ordenada
los valores obtenidos artificialmente
de una y?, (suma de los cuadrados
de 4 distribuciones N(0, 1) indepen-
dientes).

Otro ejercicio interesante consis-
te en comprobar la alactoriedad de
una tabla de ntimeros supuesta-
mente aleatorios mediante el test de
Poker®. Para ver la bondad del ajuste
de las frecuencias observadas a las
probabilidades teoricas se utiliza la
prueba de la x2. Rechazar la hipote-
sis nula significaria que la tabla de
numeros no era aleatoria.

A modo de final

Es dificil escribir el final de un
articulo cuando éste se considera
inconcluso, pero todo tiene un limite
y seguro que éste ha sido pasado con
creces.

Seguramente estais pensando en
muchas partes de la Estadistica
Inductiva unidimensional que po-
drian tratarse en el Bachillerato y
aqui no se han mencionado ni si-
quiera de manera implicita; de he-
cho detras de todos los ejemplos
desarrollados tan solo estan subya-
centes la estimacién puntual y por
intervalos de confianzay el contraste
de hipotesis paramétricos.

jOjala sean esos vuestros pensa-
mientos!

Ello querria decir que para voso-
trosla Estadisticaha dejado de serla
parte de las Matematicas relegada

M. a s U(0,1) M. as. N(9,1) Y
Zl= zz= z3= zZ=
X .3 X3 x | ¢'(x) ' (x,) ¢-1(x3) ¢'(x,) Iz!

en vuestros programas o de tan tar-
dia aparicién en los mismos como lo
ha hecho en la propia Historia.

Sino lo hemos hecho atn, entre-
mos con cautela y decision en un
mundo mas proximo a larealidad de
lo que no hace mucho tiempo se
pudiera pensar.
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5. Un ejemplo menos ecoldgico que ese pero muy interesante sobre el bombardeo aéreo sobre Londres en la Segunda Guerra
Mundial puede verse en los libros de Feller y Peria.
6. Ver los libros de Engel y de Azorin citados en la bibliografia.
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