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EDITORIAL

FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS
Revistu obre la ensefianza y aprendizaje de as matemdticas

Nuirero 16 - 1994

A cim should be. I think, to make letters fve.

Monogréfico Lenguaje y
g[at@mdticas ‘

"El matrimonio lenguaje y matemdticas, a nivel de reflexion, investiga-
cién y preocupacion curricular tiene bastantes arios. Casi podriamos
afirmar que, desde el momento en que se interpreta la matemdtica como
un lenguage y se plantea la rveflexién diddctica sobre las dificultades de los
alumnos, se inician mds relaciones”.

En reunion celebrada los pasados 8 y 9 de Abril de 1994 en San Martin de
Castafieda (Zamora) la Junta de Gobierno de la Federacién Espafola de Socieda-
des de Profesores de Matemdticas acordd que se publicaran en SUMA las Actas
del T SEMINARIO NACIONAL SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS.

Fieles a esa decisién, cumplimos con nuestra obligacién de publicar este
interesante trabajo.

En otro orden de cosas, recogemos la idea de algunos compaieros participantes
en el citado seminario de que, el proceso de adquisicion y de lenguajes es un proceso
dinamico. A modo de emulacién, tal es el objetivo de nuestro trabajo, pretendemos
incentivar ala comunidad de profesores de matemdticas a un dinamismo que se vea
reflejado en las aportaciones a nuestra revista presentando las ideas y las tareas
realizadas o no en el aula: jentre todos lo vamos consiguiendo!

Y, cémo una vez mas y asi hasta el dia —14 de Julio de 1996—, estaremos con el
ICME’8. No olvidemos que la Federacion se comprometié a que el “gran” congreso
se realizara en Espafia; desde la oportunidad que se nos ofrece con esta publicacion:
ANIMO v a seguir trabajando por nuestro ICME,



—

Dentro de las actividades programadas en el Convenio de Colaboracion del
Ministerio de Educacién y la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemiticas, la Sociedad Canaria “Isaac Newton” organizé, en Diciembre de 1993,
el T SEMINARIO NACIONAL SOBRE LEN GUAJE Y MATEMATICAS, que tuvo lugaren
La Laguna (Tenerife).

En dicho Seminario fueron presentados los doce trabajos que recoge esta Revista,
¢
Desde un principio, aspiraban los organizadores a dar continuidad a este primer
encuentro. El propésito se va realizando.

Durante los dias 17, 18 y 19 de Junio de 1994, esto es, siete meses después, y en
el mismo lugar, se celebrari el II Seminario. Este, con un tema Gnico: “Analisis del
uso de los distintos lenguajes matemdticos en la resolucion de problemas”. Y, en el
punto 3 de su convocatoria, dice: “Decision sobre el tema a tratar en el I1I Seminario,
que se celebrard en 19957,

Hasta ahora, participan cinco de las Sociedades federadas. Espero que se

incorporen otras.

M. Ferndndez Reyes
Coordinador

RESENTACION
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La importancia del lenguaje en
la resolucion de problemas aritméticos
de adicion y sustraccion

La resolucion de problemas aritméticos constituye
una parte importante del curriculo de las matematicas
elementales y es de las que mayor dificultad comporta,
tanto para el profesorado como para los escolares. El
trabajo en la escuela con los problemas aritméticos
conecta directamente con procesos de comprension y
de razonamiento (KRULIK y RUDNICK, 1993,94).

La investigacién psicolégica y educativa, durante
anos, ha venido estudiando las caracteristicas
sintacticas y semanticas de los problemas aritméticos
con enunciados verbales, en tanto tareas matematicas
quehan sido tradicionalmente trabajadas enla escuela
primaria.

El estudio de las caracteristicas semanticas se ha
revelado mas transcedental, dado que determina en
gran medida las estrategias o proceso de resolucion
seguido por el nino.

Los distintos tipos de enunciados verbales de los
problemas aritméticos representan a las diversas si-
tuaciones delavidareal, enlas quelos nifos se pueden
enfrentar con acciones matematicas, como las aditivas
y sustractivas, que en el presente caso nos ocupan.

Atendiendo a las relaciones semanticas subyacen-
tes a los problemas, parece existir entre los investiga-
dores un cierto consenso en diferenciar cuatro grandes
tipos de problemas: Cambio, Combinacién, Compara-
ciéon e Igualacion.

Reproduzco a continuacién, por su posible utilidad
para el profesorado de los tiltimos cursos de Educacion
Infantil, de primer ciclo de Primaria y de Educacién
Especial, la taxonomia de problemas aritméticos de
adicién y sustraccién de RILEY, publicada en Riley,
Greeno y Heller (1983). Los nombres de Rayco e Yruya
que aparecen en la clasificaciéon son nombres propios
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José Tomas Bethencourt Benitez

canarios; el resto de la traduccién guarda una estricta
fidelidad a la version original de Riley de 1981.

Cambio
Resultado desconocido

1. Rayco tenia 3 boliches. Después, Iruya le da 5
boliches mas. ¢Cuantos boliches tiene ahora Rayco?

2. Rayco tenija 8 boliches. Después, €l da 5 boliches
a Iruya. ¢Cuantos boliches tiene ahora Rayco?

Cambio desconocido

3. Rayco tenia 3 boliches. Después, Iruya le da
algunos boliches més. Ahora Rayco tiene 8 boliches.
JCuantos boliches dio Iruya a él?

4. Rayco tenia 8 boliches. Después, él da algunos
boliches a Iruya. Ahora Rayco tiene 3 boliches. ¢, Cuantos
boliches dio él a Iruya?

Inicio desconocido

5. Rayco tenia algunos boliches. Después, Iruya le
da 5 boliches mas. Ahora Rayco tiene 8 boliches.

- ¢Cudantos boliches tenia Rayco al principio?

6. Rayco tenia algunos boliches. Después, €l da 5
boliches a Iruya. Ahora Rayco tiene 3 boliches. s, Cuantos
boliches tenia Rayco al principio?

Igualacion

1. Rayco tiene 3 boliches. Iruya tiene 8 boli-ches.
¢Cuantos boliches necesita Rayco para tener los mismos
que Iruya?
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2. Rayco tiene 8 boliches. Iruya tiene 3 boli-ches.
JCuantos boliches tiene que dar Rayco para tener los
mismos que Iruya?

Combinacién

Valor de combinacion desconocido

1. Rayco tiene 3 boliches. Iruya tiene 5 boliches.
sCuantos boliches tienen ellos juntos?

Subconjunto desconocido

2. Rayco e Iruya tienen juntos 8 boliches. Rayco
tiene 3 boliches. ¢ Cuantos boliches tiene Iruya?

Comparacioén
Diferencia desconocida

1. Rayco tiene 8 boliches. Iruya tiene 5 boliches.
¢;Cuantos boliches tiene Rayco mas que Iruya?

2. Rayco tiene 8 boliches. Iruya tiene 5 boliches.
¢Cuantos boliches tiene Iruya menos que Rayco?

Elemento comparado desconocido

3. Raycotiene 3 boliches. Iruya tiene 5 boliches mas
que Rayco. jCuantos boliches tiene Iruya?

4. Rayco tiene 8 boliches. Iruya tiene 5 boliches
menos que Rayco. sCuantos boliches tiene Iruya?

Referente desconocido

5. Rayco tiene 8 boliches. El tiene 5 boliches mas
que Iruya. ¢Cuantos boliches tiene Iruya?

6. Rayco tiene 3 boliches. El tiene 5 boliches menos
que Iruya. yCuantos boliches tiene Iruya?

Veamos ahora detenidamente la naturaleza de cada
uno de esos cuatro tipos de problemas:

Los problemas de cambio estan referidos a situacio-
nes dinamicas y se caracterizan por la presencia de una
accién de transformacién aplicada sobre una cantidad
inicial, la cual experimenta un cambio (incremento o
decremento) y resulta una cantidad final. Esquematica-
mente, podriamos representar a estos problemas me-
diante (ICF), donde el estado inicial (I) es sometido a

cambio (C), resultando un estado final (F). El ntmero, 6,
de subtipos de problemas de cambio que tenemos en la
clasificacién, corresponde al producto del niimero, 3, de
lugares en los que se puede encontrar la incégnita del
problema (resultado desconocido (F), cambio descono-
cido (C) einicio desconocido (I)) por el niimero, 2, de posi-
bles acciones de transformacion (aumentar o dismi-
nuir).

Los problemas de combinacién estan referidos a si-
tuaciones estaticas en las que se proponen dos cantida-
des disjuntas que pueden considerarse aisladamente o
como partes de un todo, sin que haya ningan tipo de
accién transformadora sobre ellas. Es decir, union de
dos conjuntos disjuntos de elementos o particién de un
conjunto en dos partes. El esquema de este tipo de
problema seria (E E,E) significando que dos estados son
combinados pararesultar un tercer estado. Los dos sub-
tipos de problemas que hallamos aqui, provienen del
lugar en el cual se encuentre la incégnita, esto es, en el
valor dela combinacién (E) o en alguno delos subconjun-
tos (EE,).

Los problemas de comparacién también estan referi-
dos a situaciones estaticas en las que se establece una
relacion comparativa entre dos cantidades disjuntas,
bien para determinar la diferencia existente entre ellas,
o bien para averiguar una de las cantidades conociendo
la otra y la diferencia entre ellas. El esquema de estos
problemas seria (E,RE)), donde se plantea la relacién
comparativa entre dos estados. Los 6 subtipos de pro-
blemas de comparacién obedecen, igualmente, al pro-
ducto del niimero de lugares, 3, en que puede encon-
trarse la incognita (diferencia desconocida (R), compa—
rado desconocido (E|) oreferente desconocido (E,)) por el
de tipos, 3, de relacién comparativa que se establezca
(«tantos mas que» o «tantos menos que»).

He dejado para el final los problemas de igualaciéon
porque son una mezcla de los de cambio y comparacion.
En ellos, se plantean situaciones en las que hay una
accion implicita de transformacion que tiene que apli-
carse a una de las dos cantidades disjuntas, similar a lo
que ocurre en los problemas de cambio, de modo que al
establecerse la relacion comparativa entre esas dos
cantidades, queden igualadas. Las dos variantes de
problemas aqui existentes, responden al tipo de accién
(aumentar o disminuir) que se tenga que efectuar sobre
una de las cantidades para que quede igualada a la otra.

Ademas de esta clasificacion de problemas aditivos y
sustractivos de Riley, existen otras muchas, pero
compartiendo un acuerdo esencial respecto a las carac-
teristicas estructurales de los mismos. En una publica-
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cién reciente de FUSON (1992) puede consultarse una
interesantisima revision actualizada sobre el particular.,
En castellano, también cuenta el lector con buenos
trabajos de revision, como los de BERMEJO (1990) y
MAZA (1989), en los cuales se puede encontrar informa-
cién mas detallada.

La taxonomia de Riley que aqui he presentado
permite al profesorado contar con 16 tipos diferentes
de problemas aritméticos. La necesidad de introducir
en el trabajo escolar una amplia variedad de tipos de
problemas, ha sido propuesta por DE CORTE y
VERSCHAFFEL (1989}, pues de ese modo se podra
facilitar a los alumnos la construccién de nociones y
conceptos ricos y amplios respecto a las operaciones de
sumary restar. Pongamos, como ejemplo ilustrador de
lo que senalamos, las concepciones unitarias o binarias
de la adicion que estdn asociadas a los problemas de
cambio o combinacion.

Las distintas caracteristicas semanticas de los pro-
blemas aritméticos de adicién y sustraccion, producen
desiguales niveles de dificultad en los escolares a la
hora de tratar de comprender y resolver tales proble-
mas. En tal sentido, me permito también reproducir
aqui los resultados de un valioso trabajo de RILEY
(1981), en el cual se muestra la proporcién de nifios de
diversos grados de escolaridad (K = preescolar, 5 afnos;
12, 6 anos; 2°, 7 anos y 39, 8 afos) que son capaces de
resolver correctamente los diferentes tipos de proble-
mas. Los datos de Riley se obtuvieron aplicando indi-
vidualmente los problemas a los alumnos, permitién-
doles el empleo de objetos fisicos, como bloques, €
incluyendo cantidades del orden de las unidades, es
decir, no habia en los problemas cantidades iguales o
superiores a las decenas.

Proporcién de escolares que resuelven correcta-
mente usando objetos.

K 1° 2° 3e

Cambio 1 0.87 1.00 1.00 1.00
Cambio 2 1.00 1.00 1.00 1.00
Cambio 3 0.61 0.56 1.00 1.00
Cambio 4 0.91 0.78 1.00 1.00
Cambio 5 0.09 0.28 0.80 0.95
Cambio 6 0.22 0.39 0.70 0.80
Combinacién 1 1.00 1.00 1.00 1.00
Combinacién 2 0.22 0.39 0.70 1.00
Comparacion 1 0.17 0.28 0.85 1.00
Comparacion 2 0.04 0.22 0.75 1.00
Comparacion 3 0.13 0.17 0.80 1.00
Comparacién 4 0.17 0.28 0.90 0.95
Comparacién 5 0.17 0.11 0.65 0.75
Comparacién 6 0.00 0.06 0.35 0.75
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Muchos serian los comentarios que cada lector po-
dria hacer a la luz de tales datos. Sirva como muestra
alguno de los siguientes:

Los problemas de Cambio 1, Cambio 2 y Combina-
cion 1 se manifiestan como el escaléon mas basico por
el cual habria que iniciar el aprendizaje matematico.
Los problemas de Cambio 5y 6 son los mas dificiles de
todos los de cambio; tal es asi, que aun en el tercer
grado hay una cierta cantidad de alumnos incapaces
de comprender y resolver los mismos. Los problemas
de Comparacién, en general son los mas dificiles, por
lo que habria que esperar hasta el segundo curso de
Primaria para introiducirlos, siendo el 5 y el 6 extre-
madamente complejos de resolver. A diferencia, los
problemas de Igualacion 1 y 2, tal como veremos a
continuacion, son mas faciles; pueden ser introduci-
dos antesy actiian como antesala preparatoria paralos
de comparacion.

El principal valor de los datos que Riley nos pro-
porciona, esta en permitir al profesorado hacer una
programacion secuenciada de trabajo en la escuela con
tales problemas, que sea a su vez respetuosa con los
indices de dificultad que ellos presentan para el
alumnado, y de manera que haciendo un uso adecuado
e inteligente de los mismos, se evite la introduccion
prematura de algunos. Mi experiencia de trabajo con
profesores de Primaria, de Educacion Especial, de
Escuelas Unitarias y con los estudiantes de 52 del
Practicum de Psicologia Escolar de la Universidad de
La Laguna, me indican que un primer paso para
animar a trabajar en la escuela la resolucién de pro-
blemas aritméticos de adicién y sustraccion, es el dar
a conocer con detalle los tipos de problemas y la
dificultad de los mismos.

Respecto a los problemas de Igualacion, cabe citar
los datos de CARPENTER, HIEBERT y MOSER {1981),
quienes obtienen que tanto el 1 como el 2 son solu-
cionados correctamente, mediante el uso de objetos,
por el 91% de los escolares de primer grado.

Otras evidencias relacionadas con el papel desem-
penado por el lenguaje en el proceso de resolucion de
problemas aritméticos son las siguientes:

Por un lado, el trabajo de DAVIS-DORSEY, ROSS y
MORRISON (1991) en el que se demuestra el efecto
beneficioso delareformulacién verbal de los enunciados
de los problemas, pues hace mas clara y explicita la
relacién que se establece entre las cantidades dadas,
asi como la ventaja de personalizar el contexto de
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resolucién, es decir, sustituir los nombres de los per-
sonajes que aparezcan en el enunciado del problema
por el de los propios nifios que se enfrentan a su
resolucion.

De otro lado, tenemos el estudio de MOYER,
SOWDER, THREADGILL-SOWDER y MOYER (1984)
en el que se demuestra la superioridad de un formato
pictérico, frente al verbal y al telegrafico, a la hora de
presentar los problemas aritméticos a escolares del
grado 3¢ al 7¢ de bajo nivel lector.

Finalmente, cabe nombrarlos trabajos de HEGARTY,
MAYERy GREEN (1992) y de LEWIS y MAYER (1987),
enlos que se deja patente la dificultad mostrada por los
escolares en la comprension de las frases de relacion,
del estilo «mas que» y «menos que», tipicas de los
problemas de comparacion, tal como hemos visto.

Lapequefiamuestra de datos hasta aqui expuestos,
confirman la creencia tan extendida entre el profeso-
rado de Primaria, del peso especifico que posee el
lenguaje y los procesos de comprensién verbal en el
aprendizaje de las matematicas.

El analisis de las caracteristicas semanticas de los
problemas aritmeéticos de adicién y sustraccién, y dela
dificultad asociada a las mismas, debe hacerse con-
Jjuntamente con los tipos de estrategias de resolu-
cion utilizada por los escolares. El presente articulo,
dadas las limitaciones légicas de espacio y la motiva-
cion por la que ha nacido, no puede detenerse en dicho
aspecto, pero valgan como pinceladas las siguientes
ideas:

La investigacion viene demostrando que para cier-
tos tipos de problemas aritméticos, los nifios emplean
determinadas estrategias de resolucién y no otras, es
decir, parece existir una cierta correspondencia entre
estructura semantica del problema y estrategia de
resolucion empleada por el sujeto. Ello hace que las
estrategias no tengan un valor universal para todos los
problemas, sino muy al contrario, una utilidad parti-
cular, aunque bien es verdad que esto no impide que en
algunos casos de sujetos se observe una especie de
sobregeneralizacion en el empleo de ciertas estrate-
gias.

Por otro lado, el conocimiento hasta ahora acumu-
lado con los sucesivos estudios sobre proceso de re-
solucion -seguido por los nifios, apunta hacia la
existencia de tres grandes grupos de estrategias, las
cuales van apareciendo a lo largo del desarrollo. Prime-

ramente, nos encontramos con las estrategias mate-
riales o de modelado, asi llamadas por consistir en el
uso de objetos fisicos para representar a las cantidades
dadas en el problema: mediante la manipulacion de los
objetos el nifo llega a la solucion del problema. En
segundolugar, estanlas estrategias verbales o de conteo,
basadas en la verbalizacién manifiesta o encubierta de
la secuencianumeérica en orden creciente o decreciente,
ayudandose para ello el nifio del uso de sus dedos, que
actiian a modo de una memoria externa de trabajo. Por
altimo, aparecen las estrategias mentales o de memo-
rizacién, que se caracterizan por el recuerdo directo de
clertas combinaciones entre ntimeros o por el recuerdo
derivado,es decir, la utilizacién de reglas de detivacién
que se aplican sobre combinaciones numéricas ya
copocidas, para llegar de ese modo a la solucion
correcta.

Quiero terminar este articulo, expresando el deseo
de que su lectura, pueda despertar la curiosidad entre
el profesorado indeciso o temeroso de trabajar con
profundidad esta parcela tan compleja e importante de
las matematicas escolares.
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Contextos y estructuras en el aprendizaje
de los numeros negativos

Introduccioén

En este trabajo exponemos algunos de los resulta-
dos obtenidos en una experiencia que hemos realizado
sobre el aprendizaje de los niumeros negativos, tratan-
do principalmente la resoluciéon de problemas aditivos
simples, esto es, de dos sumandos. Nuestra atencion se
centra en los contextos y en la estructura de sus
enunciados.

El término contexto se ha usado con distintas inter-
pretaciones en la investigacion sobre resolucion de
problemas (WEBB, 1980; CALDWELL, 1980; BELL,
1985). En este trabajo entendemos por contexto la
situacién, entorno o ambiente con el que se enuncia una
determinada actividad matemdtica.

En los trabajos anteriormente citados se pone de
manifiesto como el contexto que se usa en los enuncia-
dos de los problemas verbales es una variable a tener
en cuenta al analizar sus dificultades. En la investiga-
cion realizada por BELL sobre problemas de multipli-
cacion y divisién con ntimeros positivos, se comprobé
que un contexto determinado induce a los alumnos a
elegir una operacion en lugar de otra. Y, asimismo, que
los problemas con el mismo tipo de ntimeros e igual
estructura, aumentan en dificultad s6lo por et hecho de
tener contextos distintos.

La influencia que tienen los contextos que se eligen
en la ensefianza, para la buena comprensiéon de los
conceptos matematicos, ha llevado a los escritores de
libros de texto y a los educadores a esforzarse por
encontrar situaciones familiares al alumno, y que
sirvan para ejemplificar, del mejor modo posible, las
ideas matematicas.

En la ensefianza de los niimeros negativos, los
contextos quedan considerablemente reducidos con

Alicia Bruno Castaneda
Antonio Martindén Cejas

respecto alos que pueden utilizarse en la ensefianza de
log positivos. En este trabajo estudiamos cinco contex-
tos que se usan con frecuencia en los libros de texto
para presentar los niimeros negativos, y que detalla-
mos a continuacion:

* Deber-tener:
«Yo debo 6 pesetas».
«Perdi 6 pesetasy».

* Nivel del mar:
«6 metros bajo el nivel del mar».
«Bajé 6 metros».

* Temperatura:
«Hay 6 grados bajo cero».
«La temperatura baj6 6 grados».

* Tiempo:
«Afio 6 antes de Cristo».
«Hace 6 anos».

* Carreteras:
«6 km a la izquierda del O».
«Moverse 6 km a la izquierdan.

Para presentar los tipos de estructura que hemos
considerado en nuestro estudio, introducmimos ahora
la terminologia que utilizamos. Los nameros se utilizan
para expresar un estado (e), como se hace en los si-
guientes ejemplos:

«Debo 5 pesetas».
«La temperatura es de 8 grados bajo ceros.

También se usan para comparar estados. Pres-
tamos atencién alas comparaciones (c) entre estados,
que expresan una comparacion absoluta de dos esta-
dos simultaneos:
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«Yo debo 2 mas que to.
«Hay dos grados menos en Madrid que en Londres».

Y, finalmente, para las variaciones (v) entre esta-
dos de un mismo sujeto en momentos diferentes:

«Perdi 8 pesetas».
«La temperatura baj6 6 grados».

A partir de esto puede hacerse una clasificacién de
los problemas aditivos segum el tipo de estructura, es
decir, teniendo en cuenta cémo son las situaciones que
aparecen en el enunciado del problema (estados, varia-
ciones o comparaciones). En esta investigacién hemos
trabajado con los tipos de problemas que exponemos a
continuacion:

(1) Suma de dos estados, con resultado el estado
total:

«Yo tengo 6 pesetas y debo 9 pesetas. ¢Cual es mi
situacion econémica?».

(2) Suma de un estado inicial y una variacion,
con resultado el estado final:

e t+tv=e

«La temperatura era de 6 grados bajo ceroy subio6 4
grados. ¢Cual era la temperatura después de esa
subida?»

(3) Suma de dos variaciones, con resultado la
variacién total:

«Un buzo baj6é 6 metros y posteriormente subi6 8
metros. ¢Cuanto ha variado su posicion desde el
primer movimiento?»

(4) Diferencia de dos estados, con resultado una
variacion:

«La temperatura por la manana era de 3 grados
bajo cero y por la noche era de 8 grados bajo cero.
¢Cudal ha sidola variacién de la temperatura alo largo
del dia?»

10 &N 16/1994

(5) Comparacion de dos estados, conresultadola
comparacion:

«Un buzo estad a 6 metros bajo el nivel del mar y un
tiburén esta a 15 metros bajo el nivel del mar. ¢ Cuantos
metros debe moverse el tiburén para estar a la misma
altura que el buzo?»

Un analisis de estos tipos de problemas ha sido
realizado por VERNAUD (1976, 1982) en el ambito de
los niimeros negativos. En este trabajo hacemos un
primer acercamiento al estudio de estos problemas,
relacionando la estructura y los contextos. Observa-
mos también si los alumnos tienden a emplear un tipo
de estructura o contexto con mas frecuencia que otros
al dar sentido a las operaciones (suma y resta), y qué
contextos ocasionan mas dificultades a la hora de
resolver problemas aditivos.

En el primer apartado explicamos brevemente la
metodologia seguida en la experiencia de aula. En el
segundo, damos los resultados de algunos «dtems» delas
pruebas realizadas a los alumnos que participaron enla
experiencia. En €l tercero, aparecen las conclusiones de
las entrevistas clinicas efectuadas a seis alumnos. El
altimo apartado lo dedicamos a las conclusiones.

Experiencia

Para la realizacion de la investigacion elaboramos
un material curricular en el que se aborda la ensenanza
de los ntmeros negativos y que fue seguido, durante
dos meses, por 111 alumnos de edades comprendidas
entrelos 12-14 afos de Séptimo nivel de E.G.B. (curso
en el que normalmente se estudia el tema de los
numeros enteros), en dos Colegios Publicos de Tenerife.
Los 111 alumnos estaban dividos en cuatro grupos
distintos, en uno de los cuales la experiencia fue
realizada por la coautora de este trabajo.

En el material curricular que siguieron los alumnos
se presentan los numeros negativos a través de si-
tuaciones concretas, en los contextos mencionados
en el apartado anterior, que sirven para darles sentido
y que, como ya hemos comentado, aparecen con fre-
cuencia en los libros de texto. Todos los contextos
aparecen en el material con el mismo grado de im-
portancia y en situaciones que expresan estados o
variaciones.
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Ensenamos a los alumnos a representar los niime-
ros con puntos en la recta (preferentemente para los
estados) y con flechas (preferentemente para las va-
riaciones), de modo que el trabajo en la recta se
convirtié en algo habitual para ellos a la hora de
resolver los problemas.

Las operaciones con nameros positivos y negativos
se introdujeron a través de problemas verbales cuyos
enunciados se referian a los contextos y estructuras ya
mencionados. Para la suma, los alumnos trabajaron
con problemas del tipo:

€ +¢ =e€

1 2 + e‘+v=ef V. +V =V

1 2

v para la resta con problemas del tipo:

La multiplicacién y divisién también se explicaron
a través de situaciones concretas.

El objetivo de presentar los nimeros negativos a
través de situaciones era, por un lado, dar significado
a estos nuameros y, por otro, que pudieran encontrar
sentidoy justificacién a las reglas que rigen su aritmeé-
tica. A lo largo de la experiencia se pasaron a los
alumnos distintas pruebas (al principio, a mitad y al
final de la experiencia). En el apartado siguiente pre-

sentamos el analisis de los «tems» pertenecientes a
estas pruebas que tienen relacion con aspectos
contextuales y estructurales.

Resultados de las pruebas

El analisis de los resultados de las pruebas lo
hemos dividido en dos apartados: Resolucién de pro-
blemas e Interpretacién de operaciones.

Resolucién de problemas

En las pruebas incluimos 6 problemas con enun-
ciado verbal (Tabla 1) que se resuelven con sumas o
redtas de nameros positivos o negativos y cuyos enun-
clados responden a los contextos y a algunas de las
estructuras ya mencionadas. El objetivo principal de
estos problemas era descubrir qué aspectos seria
interesante analizar en las entrevistas clinicas poste-
riores.

Elproblema de carretera, senalado con (*), se acompa-
116 de unarecta y tenia un objetivo distinto a los demas:
se observo si los alumnos lo resolvian solamente en la
recta o si planteaban una operacién. En caso de que
usaran larecta, el objetivo era observar si identificaban
los estados con un punto, y las variaciones con flechas
(cuestion que efectivamente se cumplié en un 98%).

%

Tabla 1: Problemas planteados en las pruebas

Temperatura

Temperatura
la variacién de la temperatura a lo largo del dia?

Deber-tener

Nivel del mar
descenso?

Tiempo

Carretera (*)

La temperatura en Valle Guerra es de 14 grados sobre cero y en Izafia la temperatura es de 3 grados bajo cero.
¢Qué tiene que ocurrir en Izafia para que la temperatura sea igual a la de Valle Guerra?

en Valle Guerra la temperatura subi6 4 grados por la mafiana y disminuyé 9 grados por la tarde. 4Cual ha sido

Sonia tiene 200 pesetas en el banco y debe a una amiga 260 pesetas. ¢Cuél es su situacién econémica?

Un buzo esta a 5 metros bajo €l nivel del mar y desciende 6 metros. ¢Cual es su posiscion después de este

Si un hombre naci6 en el ano 56 antes de Cristo y murié en el afio 17 antes de Cristo. ¢Cuantos afios vivio?

Un coche se encuentra en el kilometro 6 de una carretera y se mueve 5 kilometros hacia la izquierda. ¢En qué
kilémetro se encuentra el coche después de este movimiento?

4
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En la Tabla 2 aparece el porcentaje de respuestas
correctas, excluyendo el problema de la carretera.

el aula mientras realizamos la experiencia,que lo que
ocurre es esto tltimo.

Tabla 2: % de respuestas correctas a los problemas

Deber-tener Nivel-mar Temperatura Temperatura Tiempo
e +€,=¢ e +v=eg e -e=¢ vV, +V, =V, €-€=V
83 64 54 53 40

Como puede observarse, el problema que resulto
mas facil fue el del contexto de deber-tener, a pesar de
que era el que tenia nimeros mayores, mientras que
los problemas en contextos de temperaturasy de nivel
del mar presentaron una dificultad media. Por contra,
el porcentaje mas bajo de aciertos se di6 en el problema
de iempo. Encontramos que los alumnos seguian una
de estas dos estrategias de resolucion de los proble-
mas:

* plantear una operacion;

* buscar la solucion apoyandose en la recta (en
ocasiones solo escribian larectayla soluciény, en
otras, escribian los ntimeros en larectay también
una operacion).

En la Tabla 3 aparecen los porcentajes de alumnos
que escribieron la recta para dar la solucion del proble-
ma.

Es significativo el bajo porcentaje de alumnos que
utilizan la recta en el problema de tiempo. Muchos
alumnos resolvieron el problema por medio de la
resta 56 - 17, ignorando cualquier planteamiento del
problema con niimeros negativos, lo que no se di6 en
el resto de los problemas. En algunos alumnos que
usaban la representacion grafica, comprobamos la
dificultad para representar, no solo las fechas (antes
o después de Cristo), sino también los afios vividos
por una persona, que algunos alumnos escriben con
nameros negativos.

En cualquier caso, estas cuestiones relacionadas
con el uso o no de la recta numérica a través de las
pruebas escritas, sélo puede suponer un primer
acercamiento al tema, ya que son aspectos de la
resolucién de problemas que se prestan mas a ser
analizados por medio de entrevistas clinicas, pues
puede ocurrir que un alumno resuelva los problemas

Tabla 3: % de alumnos que utilizaron la recta para resolver el problema

Deber-tener Nivel-mar Temperatura Temperatura Tiempo
e +e,=e¢ g +Vv=¢ e -¢g==c v, +V, =V, €-€=V
15 46 54 56 30

Como se observa en esta tabla, los alumnos no se
inclinan por representar los problemas de deber-tener
en una recta, lo que puede ser por dos razones: o bien
porque los ntimeros eran de tres cifras; o bien porque
los problemas con esta estructura no se prestan a ser
representados en una recta de forma natural, ya que
hay que representar un estado con una flecha. Nos
inclinamos a pensar, por lo que pudimos comprobar en
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pensando en la recta numérica y, sin embargo, no
llegue a dibujarla.

Interpretacion de operaciones
En otra serie de preguntas se pedia la interpreta-

cién de operaciones con niimeros positivos y negativos.
El enunciado de estas preguntas aparece en la Tabla 4.
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Tabla 4: Enunciado de 4 items de las
pruebas generales

Escribe unasituacién que pueda serrepresentada
por cada una de las siguientes expresiones:

-3+ (-14); -4+ 13; -32-67; 4-(-6)

Tabla 5: % de contextos y estructuras para -3 + (-14)

En estos «tems» analizamos principalmente los
contextos y estructuras que emplean los alumnos. Los
resultados aparecen en las tablas 5, 6, 7 y 8 con in-
dependencia de que el problema enunciado por los
alumnos se correspondiera correctamente o no con la

expresion numérica dada.

Estructura e +te,=¢€ e t+tv=eg vV, +V, =V, €-€=V -e,=cC Otros Total
Contexto

Deber-tener 43,2 19,8 11,7 0,9 - 0.9 76,5
Temperatura 3.6 0,9 0,9 0,9 1,8 8,1
Nivel-mar - 2,7 - - - 2,7
Tiempo - - - - - -
Carretera - - - - - -
Otros - - 0.9 - - 1,8 2,7
Total 43,2 23,4 16,2 1,8 0,9 4,5 100

Respuestas en blanco: 10%
Tabla 6: % de contextos y estructuras para -4 + 13

Estructura e +te,=¢ e +v=eg vV +V, =V, e -e=V -g,=¢C Otros Total
Contexto

Deber-tener 17,1 33,3 15,3 - - 0,9 66,6
Temperatura 11,7 1,8 1,8 - 0,9 16,2
Nivel-mar 0,9 2,7 - - - 3,6
Tiempo - - - - - -
Carretera - - - - - -
Otros - - 1,8 - - 0,9 2,7
Total 17,1 45,9 21,6 1,8 - 2,7 100

Respuestas en blanco: 10°9%

LY 16/1994
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Tabla 7: % de contextos y estructuras para -32 - 67

Estructura e +e,=¢ e +v=eg Vv, +V, =V, €-e=V e -e=c Otros Total
Contexto

Deber-tener 34,2 16,2 16,2 - - 0,9 67.5
Temperatura 2,7 0,9 3,6 - - 7,2
Nivel-mar 2,7 1,8 - 0,9 - 5,4
Tiempo - - 0,9 - - 0,9
Carretera - - - - - -
Otros - - 0,9 ‘. - - 0.9
Total 34,2 21,6 19,8 4,5 0,9 0,9 100

Respuestas en blanco: 18'1%
Tabla 8: % de contextos y estructuras para 4 - (-6)

Estructura e +e,=¢€ e +v=¢g vV, +V, =V, €-¢=V e -e=c Otros Total
Contexto

Deber-tener 18 28,8 5,4 - - 2,7 54,9
Temperatura 9 2,7 0,9 2,7 - 15,3
Nivel-mar 1,8 1,8 - 1,8 - 5,4
Tiempo - - - - - -
Carretera - - - - - -
Otros - - 2,7 - - 0,9 3.6
Total 18 39,6 12,6 0,9 4.5 3,6 100

El contexto que eligen los alumnos con mas fre-
cuencia para interpretar las operaciones es deber-te-
ner. El tiempoy la carretera practicamente no se eligen;
la temperaturay el nivel del mar son utilizados por mas
alumnos que los dos anteriores, perono con demasiada
frecuencia. Estos resultados indican la importancia de
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Respuestas en blanco: 20'8%

las situaciones deber-tener en el conocimiento numé-
rico de los nifios, no sélo en los niimeros negativos, sino
también en los positivos.

Los tipos de estructura por los que se inclinan los
alumnos mayoritariamente sone, +e,=¢€, ,€ +V=g¢,
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y Vv, +V,=v,,esdecir, las estructuras utilizadas para
presentar la suma en la experiencia realizada. Por otro
lado, las interpretaciones de las restas como diferen-
cias, e,-e, =V y e, -e,=c, fueron casi nulas. Estos
resultados los encontramos significativos porque,
como ya hemos comentado, en el material curricular
que trabajaron los alumnos, los problemas de estos
dos ultimos tipos sirvieron para apoyar la ensefianza
y dar sentido a la resta; lo que indica que para ellos
resulta muy compleja esta interpretacion de la resta.
Un alto namero de alumnos interpretd las restas
convirtiéndolas en las sumas -32 + (-67) y 4+6 y dan-
do un enunciado de los tipos: e +te,=e,e +v=e
y v, +v,=v,. Porotraparte, es curioso el hecho de que,
para la suma -3 + (-14) , el 43'2 % de los alumnos
escribi6 una situacion del tipo e +e,=e , frenteal 17°'1%
que usaron este mismo esquema para la suma -4 + 13.
Esto lleva a plantearse si distintas operaciones indu-
cen a distintas estructuras.

El porcentaje de respuestas correctas fue mayor en
la interpretacién de las sumas que en la de las restas.
De hecho, como se puede comprobar en las tablas 5-8,
el ntmero de respuestas en blanco aumenté en las dos
restas (tablas 7 y 8).

A nivel lingtiistico destacamos que, para cada
operacion, aproximadamente un 70% de los alumnos
redacto el problema en primera persona del singular.
Asi, para la operacion (-3) + (-14), la redaccidén mas
frecuente fue: «Yo debo 3 pesetas y debo 14 pesetas a
otro amigo. ¢ Cuanto debo en total?».

Comoya ha sido estudiado en algunas investigacio-
nes con numeros positivos, hay palabras que determi-
nan, al menos parcialmente, la eleccion de la operacion
en problemas verbales (lo que se ha denominado
palabras claves). Por ejemplo, los verbos «untar,
«reunim, «agregar ... se asocian con la suma; los verbos
«<separar, «quitar, «disminuir,... con la resta. Esto
quedareflejado claramente en estos 4 items, ya que los
alumnos emplean verbos para dar sentido alos niameros
y a las operaciones, que tenian asociados a la suma o
resta de numeros positivos. La diferencia ahora es que
estos verbos sirven tanto para las operaciones como
para los numeros. Es el caso de un alumno que, para
la operacion -32 - 67, escribié: «Arranco 32 paginas de
un libro, y luego arranco otras 67».

Algunos verbos que los alumnos emplearon, para
las sumas o para interpretar los numeros positivos,
fueron los siguientes: «dar», «quedar», «encontrar,
«comprar», etc. Mientras que, para las restas o para la

interpretacion de numeros negativos, algunos alum-
nos escribieron: «arrancar», «quitar», «robar», «om-
per», «regalar», «comer», etc.

Otro ejemplo de las palabras que los alumnos
tienen asociadas a determinadas operaciones es el
siguiente:

«La temperatura en Londres es -4 grados y en
Francia es -13 grados. ¢Cuanta temperatura tienen
entre las dos?»

La repeticion de un esquema lingtiistico relaciona-
do con la suma, como es «,cuanto tienen entre los
dos?», y queresultavalido en otros contextos, llevaaun
error en este caso.

Entrevistas clinicas

El objetivo de las entrevistas clinicas era descubrir
como razonan los alumnos cuando se enfrentan a
problemas aditivos con niimeros negativos, qué tipo de
estrategia siguen y encontrar explicaciones a por qué
unos contextos les resultan mas faciles que otros.

Las entrevistas se realizaron a seis alumnos que
habian participado en nuestra experiencia, selecciona-
dos segun el nivel de comprension del tema: dos de
nivel alto (Al y A2), dos de nivel medio (M1 y M2) y dos
de nivel bajo (B1 y B2). Cada alumno fue entrevistado
en cuatro sesiones de media hora cada una y se les
pidié que resolviesen 17 de los problemas que ya
habian trabajado en el aula o que habian aparecido en
las pruebas pasadas. Se les ofrecio6 la posibilidad de
utilizar rectas numéricas, si querian o si las necesita-
ban, y que fueron dibujadas en folios y colocadas
encima de la mesa de entrevistas.

A continuacién exponemos los resultados que nos
parecen mas interesantes. En las entrevistas se ob-
servaron las dos estrategias para resolver los proble-
mas que ya habian aparecido en las pruebas generales,
es decir: «

* Plantear una operacion (una suma o una resta).
* Apoyarse en la recta numeérica.

Al investigar la relacion existente entre estas es-
trategias comprobamos que, efectivamente, los alum-
nos entrevistados parecen inclinarse hacia una de
estas dos formas de resolver los problemas; esto es,
unos tienden a resolverlos usando la recta y otros
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planteando solamente una operacién, siendo esta in-
clinacién muy clara en algunos casos. Esto tiltimo se
puede comprobar enla Tabla 9, que muestra el niimero
de problemas realizados con cada estrategia por cada
alumno.

Tabla 9: Nimero de problemas realizado
con cada estrategia

Alumno Al | A2 | M1 | M2 | Bl | B2
Estrategia

Con Operacién 6 | 14 6 4 |13 11
Con la Recta 11 3 |11 |18 4 6

A la vista de las contestaciones de estos alumnos,
seria interesante realizar un estudio mas profundo
sobre si estas preferencias tienen relacioén con el nivel
de cada uno.

Lo que parece claro es que, a pesar de las prefe-
rencias, todos los alumnos manifiestan la capacidad
para utilizar ambas estrategias en algtin momento, y
que su eleccion viene determinada por el tipo de
problema. En este sentido coincidimos con PELED
(1990), quien afirma que el conocimiento que tienen los
ninos sobre las operaciones con niimeros negativos se
manifiesta en dos dimensiones: la dimension de recta
numeérica y la dimension cuantitativa. Ademas, afirma
que un nino puede tener mas de una imagen de los
nameros con signo, y puede usar diferentes imagenes
en distintos tipos de problemas numéricos.

Una vez que los alumnos habian resuelto un pro-
blema, usando una delas dos estrategias ya menciona-
das, se les pedia que lo resolviesen usando la otra. En
muchas ocasiones, los alumnos obtenian resultados
diferentes con cada estrategia. Al preguntarles cual de
los dos resultados era el correcto, daban como cierto el
resultado obtenido enlarecta. Asi, por ejemplo, una de
las conductas mas frecuentes era la siguiente: empe-
zaban el problema planteando una operacion, poste-
riormente nosotros les pediamos que lo hicieran con la
recta. Si los resultados eran distintos, corregian la
operacion para que el resultado coincidiese con el de la
recta. Otra conducta que se repitio fue la de realizar el
problema con la ayuda de la recta y, al pedirles que
plantearan una operacién, buscar la operaciéon ade-
cuada para que les diese el mismo resultado que en la
recta. Por lo tanto, los alumnos entrevistados tenian
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mas seguridad en los resultados de los problemas
cuando los hacian apoyandose en la recta que cuando
los planteaban con una operacién. Esto se hizo espe-
cialmente patente en los problemas del tipoe, - e =v
vy e -e =c

Intentamos indagar en las entrevistas por qué se
producia esa diferencia de dificultad entre los distintos
contextos y pudimos ver como los alumnos manifies-
tan una gran seguridad al explicar cuestiones relacio-
nadas con deber-tener, quizas porque les aparecen con
frecuencia en su vida diaria desde muy pequerios y
porque, ademas, las pueden resolver usando niimeros
positivos.

$Sin embargo, al pedirles explicaciones de los pro-
blemas sobre tiempo y, en concreto, los relacionados
con fechas negativas (afos a.C.), suelen dudar y sus
argumentos se vuelven confusos. Hay que tener en
cuenta que este contexto no es usual para ellos y lo ven
practicamente por primera vez en este curso. La prin-
cipal dificultad que tenian los alumnos era la identifi-
cacion de las fechas positivas y negativas, probable-
mente porque las palabras «antes» y «después» no se
relacionan tan facilmente con megativo» y «positivos,
como se pueden relacionar las palabras «bajo ceror y
«sobre cero» o «bajo el nivel del mar» y «sobre el nivel del
mar». Esta misma dificultad les lleva, en ocasiones, a
escribir con ntiimeros negativos los afios vividos por
una persona cuando esta ha nacido antes de Cristo.

Nuestra preocupacién se centr6é también en averi-
guar por qué los problemas del tipoe;-e, =v y e, -e,
= cresultaban tan dificiles. Encontramos como causa
de esta dificultad que los alumnos no tienen asimilado
el concepto que esta detras de este tipo de problemas.
Es decir, para ellos la sustraccion estd mas relacionada
con la idea de «quitar» que con la «diferencia» de dos
estados, tanto cuando trabajan con ntmeros positivos
como cuando trabajan con ntimeros negativos. Ademas,
otra complejidad que se afiade a los problemas del tipo
€. - e =V es la interpretacion de la variacién como un
numero negativo, ya que los alumnos tienden a dar
siempre el resultado de la variacion con un ndamero
positivo.

Cuando los alumnos estudian una ampliacién
numeérica es normal que se sigan manteniendo formas
de planteary resolver problemas que utilizaban con los
conjuntos numeéricos previos. La siguiente observacion
esun ejemplo de este hecho. Los alumnos entrevistados,
cuandoresolvian los problemas planteando una opera-
cién, mostraban una tendencia a escribir el primer
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namero que aparecia en el enunciado del texto y luego
el segundo namero del texto. Esta conducta ya ha sido
estudiada en algunas investigaciones con ntimeros
positivos.

Ya ha sido probado en diversos trabajos de inves-
tigacion que los problemas del tipo v, + v, = v, son mas
dificiles de resolver quelos del tipoe, + e, = e, olos del
tipo e, + v = e, (VERGNAUD, 1982). Al analizar como
resuelven los alumnos los problemas del tipo v, + v, =
v, descubrimos que la primera dificultad que tienen al
intentar representar la situacion en la recta es que no
saben en qué punto comenzar a representar la primera
variacion. La secuencia de actuacion mas comtin fuela

siguiente:

19) Representan la primera variacién partiendo de
cero.

29 Convierten el namero en que finaliza la varia-
cion en un estado.

3%) Resuelven el problema como si fuera del tipo
€, + v = e, De esta forma superan la dificultad
antes mencionada.

Enlas entrevistas repetimos tres problemas, que ya
habian sido puestos en alguna de las pruebas, con el
objetivo de comprobar cambios significativos en la
forma de enfrentarse a ellos. Los cambios que obser-
vamos fueron de tipo procedimental. Por un lado, los
alumnos pasaron de escribir los operaciones en vertical
a escribirlas en horizontal. Y, por otro, cambiaron el
tipo de operacion, es decir, pasaron de plantear una
resta a plantear una suma (o viceversa). Por ejemplo, el
problema siguiente:

«Una persona debe 3.600 pesetasy tiene en el banco
4.000 pesetas. (Cual es su situacion econdmica?».

En la prueba inicial realizaban la operacion mien-
tras que en la entrevistarealizaron la operacién -3.600
+ 4.000 = 400. Por supuesto, entendemos que esto es
una influencia del tipo de ensenanza recibida y de la
cercania de fechas entrela terminacién dela experiencia
y la realizacion de la entrevista.

A pesar de que la instruccién previa habia sido la
misma para los seis alumnos, las entrevistas revelaron
que la comprension de los problemas aditivos y
sustractivos con numeros negativos es distinta de un
alumno a otro. Respuestas iguales a un problema no
implican el mismo grado de entendimiento. Asi, por
ejemplo, contrastamos las explicaciones dadas por
distintos alumnos a un problema que habian resuelto

de la misma forma y, mientras que unos se sentian
incapaces de justificar sus respuesta, otros tenian
argumentos claros del por qué de sus contestaciones.
Estos distintos grados de comprension de los proble-
mas también quedan reflejados en los métodos que
siguen para resolverlos. Exponemos a continuacién
dos formas de actuar de dos alumnos entrevistados:
Uno de los alumnos de nivel medio resolvia siempre los
problemas planteando operaciones con niimeros posi-
tivos y apoyandose en la recta. Es decir, nunca llego a
escribir una operacion en la que los niimeros implica-
dos fueran negativos, aunque si representaba los na-
meros negativos en la recta. A pesar de ello, la mayoria
de sus respuestas fueron correctas y sus explicaciones
validas.
[

Una delas alumnas de nivel bajo, seguia la siguiente
secuencia de actuacion: Primero escribia por separado
los ntimeros que se daban en el enunciado del problema
y colocaba el signo «=»; por ejemplo, -7 11 = Su si-
guiente paso era decidir el signo que tenia el resultado
del problema, y escribia: - 7 11 = - .Y, por tltimo,
buscaba la operacion adecuada para que diese resul-
tado negativo: -7 - 11 = -18.

Las preguntas que se le realizaron a esta alumna al
finalizar los problemas mostraron que tenia una escasa
comprension de los mismos.

Conclusiones

Las dificultades que surgen en las operaciones con
numeros negativos debido a la necesidad de usar
reglas que, en ocasiones, son dificiles de entender por
los alumnos, y los numerosos errores que se producen
a causa de la notacién de los ntimeros con signo o por
el mal uso de los paréntesis, implica que el trabajo en
el aula se centra la mayor parte del tiempo en la
practica rutinaria de operaciones.

Entendemos que abordar la ensefianza de los ni-
meros negativos a través de laresolucion de problemas
es interesante, ya que permite a los alumnos reflexio-
nar y razonar sobre las operaciones basicas y se les
puede ofrecer una mayor riqueza de significados para
ellas.

El namero de contextos que puede usarse para dar
sentido a los numeros negativos no es tan amplio como
el los ntumeros positivos, pero esto, que en principio
puede ser un impedimento, tiene la ventaja de que
permite realizar una eleccion adecuada al preparar el
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tipo de problemas que se plantearan en el aula, En esta
eleccion es importante tener en cuenta, por un lado,
quelos contextos que se utilicen influyen en la dificultad
de los problemas, y, por otro, que deben trabajarse
distintos tipos de estructuras que consoliden o amplien
la visién que tienen los alumnos de los nameros y sus
operaciones, teniendo en cuenta también que hay
estructuras, como la diferencia de estados, que son
mas dificiles de interiorizar por los alumnos.

A la vista de los resultados de las pruebas, de las
entrevistas clinicas y de las observaciones realizadas
en el aula durante los dos meses que estuvimos con los
alumnos, concluimos que el contexto que permite una
mayor comprension de determinadas operaciones con
numeros negativos es el deber-tenery, mas en concre-
to, las situaciones de dinero. La temperaturay el nivel
delmarpresentan una dificultad media, la carreterano
parece ser un contexto dificil aunque su nula utiliza-
cion induce a pensar que sea un contexto lejano para
los alumnos. Esto mismo ocurre con el tiempo, con el
anadido ahora de que este contexto si resulta compli-
cado para ellos. Pensamos que el uso de la recta
numérica es beneficioso para comprender los proble-
mas aditivos con nameros negativos. La recta parece
ser fuente de significado para los alumnos, hasta el
punto de ser el apoyo a través del cual resuelven los
problemas o buscan la operacién a plantear, aunque
queda por estudiar en qué tipos de problemas tienden
a usarla.
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El lenguaje de los grafos

Existen medios de comunicaciéon universales como
la musica o el arte. La notacién de las matematicas
también goza, afortunadamente, de cierta universa-
lidad. Una parte de las matematicas, la teoria de
grafos, se ha mostrado, en los altimos tiempos, como
una notacion muy ttily unificadora en diversas disci-
plinas.

Maria Candelaria Espinel Febles

El grupo O, conocido como donante universal,
puede donar a todos; Ay B sdlo pueden hacerlo a los
de su propio grupoy a los AB; los AB, s6lo entre ellos.

Amistad-movilidad

L

G, Gy G,

SRR

N X

Gio Gy

Anteun problema, a menudo uno tiende a trazar un
grafo. Con s6lo puntos y lineas podemos describir una
situacion, un sistema o una estructura. Los grafos son
una teoria de relaciones y necesita de un ntimero mini-
mo de definiciones para trabajar.

Aportamos algunas familias de grafos que conside-
ramos factibles de incorporar a la ensefanza no uni-
versitaria. Proponemos una reflexion sobre una meto-
dologia que incorpore los grafos o redes al curriculo de
estos alumnos.

Mi exposicion reducird al minimo las palabras.
Dejaré que los graficos hablen.

Donantes

>

/N

O— O —> AB—AB

o<t

Posibles relaciones de amistad en grupos de 4
personas:

En G, G, ¥ G, hay tres pares de amigos, pero son
patrones distintos, ya que:

En G, hay 3 personas que tienen dos amigos cada
unay 1 persona no tiene amigos.

En G, , 2 personas tienen un amigo cada una y 2
personas tienen dos amigos cada una.

En G, , 3 personas tienen un amigo cada unay 1
persona tiene tres amigos.

Tabla de recuento: Puntos (Personas) / Lineas
(Amigos)

2 3 4 5 6 7
] 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 2
3 1 3 4 5 5
4 2 6 9 10
5 1 6 15 21
6 1 6 21 41
7 4 24 65
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En la tabla se puede observar cierta relaciéon entre
el numero de puntos y el de lineas, al menos en las
primeras columnas. Para 4 puntos, en la tercera co-
lumna de la tabla, se tiene

1+1+2+3+2+1+1=11,
que son las posibilidades ya dibujadas. De G, a G, son

grafos no conexos, mientras que de Gy a G|, los grafos
se mantienen unidos.

Obsérvese que, si M(G) < O , se pueden eliminar
ciertas aristas sin afectar a la movilidad del sistema.

Torneos
D
AganaaByD
A BganaaC
CganaaA
c B8

DganaaCyB

[ /A0

3Yg

Los cinco grafos conexos modelizan sistemas
cinematicos de movilidad. Su aplicacion es evidente;
por ejemplo, en el diseno de robots. En este caso, los
vértices del grafo corresponden a las articulaciones del
sistema, y las aristas a los enlaces.

Lamovilidad del sistema es M(G) =2n -k - 3, siendo
G un grafo planar con n vértices y k aristas.

0101 0120
0010 1 000
1 000 0101
0110 1 610

Matriz de dominancia: M Dominancia de segundo

orden: M?

K, C4 X4
X
0 1 -1

2,3

El tema de la movilidad se ensena tradicionalmente
en geometria con tiras de mécano. Los grafos consti-
tuyen una forma mas de trabajar el tema.
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02 21 5
1 01 0 2
1 1 01 3
1120 4

Matriz § = M + M2

El «poder» de cada jugador, en la situacién de
dominancia descrita en el grafo, se entiende como el
namero total de dominancia en primero y segundo
orden. Asi, el «poder»de Aes 5, el de B es 2, el de C es
3yeldeD es 4.

Un torneo o tournament es un grafo completo
orientado. En un torneo siempre hay un camino dirigi-
do que contiene a todos los vértices. A continuacién se
muestran todos los torneos posibles con 2, 3 y 4
vértices:

VANWAN
A AN
A N

Aestos grafos seles ha encontrado varias aplicacio-
nes, pero mas que en los torneos, de donde les viene el
nombre, en situaciones de dominancia dela naturaleza.
Asi, hay especies de aves y mamiferos en las que uno
de los individuos de cada pareja domina al otro. Otra
aplicacion surge en los métodos de scaling, por ejem-
plo, para conocer las preferencias de las personas en

técnicas de mariketing. También estan presentes en la
teoria de comités y elecciones.

El siguiente juego puede resultar divertido:

Tijeras

Papel 5> Piedra

«Tijeras corta Papel»
. «Piedra rompe Tijeras»
«Papel oculta Piedra»

Dos jugadores dicen simultaneamente: «uno, dos,
tres». Alllegar a tres eligen: «tijeras», mostrando la V de
victoria con los dedos; «papel», y muestran dos dedos
Jjuntos; o «piedra», enseniando el pufio cerrado. Si los
dos jugadores eligen el mismo objeto, se considera
empate. Para cualquier otro caso, hay ganador: el
Jjugador que coge tijeras vence al que coge papel, pero
pierde ante un jugador que coge piedra; un jugador que
coge papel vence a un jugador que coge piedra.

Arquitectura

V: Vestibulo S: Salén
D: Dormitorio M: Comedor
C: Cocina E: Exterior

El grafo anterior recoge la relacién de adyacencia
entre habitaciones y de todas ellas con el exterior.

A continuacion, el plano de una casa y su grafo de
acceso asociado:
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e

P orm.B

Dormitorio

Dorm. C

Garage

Cocina

D 4

Comedor

[~

- ]

Pasi

Baﬁp

Bafic |{|B-

}lo

sala Entrada

» =

=

Exterior

Las ilustraciones que siguen corresponden a tres
casas, (a), (b) y (c), con planta cuadrada, circular y
triangular, respectivamente. En ella es:

B: Dormitorio F: Sala

B’: Dormitorio J: Banio

C: Garage K: Cocina
D: Comedor L: Recibidor
E: Entrada O: Despacho

El grafo de acceso, (d), es el mismo,
la habitacion B’ de la casa (c).
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P: Piscina
T: Terraza
Y: Patio

a excepcion de
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Poliminos

La cuestion es si con un dominé podemos teselar
determinadas figuras, como por ejemplo la que se
muestra en el dibujo. La teoria de grafos se ha mostra-
do muy util para resolver esta cuestiéon. Con cualquier
figura reticular se puede asociar un grafo, represen-

tando cada poligono de la figura por un vértice y
uniendo dos vértices por una arista silos poligonos son
adyacentes. En la figura anterior se muestra un reti-
culo y su grafo asociado.

La existencia de teselacion con un dominé es equiva-
lente a que existe un 1-factor en el grafo asociado.

El problema es analogo con triminés y tetraminés.
El siguiente tablero se muestra teselado con triminés.

O OO

il

.o
.o

I

.o
-~e
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Un tetraminé y un dominé se utilizan para teselar
el siguiente grafo:

Circuitos impresos

Quizas les hayan dicho alguna vez que los poliminés
son poco utiles, pues nadie embaldosa su casa con
estas figuras. Casi a modo de curiosidad, pues sé poco
sobre el tema, les puedo decir que se estan utilizando
en el disefio de computadores en paralelo. De ello son
una muestra los siguientes graficos.

-
r—

&
-
-
=
-

p——
bt
A cumm

>
P
—

L
—
et
—

De hecho, la teoria de grafos ya se venia utilizando
para disenar circuitos. A continuacion se muestra
parte de un circuito impreso:
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i/
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A

El grafo siguiente es un mapa de los pasos utiliza-
dos por un algoritmo para resolver cierto problema
mediante ordenador.

Pienso que hay muchos conocimientos que han
estado dormidos y que la llegada de los ordenadores
esta despertando.
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Poligonos estrellados - grafos circulantes -
redes de doble bucle

Se suele considerar que los poligonos estrellados
datan del 540 a. C., con el pentagrama, simbolo de los
pitagoricos. Se han venido utilizando con fines decora-
tivos y fueron estudiados por varios matemaéticos,
entre ellos KEPLER. La idea de unir n puntos dando
saltos de longitud s suscit6 varias cuestiones como: si
se cerrara siempre el poligono, el niimero de vueltas
necesarias para que se cierre o el niimero de lados que
tendra. Las respuestas estan relacionadas con la
divisibilidad de los ntimeros n y s.

9 8

c|n<| + 3,67

En 1846, CATALAN introduce las matrices circu-
lantes, que son las matrices de adyacencia de unos
grafos que recuerdan a poligonos estrellados super-
puestos y que llamaron grafos circulantes. Por su
simetria, regularidad y, en particular, su conectividad,
estos grafos se utilizan para la implantacién de redes
locales de ordenadores. La conectividad es maxima si
elnumero de puntos nylalongitud h de todos los saltos
son primos entre si, lo cual en un factor muy importante
porque garantiza la no vulnerabilidad de la red.

0
¢ n-1

7z
A\

=
A

G(n.h)

Enlos tultimos anos, la programacion en paralelo ha
recurrido también al mismo modelo, llamandolos «re-
des de doble bucle», G{n,h). La cuestion estd en buscar
ny s para que la red tenga didmetro minimo.

Poliexos - Quimica - Geografia
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En la figura anterior tenemos un panal y su grafo
asociado. Sin embargo, la teoria de grafos no ha
resuelto totalmente la cuestion de teselar con poliexos;
para algunos casos se conocen condiciones necesarias,

0 R GOSN
A o seleVe
jecloeclest

Alas figuras formadas por hexagonos se les conoce
como «animales hexagonales». De ellos, los mas senci-
1los son los hidrocarburos aromaéticos, también llama-
dos arenos, algunos de los cuales son derivados del
benceno.

La Quimica es uno de los campos de la ciencia
donde la teoria de grafos ha resultado mas productiva,
tanto para fijar nomenclatura como para clasificacion
y definicién de estructuras moleculares.

yo B

Cata-condensado Peri-condensado

Para los polimeros se utilizan los términos cata-
condensados y peri-condensados, segiin como sea la
adyacencia. Los cata-condensados dan lugar a arboles
en grafos y los peri-condensados han de tener al menos
un circuito en el grafo asociado.

B X

En general, el sistema hexagonal es peri-condensa-
do si tiene vértices internos y cata-condensado sinolos
tiene; pero siempre se considera un sistema sin aguje-
ros.

B = 22223322232233333222322232323222333

Grupo n, Ak,
22223333 4 +3
222333 3 +2
2233 2 +1
23 1 0]
333 3 -1
33 2 -1
3 1 -1
222 0] +3
22 0 +2
2 0 +1

Otra forma de trabajar conlos animales hexagonales
es codificando su perimetro.

Para los que como yo no sabemos tanta quimica, es
un placer reconocer en los siguientes arboles el aguay
el butano.

TO—5—OF
x5 OF
xo—e 5—41
T4
X
S

Cull o

26  &G7A  16/1994



1 SEMINARIO NACIONAL SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS

La teoria de arboles fue descubierta por CALEY
(1857), apartir del trabajo de KIRCHHOFF,y completada incipios al . L
luego por SYLVESTER (1878). La siguiente figura Principios alternativos de organizacion en

; X . ‘ el modelo de Christaller
muestra los 6 primeros miembros de la serie alcalinos,
CH donde se han quitado los hidrégenos y sélo se

n" 2042 ’
muestran los atomos del carbono. El primero es el

A
metano, CH,. s /,\\
AN A
B / \ \
El método mas poderoso para resolver los proble- < o - -

mas de enumeracion se debe a G. POLYIA (1937). Es L,. Alcance exteror de
valido para enumerar isémeros, alcoholes y una amplia las mercancias centrales
variedad de estructuras inorganicas.

b — -

g E !
VAR M
il ) :
2 o1 b—t—a
] g / \
I Y { i P10 P14,
L]
=1 { — .
" n=2 /b'_ —( P Q
n=3 [S——— < .
=4 - . N h
" nes p——0 o
’—I“‘“’ j a) Principio de mercado K=1+ (6x 1/3)=3
i \ I
) nm=6
Uno de los modelos de asentamiento de las pobla-
ciones, disenado por el gedgrafo aleman CHRISTALLER,
considera la formacién hexagonal. Ademads, este mo-
delo de asentamiento se ha mostrado como el méas
eficiente para solucionar los problemas de transporte.
Formacién hexagonal
1/ — \
\ . )
() YA, o/
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el — -

b) Principio de trafico K=1+ (6x1/2) =4

® Lugar central © Lugar dependiente
Limite de regién complementaria
————— Trafico entre lugares centrales

Areas de mercado
de orden superiof

AN
/ A\
/

17 |

dK=9

c) Principio administrativo K=1+(6x 1) =7

Espero haber despertado su interés por el lenguaje
de los grafos. El qué, el como y el cuando se debe
ensenar a los alumnos, espero se empiece a responder
en el debate que seguira.
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La interaccion lenguaje-pensamiento
y la construccion de los conceptos
matematicos en Primaria

En la actualidad ha desaparecido la idea de la
ensenanza de las Matematicas, en los niveles basicos,
como ciencia puramente deductiva y se tiende a con-
siderarla como proceso de induccién y construccion
empirica de conocimiento.

Valoramos la importancia del lenguaje en la cons-
truccién de los conceptos matematicos y entendemos
la matematica como un lenguaje.

La experiencia y la manipulacion son actividades
basicas en la clases de matematicas en Primaria. A
través de operaciones concretas como son comparar,
clasificar y relacionar, el nifio va adquiriendo represen-
tacioneslogicas y matematicas que, mas tarde, valdran
por si mismas de manera asbstracta y seran suscep-
tibles de formalizacién en un sistema plenamente
deductivo, independiente de la experiencia directa. La
primera aproximacion a los conceptos matematicos la
realizan los nifios de manera intuitiva; no se puede
hablar en estos primeros estadios de elaboracion de
conceptos. A partir de la manipulacion y las consi-
guientes percepciones, los nifios reciben informaciones
de su entorno y elaboran las primeras imagenes
mentales.

Es en este momento del proceso de aprendizaje
cuando entra en juego la comunicacién. La expresion
ayuda a la concrecién del pensamiento. La expresion
verbal obliga a los nifios a ordenar las imagenes
mentalesy crealanecesidad de adquirir el vocabulario
adecuado.

Cuando entra en juego la comunicacién escrita,
entramos en el mundo de los simbolos matematicos.
De esta manera, €l nifio va elaborando los conceptos,
explicita procedimientos, adquiere el vocabulario ma-
tematico correspondiente y se aproxima a la utilizacion

Elvira Figueras i Latorre

de los simbolos. Consideramos que el nifio debe haber
exialicitado por escrito -0 sea, comunicado- muchas
matematicas, antes de ponerlo en situacion de leer un
texto escrito por un adulto.

Creemos que no es malo que se introduzca la
utilizacién de vocabulario especificoya en las primeras
edades, pero siempre que antes se haya creado su
necesidad. Todos los términos utilizados por los nifios
tienen que estar llenos de significado.

Justificacion

En el mes de abril del curso 92-93 se me invito a
colaborar en un curso sobre Matematicas y Reforma.
Se me pedia que presentara una ponencia sobre el
descubrimiento matematico en los nifios de Primaria;

era el tema ideal para conseguir que aceptara la

proposicion de manera casiinconsciente, sin reflexionar,
como side una invitacién a un viaje deseado se tratara.
Hablar delos descubrimientos matematicos que pueden
realizar los nifios en clase me entusiasmaba; no dudé
ni un momento. No era la primera vez que exponia mis
experiencias pedagogicas, pero en aquella ocasion la
demanda era muy concreta y puntual. Llevo utilizando
esta técnica en clase muchoes afnos y la he defendido en
muchas ocasiones, pero nunca se me habia planteado
una situacidon que me obligase a estructurarla para
poder hacer una exposicion ordenada y coherente.

JPor qué se me pedia ahora que hablara de este
tema? La respuesta es evidente: De alguna manera, el
marco que habia originado esta demanda tan concreta
era el de la LOGSE. Cogi el Disenio Curricular de
Matematicas y me puse analizar los objetivos genera-
les. Resumiendo, nos proponen alli conseguir nifos
motivados por la investigacion, creativos, criticos, co-
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nocedores de sus recursos, sistematicos y habiles para
utilizar los distintos lenguajes matematicos y medios
tecnologicos.

A continuacion, estudié los procedimientos, actitu-
des, valores y normas y vi que la técnica del descu-
brimiento era buena para conseguir los objetivos de
contenidos y, sobre todo, los de procedimientos y
actitudes.

A nivel personal no me hacia falta esta reflexién,
tenia comprobado que el trabajo de descubrimiento era
una buena practica matematica, pero seguro que estos
argumentos me podian servir para animar a otros
maestros a introducirla en sus clases.

Finalmente, las prescripciones educativas coinci-
dian con las de psicélogos cognoscitivos, que conside-
ran que educar es crear hombres capacitados para
hacer cosas nuevasy crear mentes criticas. Y, también,
con las de los maestros de vanguardia como FREINET,
que desde su pequena escuela rural ya practicaba una
matematica de tipo funcional.

La construccién de conceptos. Teorias del
aprendizaje

Hasta los arnos setenta estuvieron en vigor las
teorias asociacionistas, modelo transmisién-recepcion.
Consideraban que los conocimientos se transmiten ya
elaborados, y que los alumnos los integran, ya que
llegan a las aulas vacios de contenidos. Pensaban que
aprender es asimilar contenidos, y que ensenar es
exponer los que se quieren transmitir, de manera clara.
Se basaban en la lecciébn magistral del maestro, la
lectura ylamemorizacion. Los curriculos eran listados
de contenidos conceptuales. Queremos creer que estos
métodos ya no son los unicos utilizados en nuestras
clases.

Durante las dos tltimas décadas se han desarrolla-
do diversas teorias del aprendizaje: Genéticas-evoluti-
vas (PIAGET), cognoscitivas (VIGOTZQUI y BRUNER),
conductistas o behavioristas y constructivistas
(AUSUBEL y NOVAK).

La teoria del descubrimiento de Bruner centra el
aprendizaje enla actividad. Considera que aprender es
adquirir procedimientos, y ensenar es coordinar acti-
vidades y experiencias. Parte siempre de los intereses
del nino y siempre utiliza métodos inductivos. El
curriculo eslaadquisicién de habilidades cognoscitivas.
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Hay dos principios de esta teoria que son aceptados
por todas las tendencias:

* Lanecesidad de que el maestro descubra lo que el
nifio esta en disposicién de aprender y planificar
las didacticas a partir de ello.

* La accion facilita el aprendizaje de conceptos.

Esta teoria fue seguida durante muchos afios porla
Escuela activa.

La teoria constructivista postula que aprender con-
siste en construir significados, dar sentido a aquello
que se aprende y hacer que los alumnos lo realicen a
partir de su experiencia personal. El nifio construye
sus conocimientos relacionandolos conocimientos que
ya tiene con las nuevas informaciones. Este método
entra en conexion con la teoria de la Gestalto teoria de
la forma, que creia que el inicio del proceso de apren-
dizaje esta en la percepcion visual de la estructura
fisica, percepciéon intuitiva que conducira a la com-
prension y posterior aplicacion a otras situaciones. No
contemplan la repeticién mecanica.

El constructivismo es un tipo de aprendizaje coope-
rativo; es basica la confrontacion de ideas que implica la
formalizacién y, por tanto, la utilizacién de lenguajes.

El psicologo constructivista Ausubel analiza y criti-
ca la teoria del descubrimiento de Bruner, pero justi-
fica su utilizaciéon en la etapa de las operaciones
concretas. Considera que es dificil aplicarlas en alum-
nos mayores, pero reconoce que su utilizacién mejora
la significatividad intuitiva e intensifica y personaliza
tanto lo concreto de la experiencia como las operacio-
nes de abstraccién y generalizaciéon que se hacen a
partir de datos empiricos.

Las criticas que los constructivistas hacen al mé-
todo del descubrimiento se pueden sintetizar asi:

* No aceptan que el significado sea producto del
descubrimiento creativo y no verbal.

* Creen que lo aprendido por medio del descubri-
miento no se transfiere con facilidad a otras
situaciones y problemas.

* Consideran que es util para alumnos en los
primeros anos de escolaridad, pero que no lo es
para los que ya dominan unos procedimientos y
un vocabulario basico.

He querido esbozar las lineas generales de esta
teoria del aprendizaje para, a continuacién, concretar
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lo que para mi es el descubrimiento matematico. No
querria que el nombre indujera a error

Creo que puede considerarse una técnica de tipo
constructivista, a pesar de que cuando empecé a prac-
ticarla no conocia el modelo contructivista. Quiero ser
sincera y deciros que tampoco conocia la teoria del
descubrimiento. Esto nos constata que la practica do-
cente es una base muy importante para la elaboracién
y disefio delas didacticas, y que las observaciones de los
procesos de aprendizaje de los nifios que los maestros
pueden hacer en las aulas son los argumentos que han
de determinar la aceptacién o rechazo de las teorias que
los psicélogos propugnan. No creo quela practica docente
tenga que ser definida por una teoria concreta de
aprendizaje. Pienso que se tiene que adaptar a cada
sociedad, a cada escuela, a cada grupo, a cada alumno
yacadamaestro. La personalidad del maestro define su
practica docente y no es bueno intentar asimilarla a una
determinada corriente. Es necesario que el educador

esté al dia de las teorias psicologicas del aprendizaje, las
haya analizado criticamente y las haya incorporado
significativamente y que, después de confrontarlas con
sus experiencias personales, las reinvente y las aplique
adaptadas a las situaciones concretas.

¢Por qué consideramos el descubrimiento matema-
tico una practica de tipo constructivista? Cuando se
inicia un descubrimiento siempre se parte de los cono-
cimientos previos que tiene el nifo. A veces, el trabajo
consistira en modificar sus preconceptos.

Se trata de que el nifio construya conocimientos a
partir de su propia experiencia personal y siguiendo su
propio camino. Generalmente el alumno va siempre de
lo facilalo dificil. Tiene claro lo que pretende hacery qué
quiere conseguir; los aprendizajes que realiza por medio
de esta practica son de tipo funcional, pues siempre son
aplicables a la resolucion del conflicto inicial. Es, pues,
un tipo de aprendizaje significativo. (ANEXO 1).

CONOCIMIENTOS I
PREVIOS |
| CREACION DE i . -
|  UNconFLICTO ACCION ABSTRACCION COMUNICACION
I Incitacién. Operaciones. Percepcion Traduccion
Experiencia | | Motivacién. Manipulacién. sensorial. simbadlica.
del nifio l Implicacién Construccion. Elaboracion de Traduccién
_l afectiva, Descomposicion. imagenes. grafica.
————— i Ordenacién. Concrecion de Formalizacién.
Situaciones pensamiento. Lenguage.
creadas por Generalizacién. Verbalizacién.
el maestro Construccion
del concepto.
TANTEO
EXPERIMENTAL
> DESCUBRIMIENTO
Aplicacién
METODO HEURISTICO APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

Anexo 1
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Lo que entendemos por descubrimiento de un
nifno en la clase de Matematicas

Descubrimiento.- Accién de descubrir aquello que
estaba oculto, que era ignorado; la cosa descubierta.

Descubrir.- Ser el primero en conocer una cosa hasta
aguel momento desconocida.

St analizamos el significado que de estas palabras
nos da el dicionario, nos daremos cuenta de que las
utilizamos correctamente cuando decimos que €l nifio
descubre matematicas y, si queremos puntualizar,
hablaremos de sus redescubrimientos matematicos.

El nino descubre cosas que, hasta aquel momento,
para €l estaban escondidas. Cuando un nifio realiza un
descubrimiento esta contento, y el maestro debe estarlo
con €l y hacer participar de esta alegria a los otros
companeros de clase. Cuando el maestro, por medio de
sus explicaciones, da a conocer una verdad al nirfio,
éste no experimenta la misma satisfaccion.

Cuando se inicia un trabajo, tanto sea personal
como colectivo, siempre se parte de los conocimientos
previos que tiene el nifio. A veces el descubrimiento
consistira en modificar estos preconceptos. El primer
paso esla creacion de un conflicto. Debemos conseguir
que elnifio tenga necesidad de solucionarlo. Si se trata
de un conflicto espontaneo, es decir, no inducido por el
maestro, evidentemente la motivacién sera mayor.

Un maestro experimentado es capaz de motivar la
creacion de conflictos en el nifo de manera indirecta.,

Existen conflictos propios de cada edad que el nifio
debe plantearse obligatoriamente, ya sea de manera
espontanea o provocada. Por esto se hacen descubri-
mientos colectivos en los cuales, a partir de una situa-
cion planteada por el maestro, cada nifio se plantea su
contflicto y lo soluciona siguiendo su propio sistema.

Es muy 1til coleccionar todos los descubrimientos
y ponerlos a disposicion de la clase, como si de un libro
mas de la biblioteca se tratara.

Laobservaciony estudio delos sistemas que utilizan
los alumnos para hacer sus inducciones son fuente de
material valido para realizar guias de descubrimineto
para otros nifios. PUIG ADAM, en su Didactica de la
Matematica Heuristica, decia: «Los nifios dan la llave
para descubrir la didactica mas acertada a cada tema»
(1956).
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A veees, la investigacion realizada por un nifio no
conduce a ninguna conclusion o bien plantea una
conclusion equivocada. Es importante que el nifio se
haga consciente de su error, pero nunca tenemos que
pensar que el trabajo que ha realizado no haya sido
valido.

Puede pasar que un nifio haga un descubrimiento
de manera espontanea. No siempre es necesario el
redescubrimiento; a veces la generalizacion es inme-
diata, fruto de un trabajo anterior. FREINET decia; «Si
encontramos sin buscar es que antes habiamos bus-
cado sin encontrar.

Todo descubrimiento debe tener una plasmacion
formal, una expresion que le permita comunicarlo a
sus comparieros. Esto obliga al nific a ordenar sus
ideas: primero, para expresarlas a nivel oral; después,
utilizando diagramas, dibujos, etc. y, finalmente, ela-
borando un informe escrito.

Clases de descubrimientos (Anexo 2).

Habria muchas maneras de clasificar los descubri-
mientos realizados en clase, pero nos limitaremos a
hacerlo bajo dos aspectos:

Atendiendo a las personas que intervienen en su
elaboracion, pueden ser individuales y colectivos.

Considerando el origen del conflicto, pueden ser
espontaneos e inducidos.

La primera clasificacion necesita muy pocas expli-
caciones.

Cuando un nifio se enfrenta solo ante un conflicto,
que se ha planteado él o que se lo ha provocado el
maestro u otro compafiero, consideraremos que esta
realizando una actividad de tipo individual. En el
primer caso, espontanea; en el segundo, inducida.

En una clase de Quinto nivel, y mientras se realiza-
ba un estudio colectivo del hexagonoregular, se planted
la necesidad de encontrar un sistema para saber
cuantas diagonales tiene un poligono. Los nifios, en
grupos, estuvieron trabajando con distintos poligonos
hasta que, de una manera u otra, llegaron a descubrirlo.

La manera de saber cuantas diagonales tiene un
poligono es bien conocida por todos, pero era descono-
cida para ellos y la descubrieron. Hasta aqui se trataba
de un descubrimiento colectivo de tipo inducido.
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ORIGEN DEL CONFLICTO

ESPONTANEO

L—> Por los compaifieros

{  INDUCIDO

Por el maestro Directamente: * Explicacién
* Material
Indirectamente: * Fichero

* Un descubrimiento
* Un conflicto anterior sin resolver

* Coleccién de descubrimientos

Anexo 2 ,

Un nifo de la clase se planted la posibilidad de que
al aplicar el sistema surgiera una division por dos que
no fuera exacta, dado que el nimero de diagonales de
un poligono no puede ser un niimero decimal. Calculd
elnumero de diagonales de muchos poligonos y vio que
nunca pasaba. Quiso saber la razon por la cual el
producto del niimero de lados menos tres, por el
nuamero de lados, fuera siempre un namero par. El
trabajo, que en principio era colectivo e inducido,
derivo en una actividad individual de tipo espontaneo.

Generalmente, el trabajo de clase se centra en un
tema concreto. Esto hace que los descubrimientos
que hacen los nifios sean en torno a este nucleo de
intereés.

Muchas veces, nifos diferentes llegan a los mismos
descubrimientos paralelamente y utilizando los mismos
caminos. Esto debe hacernosreflexionar: Seguramente
el método seguido nos puede ser valido en otros mo-
mentos para ayudar a otros nifos.

Introduccién de este tipo de actividades en
clase

Para que el descubrimiento matematico sea una
practica habitual en clase, lo ideal es que se empiece a
practicar en la Educacién Infantil. En estas edades los
ninos empiezan a hacer pequenios descubrimientos
que el maestro o maestra debera saber captar y poten-
ciar haciendo que se sientan orgullosos de ellos. Los
descubrimientos hechos por nifios pequenos tienen
siempre relacion con cosas generales, no especialmen-
te con las matematicas.

Si tenemos suerte y llegan a nuestras clases nifos
con este tipo de experiencias, el trabajo con ellos sera
muy fécil, pero esto pasararamente. Yo tuve la suerte de
trabajar durante quince arios en una escuela donde en
todos los niveles se realizaban actividades de descubri-
miento. Hace cuatro anos, y por cambio de residencia
empeceé a trabajar en una nueva escuela. Debia dar las
matematicas a tres clases de Sexto. Los nifios estaban
acostumbrados a trabajar siguendo un libro de texto, a
escuchar las explicaciones del maestro y hacer después
los ejercicios propuestos en el libro. Tenian un buen ni-
velmecanico. Nuncahabian tenido posibilidad de escoger
el trabajo que les interesaba hacer; hacian siempre, bien
o mal, lo que el maestro les proponia. Eran muy disci-
plinados, pero se manifestaban muy poco creativos.

La primera reaccion fue de desanimo, pensaba que
nifos de Sexto que nunca habian realizado trabajolibre,
que nunca habian trabajado la matematica de una
manera creativa, no podrian seguir la dinamica de clase
que yo siempre habia orientado. Intenté adaptarme un
poco al sistema e ir cambiando poco a poco la dinamica
de la clase. Introduje espacios de tiempo dedicados al
trabajo libre en que los nifios pudieran escoger sus
actividades dentro de un abanico de posibilidades:
introduciendo la practica del descubrimiento, propo-
niendo situaciones que indujesen a la reflexion y poste-
rior descubrimiento, organizando actividades Iadicas
que animasen a los ninos a jugar con los niimeros, la
logica, la geometria. Mi meta era conseguir que los
alumnos descubrieran la matematica de la vida.

La dinamica de la clase fue variando poco a poco; los

ninos empezaron a trabajar con ilusién, pronto empeza-
ron a descubrir. Esto me hizo ver que los nifios son
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creativos por naturaleza, les gusta descubrir, investigar,
alejarse de las actividades dirigidas. También pude
constatar que el hecho de tener buenos habitos de
trabajo y un buen dominio mecanico facilita mucho la
asimilacion de esta practica.

Hace falta una organizacion de clase que facilite este
tipo de actividad. Debe haber espacios de trabajo libre
en los que cada nifio pueda elaborar, de manera indivi-
dual o en pequeno grupo, sus descubrimientos y tam-
bién periodos de tiempo dedicados a la exposicién y
debate de los ya realizados. También deben existir
actividades alternativas para los nifios que no tengan
conflictos planteados. Es bueno que haya un fichero
inductor de descubrimientos para los nifios que les
cueste encontrar motivos.

El maestro debe tener el material y los recursos
necesarios para provocar en los alumnos la elaboracion
de todos los conceptos y la consecucién de todos los
objetivos propuestos en la programacion. No ha de ser
un material rigido, es decir, ha de ser susceptible de
continuas modificaciones. Tiene que incorporar aporta-
ciones de los propios alumnos que en ocasiones susti-
tuiran materiales preparados por el maestro.

No se trata de que todos los alumnos realicen todas
las actividades; un control estricto de la evolucién de
cada uno servird al maestro para orientar el trabajo
individual.

Cuando se trata de hacer descubrimientos colecti-
vos, generalmente es el maestro quien plantea el conflic-
to, pero también pueden hacerlo los nifios. En ocasio-
nes, en el momento de la exposicion colectiva se presen-
tan conflictos que pueden ser motivo de trabajo de todo
el grupo y posterior puesta en comun.

También se puede potenciar que un alumno pida
ayuda a sus comparneros. Cuando pasa esto, general-
mente el clima de la clase se hace muy enriquecedor.

Proceso de un descubrimiento (Anexo 3).

Elproceso se inicia con la creacion de un conflicto, es
decir, de una situacién matematica por resolver. Debe-
mos conseguir que se plantee como un reto personal en
el que haya una fuerte dosis de implicacion afectiva. La
primera parte dela actividad sera siempre eminentemente
practica. Se basara en la manipulacién y en la observa-
cion; permitira una posterior regogida de informacién.
Se ordenarany clasificaran los datos recogidos utilizan-
do procedimientos graficos. Es el momento de ofrecer a
los alumnos los distintos mecanismos de recogida y
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PROCESO DE UN DESCUBRIMIENTO

MOTIVACION
CREACION DEL CONFLICTO
I
MANIPULACION Y OBSERVACION

TANTEO
I
RECOGIDA DE INFORMACION
SISTEMATIZACION DE LOS
DATOS RECOGIDOS
!
INDUCCION DE HIPOTESIS
T
¢ COMPROBACION
1
FORMALIZACION DEL DESCUBRIMIENTO

APLICACION

COMUNICACION

Anexo 3

clasificacién de datos segun las necesidades lo requie-
ran: tablas de doble entrada, diagramas, etc. A partir de
los datos recogidos se induciran hipétesis que deberan
formalizarse, para lo que serd necesario el uso de
vocabulario matematico especifico que el maestro sumi-
nistrara al nifilo cuando haga falta.

Se seguira después con la comprobacion de la hipo-
tesis planteada y, en caso de ser valida, se pasari a
formalizar el descubrimiento. Si resulta ser falsa, se
deberan formular nuevas hipotesis.,

Para que el nifio o nifia pueda comunicar con clari-
dad sudescubrimiento esnecesario que lo haya concebido
realmente en su inteligencia, debera haber ordenado
sus ideas y necesita poseer de manera significativa el
vocabulario necesario para su expresion.

Podemos considerar que un descubrimiento ha sido
realmente comunicado cuando los demas nifnos de la
clase son capaces de aplicarlo a situaciones distintas.

Elvira Figueras i Latorre
Associacié d’Ensenyants de Matematiques de les
Comarques Gironines (ADEMGI)
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Sobre los diversos lenguajes matematicos
y del paso de unos a otros

Introduccion

Hace ahora mas de treinta anos, nuestro PUIG
ADAM (1), refiriéndose al papel de los modelos materia-
les en la ensenanza, escribia:

«.. paranuestros alumnos de clases elementales
lo concreto empieza por ser el mundo observable,
lo que impresiona directamente sus sentidos, yal
mismo tiempo lo que les invita a actuar. Si la
percepcioén y la accién constituyen dos aspectos
del aprendizaje, sera necesario que los primeros
modelos puedan provocar una y otra. Limitando-
nos, pues, a los modelos materiales, exigiremos
que la traduccioén o la sugestién que entrafien no
sean puramente contemplativas, sino que susciten
una accién efectiva. Dicho de otro modo: los modelos
deberan traducir o sugerir, creando situaciones
activas de aprendizaje».

Es verdad que es una lastima, y es lastima que sea
verdad, que visiones como ésta hayan sido tanto tiempo
ignoradas. Mejor les hubiera ido a nuestros alumnos si
las hubiéramos llevado a las aulas desde que fueron
expuestas. Pero no, se ha esperado a que fueran
sacralizadas por los ICMEs y demas cofradias. En fin,
mas vale tarde que nunca.

Por otro lado, desde que el nifio entra en la escuela
- sabiendo hablar, pero no escribir - se pretende (se
pretendiay atin se sigue pretendiendo por muchos) que
escriba «en Matematicas» y, generalmente, no se insiste
lo necesario en la expresién de nociones y destrezas
matematicas en lenguaje natural. Inexplicablemente,
se suele olvidar que, en los niveles que nos ocupan, se
piensa en palabras, no en simbolos.

Manuel Fernandez

El que en el titulo de este trabajo aparezca la frase
«denguajes matematicos» obedece a la idea de consi-
derar entre ellos al que, a falta de nombre mejor,
denominaré lenguaje fisico (los objetos también ha-
blan) y al ordinario o natural.

Expondré aqui variados ejemplos de cémo acceder
a determinados conceptos y relaciones a través de
material (comercial o elaborado al efecto), haré hincapié
en la posterior verbalizacién (oral y escrita), para, fi-
nalmente, ejemplificar el proceso de paso al lenguaje
simbélico.

Se considerara también el empleo del lenguaje
grafico, entendiendo por tal la expresién mediante
dibujos, diagramas, tablas, gréficas, etc.; la verbali-
zacion de lo asi tratado y su traduccién al lenguaje
simbolico.

He de advertir que considero que lameta final de
la ensefianzay el aprendizaje de las Matematicas en
los niveles no universitarios, ha de ser que el
alumno adquiera una cierta scltura en la interpre-
tacidn y escritura del lenguaje simbélico. Creo que
no pretenderlo es jugar a ensefiar Matematicas; no
es tratar seriamente de enseiarlas y de que sean
aprendidas.

Un ejemplo del uso introductorio del lenguaje
fisico y sus sucesivas traducciones: Estudio de
las unidades decimales de numeracién a través del
decimetro cibico desmontable.

A) Fase fisico-oral

Materijal: Un par de juegos para cada grupo de 3 6
4 alumnos. Otros para el profesor.
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Terminologia: Al decimetro cubico completo se le
denominara cubo. A las partes, plancha, barra y
cubito.

Los alumnos deben manipular el material hasta
que lleguen a descubrir y expresar oralmente con
correccién que: una plancha es una décima de un
cubo; una barra es una centésima de un cubo; etc.

Oportunamente, sin precipitaciones peligrosas, debe
procederse a ir cambiando la unidad de referencia.
Entonces, los ejercicios consistiran en ver que, por
ejemplo, una barra es una décima de una plancha; un
cubito es una centésima de una plancha;...

Cuando haya constancia de que lo anterior ha sido
debidamente interiorizado, puede el profesor mostrar

diversas combinaciones de distintas unidades sucesi-
vas, y pedir que expresen en forma oral cada cantidad.

Mas tarde, repetir el proceso con unidades no
sucesivas. Por ejemplo, mostrandoles commbinaciones
materiales como las que se representan a continua-
cion, ayudarles a que expresen en lenguaje habituallas
correspondientes cantidades.

Esto supone un importante paso mas, una primera
abstraccion. Se trata, por ejemplo, de que digan, en el
caso de la primera figura: dos unidades y tres centé-
simas.

¢

O bien, tomando como unidad una parte del cubo,
verbalizar la expresion material correspondiente. Tal
es el caso representado a continuacion:
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Pero la actividad no debe terminar aqui. Debe
adiestrarse al alumnado en el paso inverso, esto es,
proponer muchos y variados ejercicios en los que se
pida materializar enunciados como los que, a via de
ejemplos, siguen, sobreentendiendo que cada cual es
libre de elegir, cuando se dé el caso, la unidad de
referencia:

3 unidades y 2 décimas.

2 unidades, 2 décimas y 5 centésimas.

4 décimas y 3 centésimas.

2 unidades y 3 milésimas.

10 décimas

5 décimas.

15 centésimas.

25 milésimas.

100 centésimas es lo mismo que 1 unidad.
1007 milésimas equivale a 1 unidad y 7 milésimas.
200 centésimas es lo mismo que 20 décimas.

En todo este proceso surgen conflictos cognitivos
entre el alumnado. Y es bueno que asi sea. Cuando
consigan superarlos -con nuestra ayuda o, mejor, sin
ella- podremos asegurar que las nociones tratadas han
sido significativamente aprendidas. Y cuando, mas
adelante, tengan que efectuar mediciones y anotar,
pongamos por caso, la medida de un listbn de 1 m 5
mm , escribiran, con la seguridad con que lo hace un
carpintero, 1’005 m.

B) Fase fisico-escrito

Elproceso aseguir es igual que el de la fase anterior,
pero aqui debe darse mas autonomia a los alumnos:
que sean ellos los que propongan los ejercicios, que
comenten en voz alta las incidencias y dificultades
encontradas, ...

Debe propiciarse el empleo de otros materiales; por
ejemplo, manojos de palillos de dientes de 10 y 100
unidades, para el trabajo con décimas y centésimas;
probetas graduadas y agua coloreada, etc. También,
aprovechar la creatividad natural de los nifios y propo-
nerles que fabriquen otros; por lo menos, para el
estudio de décimas y centésimas.

C) Fase del lenguaje grafico
El decimetro cubico real y sus partes se sustituyen

ahora por buenos dibujos en tamaro real. Debe dis-
ponerse de varios juegos e irles mostrando diversas

combinaciones para que expresen, oralmente y por
escrito, lo que ven.

Constituye también un buen ejercicio que los alum-
nos vayan diciendo cantidades, y el profesor vaya
ensefnando los correspondientes dibujos. Y repetir esta
escenificacion, actuando sélo los alumnos.

No se le ocultara al lector que el objetivo de esto es
aprovechar la ocasion para establecer una comuni-
cacion que facilite la construccion del conocimiento, la
comprension verdadera de los conceptos y relaciones.

D) Desde el lenguaje fisico hasta el simbélico,

y viceversa

Ha llegado el momento de hacer ver que las Mate-
maticas disponen de una forma mas rapida y comoda
de escribir estas cosas. Procede ahora introducir el
convenio del uso de la «coma» para separary distinguir
las unidades de las unidades decimales.

(Y, jcuidado!: Se esta empezando a copiar el uso del
punto decimal anglosajén, lo que puede acarrear pro-
blemas).

Se debe partir, aunque aqui no lo hagamos, de las
representaciones materiales.

En esta etapa, hay que ir muy despacio. Es fun-
damental que, desde un principio, los chicos caminen
seguros por esta via a la abstraccion. Se evitara asi el
que, mas tarde -en especial cuando traten con fracciones
ordinarias o medidas- cometan errores de dificil
erradicacion.

Ejemplos de ejercicios:

a) Traduce al lenguaje simbélico:

* 4 unidades 5 décimas

* 3 unidades 3 décimas 1 centésima

* 25 unidades 7 centésimas

* 7 décimas 5 milésimas

* 6 centésimas 5 milésimas

* 9 centésimas

* 23 milésimas

*115 centésimas es lo mismo que 1 unidad y 15
centésimas

b) Expresa con ntmeros y palabras:
*3'12
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*3'02
* 5005
* 0’35
*0'02
* 0’003
* 3207

c) Materializa y representa con dibujos las cantida-
des propuestas en los ejercicios anteriores.

Pero... el lenguaje fisico sirve para mas: otros
ejemplos

Ocurre que una parte muy considerable del profe-
sorado considera, y actila en consecuencia, que esto de
manipular, de intentar que los alumnos «visualicen»
las relacionesy matematicos, solo es itil cuando de los
primeros niveles de la ensenanza se trata. Idea esta tan
peregrina, como creer que a un laboratorio de Fisica
s6lo es necesario entrar para comprobar la dilatacién
de los cuerpos al absorber calor, o lo que el genial
Arquimedes cuentan que descubrié mientras tomaba
un placentero barno.

Creo, por el contrario, que casi todos los contenidos
matematicos de la Ensefianza Obligatoria y algunos
correspondientes a los Bachilleratos pueden
introducirse a través de materiales que, en muchos
casos, se encuentran comercializados; en otros, se
puede, y es altamente instructivo, disenarlos y cons-
truirlos con nuestros alumnos.

EJEMPLOS:
A) Redescubrimiento del Teorema de Pitagoras

Material: :

Para cada grupo de 3 6 4 alumnos, varios juegos de
varillas metalicas finas y dificilmente deformables:
unos, con medidas equimultiplos de 3, 4y 5; otros, con
medidas cualesquiera.

Proceso a seguir:
19) Pedir a los alumnos que construyan triangulos,
utilizando solo las varillas de un mismo juego.

El objetivo primero es, solamente, que lleguen a la
conclusién de que o siempre se puede formar un
triangulo». No creo que se deba pretender mas, es decir,
no se trata de introducir el teorema que afirma que
«Cualquier lado de un tridangulo es menor que la
suma...» que, ademas, no tiene mucho interés.
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2°) Separar los juegos constituidos por varillas que
no cierran triangulos.

39 En una cartulina o chapa de madera, pegar los
triangulos rectdangulos resultantes.

4°) Medir los lados con la mayor precision posible (la
medicion y corte de las varillas ha debido hacerse con
el maximo rigor) y anotar las medidas.

59 Procede ahora hacer una revisién del trabajo
hecho. Habra casos en que nuestras ternas pitagoricas
habran dejado de serlo, porque las mediciones hechas
por los chicos no han sido correctas y, en conse-
cuencia, han der ser corregidas.

. 69 Una vez hechas y revisadas las correcciones,
tabular los resultados, segun el modelo adjunto:

A continuacion, proponer las siguientes cuestio-
nes:

1) Calcular los cuadrados de las medidas de los
lados de cada triangulo.

2) Intentar descubrir qué relacién existe entre
los dos primeros cuadrados y el tercero. (Hay que
evitar a toda costa que algin alumno conocedor del
Teorema, nos chafe el invento).

Una disposicion adecuada de los calculos, aprove-
chando la tabla anterior, es esta:

32=9 42=16 | 5°=25

8> =64 10? = 100
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79) Después del consiguiente debate, proponer la
pregunta siguiente.

¢Cuédl o cuiles de los siguientes enunciados
traduce la relacién descubierta?:

% La suma de los cuadrados de las medidas de los
lados menores de un triangulo, es igual al cuadrado de
la medida del lado mayor.

* En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la
medida del lado mayor es igual a la suma de los
cuadrados de las medidas de los otros dos lados.

* En cualquier triangulo rectangulo, la suma de los
cuadrados de las medidas de los catetos es igual al
cuadrado de la medida de la hipotenusa.

* En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual al cuadrado de la suma de los
catetos.

*Siun triangulorectangulo tiene iguales sus catetos,
el cuadrado de su hipotenusa es igual al doble del
cuadrado de uno de los catetos.

8?) El profesor puede ahora hacer alguna referen-
cla a Pitagoras, los pitagéricos, etc., proporcionar
alguna bibliografia y proponer al alumnado un senci-
llo trabajo sobre el tema; por ejemplo, un comentario
de texto.

99 El Teorema de Pitagoras suele enunciarse asi:
En todo triangulo rectangulo, la suma de los
cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de

l(} hipotenusa.

Aplicarlo a los tridngulos rectangulos de las figuras
que siguen:
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B) Medida de un angulo periférico ( Tomado de 29) Pedir que recorten el angulo «mitad del central»
«CIRCULANDO POR EL CIRCULO» (2) ). y lo encajen en el «periféricor. ;Qué relacion parece
haber entre ambos angulos?
Angulo central es cualquier angulo con vértice en
el centro de un circulo. Sus lados son semirrectas 3°) En reproducciones de la figura adjunta, pedir
radiales. que tracen las bisectrices de los angulos centrales y
procedan como en el apartado anterior. (Advertir que,
El angulo periférico tiene su vértice en un punto como el angulo periférico es mayor que un recto, le
cualquiera de la circunferencia. Sus lados pueden corresponde un angulo central mayor que un llano).
pertenecer arectas secantes ala circunferencia, o bien,
uno a una secante y el otro a una tangente.
1°) Entregar reproducciones en cartulina y en ta-
mano adecuado de la siguiente figura:
MITAD DEL
ANGULO
CENTRAL
ANGULO
_ ___ PERIFERICO
U (VERTICE EN LA 4% En los angulos periféricos de las figuras que
CIRCUNFERENCIA) siguen, un lado pertenece a una tangente a la circun-
ferencia; por eso los llamamos «periféricos tangen-
ciales».
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DO

Los alumnos han de disponer de cartulinas, tijeras
einstrumentos de dibujo, y proceder como en los casos
anteriores.

59) Escribir en palabras la relacién entre cualquier
angulo periférico y el central correspondiente.

6¢) Calcular el valor del angulo X de cada una de las
figuras que siguen:

C) Algunas de las cosas que pueden hacerse con
una moneda (3)

1. Medir el diametro con un calibrador.

2. Medir su espesor.

3. Calcular la superficie de una cara.

4. Determinar, con una probeta, su volumen.

5. Verificar el resultado obtenido en 4, mediante el
caculo.

6. Pesarla.

7. Calcular el peso especifico de la aleacion de que
esta hecha.

8. Averiguar cuantas monedas iguales a la dada
habria que fundir para llenar el espacio de la clase.

9. Sillenaramos la clase de mercurio, scuanto mas

pesaria éste que el bloque obtenido en la fundicion de
las monedas?

10. ¢Qué presion ejerceria el bloque de monedas
sobre el piso de la clase? ¢Y el mercurio?

Dibujando y aprendiendo

La poca atencién prestada en los ultimos afios a la
Geometria, ha traido aparejado el no aprovechar el
enorme potencial del dibujo geométrico como lenguaje
aclaratorio y enriquecedor; el no considerar la gran
ayuda que puede prestar para:

* Fijar nociones intuidas a través de otras activida-
des de aproximacién (con geoplanos, objetos circula-
res, recorte de figuras, etc.).

* Llegar, mediante un proceso inductivo, al descu-
brimiento de nuevas relaciones y propiedades.

* Preparar el camino para que el alumno pueda
llegar, mas tarde, a expresar, tanto en lenguaje ordina-
rio como en el simbolico, y con la necesaria precision y
concrecion, las propiedades y relaciones que tendra
que utilizar en la resolucién de problemas geométricos.

* Ejercitarse en la construccion de figuras y, lo que
es mas importante, adiestrase en su observacion, para
descubrir o establecer relaciones, aspecto este que
debe tratarse detenidamente, ya que es fundamental
en el proceso de resoluciéon de problemas de cierta
complejidad.

Siempre a via de ejemplos, incluyo a continuacién
dos actividades de este tipo. La primera, tomada del
libro anteriormente citado.

A) Deduccion empirica de la féormula para cal-
cular el area del circulo

1. Dividamos un circulo en 4 sectores iguales y
dispongamos estos como indica la figura:

LG 1611994 41



I SEMINARIO NACIONAL.SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS

2Se parece esto a un rectangulo? Tienes razon; no
se parece en nada.

2. Prueba t1, partiendo el circulo en 6 sectores:

3. Veamos qué ocurrre con 12 divisiones:

T

4. ;Y haciendo 15 sectores? Prueba a ver.

5. Antes de seguir, observa esto: la suma de los
arcos de arriba (o la de los de abajo) es una
semicircunferencia, es decir, vale nr jPor qué?

6. Por lo que llevamos visto, cuanto mayor es el
numero de sectores, mas se parece a un rectangulo la
figura que se obtiene. Veamos el aspecto con 24:
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7. Imagina ahora que divides un circulo en muchos,
muchisimos sectores iguales. (Como serian los arcos?
Casi como puntos, gverdad?. La figura obtenida se
asemejaria mucho a un rectangulo de nrde largoy r
de ancho y, por tanto, de area

A=mnr

Por eso empleamos esta formula para calcular el
area de un circulo.

B) Signo y valor del seno (coseno) de angulos que
suman (o difieren en) a°, con a < 90 °

Conocidas son las dificultades que encuentra la
mayoria de los alumnos para establecer la relacion
entre las razones de un angulo en funcién de las de otro
angulo menor que un recto; esto es, para llegar, pon-
gamos por caso, a escribir

sen 240° = - cos 30°

El proceso que describo a continuacion tiene la
estructura expuesta en todo este trabajo: ir «atacan-
do» el concepto mediante diversos lengugjes y, una
vez realmente interiorizado por los alumnos, pa-
sar a simbolizarlo.

1°) Enseniar a la clase un panel en el que aparezcan,
tal como muestra la figura, los angulos indicados, el
seno (marcado en verde) del angulo auxiliar ay el coseno
(en rojo) de dicho angulo.

Jo-a  2304e

29) Los alumnos, utilizando compas y regla, repro-
ducen la figura.
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3°) A continuacién, vamos trazando el senoy coseno
de 90-a, 90+a , etc., hasta que vayan viendo que la
razon pedida es siempre igual «en tamano», o sea, en
valor absoluto, a la razén o «co-razém» del angulo
auxiliar. Y, en cuanto al signo, depende de que se trate
de una abscisa (ordenada) positiva o negativa.

En caso de que la razon o co-razon buscada tenga
signo contrario al de la correspondiente razén o co-
razon del angulo auxiliar, hay que hacer entender que
la susodicha razén o co-razdn es igual a la «menos
razém» o «menos co-razén» de dicho angulo auxiliar.
Asi, por ejemplo:

sen (270°-a) = - cos a
cos (270° - a) =-sen a

4% Procede luego ir adiestrando al alumnado en
casos concretos. Para ello, hay que conseguir que caigan
en la cuenta de que para obtener el angulo auxiliar hay
que restar al dado «el nfimero de rectos que quede
detras», es decir: 90°, si el angulo dado esta en el
segundo cuadrante; 180°, si esta en el tercero; 270°, si

en el cuarto. Por ejemplo, para hallar las razones de
200°, trabajaremos con 200° - 180° = 20¢,

Es necesario advertirles que si el angulo auxiliar
tiene una amplitud préxima a 45°, puede haber confu-
sion entre su senoy su coseno, por lo que debe medirse
con la mayor precision posible,

En el caso del ejemplo, tenemos:
sen 200°= -sen 30°=-1/2
cos 200° = - cos 30°=V 3 /2

Si se insiste en este tipo de ejercitacion, llega el
momento en que los alumnos no necesitan dibujar la
figura; SON CAPACES DE IMAGINARLA.

52 Como ejercicio final, pedir que intenten tabular
log valores del seno, coseno y tangente de todos los
angulos relacionados con 30° y 60°, incluidos -30° y
390°, sin ayudarse del dibujo. Me consta que la
mayoria lo logra.

C) Tomando medidas a La Palma

/—-\,___
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El primero de los dibujos anteriores reproduce la
forma y extensién (a escala 1: 400.000) de La Palma,
una de las Islas Canarias.

Pedir alos alumnos quelosreproduzcany contesten
el siguiente cuestionario:

¢Cual es la distancia maxima Norte-Sur?
;Cual la Oeste-Este?

Calcula el area aproximada de la primera figura.
¢;Cudl es la superficie aproximada de la isla?
Si el tinico dato fuera el segundo dibujo, ¢,como
podrias calcular lo anterior? (Una pista: necesi-
tarias unas tijeras, cartén gruesoy una balanza
de precision).

6. Calcula el error absolutoy el error relativo de tus
dos calculos.

(La extension de La Palma es 730 km?).

Ot W

Hay que mimar la expresion verbal

No es s6lo misién nuestra, claro estd, pero debemos
hacer todo lo posible para conseguir de nuestros
alumnos un considerable nivel de uso del lenguaje
natural para expresar sus descubrimientos, elaborar e
interpretar definiciones, enunciar conjeturas y, en
definitiva, para que logren alcanzar la necesaria com-
petencia de comunicacion y recepcion de ideas mate-
maticas.

Entre otros varios aspectos a tratar al respecto,
cabe citar los siguientes:

a) Intentar conseguir el dominio por parte del
alumnado de la terminologia (términos y expresiones)
necesaria - s6lo la necesaria - para que el tratamiento
de contenidos matematicos pueda llevarse a término
sin dificultades afiadidas.

b) Evitar expresiones equivocas. Valgan como gjem-
plos las que siguen:

* (Maximo comun divisor» y «minimo comtn multiplo,
que llevan siglos ocasionando errores, y que podrian
sustituirse por «divisor mayor» y amiltiplo menor,
respectivamente. Propongo estas denominaciones y las
notaciones usadas en los siguientes ejemplos:

l\.ll[4,26)=2

.

m(4,26)=52
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*Cuadrado de una diferencia», frasecita que, irre-
mediablemente, llegan a confundir con «diferencia de
cuadrados». s Por qué no decir «cuadrado de un binomio
diferencia»? Y, consecuentemente, «cuadrado de un
binomio sumav.

c) Desterrar el abuso de términos o expresiones
sindénimos. yDe cuantas maneras hemos visto denomi-
nar, por ejemplo, a la aplicacién biyectiva?

Al respecto, convendria hacer un rastreo en los
libros de texto para hacer un listado lo mas completo
posible de la terminologia. Después de un detenido
estudio del mismo, proponer (podria hacerlo la
F.E.S.P.M. al MEC, a las Consejerias de Educacion y

. las Editoriales) la eliminacién de sinonimias innecesa-

rias. Tal estudio podria aprovecharse, ademas, para
analizar la coincidencia o no de significado entre
términos y expresiones del lenguaje habitual y del
matematico.

d) Partir siempre de enunciados verbales, no de
operaciones indicadas. He aqui, algunos ejemplos:

1.Indica y calcula:

* Doble de 756

* Mitad de 75

* Tres cuartos de 600

* Triplo de 27'6...mas cuadrado de 8
* Triplo...de 27'6 mas cuadrado de 8

Los puntos suspensivos traducenla pausa que
debe hacerse en la expresion verbal, para distinguir un
enunciado de otro. Simbdlicamente vienen representa-
dos, respectivamente, por la ausencia o no de parénte-
sis, es decir:

en el primer caso escribimos 3x27°6 + 8%
en el segundo, 3x(27°6 + 8%

* Cuarta parte de 180 disminuida en la mitad de 18
* Cuarta parte de 180 disminuido en la mitad de 18

2. Si X representa el dinero que tengo, simboliza:
* El cuadruplo de lo que tengo
* E] doble de lo que tengo... mas 1000

e) Acostumbrar a los alumnos a que, antes de
operar con determinadas expresiones simbdlicas, las
verbalicen. Por ejemplo, en el siguiente ejercicio:
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Dadas las aplicaciones f(x) =x2-3 y gix) =x + 2,
hallar las formulas que definanf- gy g« f.

La aplicacion f consiste en «elevar al cuadrado y
restar 3»; la g es «sumar 2». Entonces,

f - g es «cuadrar y disminuir en 3, lo gue resulte de
anadir 2», es decir,

fogx)=x+2)-3=x>+4x+1

Por el contrario, g « f supone «afiadir 2, al re-
sultado de cuadrar y restar 3», esto es,

g-fx)=x>-3)+2=x2-6x+ 11

) Nos solemos quejar de la mala preparacion de los
chicos en el uso del lenguaje ordinario (no entienden
los enunciados de los problemas, son incapaces de
definir, no saben relatar el proceso que han seguido al
resolver un problema, ...). Intentemos ver las cosas al
revés: Valgamonos de las Matematicas para ayudarles
a expresarse mejor. Fomentemos los razonamientos
verbales en la resolucién de ciertos problemas, pro-
voquemos y animemos discusiones en clase, dejemos
de ser tan algoritmicamente aburridos.

Dos ejemplos de actividades con graficas

A) Relacion volumen-peso.

Entre el volumen y el peso hay una relacion de
proporcionalidad directa. La grafica queilustra esta

relacion es una recta. Veamos un ejemplo para el caso
del hierro:

30—
25—
Volumen: Peso: 20
lem® 758
2cm®* 156 g 15— — —
10— I
N l
. |
I
| I | !
2

Estudia la grafica y, sin hacer ningan calculo,
contesta:

* ¢Cual es el peso de 4 cm?® de hierro?
* ¢Cual es el volumen correspondiente a 37’5 g?

Elige un escala conveniente para cada eje y, sin
hacer calculos, determina:

* El peso de 45 cm?® de Fe.
* El volumen correspondiente a 15 g.

B) Apolo y el cubo

Es imposible duplicar el volumen de un cubo uti-
lizando solamente una reglano graduaday un compas.
En relacion con este problema, que trajo de cabeza a
muchos insignes matematicos, existe la siguiente le-
yenda:

«Una plaga amenazaba a la poblacion de una ciudad
griega. Sus habitantes consultaron al Ordaculo de Delfos
para averiguar qué dios estaba enojado y por qué. La
respuesta fiie gue era Apolo, y que su enfado era debido
aque queria que el altar que la ciudad le habia dedicado,
consistente en un cubo sélido de oro, fuese exactamente
el doble de grande.

Elpueblo construyé entonces un nuevo altar, conuna
arista doble que la del otro...; y la plaga empeord !

¢Crees que este mito tiene algo que ver con la grafica
que sigue?

Volumen (cm3)

Longitud {m)
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Uso de los distintos lenguajes en la resolucién
de problemas

Este punto sera tratado en el II Seminario Nnal.
sobre Lenguaje y Matematicas, a celebrar proxima-
mente. No obstante, expondré aqui algunas de las
consideraciones en las que baso mi enfoque del tema.

Aunque actualmente la expresion resolucién de
problemas hace referencia casi exclusivamente a
problemas abiertos o de investigacién, considero
que:

* No debe excluir algunos de los problemas clasicos
de aplicacién.

*Tampoco debemos dejar de proponer algunos ejer-
cicios puramente mecanicos.

Unos y otros, debidamente dosificados, contribuyen
a que los alumnos vayan adquiriendo relativa destreza
en el lenguaje formal.

Por otro lado, algunas de las modalidades del len-
guaje grafico no tratadas aqui, tendran cabida en la
segunda parte de este trabajo; la resolucién de proble-
mas es el lugar adecuado.

En conclusidn, a lo largo de estas paginas -segura-
mente mal hilvanadas- he querido exponer mi creencia
de que el tratamiento lento, ininterrumpido y debida-
mente graduado, de todos y cada uno de los modos de
expresion de nuestra disciplina, y el paso de unos a
otros, la hace mas asequible e, incluso, puede generar
entusiastas de su estudio. Muchos afios de oficio,
buscando caminos y veredas para ensefiarla mejor, me
han llevado a tal convencimiento.

En las repetidas lecturas de este trabajo, que impo-
ne la obligada revisiéon previa al envio a imprenta, he
llegado a pensar que, en lineas generales, su enfoque
seajustaalasrecomendaciones del National Council of
Teachers of Mathematics (thay que ver, oigal), ya que,
en una de sus publicaciones (4), se dice textualmente:

«...el estudio de las matematicas ha de incluir

muchas oportunidades de comunicacién, de forma
que los alumnos puedan:
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* relacionar materiales fisicos, imagenesy diagra-
mas con ideas matematicas;

* reflexionar y aclarar sus ideas sobre conceptos
y situaciones con contenido matematico;

* relacionar su lenguaje diario con el lenguaje y
los simbolos matematicos;

* darse cuenta de que una parte fundamental
para el aprendizaje y uso de las matematicas
conlleva el hecho de que éstas se representen,
se discutan, se lean, se escriban y se escuchen;

* modelar situaciones usando métodos orales,
escritos, concretos, pictéricos, grificos y
algebrai-cos;

* desarrollar estructuras conceptuales comunes
sobre ideas matemaiticas, incluyendo el papel
de las definiciones;

*utilizarlas destrezas deleer, escuchary visualizar
para intrerpretar y evaluar ideas matematicas;

* discutir ideas matematicas y elaborar conjetu-
ras y argumentos convincentes;

* apreciar el valor de la notacién matematica y el
papel que cumple en el desarrollo de ideas
matematicas.

En los niveles 9-12 (correspondientes a nuestra
Secundaria Obligatoria), el curriculo de matematicas
debe incluir un desarrollo continuo dellenguaje y del
simbolismo para comunicar ideas matematicas para
que los estudiantes sean capaces de:

* reflexionar y clarificar sus ideas sobre concep-
tos y relaciones matematicas;

* formular definiciones matematicas y expresar
generalizaciones que se descubran por medio
de la investigacion;

* expresar ideas matematicas oralmente y por
escrito;

* leer comprensivamente presentaciones mate-
maticas escritas;

* formular preguntas de aclaracién y ampliacién
en relacién con las matematicas que hayan
leido u oido;

* apreciarlaeconomia, potenciay eleganciade la
notacion matematica y el papel que cumple en
el desarrollo de ideas matematicas».
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Estrategias utilizadas en la traduccion del
lenguaje natural al lenguaje algebraico

Introduccion

En esta comunicacion presentamos parte de los
resultados obtenidos en las investigaciones realizadas
dentro de Planes Nacionales de Investigacion Educativa
del C.ILD.E., durantelos cursos 1987-88y 1988-89, que
trataban de averiguar las dificultades del aprendizaje
del Algebra en Secundaria.

El objetivo inicial de este trabajo era estudiar las
dificultades planteadas en la resolucion de problemas
de enunciado verbal en los que se utiliza una
ecuacion de primer grado o un sistema lineal de dos
ecuaciones con dos incégnitas, ya que consideraba-
mos, como la mayoria de los profesores lo hace, que la
mayor dificultad presentada en Algebra estaba en la
resolucion de estos problemas.

La primera fase de esta investigacion consistié en
recoger datos sobrelos errores cometidos porlos alumnos
y cuantificarlos, para asi conocer cudles eran los que
tenian mas relevancia.

Para analizar los errores, se pasaron problemas de
enunciado verbal con distintos grados de dificultad. Los
sujetos de la investigacion fueron 180 alumnos de 12 de
BUP de distintos Centros de Madrid y niveles de com-
prension muy diferentes,

Laidea inicial era que de las tres fases que se suelen
seguir en la resolucién de estos problemas (plantea-
miento, resolucion y descodificacién de la solucién)
lamayor dificultad estaba en la primera. Dentro de esta
fase distinguiamos entre:

* Lectura y comprension del texto, que es en rea-
lidad una fase previa, y

* Traduccién del lenguaje natural al lenguaje
algebraico.
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El punto de partida era dar por supuesta la compe-
tencia algebraica de los alumnos, ya que, dado su nivel
(1 de B.U.P.), pensabamos que eran capaces de prac-
ticar el método algebraico para el que habian sido
adiestrados en los dos cursos anteriores, 7¢ y 8% de
E.G.B., y conocian las destrezas algebraicas basicas.
Por tanto, nuestra hipétesis fue suponer que:

«si un alumno, de este nivel, no resuelve un proble-
ma de enunciado verbal por métodos algebraicos, es
porque no comprende el enunciado».

Esta hipotesis nos llevo a detectar y analizar los
errores de comprensiéon. No tuvimos dificultad en
aislar los de comprension sintactica, y pudimos ob-
servar que no se produjo practicamente este tipo de
errores cuando en los enunciados se utilizaba un
vocabulario asequible y construcciones sintacticas
correctas. Sin embargo, en el caso de la comprensién
semantica, el problema se planteé al distinguir
cuando un error se producia debido a una falta de
comprension semantica del texto o en el proceso de
traduccion al lenguaje algebraico. Para ayudarnos a
diferenciar unos de otros, pediamos a los alumnos
que resolvieran los problemas por métodos no
algebraicos, utilizando el procedimiento que conside-
raran conveniente (tanteo, graficos, recuentos, ta-
blas,...), en lo que habian sido adiestrados, y, unavez
resueltos de forma correcta, se les pedia que los
resolvieran utilizando métodos algebraicos. Com-
probamos que muchos alumnos que los resolvian
correctamente por métodos no algebraicos, cometian
errores cuando lo hacian utilizando métodos alge-
braicos.

Con este procedimiento, pudimos diferenciar los
errores de comprensién del enunciado y los pro-
ducidos al realizar la traducciéon dellenguje natural
al algebraico. Los porcentajes (sobre el total de
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alumnos) de errores de comprensién estaba entre el
10%Yy el 15%, dependiendo del tipo de problemas. Sin
embargo, en la traduccion del lenguaje natural al
algebraico, el porcentaje de error fue mucho mayor en
todos los tipos de problemas investigados: de un 30%
a un 50% (sobre el total de alumnos).

Alavista de estos resultados, supusimos que no se
confirma la hipétesis de partida puesto que, contra lo
que esperabamos, no tenian apenas errores de com-
prension, pero si tenian dificultades cuando intentaban
hacerlo por métodos algebraicos. En consecuencia, se
realiz6 un estudio cualitativo de los errores de traduc-
ciony delos procesos que siguen al traducir del lenguaje
natural allenguaje algebraico, mediante cuestionarios y
entrevistas personales. En estas entrevistas se pedia
que dijeran en voz alta lo que pensaban al resolver el
problema. Los dialogos se grabaron en video.

Esta fase fue muy costosa en principio, pues no fue
facil sacar muchas conclusiones, ya que los alumnos,
muchas veces, no sabian por qué habian actuado asi.

Apartir delosresultados obtenidos en las entrevistas
redujimos la investigacion tnicamente al estudio de
las vestrategias utilizadas por los alumnos de 14-
15 afios en la traduccién del lenguaje natural al
lenguaje algebraico»

Estrategias mas frecuentemente utilizadas en
la traduccién dellenguaje natural al algebraico

En Ja traduccion del lenguaje natural al lenguaje
algebraico nos fijamos en:

* La escritura simbélica de las condiciones esta-
blecidas en el enunciado.

* Laescritura de la ecuacién o ecuaciones corres-
pondientes utilizando los simbolos algebraicos.

Observamos que muchos alumnos que eran capa-
ces de traducir simbélicamente las frases estableci-
das en el enunciado del problema, no llegaban a
establecerla ecuacién o ecuacionesy cometian errores
al plantearlas, pues desconocian la relacién que se
establecia entre las cantidades.

Vamos a presentar aqui distintas estrategias uti-
lizadas en la traduccion y que se ponen de manifiesto
en los ejercicios de los alumnos.

A) Letras utilizadas como objetos

Los alumnos frecuentemente no distinguen entre
variables y nombres. Ven las letras, simplemente,
como nombres que expresan los objetos, en lugar de
como variables que representan una cantidad no
determinada. Este hecho es uno de los principales
mecanismos causantes de un gran porcentaje de
errores en el planteamiento de los problemas.

Teniendo en cuenta el plan de una féabrica de
coches, deben construirse 40 coches diarios. Sin em-
bargo, sicada dia se fabrican 5 coches mas, tres dias
antes del final, solamente quedan 75 coches por hacer.
¢Cuantos dias tenian que trabajar segtin el plan inicial?
JCuantos coches tenian que construir en total?

Podemos ver que el alumno utiliza las letras x ey en
sustitucion de las palabras coches y dias, respectiva-

X = coches
y = dias

5%y =-75x -3y

—> 40 coches por dia, serin 40x = 1y (1dia)

——> Cada dia se fabrican 5 coches mds
5x (5 coches). y (por dia). Esto seria igual a que
3 dias antes, -3y, que dardn 75 coches (75%)
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mente: cuando escribe 40x quiere decir 40 coches yno
40 veces el namero de coches e, igualmente, respecto
a dias.

B) Distintos significados del signo « = »

En muchos casos, en la resolucién de estos proble-
mas, el signo «=» se utiliza méas como un signo de
puntuacion sintactica que como un simbolo algebraico
que representa una situacién de equilibrio.

Es frecuente que los alumnos utilicen este signo
para expresar la causalidad de lo que ocurre.

Como podemos observar, en el gjercicio del aparta-
do anterior el signo «= indica «en un dia» («se fabrican
‘40 coches en un dia»); esta utilizado como un marcador
causal.

C) Traduccioén literal

Esta estrategia es muy comun y consiste en asociar
el orden en que aparecen las palabras clave del enun-
ciado del problema, con el orden de los simbolos que
utilizan en la expresion algebraica.

Elalumno del ejemplo anterior hace una «traduccion
literal» del enunciado verbal al lenguaje algebraico,
cuando escribe literalmente, y utilizando las letras como
los objetos coches y dias: «..si cada dia se fabrican 5
coches mas, tres dias antes del final, quedan s6lo 75
coches por hacer» que traduce por Bx - y = -3y - 75.

D) Acercamiento a la comparacién estatica

Se utiliza cuando se trata de comparar cantidades
para establecer la igualdad de la ecuacion, y consiste
en poner el factor multiplicador al término mayor. Es
una forma bastante usual de comparar los tamanos
relativos de los dos grupos de una forma muy estatica.

En el siguiente ejercicio, la alumna explica que

multiplica por 3 «para que tenga la segunda vasija el
triple de la primera»
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En dos vasijas hay la misma cantidad de agua.
Sacamos 26 litros de una de ellas y los echamos en la
otra: ésta tiene ahora triple niimero de litros que la
primera. ¢Cudntos litros habia al principio en cada
vasija?

En la pagina siguiente, la hoja de resolucion de la
alumna.

E) Utilizar la letra X para designar casi siempre
la variable

El uso generalizado en algebra de la letra «xo,
cuando se quiere indicar la incognita, nos lleva a
situaciones tan contradictorias como la de la de la
resolucién presentada en el problema que sigue:

En una parcela, la piscina ocupa 25 m?; la casa
ocupa tanto como la piscina y la mitad del jardin; el
jardin, tanto como la piscina y la casa juntas. ;Cuantos
m? mide la parcela?

Plociha = 20 m?
X
Gusy ZZO’\'T

SQf&(n :X:u-\&o-\,x_
2z

Parcele

)

20420 «»_{,_ k20 420 +2?-}:)<

Esta alumna utiliza la letra «x» para representar los
metros cuadrados que mide al jardiny pararepresen-
tar los metros cuadrados que mide la parcela. Aunque
en la entrevista se puso de manifiesto que veia perfec-
tamente la diferencia entre ambas incognitas, ya que
al preguntarle el profesor por qué lo habia puesto
contesto: «He puesto X para las dos cosas porque
siempre a la incégnita se le llama X, peor son dos
X distintas».
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F) Reduccién de campo Wintn o 12 wiin »

Esta estrategia, aunque se utiliza en situaciones Ao o 3 omip> > /q"i-\/
muy diferentes y a veces con significados muy distin- _ —
tos, podemos decir que consiste en quedarse sélo con D
las condiciones que le parecen mas relevantes del
enunciado, no teniendo en cuenta el resto. =~ “¥

K= & :

En la entrevista mantenida con una alumna que >$-< ¢ = (% ¥26)

resolvio el problema de las vasijas, justifica la igual-
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dad X - 26 = X + 26 diciendo: «Escribo X - 26 = X +
26 porque el problema dice que las dos vasijas son
iguales, y aunque saque 26 litros de una y los eche
en la otra, tengo que poner que las dos vasijas son
iguales. Ya sé que no puede ser X-26 =X + 26 y que
es una tonteria, pero lo dice el probleman.

Como se ve, para esta alumna, la informacién de
que las dos vasijas «sean iguales» (letras como objetos)
es una informacién que procesa de forma prioritaria,
hasta el punto de admitir que aunque es «una tonterian,
«lo dice el probleman.

G) Necesidad de clausura

Consiste en cerrar la operacion, ante la necesidad de
dar un resultado numérico. Esta estrategia aparece en
situaciones muy diversasy es frecuente cuando se inicia
el aprendizaje del algebra y se estan dando los primeros
pasos de la aritmética al algebra. Veamos, a via de
ejemplo, la solucién que da un alumno al problema de
la parcela (Ver resolucién del alumno).

Se observa que el alumno entiende perfectamente el
problema y sabe que para obtener la medida de la

Q'\a/“a. :':-ZOrw"
CoX
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parcela debe sumar los metros cuadrados que mide la
casa, los metros cuadrados que mide la piscina y los
metros cuadrados que mide el jardin. Sin embargo, no
establece ninguna igualdad, pero nota que le falta un
miembro para que sea una ecuacion. Y lo resuelve
igualando, mentalmente, a cero, aunquenolo escribe en
el papel.

Conclusiones

Los resultados de esta investigacion nos llevaron a
plantearnos la ensefianza del Algebra. Llegamos a
algunas conclusiones que ya sospechabamos: que es
muy prematuro el momento en el que se iniciay que
se hace de una forma rapida y muy centrados en
destrezas.

Tanto profesores como libros de texto, admiten de
forma preferente que el Algebra es un lenguaje y, sin
embargo, no suele hacerse un trabajo en profundidad
de la traduccién en los dos sentidos (del natural al
algebraico y viceversa).

ReV/Is74 @
SUM/)

»§«. 7304
2B HVEL

Entendiendo que la competencia algebraica no se
puede valorar solo con las destrezas sino con el domi-
nio del uso del lenguaje, consideramos que algunos de
los errores cometidos por los alumnos era posible que
no se produjeran si se les iniciaba en el Algebra de una
forma completamente distinta y utilizando materiales
de apoyo.

Animados por esta idea, disefnamos unos materia-
les que tuvieran en cuenta todos estos aspectos.

Hemos podido comprobar, con el uso de estos
materiales, que los errores debidos a la traduccion de
un lenguaje a otro (en los dos sentidos) disminuyen
significativamente, lo que supone una mayor compe-
tencia algebraica.

Grupo Azarquiel
Soc. de Profs. de Matemdaticas
«Enma Castelnuovor
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Lenguaje verbal y matematicas: separacion
sin relaciones. Estado de la investigacion

Introduccién

El matrimonio lenguaje y matematicas, a nivel de
reflexion, investigacion y preocupacién curricular tie-
ne bastantes afios. Casi podriamos afirmar que, desde
el momento en que se interpreta la matematica como
un lenguaje y se plantea la reflexion didactica sobre las
dificultades de los alumnos, se inician unas relaciones.

En Espartia, las relaciones se han centrado en la
resolucién de problemas y el lenguaje del algebra.
Entre los pocos articulos que sittian el problema de
forma general, citaremos el breve comentario de
NORTES CHECA (1991) y el nuevo Curriculo de Ma-
tematicas en Espana (DCB, 1989), que incorpora re-
flexiones importantes. Se habla del uso de diversos
lenguajes, del valor de la expresion, de la interrelacion
de representaciones, etc. También en el ambito de la
investigacion surge unareflexién, fruto de la cual nace
el Seminario en el que se enmarca este trabajo.

Esa «separacion sin relaciones», como la he titula-
do, ha generado pocos hijos, siguiendo la metafora.
Mientras los postmodernos «métodos graficos y pro-
blemas representacionales» ya han sido reconocidos
como articulos, queda atin mucho por decir.

En lo que sigue, vamos a repasar ejemplos y situa-
ciones de una pareja estable (lenguaje verbal - mate-
maéticas), consumada en otros paises. Trataremos fun-
damentalmente de mostrar, de forma sistematica, los
tipos y evolucion de los trabajos realizados, a grandes
titulares, como si se tratara de un periédico sensacio-
nalista, sin realizar un analisis pormenorizado que
ejemplifique todos los resultados, lo que ocuparia mas
espacio. El objetivo general de estas lineas es, pues,
ofrecer una sintesis del tipo de variables y problemas
investigados en las relaciones lenguaje verbal- mate-
maticas con algunos de los resultados conocidos.
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,Por qué relaciones?

' Las Matematicas oficialistas han usado a menudo
un lenguaje simbolico en el que el formalismo parece
fundamentaly el subjetivismono debia ser un problema.
Ahora bien, la consideracion del valor social de las
mismasy su ensenanza, exige elementos comunicativos,
sujetosy colectividades que los usen. Desde este punto
de vista, consideraremos que los problemas tratados
enlainvestigacién abordan cuatro grandes perspectivas
desde el punto de vista de la funcién comunicativa:

(1) elementos curriculares o superestructurales,

(2) influencias interestructurales, en donde se in-
cluye la comunicacion,

(3) de desarrollo e implementacion, llamadas tam-
bién investigaciones funcionales, que incluyen el uso
de variables sintacticas, inferencias y elementos
semanticos diversos,

(4) analisis subestructurales, en donde se habla de
contexto, epistemologia y politica y

(5) reflexiones tedricas.

Elementos curriculares

Ante todo, constatemos que la preocupacion curri-
cular en sentido amplio ha desatado muchas macro-
investigaciones en paises donde el interés por los re-
sultados es grande. Asi, en los tiltimos seis anos, casi 30
investigaciones en Estados Unidos hacen referencias
explicitas a problemas comunicativos y de lenguaje en
relacién con matematicas. Consideraremos aqui cuatro
tipos de trabajos segun los objetivos y planteamiento
general curricular del hecho comunicativo:
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(a) estudios sobre elementos de lenguaje en el
curriculo: uso de lenguaje en documentos oficiales,
manuales escolares, perspectivas sobre la evaluacién
de los elementos especificos de lenguaje, etc.

(b) influencias del lenguaje como variable de ajuste
en los resultados de rendimiento,

(c) andlisis basados en la comunicacién, obser-
vando implicaciones analiticas (en resolucién de pro-
blemas), interacciones sociales y psicolégicas en el
proceso de ensefianza-aprendizaje y

(d) estudios de caracter comparativo intercultural
entre paises.

Lenguaje y Curriculo.

Los estudios de 1. SANZ (1989, 1990) son de los
pocos que se han realizado en el campo del analisis de

manuales escolares desde el punto de vista de la
representacion, simbolizacion y significatividad, basa-
dos en las ideas de significado y significante. Ahi se
abordan problemas tan acuciantes como la convenien-
cia o no de determinadas ilustraciones en los manua-
les, versatilidad y sentido otorgado a las mismas, etc.
La verbalizacion se asocia al marco de los procesos de
aprendizaje como una «red de vehiculaciéon de presen-
tacion» (ROMBERG, 1988). En la presentacién del
trabajo en el aula se manifiestan como variables
intervinientes: contexto, forma, iméagenes, parametros
de respuesta e imagenes en los manuales escolares.
Las dependencias que se analizan a menudo en estos
casos son: completitud, distractores y facilidad de
lectura. Por ultimo, nadie olvida incluir valoraciones
sobre elementos comunicativos en actividades concre-
tas y proyectos de evaluacion. Listar aportaciones
puntuales en ese taltimo ambito seria interminable.

Lenguaje y rendimiento. Ajuste.

Gran parte de los proyectos
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alumnos, y se hacen propues-
tas dereflexion especificas que
inciden en los elementos de
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Para BROUSSEAU (1986),
la comunicacién y el lenguaje
forman parte de un proceso
complejo entre el sistema, el
profesor, el estudiante y el

medio, donde el juego es la
clave de dicho proceso.
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En esa vision paradigmatica, el lenguaje se analiza
siempre como variable interviniente. En una linea
semejante se encuentra el trabajo de STEINBRING
(1988) e, incluso, las reflexiones aplicadas a la multi-
plicaciéon como construccion cientifica.

Atodos esos elementos curriculares los llamaremos
superestructurales, aunque los tiltimos citados quizas
forman parte de los que se implican en el desarrollo.
Los llamamos superestructurales porque contribuyen
claramente a relacionar diversas variables internas
con procesos de socializacion externos al individuoy a
la propia mateméatica.

Variables contextuales.

En todas las investigaciones citadas y otras aporta-
ciones tedricas, surgen normalmente variables «contex-
tuales «en el sentido amplio de la palabra. Las mas
usuales son: elementos culturales, medios, estadios de
evolucion del entorno, alumnos especificos (ciegos,
disléxicos, deficientes...), relaciones interculturales (dis-
tintos paises, bilingtiismo, etc.) y niveles de actuacién
(formacion del profesorado, ensenanza a distancia, etc.).

Estudios interestructurales

Los elementos estrictamente lingtiisticos y de comu-
nicacién influencian claramente los contenidos. Para
ver como son esas influencias, la preocupacién clasica
de los estudios de resolucion de problemas de los arios
60-70 se centro en observar variables de contexto, como
numero de palabras y topicos usados, asi como las
variables que describen los elementos del problema,
tales como: condiciones, informacion numérica, ayu-
das, expresiones que indican principios de informacion,
objetivos de informacién, etc. También se ha analizado
el uso e influencia del material instrumental necesario
para el desarrollo de la tarea (compas, regla, escuadra,
ordenador, etc).

Masrecientemente, las investigaciones que estudian
relaciones entre contenido y contexto (WEBB 1984) en
el sentido matematico, han tomado un cariz interes-
tructural, pues se producen no sélo en el interior de la
buisqueda de lo matematico o lo lingiiistico, sino como
interaccion entre ambos.

Comunicacién: interacciones y reflexién
lingiiistica.

En otro lugar se tratara con mayor profundidad el
tema de la comunicaciéon como teoria, pero avancemos
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ya que se da un conjunto de dificultades que surge de
usos diversos de lenguaje (WITTGESTEIN) y distintos
niveles de funcionalidad del lenguaje en general. Por
ejemplo, en la visién fenomenoldgica (FREUDENTHAL
1983) del reconocimiento de estructuras matematicas
en didactica se observa un proceso de depuracién del
lenguajenatural, del que debe partirse (matematizacion
horizontal, en expresion de TREEFERS & GOFRRE
1985, 1987) para llegar al lenguaje matematico . Otros
autores analizan esas dificultades en los usos de
lenguaje como fuentes de conflicto cognitivo (léase
HASEMANN 1986, para el caso de fracciones).

En los estudios espanoles se han dado diversos
ejemplos de comparaciones entre lenguaje natural y
matematico. El estudio de CERDAN y PUIG (1988) y el
del grupo AZARQUIEL (algebra), abordan ya esa pro-
blematicay proponen diversas situaciones. En nuestra
investigacion sobre los racionales (GIMENEZ 1991),
observamos diversas implicaciones de lenguaje de la
calle, (GIMENEZ 1992), niveles de graficidad, imagen,
etc. en las producciones de los alumnos (siguiendo a
STREEFLAND). Estas y otras investigaciones parecen
surgir de los analisis de BRUNER en cuanto «anodos de
iconicidad» (Bruner 1967), que dan lugar al llamado
principio de variabilidad perceptual (DIENES 1970,
BEHR et al. 1983).

Sin embargo, en muchas producciones de 1980 y
siguientes, se observan mayores influencias de tipo
semantico, influidas sin duda por los desarrollos de
AUSUBEL en cuanto a la significatividad (Ausubel
1976). De ahilos trabajos de ROMBERG (1988) y otros.

En investigaciones de los «90» se recuperan muchos
elementos comunicativos en el desarrollo e imple-
mentacion curricular. Ello permite sistematizar situa-
cionesy analizar problemas nuevos tales como: lenguaje
matematico adquirido por alumnos con dificultades,
analisis de interacciones en el aula, procesos de des-
cripeion, ete. Sereincorpora también el analisis sintactico
con un contenido semantico, como se ve en trabajos que
analizan lo comunicativo en algebra (HEALY,
SUTHERLAND y HOYLES 1990, 1991) y en resolucién
de problemas (NESHER 1989,1991).

Pueden encontrarse también aqui estudios sobre
problemas verbales generales (PIMM 1987, TIROSH &
GRAEBER 1989, entre otros) y consideraciones socio-
linguiisticas, como analizar posibles influencias de vivir
enbarrios periféricos (MORRIS 1978), variables afectivas
(ZEPP 1989), e influencias del bilingtiismo (MESTRE
1982, MESTRE et al. 1988).
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Estudios funcionales o de desarrollo

La actividad matematica en el aula usa gran can-
tidad de elementos del lenguaje, pero la resolucion de
problemas tiene especificamente el lenguaje como medio
de interaccién entre conceptos y procedimientos. Asi,
también muchas otras tareas matematicas (AIKEN
1972). Por lo tanto, una de las funciones del lenguaje
es establecer puentes en lo que respecta al desarrollo
de la actividad matematica. De ahi que a las investi-
gaciones sobre desarrollo e implementacién en el aula
las llamemos visién funcional. Los elementos meto-
dologicos en dichas investigaciones se centran ini-
cialmente en cuantificaciones y analisis de elementos
propios delatarea (GOLDIN 1984). En todo ello domina
el interés por lo sintactico (reglas, procedimientos
algoritmicos, errores, etc.), pero evoluciona en estudios
posteriores hacia los analisis de procesos de aula de
tipo cualitativo centrados en lo epistemologico. De ahi,
el uso de elementos teéricos de VIGOTSKY (1962) tales
como zona de desarrollo proximal.

Por otra parte, diversos estudios tratan los problemas
de los elementos referenciales. En efecto, las habilida-
des de lenguaje son vehiculos a través de los cuales los
estudiantes aprenden, aplican y son evaluados sobre
conceptos matematicos y sus habilidades (THORNDIKE
1912).

La discusion investigativa de los problemas de
desarrollo se rige por el concepto de registro lingiiistico
(iniciada en HALLIDAY 1975 y MORRIS 1975). En
efecto, el quehacer matematico otorga un registro
especifico al lenguaje habitual, que se distinque de él,
pero en ocasiones se aprovecha del mismo.

Nuestra tipologia de investigaciones, que acentta lo
que hemos llamado «clemento de implementacién-
desarrollo», considerara tres tipos de variables (modi-
ficando un poco un viejo esquema de MORRIS, 1955):

(a) sintacticas;

(b) inferenciales, que incluye lo que algunos llaman
pragmaticas y

(c) semanticas con las consiguientes relaciones
epistemologicas.

Sobre variables sintacticas.

Se analizan basicamente los tipos de lenguaje en
matematicas: verbal, escrito, algebraico, grafico, de

computacion,... Enlos analisis sintacticos se estudian
variables como las siguientes: palabras, expresiones,
relaciones, secuencias y problemas de desarrollo
conceptual. El analisis sintactico se basa en la consi-
deracion del lenguaje matematico como «sistema»
simbélico con caracteristicas determinadas que debe
serimitado por su poder como notacion (SKEMP 1982).

En los diversos estuclios sobre palabras y expre-
siones se han puesto de manifiesto las dificultades en
las comparaciones («tan ...como», «de la misma forma
que») y parafrasis lingliisticas, preposiciones («de»,
«para cualquier», «dividir entre») y oraciones pasivas
(«un libro fue dejado...», « se define...»), como las mas
fundamentales. Ciertas estructuras verbales de ese
tipo tienen un grado de complejidad que se relaciona
mucho con los elementos conceptuales (KNIGHT-
HARRIS 1977, MUNROE 1979). Los resultados de esas
investigaciones han permitido -entre otras cosas- la
reflexion sobre grados de dificultad en resolucién de
problemas de calculo mental y el reconocimiento de
dificultades en tratamiento de errores conceptuales.

Otro grupo de investigaciones ha examinado las
dificultades de elementos relacionales légicos y sus
influencias psicolégicas: componentes linguisticos de
conexion logica (si y solo si, cuando...entonces), pro-
cesos de reversibilidad (CRANDALL 1989, DOLCIANI &
WOOTON 1970), etc. Hay multitud de estos ejemplos
enlostrabajos sobre algebra (AZARQUIEL 1989, FILLOY
y ROJANO 1988, GIMENEZ 1991b).

Se han observado muchos tipos de problemas
vinculados al desarollo, que han acentuado de formas
diversas algunos elementos de estandarizacién y
anclaje conceptual explicado por factores sintacticos.
Aqui citamos los analisis estructurales de resolucién
de problemas que dan lugar a la construcciéon de
numeracion con los pequenos (GINSBURG 1977),
confusiones potenciales con las cantidades (DURKIN
1986), estrategias de conteo (FUSON 1988), estruc-
tura de las operaciones en conjuntos numeéricos
{CARPRNTER & MOSER 1983, VERNAUG 1983,
CERDANy PUIG 1988). Numerosos estudios de dlgebra
se han centrado en los problemas de sintaxis (FILLO
y KIERAN 1989), analizando el uso de las letras en
diversos contextos. Los procesos de resolucion
geomeétrica han desenvuelto también reflexiones so-
bre el lenguaje y las expresiones de los alumnos
(GALLO 1982, MAIER 1991, D’AMORE 1993). Asi, un
largo etcétera. Las variables estructurales mas usa-
das han sido: relaciones entre datos, explicitacion,
orden y complejidad.
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En otros casos, se trata de observar variables de la
representacion e influencias negativas de las secuen-
cias verbales. Ahi se han forjado expresiones como
«colas verbales y perceptuales» (BEHR et al. 1985). En
estos estudios se constata como los alumnos se dejan
llevar por esas percepciones para no desarrollar los
conceptos.

Todas estas referencias son claramente interes-
tructurales por cuanto usan el registro matematico,
pero se analizan desde la vertiente 16gica estructural.

Inferencias. Pragmatismos.

La investigacion de los 80 ha encontrado impli-
caciones lingtiisticas en los procesos de construccion
conceptual. Asi, el analisis de preconcepciones de los
estudiantes tiene un tratamiento vinculado a elemen-
tos delenguaje que no siempre puede ser considerado
de naturaleza sintactica o semantica (TALLy VINNER
1981).

Merecen citarse también en este bloque los ana-
lisis sobre las dificultades de algunos alumnos con
problemas especificos de lenguaje (BISHOP 1991,
SINCLAIR 1991) en la interactuacién en el aula (sordos,
discapacitados, etc.), y las buisquedas en cuanto a los
llamados vacios de experiencia (lack of experience) que
promueven conflictos o contradicciones basados en
problemas de tipo textual, que nacen de situaciones
deinteraccionesy aprehensién de larealidad (SPANOS
et al. 1988, 233ss).

Elementos semanticos.

El contenido semantico se ha observado desde
hace tiempo desde el punto de vista estructural con
investigaciones sobre las palabras matematicas (pa-
labras asociadas a significados o acciones asociadas
a operaciones o relaciones funcionales) que se usan
en la resolucion de problemas, y andlisis sobre la
terminologia matematica en cuanto al significado
otorgado. De hecho, las matematicas ejercen nume-
rosas demandas (requerir explicaciones, extension,
reflexion, precision, transposicién, recursion), que
desembocan en la necesidad de significado (MURRAY
1985).

** Acciones. Contenido semantico de palabras y/o
expresiones.

Muchos articulos actuales siguen insistiendo en
dificultades asociadas con las expresiones y pala-
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bras, aunque en ellos se ve un enfoque centrado en el
analisis de los procesos de aprendizaje, y no tanto en
la vision de los resultados de los alumnos. Se acentua
el interés en el estudio sobre usos de las expresiones
(SKINNER 1980) y funcionalidad de las palabras cla-
ve (WILLIAMS 1982), méas que en el indice de dificul-
tad que representan. También en esos trabajos se
dice que los cambios socioculturales de las expresio-
nes ejercen una mayor influencia que los propios
cambios de significado.

Otros analisis tratan de explicar las estructuras
semanticas subyacentes a la construccion de re-

presentaciones y significados (De CORTE et al. 1985,

1990). En un estudio mas reciente, ERIC LOVE y D.
TATHA (1991) analizan el valor de descriptores (eti-
quetas) que se estan usando ahora a nivel bibliogra-
fico como: concepto, imagen, numeracion, contar,
numero, modelo, practico, estructura, descubri-
miento, comprension, proceso, etc. De ahi se discute
como detras de muchos nombres hay multitud de
programas y «agendas» que no siempre se tienen en
cuenta, y se contrastan las posibles ambigiiedades
que provienen de usos curriculares particulares. En
todas estas observaciones se analiza fundamental-
mente la claridad y grado de relacion de las variables
en juego.

** Procesos reflexivos y léxicos. Terminologia y
lenguaje natural.

JExiste una diferenciacion entre un denguaje de
razonar y «enguas para comunicar? (GRIZE 1988).
¢Hasta qué punto los problemas terminologicos y de
uso del lenguaje natural manifiestan dicha diferen-
ciacion? ¢Qué influencias hay entre ellos y los proce-
sos reflexivos?

Vamos a centrar un poco nuestra atencion en este
tipo de recientes investigaciones. El analisis de cier-
tas palabras preocupa ahora en cuanto expresa los
procesos de reflexion (reflective thinking) de los
alumnos y el grado de profundizaciéon en la adquisi-
cién-concepcion de elementos integradores del traba-
jo matematico. En ese aspecto, sigue habiendo una
preocupacion por investigaciones de tipo evolutivo.
Asi, por ejemplo, a la pregunta «,qué es un modelo?»
(ORTON 1993) hubo acuerdo general entre alumnos
en el hecho de que no cualquier figura fuera un mo-
delo (izquierda).
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«No hay repeticion», decian. «Eso es sélo un conjunto
de lineas formando como un spaguetti». Otro dijo: «No
sabemos si se repetira ono. Alo mejor eso es un trozo de
una salita, y continta con los mismos triangulos y
figuras». Los alumnos de 5 afios sefalaron caracteristi-
cas de union, repeticion, «es bonito», etc. y, curiosamen-
te, ninguno evoca la simetria. A los 7 afos, hay mencio-
nes dela simetriay teselado. Muchos alumnos de 9 afios
mostraron que la figura central es un modelo, pero los
argumentos son de lo mas exético: «Las lineas se unen,
mo quedan espacios vacios», «es un teselador, ete. Junto
a ello, habia una mayor uniformidad en otras respues-
tas: «serepite», «tiene figuras regulares que se repiten....
En efecto, ORTON indica (y muchos hemos constatado)
como alumnos de 9 anos distinguen entre figuras y
modelos . Maria dijo: «3i, porque puedes ver cuadrados
y tridngulos asi como sus combinaciones». Pero resalte-
mos como en la figura de la derecha, muchos alumnos
no ven un modelo pues o se repite la misma figurar y
los de 11 afios detallan méas la expresion diciendo: «es un
modelo de reflexion, figuras trasladadas, son triangulos
y cuadrados girados, etc.».

Ellenguajenaturaly el matematico tienen distintos
significados para analogas expresiones. Asi, expre-
siones como modelo, racional, igual, denominador,
coeficiente deben ser analizadas en las aulas explicita-
mente por causa de dichas diferencias (CRANDALL
1989). Los lenguajes matematicos son un desafio
mayor al lenguaje natural, y mas aun cuando a
menudo se establece la necesidad de codificacién y
decodificacion entre ellos.

En otro orden de investigaciones-reflexiones, con-
sideremos las que siguen la linea estructuralista,

recordando elementos y aspectos de la imprecisién en
lenguaje natural, y recuerdan los requerimientos de
la lingtiistica estructural (SPERANZA 19809).

** Modificadores. Referenciales. Signos de valor.

Hay diversos elementos lingtiisticos que pueden
modificar o afectar las visiones conceptuales. Asi, los
articulos (considerados por los lingtiistas como ele-
mentos pre-modificadores) ofrecen muchas dificulta-
des a los estudiantes, en cuanto sirven de elementos
de distorsién y provocan problemas de generalizacion
cuando se usan muchos indeterminados (MASON
1989).

También es importante el analisis de elementos
variables referenciales como el usual empleo abusivo
de las metaforas, las dificultades en las descripciones,
la inclusion de modelos y la inclusion de jergas espe-
cificas. Con posterioridad a todo eso, se manifiesta la
influencia de los juicios, valoraciones e interpretacio-
nes con los que se construyen justificaciones que son
la base de la construccién de conocimiento (LINS
1993).

** Construccion de significado. Funcionalidad.

En cuanto la construccion interna de significado,
el problema mas acuciante que se ha estudiado es el
delavaguedad. En efecto, ésta surge por homosemia,
polisemia, o bien referencia contextual implicita (ti-
pica enlaresolucion de problemas). En la subdivisiéon
actual entre el contenido procedimental y el hecho
conceptual se ha generado buena parte del trabajo en
psicologia de educacion matematica.
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En esos trabajos sobre construccién de significado,
el lenguaje aparece como una componente que otorga
un significado a expresiones y relaciones. En cuanto a
funcionalidad de los términos léxicos, es interesante
constatar que se ven funciones distintas entre térmi-
nos parecidos, como es el caso de las expresiones
«menor y «menor que». Ahora bien, en la construccion
de muchos conocimientos tales como los que se dan en
tareas de generalizacion, los estudiantes no usan len-
guajes «oficiales» de las matematicas, sino mas bien el
lenguaje natural (LABORDE 1982, LEE 1987).

En los ultimos anos, el tema de las interacciones y
de la socializaciéon da lugar a nuevos analisis que se
centran en el propio proceso de ensenanza-aprendizaje
(PIRIE & SCHWAZENBERGER 1988, PIRIE 1991). Ese
tipo de trabajos tiene una perspectiva funcional en el
sentido que todos los estudios coinciden en la impor-
tancia que la verbalizacion tiene para el desarrollo
constructivo general (BALACHEFF & LABORDE 1988,
HOYLES 1991) de aprendizaje de codigos aritméticos
{SAADA y BRUN 1984}, codigos geométricos (GAULIN
1985, OSTA 1988), etc.

** Uso de lenguajes grafico-visuales.

En trabajos sobre el desarrollo, aunque no sea el
objetivo especifico de este articulo, debemos citar los
analisis sobre lenguajes no verbales tales como: grafi-
cos, esquemas, representaciones geométricas, etc. En
dichos estudios se analizan basicamente elementos
representacionales, de interpretaciény, en general, de
cambios representacionales (JANVIER 1987). Un ana-
lisis significativo reciente estudia las concepciones de
alumnos frente a graficas cartesianas (DEULOFEU
1993).

Analisis subestructurales

Llamamos asi a las situaciones de investigacion en
las que se tratan los problemas de fondo, previos a la
reflexion lingtiistica, y reconocen diversas perspectivas
delamisma. Entre ellos, los analisis de contexto, bases
epistemologicas y etnopolitica.

Analisis de contexto.

La expresion contexto incluye aqui no sélo la in-
terpretacion individual de situaciones, sino también
expectativas y obligaciones (COBB 1986). Las
interacciones usuales en que el contexto se manifiesta
es la diferenciacion de roles profesor-alumno en el
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dialogo de aula. El primero asume la reconduccion y
elabora descripciones en beneficio de otros, de tal
forma que el alumno solo interpreta la situacion como
simple suceso social (YACKEL 1993). En ese sentido, la
expresion verbal es fundamental aunque el formato y
las situaciones son elementos de dificultad que afectan
a los conceptos en Secundaria, incluso en paises como
Japén (MINATO et al. 1993) en que la explicacion ver-
bal es muy usual (STIGLER 1986).

Ellenguaje hablado se manifiesta de forma diferente
segun el papel de los interlocutores: (a) discurso explo-
ratorio, en donde la planificaciéon es lo importante
(BARNES 1976, 1977); (b) hablar para uno mismo,
reflexionando y organizando (PIMM 1987); (c) hablar
para los demas centrado en la comunicacion (SHANON-
WEAVER 1949) vy (d) discusion en grupo, reconcep-
tualizando y reorganizando. En ese sentido, YACKEL
(1993) ha mostrado que «a interpretacion de una
situacién, las percepciones, expectativas y obligacio-
nes, son mas determinantes de la naturaleza de un
discurso que la participacion individual en tareas de
clase o discusién en pequeno grupo».

Las tareas comunicativas de un proceso de desarrollo
de aula pueden contemplar formas diferentes. Citemos
dos esquemas distintos: el basado en las ideas de
emisor y receptor (ROMISZOWSKY 1982) y el basado
en las ideas mas modernas de inteligencia artificial de
informacién y control (FORTUNY 1990).

Epistemologia

Un conjunto de investigaciones tratan el lenguaje
como un vehiculo de andlisis histérico-lingiiistico con
contenido epistemologico (CHEVALLARD 1991, BOSCH
1992, GIMENEZ 1993), que en muchos casos forma
parte de unareflexion mas amplia sobre la consecucion
de conceptos (AZCARATE 1991, FILLOY y ROJANO
1989,...).

TATHA (1988) apunto que se daban en la historia
diferentes dimensiones y usos de lenguaje. En todos
ellos, la metafora juega un papel importante. Asi, algo
es transferido a otro al que no sele aplicanormalmente.
Elanalisis del contraste entre el abacistay el algoritmico
en la época medieval es un paradigma claro del uso
metaférico, que diversos autores han revelado
(BATESON 1988, MATURANA 1989). En esas concep-
ciones se basa el proceso llamado de matematizaciéon
(THOM 1981, GOFREE & TREEFERS 1985).

Elproceso de generalizacion es uno delos elementos
en los que se refleja la accion lingtistica (WILDEN
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1976), no s6lo con el uso de palabras, referentes y
metaforas, sino con metonimias (MATURANA 1988).
Es decir, algo es referido a otro por el nombre o algiun
aspecto o atributo de él, como cuando se dice: «la raiz
cuadrada de -1 es «un ntimero imaginario». La discu-
sién tedrica refleja diversos niveles de lenguaje, desde
elnatural al simbélico. Asi, en el esquema de T.KIEREN
{1988) se habla de los lenguajes siguientes: jeroglifico,
hieraticoy demético. Ello se ejemplifica adecuadamente
en el caso de las fracciones en nuestro articulo sobre la
descripcion (GIMENEZ 1994). El propio Kieren explica
como se usan esos diversos niveles de lenguaje para la
construccion de conocimiento. La visién de recursividad
(vuelta atras en la reflexién) de los trabajos de MATU-
RANA y KILPATRICK (1987) implica los procesos de
evaluacion y validacién, asi como la progresién de lo
axiomatico a lo particular es el énfasis fundamental de
los trabajos de HILBERT y BATESON.

Un ultimo objetivo de investigacion se expone en
cuanto analisis del binomio realidad-proyeccién en la
visién psicoanalitica de la construccion de conocimien-
to (BALDINO 1993). De ahi que en estos estudios se
analice el efecto de concienciacion en el uso de lenguaje
y su deseo de uso. En efecto, se dice en estos trabajos
queloimaginario es sustituido por lo simbélico (LACAN
1991). En Matematicas estos analisis son importantes
en cuanto al valor de la incertidumbre, irracionalidad,
pérdida de control, etc. (WALDERKINE 1988, 1992).

Etnopolitica.

Un ultimo grupo de investigaciones ha tratado los
problemas de lenguaje desde una vertiente politica. En
efecto, ellenguaje matematico tiene en laactualidad un
componente social especifico en cuanto es un vehiculo
de la tecnologia actual. Algunas reflexiones sobre este
tema constatan su papel no sélo instrumental (KEITEL
1991, 1992).

Por otra parte, en la construccion conceptual hay
una dimensién de poder, si se admite que debemos
partir de un conocimiento extra-escolar de la vida que
sobrepase lo estrictamente técnico. Asi, el conocimiento
del lenguaje matematico es para algunos autores un
proceso de adecuacion (KNIJNIK 1993) y no tiene por
qué ser explicitamente un proceso de institucionalizacion
que parta de un planteamiento epistemolédgico distinto
(CHEVALLARD 1992). La discussion de los usos de
lenguaje en ese sentido es importante en la construcciéon
de un conocimiento institucionalizado (DIAZ GODINO
1993) y a buen seguro se daran en los proximos afnos
mas reflexiones sobre las relaciones entre esos usos de
lenguaje y las concepciones politicas.

Sobre esquemas tedricos

Sin extenderse demasiado, valgan las referencias a
cuatro elementos clave:

¢ Semiotica.

e Comprension.

¢ Inteligencia artificial y

¢ Teoria de la informacion.

Los trabajos que aplican esos conceptos a la edu-
cacion matematica tienen un nivel de profundizacién
aun incipiente.

El lenguaje como modo de representacion si ha
llevado a diversas reflexiones que se centran en los
trabajos de KAPUT 1986, 1987, lanociéon deicebergs de
significatividad (JANVIER 1987, reformulado en SANZ
1989), y un esquema interactivo entre los diversos
elementosrepresentacionales (LESH 1985). Nadie duda
ahora que los problemas de lenguaje intervienen en la
formacién de conceptos y son parte clave de los procesos
de comunicacién (LABORDE et al 1989). En suma, el
lenguaje -en el decir de psicolingtiistas- es un medio de
regulacion y control de la actividad y pensamiento
(BEAUDICHON 1982, VIGOTSKY 1934).

En Teoria delainformacion, lareflexion presentaya
modelos matematicos que nacen de los trabajos de De
SAUSSURE (1915) hasta el esquema de SHANON
{1949). En base a esos estudios, se mejora el esquema
de extraccién de la informacién (AGUILAR 1986) como
se ilustra a continuacién.

Extraccién de la informacidn
. Error de Accidn de
Ruidos prediccion correccién
T l Riéplica
HComparador)stCorrector dsl
gensrador
Informacién L -
Recibida Predicha
MENSAJES
Conclusiones

Hemos recuperado a lo largo de esta revision el
reconocimiento funcional de distintos tipos de investi-
gaciones: analisis superestructural, interestructural,
funcional (de desarrollo e implementacién), infraes-
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tructural y tedrico. Nadie pone en duda la necesidad de
un mayor numero de investigaciones en todos esos
campos, peronos atreveremos a manifestar, junto alas
conclusiones, la necesidad de incidir mas en algunas
de ellas. En resumen, en todos los trabajos se pone de
manifiesto la importancia de:

(a) Reconocer el valor curricular de nuestro DCBy
adaptaciones autonémicas en cuanto transmitir el
valor e importancia de tratar el paso del lenguaje
natural a los diversos tipos de lenguajes en la educa-
cidon matematica basica de los individuos. Nos parece
que dichas formulaciones son méas profundas que las
propias aportaciones de los Standards. Ademas de
promocionar dichas ideas, se requiere investigar mas
sobre las diferencias entre los «usos» de los diversos
lenguajesy susrelaciones; implicaciones positivas ono
de un uso mas amplio del lenguaje natural para iniciar
determinado trabajo. En ese sentido, lo ya conocido
sobre el valor del lenguaje no debe aplicarse a la expre-
sion verbal (AZZOLINO 1990), sino a todo simbolo
visual (NORTES 1991) para: comprender, recordar,
representar, comunicar, construir, generar y facilitar
la creatividad, y reflexionar sobre lo ya realizado.

Consideramos que seria importante que los analisis
estructurales (propios de la década pasada) se cen-
traran en suintegracion en el proceso de aula, mas que
en analisis estaticos de un momento determinado. Asi,
aunque deben realizarse analisis de resultados de las
aplicaciones curriculares, no deberian ser el centro de
atencién focal en los proximos afios. En todo caso,
precisamosreconocer las influencias que hay en cuanto
«saber de esos analisis» para la formacion del profesor.

(b) Valorar -como hacen los analisis recientes de la
construccion de conocimiento matematico- el uso de
metaforasy metonimias como imagenes de situaciones.
Pero queda mucho por ver qué tipo de imagenes es el
mas adecuado para diversos elementos conceptuales.
A ese respecto, pensamos que los estudios episte-
mologicos-histéricos que se estan realizando deben
influir positivamente en dicha busqueda y deben
incrementarse.

(¢} Manifestar el valor de los diversos modos de
lenguaje no s6lo como instrumento funcional de comu-
nicacion sino como valor clave del quehacer matema-
tico. En ese sentido reconocer la existencia de muy
diversos lenguajes actuales: esquemas, programacion,
grafos, etc. Debemos reconocer las concepciones de los
alumnos sobre dichos lenguajes, su progresivo uso y
reconocimiento como potenciales recursos de gran
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valor comunicativo. También en ese punto precisamos
reconocer mas la influencia de implementar dichos
modos en alumnos jovenes. ¢Cuando es el momento
adecuado para introducir elementos de grafos? ¢Se
puede hablar de generar la necesidad del uso de
diagramas?

(d) Implementar, con mayor énfasis, actividades de
generalizacién y analisis que no pierdan de vista el
elemento comunicativo de lenguaje. Como se ha mos-
trado, las influencias analizadas han propiciado o
remodelado «nuevas teorias sobre la construccion del
conocimiento matematico». Pero, en el campo de lo
seméantico queda atin mucho por investigar.

(e) Reconocer la dimensién social del lenguaje y sus
influencias, no sélo sobre los elementos conceptuales
y procedimentales, sino también actitudinales y de
construccién de valores.

() Saber que en una sociedad marcada por elemen-
tos tecnologicos, donde la comunicacion juega un valor
importante, no debe menospreciarse el uso de medios
tecnologicos y de comunicacion de masas asi como el
analisis de las implicaciones de los mismos en la
educacion matematica. Los trabajos de popularizacion,
video, uso de medios informaticos,... shasta qué punto
influyen en la construccion de conocimiento? Sabemos
algunas ventajas en cuanto la capacidad de visua-
lizacion, reconocimientoy codificacion, pero no mucho
mas...

(g) Implicarse en la reflexién politica que implica el
analisis de motivaciones que se dan segun el trata-
miento del lenguaje en la educacion. Es decir, valorar
las influencias de partir de la realidad de los individuos
hacia el saber institucionalizado o el proceso inversoy
analizar las dificultades que implica los posibles «usos
de lenguaje» distintos que se derivan de una u otra
concepcion. Ante la necesidad de mas investigaciones
en Espana sobre estos temas con mayor profundidad,
notemos que si se han hecho muchas aportaciones en
el campo del desarrollo en el aula. Por ello, debe
incentivarse la investigaciéon que analice las interac-
ciones entre la actividad de aula que usa los diversos
lenguajes y sus interrelaciones con la construcciéon de
conocimiento de estudiantes y profesores.

Quizas sea que las relaciones lenguaje-matematica
existen solo en el placer de muchos profesores e
investigadores... y se han usado métodos anticon-
ceptivos. Quizas es que hay miedo al embarazo de
trabajos sobre el tema, ... Pero, como catalizadores
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posibles de esta pareja, ya sea fecundacién «in vitro o,
mejor, «in vivor, en el aula (VINNER 1992), pensemos
que no deberia importarnos superpoblar el mercado de
produccion cientifica sobre el tema, engendrando nue-
vos «habitantes».
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Provocadores de descripcion en
el aula de Matematicas

Introduccién: descripciones y referenciales

La descripcién es una de las formas mas usadas en
el aula de matematicas para indicar el resultado de
multiples descubrimientos. Ahora bien, esta puede
surgir y provocarse a partir de diversos tipos de si-
tuaciones o actividades.

Ante todo, debemos ser conscientes de presupues-
tos previos como: el reconocimiento de problemas de
verbalizacion especificos (fenémenos y expresiones
del lenguaje natural); las dificultades ligadas a las
concepciones representacionales usuales en que la
verbalizacién se situa (dibujos, frases, etc., asocia-
dos), que generaran estereotipos quizas erréneos
(VINNER 1983}, y los elementos de orden sociocultural,
que pueden favorecer o impedir la construccién de
conocimiento.

En cualquier modelo de construccion del conoci-
miento matematico, los elementos referenciales son
fundamentales y acttian como organizadores motiva-
cionales para la consecucién de imagenes basicas de
los conceptos.

Las descripciones verbales acttian como vehiculos
privilegiados de esos referentes observados y para ello
seusaellenguaje oraly escrito. Asi, aunque la actividad
matematica surge a partir de realidades cotidianas, no
puede aprenderse directamente de ellas, sino que el
lenguaje juega un papel importante (SKEMP 1986).
Ese lenguaje es jeroglifico (KIEREN 1988) en cuanto
usa componentes primarios, dela calle, del entorno, de
la historia, y no se encuentra nada elaborado. Este
aspecto teorico correspondiente -atin estando presente
de fondo- s6lo se reflejara en este articulo brevemente
y al final.

El objetivo de estas lineas es presentar algunas
situaciones de aula y su valor descriptivo. Muchas de
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ellas han sido utilizadas en el Proyecto Curricular BDM
12-16 (ALSINA, FORTUNY y GIMENEZ 1992), o bien en
la formacion de profesores.

* Usando textos y situaciones de la historia

Un primer ejemplo para Primaria en el tema de
fracciones lo tomamos de L'art de I'arismética, de
MATEU de SANCLIMENT. Proponemos a los alumnos
el problema que se traduce en la forma siguiente:

«He aqui una lanza, en la que una mitad estd en el
Jango, un tercio en el agua y fuera del agua queda 7
palos y 1/4.Sepregunta, ;cudnto mide de largo aquella
lanza? (La ilustracion es més reciente y corresponde a
la exposicién «Breve viaje al mundo de las matema-
ticas» (GAVALDA 1983)).

"Acthaunalancaquela l/2staenlofancel1/3es
en laygua e defora layga 7 pais a 1/4. Deman:
quant ha de llarch aquella lang”




I SEMINARIO NACIONAL SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS

La descripcion histérica indica lo que sigue: «Su-
pongamos que la lanza fuera de 6 palos, la mitad seria
3y el tercio 2, luego quedaria un palo fuera. Como son
7 y cuarto, debemos multiplicar por seis, que es la
posicion. Ello provoca la identificacién esquematica de
una tabla de valoresy, a partir de ahi, el reconocimien-
to de una forma de la «wregla de falsa posicion.

La interpretacion matematica hace surgir una
idea de proporcionalidad, que se basa en reconocer

que el factor de proporcion se puede aplicar a la
unidad. Asi, una vez descubierta la unidad, se reco-
noce la solucién del problema.

Después de este tipo de actividades, pueden
sugerirse situaciones para completar textos, con un

enfoque de evaluacién de los conceptos trabajados.

Ejemplo:

J\\[o) 51} (RO,

.................

Una fraccién Iil constituye una buena aproximacion @ nes 22/ [E]

[2] [s]

mediante la

La El de los términos de la EI de nameros de 1 hasta IEl se consigue

(1+nn
2

[4]

[5] [e]

Dados tres EI consecutivos que sumados 32, 1a que corresponde a dicho enun-

ciadoesx+ (x+ 1)+ (x+ 2) =

(9]

Si unimos tres vértices no consecutivos de un cubo, obtenemos un IE] .

Los de ese @ son diagonales de las del cubo. Si sabemos la medida de los
del cubo, podemos usar el de para averiguar la medida de los del IT_:S—I .
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Las descripciones pueden combinarse con otras
formas de expresion, como el uso de comics. En el
ejemplo siguiente, se usa un problema en forma de
historia dibujada y se pide su terminacién:

Dos hombres tenian, respectivamente, 5 Yy 3 panes.
Elrey se les acercay, como tiene que comer, se reparten
los 8 panes entre los tres. El rey, en agradecimiento, les

da 8 monedas, y surge la discusién de cémo deben
repartirlas de forma equitativa a lo que aportaron. El
primero dice «que sean 4 a cada uno», y el otro dice o,
5 para mi y 3 para ti, en funcién de los panes que
teniamos.

Elestudiante debe ofrecer su respuesta continuando
la historia.

Alguns repartiments de guanys
repartiment curiosos.

UNA HISTORIA DEL REY EN JAUME

Llegeix amb atencio la historia i acaba-la en forma de comic.

quan hom es moria dona lloc a I'epoca de la dominacié arab a Espanya problemes de

ADXD NO EM SEMBLA 1)

§ x/s7/ A MIMEN TO-
QUEN CINe 1 A T

\ | TRES, SEGONS ELS

RANS QUE TENIEM. [

EL SUTGE ALI'BEN ALI"TALIB TENIA
FAMA PER L'ENCERT DE LES SEVES SEN-
ces.

R

d

=

=

&
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Elementos verbales en descripciones escritas

Ellenguaje escrito es la forma mas usual de trabajo,
aunque la descripcién se reduzca a menudo al uso de
definiciones y no se «<hable» de sucesos desde el énfasis
matematico, es decir, aportando aquellos elementos de
condicionamiento que le son propios: observacion de
fenomenos, uso de los términos adecuados incorpora-
dos al sistema, deduccién correcta, explicitacion de
posibilidades, toma de decisiones y justificaciéon de las
decisiones tomadas.

Veamos un ejemplo: la construccion de un guion
ante un trozo de video geométrico sobre la construccién
de tridangulos is6sceles. En este caso se trata de alumnos
futuros profesores de la especialidad de Musica (que
usualmente no quieren saber nada con las matemati-
cas), a los que se les propone la actividad siguiente:

Este video no tiene palabras. Debes hacer una banda
sonora en que se describa lo que esta aconteciendo, para
alumnos de ciclo _final de Primaria.

Para ello se usa el siguiente esquema de accion: (a)
Visionado, (b) segundo visionado con toma de apuntes,
(c) discusion general de ideas matemdticas del video con
todo el grupo, (d) elaboracion personal de un primer
guioén, (e) tercer visionado para mejorar el guion, (f) toma
de un ejemplo esquematico de uno de los alumnos
adaptado a tiempo real, sin discusién colectiva, (g)
cuarto visionado para ajustar cada texto.

Roser, no tiene un gran nivel matematico, y su texto
es una muestra «claramente descriptiva, tratando de
insistir en lo conceptual de las imagenes, con errores y
de forma poco imaginativa». Notemos, sin embargo, su
gran claridady precision lingtiistica. El subrayado delas
frases es de la propia alumna:

* En primer lugar, distinguimos mediante el uso de
colores el ntimero de partes iguales que podemos hacer
del total de la pantalla. Hacemos particiones de 1, 2, 3, 4,
5, y 6. Mediante circulos concéntricos diferencia-
mos particiones.

(Las figuras seran una buena ayuda para el lector
que no ha visto el video).

* A partir de las particiones anteriores, introducimos
el concepto de tridngulo (tres lados) y, en particular, de
triangulo equildtero (tres lados iguales). «Construimos
un triangulo equildtero en distintos lugares de la
pantalla.

* Cuando nos damos cuenta del triangulo equildtero
que aparece cada vez en la pantalla, entonces distin-
guimos los tamariios diferentes que puede tener el
triangulo equilatero.

* Remarcamos los tres lados del tridangulo
equilatero con un color que destaque.

¢

No necesita mas comentarios. Conceptualmente
puede ser muy correcto... Ese tipo de descripciones es
tremendamente normal en futuros profesores... Con
estudiantes jovencitos ocurre lo mismo. ¢Qué quiero
decir? Que no debemos conformarnos con buenas
descripciones linguisticas, precisas y correctas mate-
maticamente, sino que éstas deben acompanarse de
elementos de superacion del propio elemento concep-
tual, integraciéon en la vida del estudiante, agilidad y,
por fin -si es posible- originalidad.

Comunicacion oral como elemento de
socializacion

Lalengua oral como elemento etnografico no sélo es
parte delarealidad social, sino que podemos considerar
que es sintoma de la misma. Asi, describir oralmente
como forma de comunicacion tiene una misién social
(CALSAMIGLIA 1991). Su uso esta regulado con nor-
mas condicionadasy, por ello, debe ser fruto de ayuda
y dedicacién especificos. En el caso de las matemati-
cas, hay usos adecuados del lenguaje y otros que no lo
son. Por ejemplo, no es usual hablar con imperativos,
como no sea en las preguntas y respuestas. Ademas, el
proceso comunicativo es no lineal e incluye fases y
trabajos de un gran valor social: cooperacion, nego-
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ciacion, planteamiento y resolucién de conflictos y
superacion de malentendidos. Convenimos en que el
aula dematermaticas es un microcosmos de interacciones
donde se crean y se modifican realidades.

El sentido, a diferencia de otros procesos de co-
municacion, se construyelocalmente. No puede generar
mas que pequerias unidades, pero permite hacer ma-
tices (de entonacién, tono, voz, silencio, etc.). Con ello
se introduce en el espacio (cerca-lejos) y en el tiempo
(pausas, lentitud,...). El trabajo oral, ofrece la posibi-
lidad de dotar de sentido lo que se dice, dotando
también al significado de esa visién espacio-temporal:
compartiendo el tiempo en la construccion de conver-
sacion, y compartiendo lugar, en el sobreentendimiento
del contexto, que evita repeticiones innecesarias. La
comunicacion oral en matematicas se promueve me-
diante: el dialogo colectivo, promoviendo discusién
sobre un tema y aprendiendo a tomar decisiones. Con
ello se establece un estilo de laboratorio.

El didlogo colectivo, por ser un instrumento muy
utilizado, no recibird nuestra atencién prioritaria y
ejemplificaremos alqiin caso de discusién oral no ra-
dial.

Las situaciones comunicativas de este tipo o similar,
deben contextualizarse. Las posibles férmulas son:
«debes explicarselo a los padres para que sepan como
es», «a otros ninos que estan preparando algo similar,
«ala maestra de otro curso para que asilo pueda hacer
en su clase», «contarselo a quien no lo ve», etc.

En este trabajo, se trata de comunicar algo. Los
pasos que se efectiian son los siguientes:

(1) Describir una forma a alguien que no la ve, con
el objetivo de que la reproduzca fielmente.

(2) Analizar la validez o no de las respuestas de los
comparneros/as.

(3) Comprobar la propia respuesta dada.
(4) Razonar lo aprendido en esa actividad.

Asi, lo fundamental es el desarrollo reflexivo que se
provoca en la discusion elaborada de las respuestas de
los alumnos. En efecto, veamos algunas de las res-
puestas de los alumnos de una clase de 12-13 afios y
sus comentarios:

Siguras.

m i

efectiviidad.

Un ejemplo: Mensajes telefénicos.

Saber comunicar las ideas con claridad indica tener un buen conocimiento de las cosas. Entender bien
las cosas es una buena condicién para resolver problemas.

ESCRIBE O VERBALIZA LAS INSTRUCCIONES

Imagina que estas hablando por telé 2fono a un compariero que necesita dibujar ciertas figuras que no puede
ver. Escribe un conjunto de instrucciones para que tu companero pueda dibujar exactamente las siguientes

Diserfia criterios para criticar las respuestas. Critica las respuestas de tus comparieros en cuanto a su

i—_F-
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Estudiante B (fig. de la izq.).- Coge una hoja con
cuadros. Cuenta cuatro cuadros hacia abajo y traza
una linea. Cuenta cinco cuadrados hacia la derecha
(pegado ala linea que va hacia abajo), y traza la linea.
Traza una linea intermedia de forma que se junten los
dos bordes. Entonces te saldra un triangulo rectangulo.

Est. C.- No puede salir bien pues no se ve claro qué
es eso de la linea intermedia. No dice de donde sale el
triangulo. Aunque... se podria interpretar que sale del
extremo superior de la cuadricula...

B.- Si, claro, ya lo arreglo...

Después de saber lo que ha puesto cada uno en la
figura de la derecha, se llega a la conclusion de que F
y M lo han dicho muy bien y convencen a todos con su
método.

F. (fig. der.).- Coge una hoja como antes. Dividela
en cuadritos de 3 mm? cada uno. Numera los cuadra-
dos verticales del O al 7 y los horizontales. Haz puntos
en la combinacion que te diré: (2,2)(3,2)(3,5, 3) ...
Unelos. '

E.- Aunque no sale, la idea es muy buena, y sirve
para cualquier figura.

Prof.- Escribid, pues, lo que os ha aportado esta
actividad.

H.- «He aprendido que cuando se dice una informa-
cion, no deben darse datos innecesarios».

La discusién colectiva es un instrumento impor-
tante en la formacién y metacognicion. Se inicia en la
exposicién de puntos de vista, debe proseguirse en la
interactuacién (intercambio de opiniones) y acabar con
un proceso de mejora (ampliacién verbal). La discusion
promueve la comprensién lectora (ALVERMANN,
DILLON O’'BRIEN 1990) pero, ademas, contribuye al
elemento recursivo (KIEREN 1988) de la construccion
de conocimiento, es decir, la capacidad de reconocer en
las imagenes conceptuales signos caracteristicos y
propiedades para poseer imagenes propiasy establecer
asi relaciones conceptuales consistentes.

En una ficha de observacién como la que se ve a
continuacion, pueden anotarse también, entre otros,
los elementos interpretativos y comunicativos.

” ALUMNO PROFESOR

&| TAREA FECHA NIVEL
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Al término de actividades como estas, los propios
estudiantes reconocen el valor socializador de las mis-
mas. En efecto, entrelos escritos, alguien reflejo el poder
de cambio de actitud que promueve una discusién,

F.- He aprendido que podemos discutir Yy aprender.
A menudo G no reconoce que lo hace mal.

Muy diversos autores hanresaltado el valor de estas
actividades para la educacién matematica.

Toma de decisiones consensuada

En algunas actividades matematicas colectivas, el
objetivo es precisamente llegar a saber situar elemen-
tos de convencionalismo que permitan mejorar
preconcepciones erroneas o, por lo menos, ponerlas de
manifiesto.

Un ejemplo: Hablando sobre la proporcionalidad
con futuros profesores.

La clase estaba dividida en dos grupos que habian
trabajado un bloque comun de aspectos de proporcio-
nalidad. Posteriormente, en uno de los grupos meno-
res, se desarrolla el siguiente dialogo que traducimos
del original catalan.

Prof. - Hoy, dia del patrén de Cataluria y Europa,
aprovecharemos para hablar de cudnto mide el dragén
de San Jorge.

Est. (grupo).- Estas de broma.

A.- No lo tenemos.

B.- No podemos disponer de modelos y medirlos.

C.- Podriamos utilizar modelos de fotografias.

D.- Podriamos obseruvar libros, escudos, etc. y hacer
una aproximacion estadistica.

C.- Sélo podriamos establecer su magnitud si tuvié-
ramos un punto de referencia: alguna persona al lado
del dragén (aceptando que no fitera un gigante, claro).

Aestas alturas se habia provocado un ambiente, en
el que no fue dificil llegar a hablar de las expresiones
queindican proporcién . Se discuten expresiones como:
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tiene lamisma forma, esiguala, es como, es el doble de,
se parece a, es equivalente,... E, incluso, se juega con
expresiones como: «es aproximadamente, ..., mas o
menos», y verbos como «eflejar».

Se propuso después un juego de expresion, donde
se observa la ambigiiedad de algunas de las frases. A
partir de la discusién sobre «es duro como la piedra», en
donde todo el mundo entiende lo que se significa pero
nadie piensa en la escala de Mohs, los estudiantes
escogieron jugar sobre la frase «s como..» y sus
significados.

Se construyeron frases como: «es como un formula
I», «es como Terenci Moix», «es perfumado como la
rosar. Se analizaron desacuerdos en sus significados.
A partir de ahi, se analizaron «triangulos que se pare-
cenv, proporciones como «doble y triple der y se acabd
hablando del valor proporcional de las aproximaciones
y la vinculacién de la aproximacién con el sistema
decimal. En expresiones como «refleja la realidad, se
observo que el reflejo es una relacion 1 a 1, ¥y que ese
tipo de expresiones tienen un contenido matematico
mas profundo de lo que usualmente se le atribuye.

La moraleja es inmediata: la discusion-reflexion
revela, no sélo las concepciones espontaneas de los
propios profesores, sino que sirve para que ellos re-
flexionen sobre las mismas en el aprendizaje. Asi,
aparecieron comentarios como:

M.- Nunca habiamos reflexionado sobre el valor de
las expresiones cotidianas.

H.- Se hizo poco uso de la invencién de problemas
cuando éramos estudiantes.

B.- Los ejemplos de’proporcionalidad que hemos
visto siempre son de tipo geométrico (Thales). Los que no
son geométricos no se trataban del mismo modo, como
parte de lo mismo. Por ejemplo, la velocidad se daba en
otro apartado. En el ejemplo del «es como el formula 1»,
se ve que tener el mismo coeficiente es ser semejante.

I.- Se usan excesivos elementos comparativos en el
aprendizaje escolar, que no se separan de lo realmente
proporcional.

Otro ejemplo (a partir del trabajo de MASON 1988,
retomado por FORTUNY y AZCARATE 1992): Reconocer
procesos de generalizacién en profesores en activo.

Una primera parte de las fases del proceso son:

(1) Realizar la actividad «sigue la serie siguiente:
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(2) Punto de discusion: 4Qué métodos usaron los/
las colegas?

{3) Seguir la actividad.

(4) Discusién. Preguntas. ¢Se trata de métodos
recursivos o directos? 4Se ha sugerido a los alumnos
que usen métodos recursivos?

(5) Reflexion. s Qué sentido da ala frase «expresando
generalidad»?

(6) Propuesta de otra situacion.

(7) Discusién. Seleccione 2 paginas de fichas. s Qué
generalidades se muestran?

(8) Trabajo en grupo. Declaracion de niveles en DCB
cexpresar generalidad». Incluir referencias a conjetu-
ras, convicciones y demostraciones. ¢En qué modo
contribuir «expr. gen.» a la ensenanza de la parte ex-
traida?

Quien lea estas lineas puede observar que en este
método de trabajo, los profesores no sélo reflexionan
como alumnos, sino que pueden contrastar sus mé-
todos y trabajos con las respuestas de sus mismos
estudiantes.

Valoracién de elementos comunicativos

Los elementos comunicativos deben ser valorados
también como parte del proceso de analisis de situacio-
nes didacticas. Para ello deben programarse activida-
des especificas que se integren en un diserio de evalua-

¢

cion como se ha mencionado en el caso de completar
textos, elaborar-completar comics, etc., y usarse regu-
larmente registros adecuados de control. Asi, también
usamos categorias de «comunicacién y claridad» en un
trabajo con ordenador en actividades geométricas con
«cabri» (GIMENEZ y FORTUNY 1994):

(a) Diseno y presentacion visual.
(b) Saber dividir un problema en partes.
(c) Escribir y programar instrucciones.

(d) Interpretar, construir y comunicar mediante
diversos modos de representacion y

(e) Escribir demostraciones formales e informales.

Otro ejemplo devaloracion se basa enla elaboracion
de un Proyecto de trabajo. Tiene la triple mision de
ejercer una labor de control de elementos procedi-
mentales que necesitan un mayor tiempo de manifes-
tacién, contribuir a la propia adquisicion de dichos
procedimientos y facilitar el trabajo de elementos
transversales del curriculo. Si bien es cierto que los
tratamientos de tipo interdisciplinar cuidan ya ese
ultimo aspecto, no son menos ciertas las dificultades
de implantacion de dichas propuestas.

Un proyecto es un trabajo dilatado -generalmente a
realizar fuera del aula- sobre un tema concreto, pero
con caracteristicas de apertura a multiples enfoques.
Los consejos de partida, las exigencias formales y la
redaccion final del trabajo implican un conjunto de
dificultades que el profesor debera enfrentar: desde
facilitar la informacion necesaria, a indicar sélo pistas
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para favorecer la autonomia; desde la supervision y
posible revisién del primero de los trabajos, hasta la
total libertad de accién...

Si bien es un instrumento que ahora se utiliza a
menudo por parte de algunos profesores, no es facil
lograr una adaptacién de la idea a niveles bajos de Ia
Educacion Obligatoria. La longitud y duracién del
trabajo pueden hacer pensar que se trata de una

investigacion «mas largar. Pero no es sélo eso. El poder
de decisién, busqueda de informacion, adecuacion,
sisternatizacion, nivel matematico, originalidad, etc.,
son categorias propias de este tipo de trabajo, que se
dan con singularidad respecto a una simple investiga-
cién en donde los materiales se dan usualmente por
parte del profesor. He aqui un ejemplo de presentacion
y pagina de estudiante. En la tiltima se dan las catego-
rias que han sido evaluadas.

Activitat d'avaluaci6. Credit 1
Projecta d'investigacié

N A ATATATAY A AT

NUMERACIONS ANTIGUES: EGIPCIA I HEBREA

Data d’inici; 28-70-92

o 82T«

Data d’entrega: 7-72-92

0] D] T

-5 |®

F17-92 — Guisn de trabaje

20199 | — | M«

. 1

Document per I'alumne

Contingut

1. Tema. Consells generals i punt de partida.
2. Condicions per a la realitzacié del Projecta.
3. Format de presentaci6 de la memoria.

4. Criteris i graella d'avaluacié.
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EGIPCIOS

1
= im

bas de su ney.

Fijandolas buego en neglas de madena o de metal. La pricncipal wnidad fue el cabito longitud
— Et palmo eguivalente a la séptima parte de an cibito.

— El digite egucvalente a la cuanta parnte de un palmo.
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4. Criteris i graella d'avaluaci6

A. DISSENY GLOBAL I ESTRATEGIES Molt Baix Mitja Alt
baix

1. Identificar informacio O O X ]

2. Treball sistematic i 16gic O Ll ] X

3. Extensi6 i aprofundiment O O X O

B. CONTINGUT MATEMATIC

4. Formulaci6é matematica ] O O X

5. Us de llenguatge matematic O O X (|

6. Aplicacio de técniques . O ] D O
C. EXACTITUD

7. Exactitud en l'us de les matematiques ] [ X O

8. Corrocci6 en els resultats O O X O
D. LAREDAT I COMUNICACIO

9. Explicacions clares i precises O] [l O X

10. Estructuracié ] ] O ]

Ercepts final

E. ACTUTUD MATEMATICA

11. Esperit de recerca D O | X

12. Matematitzaci6 de situacions O L] X [l
F. AUTONOMIA

13. Presa de decisions ] ] O X

14. Organitzacié O O O X
G. VALORACIO GLOBAL

15. Valoracié de conclusions | O X L—_l

16. Limitacions i perspectives O D Ol ]

Mo estin

Puntuacié final

Comentaris Patre marematicamente en algunss aspectos. Muy desenipitive 4 ew un acents mancads en las
aspectos histinicas (bueno) oluidands la matemdtica en cuants a comparacisn.
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Conclusioén: lenguajes y construcciéon
de conocimiento

En nuestras investigaciones y ejemplos, pensamos
en la existencia de un modelo que reconozca unos
pasos desde lo mas intuitivo, cotidiano, real (etnoma-
tematico), con lenguaje natural (jeroglifico) que -me-
diante la ayuda de metaforas y metonimias- fomente y
mejore las intuiciones. Ese conocimiento se comple-
menta y enriquece con procesos de validacién y eva-
luacién que utilizan lenguajes de tipo analégico (es
como...) y establecen procesos de descubrimiento de
propiedades, analisis y sintesis. Asi se identifica un
conocimiento cada vez mas axiomatico. Un ejemplo
para el caso de fracciones (GIMENEZ 1991, siguiendo

la linea expresada por T. KIEREN 1992) se describe en
el esquema que aparece debajo de estas lineas.

En resumen, pues, hemos constatado en nuestra
experiencia los siguientes usos de trabajo descriptivo:
textos y situaciones de la historia, descripciones clasi-
cas escritas, comunicacion oral con discusién y toma de
decisiones. Se ha analizado por fin brevemente la in-
clusion de elementos de valoracién de esos procesos
descriptivos.

Digamos, por ultimo, que la inclusién de activida-
des adecuadas de tipo descriptivo mejoran el conoci-
miento y superan incluso distractores. Es especial-
mente paradigmatico el ejemplo de STREEFLAND (1991)
sobre fracciones en la 6ptica realista.

¢

Tipo de Uso de
conocimiento Iznguaje

ETNOMATEMATICO —— | JEROGLIFICO

—~
//

S

INTUITIVO METAFORICO

TECNO-SIMBOLICO -
A

S— — — — % d
e p
7 DEMOTICO

—
——
— ——

7
g
7
e
7

AXIOMATICO
DEDUCTIVO

Ejemplo

El nifio dice: Tomaré la «mitad mayor»

El alumno usa 1 como tangente de 45°, pero
solo ve la fraccion en su vertiente practica,
concreta.

El nifo reparte 2 pasteles entre 3 personas, y
dice: a cada uno le toca una mitad y un tercio
(de una mitad). El lenguaje de fraccién se usa
para acciones de reparto.

El alumno piensa en un algoritmo para la
adicion de fracciones

1/2 + 1/3 =(3+2)/(2x3)=5/6

y lo resuelve concretamente como un proceso
1/2+1/3=3/6+2/6=5/6

El nifo ve un modelo para sumar cualquier
nuamero de fracciones y lo constata usando la
equivalencia, multiplicando por 1.
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Modelos de competencia para la resolucion
de problemas basados en los sistemas de
representacion en Matematicas

Introduccién

Laresolucion de problemas de Matematicas es yha
sido un tema de fructiferas lineas de investigacion.
Distintasrevisiones sobre el mismo hablan de miriadas
de articulos. Se trata de un tema suficientemente
amplio y que ha sido estudiado desde distintos angu-
los.

Los primeros estudios se encaminaron a analizar
aspectos referidos al problema en si: enunciado, as-
pectos lingtiisticos, tamarfio de las cantidades que in-*
tervienen, contexto, etc.; o bien, a las habilidades espe-
cificas del resolutor (<buenos» y «malos» resolutores).
Posteriormente, y tomando como base los trabajos de
POLYA, en especial su libro «<How to solve it», muchos
investigadores se centran en el estudio de las variables
relativas al proceso.

En este trabajo pretendemos comunicarla reflexion
que hemos realizado con el objetivo de disefiar un
modelo de competencia parala resolucién de problemas
aritméticos verbales.

En primer lugar, expondremos algunos de los
principales modelos propuestos por diversos autores,
analizando mas detenidamente el de GOLDIN, basado
en los sistemas de representacién. Posteriormente
analizaremos algunos modelos especificos para la re-
solucion de problemas verbales aritméticos, y termina-
remos proponiendo nuestro modelo de competencia.

Laresolucion de problemas en general, yla busqueda

de un modelo que ayude a las personas en dicho pro-
ceso de solucién, ha sido un tema investigado, tanto
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por parte de matematicos como de psicologos. Desde el
punto de vista de la Psicologia, diversas han sido las
aportaciones mas significativas a la resolucién de
problemas. El cuadro siguiente muestra algunos
nombres importantes que se han ocupado del tema:

PSICOLOGIA " MATEMATICAS

Dewey (1888)
Asociacionismo

Gestaltismo:
Wallas (1926) g
Duncker (1945) Polya (1945,1957)
Wertheimer (1945) S
Procesamiento de la informacion:
Newell y Simon (1972)

Mason, Burton y Stacey (1982)
Mayer (1983) : :
Bransford - Stein (1984) Schoenfeld (1985)
Goldin'(1985,1987)
Guzman (1991).

Enfoques desde la Psicologia

DEWEY, psicologo y pedagogo funcionalista, que
destaca por su «teoria del interés», presentd, a finales
del siglo pasado, un modelo para resolver problemas
(citado por PUIG y CERDAN, 1988), con las seis fases
siguientes:

1. Identificacién de la situacién problematica.
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2. Definicién precisa del problema.

3. Analisis medios-fines. Plan de solucién.

4. Ejecucion del plan.

5. Asuncién de las consecuencias.

6. Evaluacion de la solucion. Supervision. Genera-
lizacién.

En este modelo, enfocado hacia problemas en gene-
ral, podemos encontrar una secuencia que se va a
repetir sin cambios significativos.

Los asociacionistas no aportaron grandes cosas
sobre modelos, ya que entendian

en el doble proceso que hay que realizar para resolver
un problema: el procesamiento desde arriba, que parte
del analisis de los objetivos y del replanteamiento del
problema; y el procesamiento desde abajo, que parte
del analisis de los elementos para llegar al objetivo del
problema.

MASON, BURTON y STACEY proponen un mo-
delo que no pretende ser un instrumento de estudio
o de analisis, sino una ayuda para la instruccién. En
su obra «Pensar matematicamente» lo esquematizan
asi:

que enlaresolucién de problemas
solo interviene el empleo, mas o
menos mecanico, de la experien-
cia pasada.

Los gestaltistas, por el con-
trario, si influyen fuertemente en
las teorias actuales. Explican que
la comprension de un problema
se produce cuando la persona lo-
gra concebirlo como un todo y es
capaz de establecer la relacion de
las partes con dicho todo.

Particutarizar

Generalizar

En «The Art of Thought» de
WALLAS (1926} aparece un mo-

Procesos Fases

Abordaje

Ataque

Revision

Rétulos Procesos Estados

PRIMEROS CONTACTOS
Lo que SE

Lo que QUIERO

Lo que puedo USAR
ENTRANDQ EN MATERIA

FERMENTACION

Conjeturar SEGUIR AVANZANDO

INTENTAR
PODRIA SER
PERO (POR QUE? jystificar

INTUICION

MOSTRARSE ESCEPTICO
COMPROBAR
REFLEXIONAR

EXTENDER EN ESTADO CONTEMPLATIVO

delo para resolver problemas con
cuatro fases:

1. Preparacion: Recoleccion de informacién e inten-
tos preliminares de solucion.

2. Incubacion: Dejar el problema de lado para reali-
zar otras actividades o dormir.

3. lluminacién: Aparece la clave para la solucién
(aqui es donde se produce el destello de «nsight» o el
«ajan).

4. Verificacién: Se comprueba la solucién para es-
tar seguros de que funciona.

WERTHEIMER y DUNCKER siguieron trabajando
sobre este tema:

Wertheimer intent6é demostrar que la aprehension
de las estructuras subyacentes lleva al pensamiento
productivoy a la resolucion elegante de los problemas.

Los trabajos de Duncker van encaminados a ¢6mo
orientar el proceso para conseguir el «sinsight». Insiste

Elobjetivo de estos autores es mostrar cémo acome-
ter cualquier problema, es decir, como atacarlo de una
manera eficazy como ir aprendiendo de la experiencia.
Se basan en los trabajos de POLYA y SCHOENFELD
(ver méas adelante). Un aspecto a destacar en sumodelo
es la utilizacién, para diferenciar las fases, de lo que
siente el resolutor, esto es, de sus estados afectivos.

El método IDEAL es otro modelo de resolucién de
problemas, creado por BRANSFORD y STEIN. Las le-
tras de la palabra IDEAL indican los elementos del
meétodo. Esta concebido, como ellos afirman, «con la
finalidad de facilitar la identificacién y reconocimiento
delas distintas partes o componentes a tener en cuenta
en la resolucion de problemas». Entre los autores que
haninspirado este modelo se encuentra también POLYA.

Sus fases son:

I: Identificacién de los problemas.
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D: Definicion y representacién del problema.

E: Exploracién de posibles estrategias.

A Actuacién, fundada en una estrategia.

L: Logros. Observacion y evaluacién de los efectos
de nuestras actividades.

La primera fase pretende ayudar a identificar pro-
blemas. En general, los libros pasan por alto esta fase
y cargan el acento en la resolucion de problemas
prefabricados, en lugar de detectar y utilizar proble-
mas cotidianos.

Elsegundoaspecto consiste en definir yrepresentrar
el problema con toda la precisién y cuidado que sea
posible.

El tercero, se dirige a la exloracion de distintas vias
o métodos de resolucion, lo que requiere analizar cémo
estamos reaccionando en ese momento ante el proble-
may la consideracion de qué otras estrategias podrian
valernos. En esta etapa, el resolutor puede valerse de
estrategias heuristicas tales como simplificar, empezar
desde atras, etc.

Las dos tltimas fases son las que permiten al reso-
lutor actuar y comprobar los logros alcanzados.

En las teorias basadas en el procesamiento de la
informacién, se distinguen tres fases en la resolucién
de un problema: Preparacién, produccién y enjuicia-
miento.

La preparacion supone un analisis e interpretacion
de los datos disponibles inicialmente y de las restric-
ciones. Ademas, una identificaciéon del criterio de so-
lucion (comprender y concebir un plan).

La fase de produccion comprende un conjunto de
operaciones diversas que estan relacionadas con la
recuperacion y el almacenamiento y la exploracién y
transformacion de informacion hasta alcanzar una
solucion (ejecutar un plan).

Durante el enjuiciamiento se evalua la solucién
generada, contrastandola con el criterio de solucién
(comprobar el resultado).

Los trabajos de NEWELL y SIMON (1972) sobre
resolucion de problemas han significado un impulso
considerable dentro de este paradigma.

MAYER (1983), desde la éptica del procesamiento
de la informacién, analiza los conocimientos necesa-
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rios para la resolucién de problemas matematicos.
Considera dos estadiosy, en cada uno de ellos, explicita
los conocimientos necesarios.

Estadio Tipo de conocimiento
Linguistico

Traduccion Semantico
Esquematico
Operativo

Solucion
Estratégico

¢« Conocimientolingtiistico o conocimiento dela lengua
en que esta redactado el problema.

Conocimiento semantico: conocimiento del signifi-
cado de las palabras.

Conocimiento esquematico: conocimiento de los
distintos tipos de problemas.

Conocimiento operativo: conocimiento sobre las
operaciones, ecuaciones, etc.

Conocimiento estratégico: saber técnicas heuristicas
otener habilidades para saber utilizar los conocimien-
tos disponibles para resolver un problema.

También KULM (1979), a partir de la clasificaciéon
sobre variables dela tarea hecha por KILPATRICK, cred
una clasificacion, similar a la de Mayer, de las variables
queinfluyen en el proceso de resolucion de un problema:

1. Variables sintacticas, que describen la estruc-
tura gramatical y la complejidad del enunciado del
problema.

2. Variables de contenido y de contexto, que
engloban todos los aspectos semanticos, tanto mate-
maticos como no matematicos.

3. Variables de la estructura, que describen las
caracteristicas delarepresentacion formal del problema
y los procedimientos algoritmicos.

4. Variables de la conducta heuristica, que in-
cluyen los procesos heuristicos que son aplicables al
problema y las consecuencias de aplicarlos.

Enfoques desde las Matematicas

Entre los modelos propuestos por matematicos
destaca el de POLYA, que ha inspirado o ha sido utili-
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zado enmultitud de estudios e investigaciones. Se baso
en las observaciones que habia realizado como profe-
sor de Matematicas y en la obra de los gestaltistas,
aunque también podemos encontrar coincidencias con
el modelo de DEWEY. Sugirié que la resolucién de
problemas estd basada en procesos cognitivos que
tienen como resultado encontrar una salida a una
dificultad, una via alrededor de un obstéculo, alcan-
zando un objetivo que no es inmediatamente alcanzable.

Este modelo consta de cuatro fases que, a su vez,
tiene otras subfases, y que él explica asi:

1. Comprender el problema.

2. Concebir un plan. Determinar la relacion entre
los datosy laincognita. De no encontrarse unarelacion
inmediata, puede considerar problemas auxiliares.
Obtener finalmente un plan de solucion.

3. Ejecucién del plan.

4. Examinar la solucién obtenida.

Estos preceptos los descompone después a nivel
molecular. Se sugiere en ellos estrategias individuales
(considerando la estrategia como una técnica general
para resolver problemas, que no garantiza que se
encuentre la solucién, pero constituye una guia para
resolver el problema) a las que se podria recurrir en
momentos adecuados, como:

* Sino es posible resolver el problema propuesto,
blisquese un problema similar apropiado, que si
sepa resolver.

* Dé el problema por resuelto y trate de desandar el
camino.

* Trate de avanzar.

* Restrinja las condiciones.

* Busque un contraejemplo.

* Tantee.

* Divida y vencera.

* Cambie el enfoque conceptual.

El modelo de Polya se basa, como afirman Puig y
Cerdan (1988) en la idea del resolutor ideal, esto es,
la persona que al resolver un problema avanza lineal-
mente desde el enunciado hasta hallar la solucion,
sabiendo en todo momento qué hace y por qué lo hace,
y que, para acabar, examina la solucién, comprueba
que es adecuada y ve hacia donde le conduce.

SCHOENFELD (1985), inspirado en las ideas de
Polya, disefia uno de los modelos mas completos, sobre
todo en estrategias heuristicas. Se basa en una observa-

cion minuciosa del proceso de resolucion de problemas
por sujetos reales y, a posteriori, construye bloques de
conductas mas o menos homogéneas, que se dan en un
periodo de tiempo, y asi califica los bloques de modo que
especifiquen su funcion en la globalidad del proceso.
Distingue cuatro fases: analisis, exploracién, ejecu-
ciény comprobacién dela solucién obtenida. Para ellas
ha preparadounatabulacién delos principios heuristicos
mas frecuentemente utilizados en las Matematicas de
nivel universitario:

Analisis
1) Trazar un diagrama, si es posible.

. 2) Examinar casos particulares:

a) Elegir valores especiales que sirvan para
ejemplificar el problema y «adquirir mano».

b) Examinar casos limites, para explorarla gama de
posibilidades.

c) Asignar a los parametros enteros que puedan
figurar la secuencia de valores 0, 1, 2,... y buscar
una pauta inductiva.

3) Probar a simplificar el problema:

a) sacando partido de posibles simetrias, o

b) mediante razonamientos «sin pérdida de genera-
lidad» (incluidos los cambios de escala).

Exploracion

1) Examinar problemas esencialmente equivalen-
tes:
a) por sustitucién delas condiciones por otras equi-
valentes,
b) por recombinacién de los elementos del proble-
ma de distintos modos,
c) introduciendo elementos auxiliares,
d) replanteando el problema mediante
* cambio de perspectiva o de notacioén,
* considerando el razonamiento por contradic-
cién o el contra-reciproco,
* suponiendo que se dispone de una soluciéon y
determinando cuales serian sus propiedades.

2) Examinar problemas ligeramente modificados:

a) Elegir subobjetivos (satisfaccién parcial de las
condiciones).

b) Relajar una condicion y tratar de volver a impo-
nerla.

c) Descomponer el problema en casos y estudiar
€aso por caso.
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3) Examinar problemas ampliamente modificados:

a) Construir problemas analogos con menos varia-
bles.

b) Mantener fijas todas las variables menos una,
para determinar qué efecto tiene esa variable.

c) Tratar de sacar partido de problemas afines res-
pecto a la forma, los datos o las conclusiones.

d) Recordar que, al manejar problemas afines mas
faciles se deberia sacar partido, tanto del resul-
tado, como del método de resolucion.

Comprobacién de la solucién obtenida:

1) ¢ Verifica la solucién obtenida los criterios espe-
cificos siguientes?:
a) ¢ Utiliza todos los datos pertinentes?
b) ¢Esta acorde con predicciones o estimaciones
razonables?
c) ¢Resiste a ensayos de simetria, analisis dimen-
sional o cambio de escala?

2) yVerifica los criterios generales siguientes?:

a) ¢Es posible obtener la misma solucién por otro
método?

b) ¢Puede quedar concretada en casos particula-
res?

c) ¢Es posible reducirla a resultados conocidos?

d) ¢Es posible utilizarla para generar algo ya cono-
cido?

Basandose en las variables que senala Kulm,
GOLDIN (85, 87) presenta un modelo de competencia
enresolucion de problemas matematicos basado en los
sistemas de representacion. (La palabra competen-
cia describelas capacidades del individuo para ejecutar
con €xito una clase de tareas, en este caso, la resolu-
cion de problemas matematicos).

Este modelo, como €l justifica, estd basado en la
teoria del procesamiento de lainformacién,yse apoya
en la idea de considerar una simulacién del pensa-
miento humano basado en altos niveles de representa-
cidny no en un nivel de lenguaje de maquina producido
por conexiones neurales.

Los sistemas de representacion que utiliza son los
siguientes:

1) un sistema verbal-sintactico

2) sistemas no verbales para el procesamiento de
las imagenes.
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3) sistemas de notacion formal
4) sistema de planificacion
5) sistema afectivo

El procesamiento verbal y sintactico es el primer
sistema de representacién: los alumnos parten de un
enunciado, oral o escrito, que deben entender. Muchos
alumnos pasan directamente de este nivel a una ope-
racién o una ecuaciony, con frecuencia, utilizan para
cllo «palabras claves», sin comprender la situacién del
problema.

Un procedimiento alternativo seria transformar el
enunciado verbal en una configuracién de imagenes,
con lo cual estarian utilizando un sistema de repre-
sentacion basado en el procesamiento de imégenes.

Todos sabemos gque muchos alumnos necesitan
«dmaginar» la situacion del problema para poderlo re-
solver. Goldin utiliza la palabra «imagen» para referirse
no so6lo a imagenes visuales, sino también a imagenes
de palabras.

A partir de aqui el alumno estaria en mejores
condiciones para pasar a un sistema de representacion
apoyado en el procesamiento de la notaciéon formal.

- Una gran parte del aprendizaje de Matematicas va
encaminado al dominio de una notacién formal. Ahora
bien, si los alumnos utilizan simultaneamente los
anteriores sistemas de representacion, aumenta la
comprension de los conceptos matematicos.

El sistema de planificacion comprende todos los
procesos heuristicos usados por los alumnos. Algunos
heuristicos han sido estudiados ampliamente y pue-
den mejorar los procedimientos utilizados por el alumno
durante la resolucién, sin embargo, tenemos dificul-
tades para observar y comunicar como se producen
estos procesos de planificacion y ejecucion durante la
resoluciéon de un problema.

El sistema afectivo juega un importante papel
cognitivo. Comprende algo mas que aspectcs tales
como las actitudes hacia las Matematicas ola confianza
del alumno en si mismo como resolutor; abarca los
sentimientos que experimenta una persona mientras
resuelve un problema: ansiedad, frustracion, placer,
etc., que de alguna forma controlan su progreso a
través del problema.
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Uno de los ultimos modelos publicados es el de
MIGUEL de GUZMAN (1991) que, sobre las cuatro fases
de Polya, orienta y anima al resolutor para que avance:

1. Familiarizate con el problema:

* Trata de entender a fondo la situacién
Con paz, con tranquilidad, a tu ritmo
Juega con la situacién, enmarcala, trata de
determinar el aire del problema, piérdele el
miedo.

*

EY

2. Busqueda de estrategias:
* Empieza por lo facil
* Experimenta
* Hazte un esquema, una figura, un diagrama
* Escoge un lenguaje apropiado, una notacion
apropiada
Busca un problema semejante
Induccion
Supongamos el problema resuelto
Supongamos que no

¥ ¥ % ¥

3. Lleva adelante tu estrategia:

* Selecciona y lleva adelante las mejores ideas
que se te hayan ocurrido en la fase anterior

* Actua con flexibilidad. No te arrugues facilmen-
te. No te emperres enunaidea. Silas cosas se
complican demasiado, probablemente hay otra
via. ¢Sali6? ¢,Seguro? Mira a fondo tu solucion.
Revisa el proceso y saca consecuencias de €l

* Examina a fondo el camino que has seguido.
¢Como has llegado a la solucién? O bien, ¢por
qué no llegaste?

* Trata de entender no sodlo que la cosa funciona,
sino por qué funciona

* Mira si encuentras un camino mas simple

* Mira hasta donde llega el método

* Reflexiona sobre tu propio proceso de pensa-
miento y saca consecuencias para €l futuro.

En la explicacion de este modelo Guzman insiste
en que es necesario: tener una idea clara, un modelo, al
que pensamos que nuestra forma de proceder se debe
ajustar.

El modelo de Guzman se basa en los modelos de
Polya y Schoenfeld y en su propia introspeccion, intro-
duciendo ampliamente refuerzos afectivos que ayuden a
eliminar los bloqueos que a veces se producen.

Ahora bien, como dice ALONSO et al. (1988), la
mayoria de estos modelos son modelos formales, cons-

truidos a expensas de un priori, que es el procesoideal,
conceptual o logico, si se quiere, para resolver proble-
mas.

Modelos sobre problemas aritmético-verbales

Los modelos que hemos indicado hasta ahora se
refieren a problemas en general o a problemas mate-
maticos. Nuestra investigacién esta enfocada hacia la
resolucién de problemas aritmético-verbales por ni-
nos que cursan la Educacion Primaria. Por ello, hemos
analizado también dos modelos especificos para este
tipo de problemas y dirigido a las edades mencionadas:
El de PUIG y CERDAN y el de De CORTE y
VERSCHAFFEL.

Puig y Cerdan (1988) presentan un modelo, basado
en las ideas de Deweyy en el modelo de Polya, parala
resolucion de problemas aritmético-verbales, que consta
de las siguientes fases:

1. Lectura

2. Comprension

3. Traducciéon

4. Calculo

5. Solucion

6. Revision. Comprobacion.

La fase «comprensién» de Polya la subdividen en dos
etapas, lectura y comprension, para acentuar el cui-
dado que debe ponerse en la lectura del enunciado.

La fase «elaboraciéon de un plan» se llama aqui
traduccién y corresponderia al paso del enunciado
verbal a la operacion u operaciones aritméticas corres-
pondientes.

La fase cdlculo corresponde a la de «ejecucion del
plan» y aquiintervienen las destrezas algoritmicas de
los estudiantes.

Las ultimas fases, de revision y comprobacién
coinciden con la de «erificacion del resultado» de
Polya.

De Corte y Verschaffel (1989), basandose en las
teorias del procesamiento de la informacion y en sus
propias investigaciones, han presentado un modelo de
competencia para la resolucion de problemas aritmé-
ticos verbales de sumas y restas, que comprende 5
etapas:
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1. Partiendo del enunciado del problema, el alumno
construye una representacion interna del problema en
términos de conjuntos y relaciones entre estos conjun-
tos.

2. Sobrelabase de estarepresentacion, el resolutor
elige la operacién formal apropiada o la estrategia
informal con el fin de encontrar el valor desconocido en
la representacion del problema.

3. Ejecuta la operacién o accién seleccionada.

4. Elresolutor vuelve a la representacion inicial del
problema, sustituye el elemento desconocido por el
resultado que ha obtenido y formula la respuesta.

5. Se verifican las acciones realizadas con el fin
de garantizar la correcciéon de las soluciones encontra-
das en la fase precedente.

La primera etapa es la que consideran fundamen-
tal, y a ella han dirigido gran parte de sus investigacio-
nes. La representacion del problema es considerada
como el resultado de interacciones complejas entre el
analisis superficial y profundo del problema, contribu-
yendo a ello los esquemas cognitivos del sujeto.

Las dos categorias principales de esquemas cog-
nitivos que distinguen son: el esquema semantico
(cambio, comparar,...) y el esquema de los problemas
verbales, el cual implica el conocimiento de la estruc-
tura de estos problemas verbales.

Nuestro Modelo

Presentamos, finalmente, nuestro modelo para re-
solver problemas verbales aritmeéticos dirigido a los
alumnos de Educacién Primaria. Esta inspirado, como
lamayoria de los anteriores en el modelo de Polya, pero
hemos anadido algunos aspectos teniendo en cuenta
los sistemas de representacion de Goldin.

Consta de las siguientes fases:

1. Lectura del enunciado.

2. Comprension

3. Representacion, ejecucién y sciucion visual-
geométrica ’

4. Representacion, ejecucién y soluciéon formeal

5. Soluciones. '

6. Comprobacion.
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Partimos de la lectura del enunciado, en la cualya
se empiezan a detectar las primeras dificultades, aje-
nas a la propia Matematica, debidas a una falta de
comprensioén lectora. Generalmente, los nifios necesitan
leerlo unas dos veces como minimo; la primera vez
tratan de obtener unaideamas globaly enlas siguientes
van precisando los diferentes aspectos del problema.

En esta etapa de comprension, les sugerimos que
intenten hacer un dibujo que represente la situacion,
guiandolos hacia una representacion mas esquemati-
cay que, prescindiendo de los detalles, se centre en los
datos fundamentales del problema y posteriormente,
que escriban con palabras los datos que les dany lo
que le piden calcular. En este momento ya estan en

,condiciones éptimas para distinguir los elementos de

problema y para bosquejar un camino para resolverlo.
Intentamos evitar que los nifios pasen directamente de
la lectura, esto es, de un sistema de representacién
verbal a una operacion aritmética (sistema de repre-
sentacion formal), paso que muchas veces realizan casi
por azar. Durante el analisis del enunciado, se desa-
rrolla en el nifo un gestor que controla su propio
avance (sistema de planificacion y control) y la sensa-
cién de poder hacer, al menos, un dibujo de la situa-
cidén, le produce una situaciéon afectiva positiva (sis-
tema afectivo).

La siguiente etapa, que no existe en los modelos
anteriormente analizados, pretende que el niflo, en un
sistema de representacion de imégenes, represente,
ejecute y revise la solucion obtenida mediante el uso de
representaciones visual-geométricas. En un trabajo
nuestro previo (Socas y Hernandez, 1991) detectamos
que algunas personas muestran una preferencia por
utilizar aspectos de tipo grafico-geométrico mas que de
tipo algebraico, tal como se refleja en los trabajos de
Krutetskii (1976). Queremos hacer hincapié en quela
utilizacién de diagramas no es simplemente un apoyo
visual, sino otra alternativa valida para resolver pro-
blemas.

Esta fase, sin embargo, ha entranado dificultades,
por diferentes razones, al llevarla al aula (Socas y
Hernandez, 1986). Los nifnos, acostumbrados a un
lenguaje formal, veian estos diagramas como un apoyo
grafico y no les parecia correcta la resolucion de los
problemas de esta forma. Existe la idea, casi genera-
lizada, de que el objetivo de un problema es lograr una
representaciony resolucion formal, y que, por tanto, el
fin tltimo es encontrar la operacion adecuada. Tam-
bién hemos encontrado que la representacion y solu-
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cién de forma grafica tiene una sintaxis compleja, que
es necesario trabajar y comprender.

La siguiente fase es la tradicional, esto es, la reso-
luciéon mediante la operacion adecuada, cuya eleccién
viene sugerida por el apartado anterior.

Las ultimas fases, solucién y comprobacién, co-
inciden en todos los modelos, y lo que intentan es que
el alumno compruebe que los resultados obtenidos son
los correctos, contrastandolos con el enunciado y los
datos del problema.

Nuestras fases contemplan explicitamente los sis-
temas de representaciéon senalados en el modelo de
Goldin. Esta presencia no es lineal, como tampocolo es
el alumno al resolver un problema, sino que intenta-
mos que se mueva de un tipo de representacion a otra,
para que de esta forma al estar utilizandolas obtenga
una representacion mental de la situacién mas com-
pleta y pueda descubrir el camino para hallar la
solucion del problema, asi como ejecutarla y compro-
barla.

En el siguiente cuadro podemos comparar los tres
modelos sobre resolucion de problemas aritmético-
verbales:

Nuestra investigacién, actualmente, esta centrada
en el desarrollo de un disefo de instruccién en el aula
para la etapa Primaria, tratando de descubrir las
dificultades que se producen, las preferencias de los
ninos por los distintos sistemas de representacién y el
bloqueo que en algunos momentos se da debido a las
concepciones del profesorado sobre las Matematicas y
su ensenanza-aprendizaje.
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Algunos obstaculos cognitivos en
el aprendizaje del lenguaje algebraico

Introduccién

En este trabajo se presentan los resultados de una
revision deinvestigaciones relacionadas con los procesos
cognitivos integrados en el aprendizaje del algebra. Nos
ocupamos especialmente de los obstaculos que frenan
el progreso del conocimiento del alumno y que son
inherentes al aprendizaje de conceptos y procedimientos
en el inicio del acercamiento al algebra, o sea, tipos de
dificultades a las que se enfrentan los alumnos en el
comienzo de su aprendizaje.

Sabemos que los conceptos matematicos vincula-
dos con el algebra y su operatoria muestran, con
frecuencia, dificultadesy conflictos paralos estudiantes.
En este sentido se expresa D. TALL (1989) cuando
indica que concebir una expresi6n algebraica como un
objeto matematico, mas que como un proceso, puede.
manipulando algebraicamente, ser una fuente de
conflicto.

Nuestro interés se centra en el estudio de posibles
obstrucciones al aprendizaje de ciertos conceptos
matematicos que presentan dificultades para el alum-
no, en particular aquellos relacionados con el lenguaje
algebraico, con el objeto principal de intentar entender
lo mejor posible el proceso cognitivo del estudiante con
respectoa conceptosrelacionados con el dlgebra escolar,
buscando asi ganar evidencia o clarificar algunos
esquemas de respuesta que presentan ya cierta esta-
bilidad y que, por ello, adquieren interés para su
estudio. Pretende proporcionar una perspectiva para
entender e interpretar las investigaciones cognitivas
existentes en la relacion del dlgebra y el aprendizaje
inicial de la misma.

Nuestro analisis presupone que nuestro interés
educativo es ayudar a los estudiantes a resolver sus
dificultades y motivar a sus profesores a investigarlas.

M? Mercedes Palarea Medina
Martin M. Socas Robayna

Obstaculo cognitivo y error
@

Nuestra revision de la literatura relevante sobre el
tema se centré primeramente en el analisis de estudios
de investigacién cognitiva en general, para caracterizar
e identificar mas tarde la distincién entre obstdculo
cognitivo y error.

Las metas de la investigacion han sido, en general,
elanalisis cuantitativoy, aveces, cualitativo, de errores
cometidos por los estudiantes, con escasa distincién
entre los diferentes tipos de causas que los provocan.

Es cierto que se ha investigado sobre las razones por
las que un alumno se expresa oreacciona de una u otra
manera, pero también es cierto que no se ha diferen-
ciado profundamente la distinta naturaleza causal. No
aparece realmente diferenciada la idea de obstéculo
cognitivoyla de error, ya que se llega a expresar que los
obstaculos se manifiestan por los errores, cuando
éstos no se deben al azar, sino que son persistentes y
reproductibles, y afloran cuando los estudiantes se
enfrentan de nuevo a situaciones similares a aquellas
en qgue se observan por primera vez y que se producen
segun una doégica» de los alumnos.

Existe pocai diferenciacion respecto alos obstaculos
cognitivos encontrados por los estudiantes y los erro-
res que ellos cometen. Esta correspondencia no debe
tomarse demasiado literalmente refiriéndonos al len-
guaje algebraico, ya que se podrian identificar dificul-
tades de aprendizaje que no son, estrictamente, de la
misma naturaleza.

Nuestra propuesta es, por el contrario, que, desde
el punto de vista del investigador, son distintos, yaque
puede haber errores que si son debidos a obstaculos
cognitivos; otros, afalsasy prematuras generalizaciones
y, otros,al mal uso de propiedades o caracteristicas
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propias del lenguaje algebraico que no lo son de la
aritmética.

Nocidén de obstiaculo. Obstaculos
epistemoldgicos y obsticulos didacticos

Para una mayor comprensiéon de nuestra idea,
parece conveniente hacer algunas consideraciones re-
lativas a la concepcién de obstaculo en distintos au-
tores.

Comenzamos indicando que, segin nuestra revi-
sion bibliografica, la primera idea de obstaculo es la
del filosofo francés BACHELARD (1938-1983), que esta
definida desde la perspectiva epistemoldgica y en rela-
cién al desarrollo del pensamiento cientifico. Identifica
varias clases,segtin surjan desde:

* la tendencia a confiar en engafiosas experiencias
intuitivas,

* la tendencia a generalizar, que puede ocultar la
particularidad de la situacién, o

* el lenguaje natural,

Las define en el contexto del desarrollo del pensa-
miento cientifico en general, no en términos de expe-
riencias de aprendizaje especificas, individuales. Para
este filosofo, el conocimiento cientifico se edifica sal-
vando obstaculos, no sélo de tipo externo, como los
debidos a la complejidad de los fenoémenos o a la
debilidad de las facultades perceptivas humanas,sino
también a los que se producen en el propio acto de
conocer y que se manifiestan como una especie de
inercia que provoca el estancamiento o, incluso, la
regresion del conocimiento. Estos tltimos son los que
€l denomina obstéaculos epistemolégicos.

Un trabajo sobre obstaculos relacionado con la
Didactica de las Matematicas, nos lo encontramos en
GLAESER, G. (1981), querecoge, en su «Epistemologie
des nombres relatifs», la idea original de GASTON
BACHELARD de obstéculo epistemologico definida a
proposito dela Fisica, yla adapta a las Matematicas, en
especial al estudio de los niimeros «enteros».

En 1983, el Profesor G. BROUSSEAU, en su articulo
«Les obstacles epistemologiques et les problemes
en Mathématiques» considera ampliamente laidea de
obstaculo epistemologico y su posible relacién con la
ensenanza-aprendizaje de las Matematicas. Hace refe-
rencia explicita a los trabajos de BACHELARD (1938) y
PIAGET (1975) y expresa que ellos muestran también
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que el errory el fracaso no tienen el papel simplificado
que se quiere a veces que jueguen. «El error no es sola-
mente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre,
del azar, que se cree en las teorias empiristas y
behavioristas del aprendizaje, sino el efecto de un
conocimiento anterior, que tenia su interés, sus éxitos,
pero que, ahora, serevela falso, o simplemente inadap-
tado. Los errores de este tipo no son intermitentes o
imprevisibles, estan constituidos en obstaculos».

Brousseau, que en este articulo reconoce que
Bachelard es el primer autor que habla de obstaculos
y que los estudia en ciencias fisicas, manifiesta que la
nocion de obstaculo tiene tendencia a extenderse fuera
del campo estricto de la epistemologia: a Didactica, a
Psicologia, a Psicofisiologia, etc. Sus primeras referen-
cias a la nocion de obstaculo las manifiesta en el afio
1976, en la exposicion que realiza acerca de «La
problématique et l'enseignement des Mathéma-
tiques», en el CIEAEM de Louvain. Acufia el nombre de
obstaculos didacticos, obstaculos que se dan en la
construccion del conocimiento matematico por los
alumnos. Indica que un obstaculo se manifiesta por
errores, pero errores queno son debidos al azar, no son
fugaces, intermitentes, sino reproducibles, persisten-
tes. Un conocimiento, como un obstaculo, es siempre,
para Brousseau, el fruto de una interaccién del alumno
con su medio y, mas precisamente, con una situacién
que vuelve este conocimiento interesante.

Este autor clasifica los obstaculos que se presentan
en el sistema didactico asi:

* De origen ontogénico o psicogénico, debidos a
las caracteristicas del desarrollo del nifio.

* De origen diddctico, que resultan de una opcién
o deun proyecto del sistema educativo, esto es, de
las elecciones didacticas que se hacen para esta-
blecer la situacion de ensefianza.

* De origen epistemoldgico, intrinsecamente re-
lacionados con el propio concepto. Se les puede
encontrar en la historia de los mismos conceptos.
Estono quiere decir que se deba ampliar su efecto
ni que se deban reproducir en el medio escolar las
condiciones histéricas donde se les ha vencido.

HERSCOVICS, N. (1989), reconoce la introduccion
de la nocion de obstaculo epistemoldgico por parte de
Bachelard y su definicion en el contexto del desarrollo
del pensamiento cientifico (no menciona a Brousseau
ni sus obstaculos didacticos). El denomina por primera
vez lanocion de obstaculo en la adquisicion de esque-
mas conceptuales por el aprendiz y lo expresa en su
trabajo «Cognitive Obstacles Encountered in the



I SEMINARIO NACIONAL SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS

Learning of Algebra», en Wagner, S. - Kieran, C. (Ed.
1989). Expresa también que para que el obstaculo
cognitivo sea construido como un suceso natural nece-
sita relacionarlo con una Teoria del Aprendizaje y se
provee de la Teoria de Piaget del equilibrio, desde la cual
la adquisicion del conocimiento es un proceso que
contiene una interaccién constante entre el sujeto que
aprende y el medio ambiente, entre dos mecanismos
indisociables: la asimilacién de la experiencia a las
estructuras deductivas (la integracion de las cosas a ser
conocidas en una estructura cognitiva existente) y la
acomodacidn de estas estructuras a los datos de la
experiencia (cambios de la estructura cognitiva del
aprendiz precisada por la adquisicién del nuevo conoci-
miento). En términos generales, la adaptacion supone
una interaccién entre el sujeto y el objeto de forma tal,
que el primero puede hacerse con el segundo teniendo
un cuenta sus particularidades, y la adaptacién sera
tanto mas precisa cuanto mas diferenciadas y comple-
mentarias, sean la asimilacion y la acomodacion.

Siguiendo con este analisis sobre las obstrucciones
en el aprendizaje del algebra, interesa destacar lo que
indica D. TALL en su trabajo «Different Cognitive in
a Tegnological Paradigm», en Wagner, S., Kieran, C.
(Ed. 1989). El no hace distinciones entre los obstacu-
los: los llama simplemente obstaculos cognitivos, y
distingue dos tipos:

a) Obstaculos basados en la secuencia de un
tema, en que afirma que la razén para creer en
obstaculos surge fundamentalmente del hecho de que
ciertos conceptos tienen un grado de complejidad, por
lo que es preciso familiarizarse con ellos en un cierto
orden. Por ejemplo, el caso del algebra, en el que las
destrezas operatorias son ensenadas con anterioridad
a ideas conceptuales aparentemente mas profundas.

b) Obstaculos basados sobre casos simples, po-
siblemente causados por limitar al estudiante a casos
simples por un periodo sustanclal de tiempo, antes de
pasar a casos mas complejos.

Observamos que la idea de obstaculo parte de la
misma fuente: el «obstaculo epistemolégicor» de
Bachelard.

Tanto Bachelard como Brousseau caracterizan un
obstaculo como: «aquel conocimiento que ha sido en
general satisfactorio durante un tiempo para la
resolucién de ciertos problemas, y que por esta
razon se fija en la mente de los estudiantes, pero
que posteriormente este conocimiento resulta in-
adecuado y dificil de adaptarse cuando el alumno se
enfrenta con nuevos problemas».

Podemos precisar expresando que:

° Un obstaculo es un conocimiento adquirido, no
una falta de conocimiento. No se trata de una falta
de conocimiento, sino de algo que se conoce
positivamente, o sea, estd constituyendo un co-
nocimiento.

* Tiene un dominio de eficacia. El alumno lo utiliza
para producir respuestas adaptadas en un cierto
contexto en el que el dominio de ese conocimiento
es eficaz y adecuado.

® Cuando se usa este conocimiento fuera de ese
contexto generarespuestas inadecuadas, incluso
incorrectas; el dominio resulta falso.

* Es resistente, y resultara mas resistente cuanto

¢«  mejor adquirido esté, o cuanto mas haya demos-
trado su eficacia y su potencia en el anterior
dominio de validez. Es indispensable identificarlo
e incorporar su rechazo en el nuevo saber.

e Después de haber notado su inexactitud, conti-
nua manifestandolo esporadicamente.

Un enfoque del problema

Dentro de todo este contexto queremos sefialar que
optamos por considerar los obstaculos basados en la
organizacién curricular. Esta organizacion lleva im-
plicita reflexion epistemologica, psicopedagogica y
social, o sea, que nos ocuparemos de los obstaculos
relacionados con aspectos epistemoldgicos (propios
de la disciplina) y didacticos, y prescindiremos de los
ontogénicos.

Desde este punto de vista, es decir, admitiendo la
ideade obstéculo de Bachelard, Brousseauy Herscovics,
afirmamos, con D. TALL (1989), que «se puede con-
jeturar que los obsticulos cognitivos son producto
de la experiencia previa de los estudiantes y del
procesamiento interno de estas experiencias».

Por otra parte, la propia organizaciéon curricular
acepta el grado de complejidad de la Matematica e
implica un orden.

Enla linea de nuestra opcion, queremos hacer una
diferenciacién dentro de lo que hasta ahora se ha
considerado indistintamente como obstaculo cognitivo
o error, y asi distinguiremos:

A) Obstaculos cognitivos.
B) Errores del algebra que estan en la aritmética.
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C) Errores del algebra debidos a caracteristicas
propias del lenguaje algebraico.

A) Obstaculos cognitivos.- Son identificados como
conocimientos que han sido satisfactorios para la
resolucion de ciertos problemas durante un tiempo, se
fijan en en la mente y, sin embargo, resultan inade-
cuados y de dificil adaptacion al tenerse que enfrentar
el alumno a otros problemas.

Como ejemplo podemos citar el que indica COLLIS
(1974) relacionando las dificultades que los ninos
tienen en el algebra con la naturaleza abstracta de los
elementos utilizados. El apuntd la idea de que los
estudiantes principiantes de algebra ven las expresio-
nes algebraicas como enunciados que son algunas
veces incompletos. Por ejemplo, si se les requiere que
dosnuimeros conectados por una operacién sean reem-
plazados por el resultado de la operacion, y posterior-
mente se les introduce al dlgebra con expresiones tales
como X+7 y 3X para ser reemplazadas por un tercer
numero, como en este caso no pueden «cerrarse», son
expresiones «incompletas», los alumnos no lo aceptan
y €l lo expresa diciendo que «no hay aceptacién de la
falta de clausura».

DAVIS (1975), por su parte, también plantea algu-
nas situaciones a los estudiantes en las que se le
hace dificil dar respuestas «egitimas». Esta dificul-
tad esta relacionada con la distincién entre la adicién
aritmética, donde « +» es una pregunta o un proble-
ma (3 + 7) ylaadiciéon algebraica, como en X + 7, donde
la expresion describe, a la vez, la operacién de sumar
y el resultado. Esto necesita por parte de los alumnos
un «eajuste cognitivo» y es lo que Davis ha llamado
dilema proceso-producto donde, simultaneamente,
se describe el proceso y se nombra la respuesta.

La «concatenacidén», esto es, la yuxtaposicion de
dos simbolos, es otra fuente de dificultad para el
estudiante principiante de algebra (HERSCOVICS,
1989). También MATZ (1979), habia observado que, en
aritmeética, la concatenacion denota adicién implicita,
como en la numeracién de valor posicional y en la
notacién numeérica mixta. Sin embargo, en algebra,
concatenacion denota multiplicacion. Esto explica por
queé varios estudiantes cuando se les pidié sustituir 2
por a en 3a, pensaron que el resultado seria 32. Sélo
cuando especificamente se les requirié responder «en
algebra» respondieron «3 veces 2» (CHALOUH Y
HERSCOVICS, 1988).
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B) Errores del algebra que estan en la aritméti-
ca.- El significado de los signos usados es el mismo en
ambas ramas de las Matematicas. EI algebra no esta
separada dela aritméticay aquella se puede considerar
con la perspectiva de aritmética generalizada. De aqui
que para entender la generalizacion de relaciones y
procesos se requiere que éstos sean antes asimilados
dentro del contexto aritmético. Por eso, a veces las
dificultades que los estudiantes encuentra en élgebra,
no son tanto dificultades en el algebral como problemas
que se quedan sin corregir en la aritmética; por ejemplo
en el caso de las fracciones, uso de paréntesis, poten-
cias, etc. Al respecto, dice BROUSSEAU: «Podriamos
considerar que hay un cambio previo, natural, que es
la Aritmética, el campo primero. El Algebra seria un
medio de hablar de la Aritmética, de hablar de cosas
aritmeéticas que pedirian un contrato didactico unpoco
especial con los alumnos». Este es un punto de vista
meta-aritmético.

Ejemplos de estos errores son los cometidos por los
alumnos queno dominan las operaciones con fracciones
y dan resultados como éstos:

1/2 +1/3 =1/(243) —— 1/x + 1/y = 1/(x+y)

1/2 +1/3 =2/(2+3) — 1/x + 1/y = 2/(x+y)

1/2+1/3=1/(2.3) — 1/x+1/y=1/(xy)
También surgen muchos errores en la suma o resta

de fracciones. Por ejemplo, para calcular 3/28 + 8/35,
escriben

3/28 + 8/35 = (3+8) / (4.7-5)
que, traducido algebraicamente, da
x/(y-z) + k/(y-p) = (x+k) / (y-z-p)

Otras veces, con la preocupaciéon de no olvidar
los factores por los que hay que multiplicar los nu-
meradores primitivos, omiten estos. Asi

3/28 + 8/35 = (5+4) / (4-7-5)

Y, de forma analoga,

x/(y-z) + k/(y-p) = (z+p) / (y-z-p)

Elsigno «-», sobre todo cuando va colocado delante
de un paréntesis o de una fraccion, genera frecuentes
errores:
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(3+5) =-3+5 >  (a+b) = -a+b

-(3+6)/4 =-3/4+5/4 > -(atb)/c=-a/c+b/c

Eluso inapropiado de «férmulas» o «reglas de proce-
dimientos» también da lugar a errores de este tipo. Se
debe a que los alumnos usan inadecuadamente una
féormula o regla conocida, que han extraido de un
prototipo o libro de texto, y la usan tal cual la conocen
o la adaptan incorrectamente a una situacién nueva.
Tienden asi un «puente» para cubrir el vacio entre re-
glas conocidas y problemas no familiares. La mayoria
deestos errores se originan como falsas generalizaciones
sobre operadores, fundamentalmente por falta de linea-
lidad de estos operadores.

La linealidad describe una manera de trabajar con
un objeto que puede descomponerse tratando cada
una de sus partes independientemente. Un operador
es empleado linealmente cuando el resultado final de
aplicarlo a un objeto se consigue aplicando el operador
en cada parte y luego se combinan los resultados
parciales. La linealidad es bastante natural para mu-
chos alumnos, ya que sus experiencias anteriores son
compatibles con hipétesis de linealidad. Entre los
errores derivados, distiguimos:

I) Errores relativos al mal uso de la propiedad
distributiva:

a) Extension de la propiedad distributiva de la
multiplicacion con relacion a la adicion (o sustraccién),
al caso de la multiplicacion:

3:(4+5) =34+ 3.5 > a-(b+c) =a-b + a-c

3.(4-5) =3-4-3.5 > a.(b.c) = a-b-a-c

b) La estructura (a-b)?> = a2 - b? , en la que se rela-
ciona el producto y la potencia, se extiende facilmente
al caso de la suma, (a+b)? = a? + b?, de un modo in-
consciente, para los alumnos muy natural, a veces
incluso después de ser cuestionado. Es la misma
situacion que en el trabajo con ntimeros, aunque en el
caso de la suma, y si se trata de ntimetros pequenos en
valor absoluto, suelen resolver primero la suma.

c) De la misma forma que con las potencias sucede
con las raices: es muy frecuente extender la
distributividad de la radicacion respecto a la multipli-
cacién, a la distributividad respecto a la adicién o
sustraccion.

Otros errores,resenados por el Grupo Azarquiel
(1991), pueden ser también incluidos en este apartado:

(3+4)/5 = 8/5 + 4/5 se extiende a 3/(4+5) = 3/4 + 3/5
Y, de manera analoga,

(a+b)/c = a/c + b/c seextiende a a/(b+c) = a/b + a/c
Y, también:

2% = 22.2% a 2™ = 2% + 2" y su correspondiente
traduccién algebraica.

II) Errores relativos al uso de reciprocos

9

1/3+1/5 =1/(3+5) > 1/x+ 1/y = 1/(x+y)

1/3+1/5=2/(3+5) > 1/x+ 1/y =2/(x+y)
1/83+1/5=1/(3-5) > 1/x+1/y=1/(xy)
III) Exrrores de cancelacién:
(Indicaremos sélo la version algebraica).
(xy)/(x-2) =y/z seextiende a (x+y)/(x+2z) = y+z
y también a:
(aax+by)=a+b
(a-x +b)/b=a-x
(a-x-b)/a=x-Db
Los dos ultimos se pueden obtener por analogia con

a/(ax)=1/x

Estos tipos de errores parecen indicar que los
alumnos generalizan procedimientos que se verifican
en determinadas condiciones. Tanto los errores de
cancelaciéon como los cometidos al trabajar con reci-

. procos, se podrian haber evitado si el alumno hubiese
modificado la situaciéon para que encajase con la regla,
en vez de extender la regla para abarcar la nueva
situacion. Por ejemplo, para el error de reciprocos, la
solucién podria ser igualar una fraccién a otra, encon-
trando el denominador comun, y después expresando
la suma de fracciones en una sola fraccion.
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C) Erxrores de algebra debidos a las caracteristi-
cas propias del lenguaje algebraico

Estos errores son de naturaleza estrictamente
algebraicay no tienen referencia explicita en la aritmé-
tica.

Como ejemplo de ellos mencionaremos: el sentido
del signo « =» en su paso de la aritmética al algebra y
la sustitucién formal.

En el primero (sentido del signo =), aparece un
cambio importante. El sentido de igualdad aritmética
se conserva en el algebra cuando trabajamos con
tautologias algebraicas, pero no en expresiones como
4x - 3 =2x + 7, que sblo es verdadera cuandox =5. A
diferencia de las tautologias, las ecuaciones no son
afirmaciones universales verdaderas, pues el signoigual
en una ecuacion no conexiona expresiones equivalen-
tes, aunque si condiciona a la incégnita. Dada una
ecuacion, la tarea para resolverla consiste en determi-
nar los valores desconocidos (restricciones) que hacen a
la ecuacion verdadera.

Enelsegundo (sustitucion formal),queremos sefialar
que los procesos de sustitucién que conducen de 3.5 =
5.3 a a‘b = b-a, son procesos formales, que no inclui-
mos en la sustitucién formal propiamente dicha, y que
denominamos procesos de generalizacion, contempla-
dos en el apartado B.

La sustitucion formal se extiende mas alla de la ge-
neralizaciéon. Por ejemplo, de la identidad (a+b) - (a - b)
= a®- b? se obtiene, al reemplazar a por a + ¢ y b por
b + d, la igualdad

(@a+c+b+d)-(a+c-b-d)=(a+c)?-(b+d)?

donde, variables de una expresién, son sustituidas por
expresiones mas complejas, que son nuevamente va-
riables.

Estas transformaciones algebraicas constituyen un
poderoso instrumento de calculo algebraico que esta a
mitad de camino entre lo puramente formal y un
conocimiento explicito de su significado.

La sustitucién formal es un instrumento de calculo
algebraico importante a causa de su amplio campo de
aplicaciones, que se manifiesta en diferentes procesos
matematicos, tales como: generalizacién, simplifica-
cioén, eliminacion, complicacién estructuraly particula-
rizacion.
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A modo de conclusion

Hemos presentado, de manera resumida, una serie
de investigaciones con relacion a obstaculos relacio-
nados con el aprendizaje del algebra escolar con dis-
tintos enfoques: epistemologico, didactico y cognitivo.

Cabe destacar que los problemas que se han de-
tectado sugieren que debieran considerarse desde la
ensenanza.

Podriamos concluir con KIERAN - FILLOY (1989):

Hoy en dia el dlgebra no es meramente «dar signi-
ficado a los simbolos» sino otro nivel més alla de eso,
fue tiene que ver con aquellos modos de pensamiento
que son esencialmente algebraicos; por ejemplo mane-
jar lo todavia desconocido, invertir y deshacer opera-
ciones, ver lo general en lo particular. Ser consciente de
esos procesos, y controlarlos, «es lo que significa
pensar algebraicamente».

Los investigadores de la Psicologia Cognitiva sobre 1a
habilidad y destrezas algebraicas se han centrado sobre
los aspectos practicos de como los estudiantes ejecutan
las tareas en lugar de los aspectos que en si presentan
mayor dificultad teérica, de cémo los estudiantes se
enfrentan con el lenguaje algebraico y su uso.

CHAIKLIN, S. (1989) indica que estudios extensos
han identificado y catalogado los errores que cometen
los principiantes. Por ejemplo, al resolver ecuaciones
algebraicas, CARRY LEWIS y BERNARD 1980; MATZ
1983 y SLEEMAN 1984, han encontrado que estos
errores son frecuentemente sistematicos, reflejando las
creencias de los resolutores de tareas sobre lo que esta
por hacer. Por ejemplo, algunos estudiantes dan a2 + b2
como solucidn de la expresion (a + b)?, 1o que no es un
error de descuido, sino que, mas bien, reflejala creencia
de parte de los estudiantes en procedimientos inco-
rrectos.

Los estudios cognitivos del aprendizaje del algebra
pueden iluminar los procesos de aprendizaje de rela-
ciones conceptuales y las dificultades particulares
{individuales) a las que los estudiantes se enfrentan.

Hemos revisado una postura de diferenciacién de
obstaculo cognitivo y error en el uso del lenguaje
algebraico y su comprension que, a pesar de sus
limitaciones, el nivel de discusién sobre la misma y el
aprendizaje del algebra, puede ser provechoso.
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Hay que esperar que los educadores matematicos
puedan ser capaces de desarrollar una instruccién
mas efectiva para alcanzar sus metas educativas ha-
ciendo uso de los resultados proporcionados por la
Psicologia Cognitiva en relacion a la naturaleza del
aprendizaje del algebra.

Habria que hacer una distincion entre la dificultad
cognitiva de los estudiantes y la cuestién pedagé-
gica, esto es, qué podemos hacer para ayudar a los
estudiantes en sus dificultades cognitivas. Tendria-
mos que plantearnos el importante reto de como orga-
nizar el material para capturar y sostener el interés
para que los estudiantes puedan implicarse en los
procesos intelectuales, idéntificados por los analisis
cognitivos como necesarios o suficientes para adquirir
conocimiento preciso del algebra. Por tanto, debemos
disenar unidades de estudio que correspondan a uni-
dades manejables tanto por los maestros como por los
estudiantes.

El tratamiento de los errores cometidos por los
alumnos en el uso de expresiones algebraicas no puede
ser general para todos ya que aceptan la clasificacion
propuesta.

El analisis de errores, como ya hemos indicado,
tiene un doble interés: de una parte, sirve para ayudar
alos profesores a conducir mejor la ensenanza-apren-
dizaje del algebra, insistiendo en aquellos aspectos en
los que los alumnos cometen errores; de otra, contri-
buye a una mejor preparacion de estrategias para la
correccién de los mismos. En este sentido, el profesor
debe entender los errores especificos de sus alumnos
como una informacién de las dificultades del algebra,
querequiere un esfuerzo preciso en las dos direcciones
apuntadas anteriormente, entendiéndose, obviamen-
te, que: si al detectar un error, el alumno reconoce
inmediatamente el fallo y lo corrige, aplicandolo a la
generalidad de los casos, no sera necesario ningiin
remedio; si, por el contrario, se produce con cierta
frecuencia, implica que es algo mas que un descuido
que necesita una atencion mas precisa.

La superacién de los errores por parte de los alum-
nos constituye un tema basico en el aprendizaje, que
genera grandes dificultades. Las investigaciones ac-
tuales senalan que los errores estan profundamente
interiorizados por los alumnos y que no son de facil
eliminacion. Incluso, en muchos casos, parece que los
estudiantes han superado un error y luego lo vemos,
con desilucion, resurgir al poco tiempo. Por ello, plan-
tear a los estudiantes que su comprension conceptual

de una parte del dlgebra es incorrecta y darles enton-
ces una explicacion, es, a menudo, insuficiente para
eliminar el error.

El estudiante debe participar activamente en el
proceso de superar sus propios errores. Para ello, el
profesor debe provocar conflicto en sumente a partir de
la inconsistencia de aquellos, forzandolo a participar
activamente en la resolucion del conflicto, sustituyen-
do los conceptos falsos por la comprension conceptual
adecuada. El profesor rara vez indica a los alumnos
cudl eslarespuesta correcta, sino que simplemente les
pide comprobaciones y pruebas que intentan provocar
contradicciones queresultan delos falsos conceptos de
los estudiantes. Ellos estan dirigidos a conseguir la
resolucion de la contradiccion, mediante la solicitud de
m4s comprobacionesy pruebas. El objetivo no es tanto
hacer escribir a los estudiantes la féormula o regla de
procedimiento, como eliminar sus falsos conceptos de
forma que no vuelvan a aparecer.

Otra ventaja de esta forma de tratar el problema,
dado que es muy poco probable que toda la clase esté
de acuerdo al mismo tiempo con la respuesta correcta,
es que en la clase se generan discusiones que son
excelentes, no sé6lo para mostrar los diferentes concep-
tos falsos que los estudiantes puedan tener, sino
también para ayudarles a superarlos a través de sus
propias interacciones.

Establecida la hipétesis de que «dos obstaculos
cognitivos son producto de la experiencia previa de los
estudiantes y del procedimiento interno de estas expe-
riencias», concluimos con D. TALL (1989) que: una
secuencia alternativa para el curriculo, donde pueda
llevarse a cabo, podria cambiar la naturaleza y com-
prension y el tipo de obstaculo cognitivo que pueda
surgir; por el contrario, si el disefio curricular se
mantiene, es rigido, el tratamiento de los errores en el
desarrollo del citado disefio ha de ser distinto.

Nuestro Disefio Curricular reconoce que cada
alumno posee un determinado nivel de competencia
cognitiva general, cuyo desarrollo, aunque guarda
estrecha conexién con los conocimientos anteriores
descritos, limita en algunos momentos la adquisicion
de otros.

Una buena didactica presupone «una variedad de
formas de actuacion por parte del profesor». «La prime-
ra de ellas, por su importancia y por su eficacia, es el
conocimiento de los alumnos. En la medida en que
el profesor conozca mejor a cada uno de sus alumnos,
podra intervenir mejor en su aprendizaje».
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También parece conveniente indicar que «a través
de la seleccion de actividades puede conseguirse que
los alumnos muy diferentes aprendan simultanea-
menter.

«Existe la posibilidad de plantear actividades di-
ferentes a distintos alumnos o a distintos grupos de
alumnos».

Enrelacion a orientaciones sobre contenidos espe-
cificos hacemos referencia a algunas ideas expresadas
en el Diserio Curricular referidas al lenguaje algebraico:

«El aprendizaje del algebra representa un escollo
importante para un buen niimero de alumnos. Algu-
nas caracteristicas del lenguaje algebraico, como el
mayor grado de abstraccion que requiere la utilizacién
de simbolos, a menudo sin significado inmediato, lleva
consigo dificultades insalvables para algunos alum-
nos», esto obliga a introducir el algebra con gran
cautela y en este nivel «pretender poco mas que una
iniciacién al lenguaje simbélico».
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La expresion oral y escrita en

las Matematicas de la Educacion
Secundaria Obligatoria:

Una experiencia de trabajo en el aula

Necesidad de trabajar aspectos lingiiisticos en
clase de Matematicas

A) Planteamiento del problema

Las areas que merecen un tratamiento especifico,
dadasuimportancia parala preparacion delos alumnos
con vistas a su incorporaciéon a una sociedad en
continuo estado de evolucién, son el lenguaje y las
matematicas.

Hay, pues, que buscar una interconexién entre
ambas areas, que aunque tratadas como unidades
independientes de contenido, se complementan para
lograr una formacién en la que los conocimientos
adquiridos puedan ser trasvasados de una a otra,
permitiendo una facil asimilacién y comprension.

Los problemas que conlleva aprender a usar las
matematicas como un medio de comunicacién no son
los mismos que los de aprender el uso de la lengua
materna. A diferencia de ésta, las matematicas no se
adquieren de modonatural, no se usan constantemente,
tienen que aprenderse y practicarse. Expresan la in-
formacién de un modo mas preciso y concreto de lo
que requieren normalmente los mensajes «gramatica-
les» expresados en la lengua materna habitualmente,
razon también por la que los errores tienen mayores
consecuencias.

Sin embargo, el lenguaje matematico y su dominio
s6lo son posibles cuando se conoce y utiliza de manera
adecuada la lengua materna, ya que la informaciéon
matematica en la mayoria de las ocasiones nos llega
mediante el lenguaje oral o grafico, a la vez que los

Amalia Sanchez Benito

datos obtenidos al resolver una situacion problematica
se suelen transmitir por los mismos medios.

No obstante, el hecho de que las matematicas se
encuentren en los planes de estudio se debe, funda-
mentalmente, no a su «tilidad» para la vida, sino y
sobre todo, a que poseen, indudablemente, valores
formativos y complementarios de la personalidad.

Tradicionalmente, al evocar «dos contenidos de ma-
tematicas» siempre se hacia referencia a conceptos y
destrezas, quizas por ser mas faciles de evaluar. Es
innegable, que en la actividad matematica deben estar
presentes los contenidos conceptuales (hechos, concep-
tosy principios), perono son los tinicos que hacen mover
esta actividad. Aveces, lo esencial puede ser el promover
el gusto por las matematicas, saber tomar decisiones,
discutir conceptos previos que tiene el alumnado al
comienzo de un tema, etc. Por estas razones, se estable-
cen otros contenidos matematicos: los procedimentales
y los actitudinales (actitudes, valores y normas).

Si atendemos a los objetivos de la Ensenanza Se-
cundaria Obligatoria en el area, los contenidos
procedimentales tienen en cuenta la importancia que
de los distintos tipos de lenguajes matematicos (nu-
mérico, grafico, algebraico, probabilistico, etc.) puede
y debe darse para alcanzar los objetivos propuestos,
haciendo referencia a su comprension y uso, tanto en
su expresion oral como escrita. Igualmente, aparecen
términos mas generales tales como sintetizar, valorar,
criticar, decidir, planificar, comprobar, etc., que re-
quieren la utilizacion de un lenguaje estructurado y
claro, y que forman parte de estrategias heuristicas,
propias de la resolucion de problemas.
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Existe una estrecha relacién entre los objetivos
generales de la E.S.O. y los objetivos generales del
area de matematicas, que pone de manifiesto el carac-
ter eminentemente formativo de su ensenanza en dicha
etapa, contribuyendo a la formacién integral del alum-
no,y que, por tanto,no puede disociarse del conocimien-
to de la propia lengua.

Esta relacion se pone de manifiesto en el siguiente
listado de objetivos generales de los Disefios Curri-
culares de Canarias - ESO - Matematicas (en ade-
lante, DCC).

La necesidad de la utilizacién correcta del lengua-
je se pone nuevamente de manifiesto en los DCC, que
muestran la interrelacion existente entre los conteni-
dos curriculares de matematicas, y donde puede
observarse que los contenidos conceptuales, proce-
dimentales y actitudinales confluyen en la resolucion
de diferentes situaciones problematicas. Parece, pues,
evidente, la necesidad de conseguir que nuestros
alumnos de Secundaria resuelvan problemas de
matematicas.

OBJETIVOS GENERAL DE ETAPA

a) Conocery comprender los aspectos basicos del funcionamiento del propio
cuerpoy de las consecuencias parala salud individual y colectiva de actos
y decisiones personales, y valorar los beneficios que suponen los habitos
del ejercicio fisico, de la higiene y de la alimentacion.

b) Formarse una imagen ajustada de si mismo, de sus caracteristicas y
posibilidades, y desarrollar actividades de forma autéonomay equilibrada,
valorando el esfuerzo y Ia superacion de las dificultades.

c] Relacionarse con otras personas y participar en actividades de grupo
adoptando actitudes flexibles, solidarias y tolerantes, superando inhibi-
ciones y prejuicios y rechazando todo tipo de

OBJETIVOS GENERALES DE MATEMATICAS

1. Incorporar al lenguaje y modos de argumentacién habituales las distintas
formas de expresion matematica (numeérica, grafica, geométrica, algebraica)
con ¢l fin de comunicar los pensamientos propios de una manera precisa

y rigurosa.

2. Utilizar las formas de pensamiento 16gico para

discriminaciones debidas a la raza, sexo, clase

social, creencias y otras caracteristicas indivi- 1121314
duales y sociales.

formular y comprobar conjeturas, realizar
61718910 inferencias y deducciones, y relacionar y organizar

d} Analizar los mecanismos y valores que rigen el
funcionamiento de las sociedades, en especial

informaciones diversas relativas a la vida cotidiana
y a la resolucién de problemas.

[oaN S

los relativos a los derechos y deberes de los
ciudadanos, elaborar juicios y criterios perso-

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que
A permitan interpretarla mejor, realizando medidas,

nales y actuar con autonomia e iniciativa en la

utilizando distintas clases de nameros pararecoger
B y tratar la informacién y realizando los calculos

vida activa y adulta.
e} Analizar los mecanismos basicos que rigen el
funcionamiento del medio fisico, valorar las

pertinentes mediante los algoritmos apropiados a
C cada situacion.

repercusiones que sobre €l tienen las activida-

4. Elaborar estrategias personales para la resolu-
cion de problemas matemaéticos sencillos y de pro-

des humanas y contribuir activamente a la
defensa, conservacion y mejora del mismo como
elemento determinante de la calidad de vida.

blemas cotidianos, valorando la conveniencia de las
C|B estrategias en funcion del analisis delos resultados.

f) Conocery valorar el desarrollo cientificoy tecno-
logico, sus aplicaciones y su incidencia en su

5. Utilizar técnicas sencillas de recogida de datos
para obtener informacion sobre fenémenos y situa-

gl |-fo |a|o
o
o8]
o

medio fisico y social.

ciones diversas, representarla de forma grafica y
numeérica y formarse un juicio sobre la misma.

g} Conocer, apreciar y disfrutar el patrimonio cul-
tural y contribuir activamente a su conserva-

6. Identificar las formas y relaciones espaciales
que se presentan en la naturaleza, analizando las

cién y mejora, entendiendo la diversidad
linghistica y cultural como un derecho de los

(SN

A propiedades y relaciones geométricas implicadas y
disfrutando de la belleza de generan.

pueblosy de los individuos, y desarrollando una
actitud de interés y respeto hacia el ejercicio de k

Q| wm > >
W
»>

7. Reconocer la realidad como diversa y suscepti-
ble de ser explicada desde puntos de vista contra-

este derecho.
h) Comprendery producir mensajes orales y escri- 1

puestosy complementarios: determinista-aleatorio,
finito-infinito, exacto-aproximado, etc.

tos con propiedad, autonomia y creatividad en

castellano y, en su caso, ¢n la lengua propia de

la Comunidad Auténoma, y al menos en unalenguaextranjera, utilizandolos
para comunicarse y para organizar los propios pensamientos, y reflexionar
sobre los procesos implicados en el uso del lenguaje.

i) Interpretar y producir con propiedad, autonomia y creatividad mensajes
que utilicen codigos artisticos, cientificos, y técnicos, articulandolos con
el fin de enriquecer sus posibilidades de comunicacion y reflexionando
sobre los procesos implicados en el uso del lenguaje.

j}  Elaborar estrategias de indentificacién y resolucion de problemas en los

diversos campos del conocimientoy la experiencia, mediante procedimien-

tos intuitivos y de razonamiento l6gico, contrastandolas y reflexionando
sobre el proceso segundo.

Obtener y seleccionar informacion utilizando las fuentes en que habitual-

mente se encuentra disponible, tratarla de forma auténoma y critica, con

una finalidad previamente establecida y transmitirla de manera organiza-
da e inteligible.

1) Obtener el conocimiento indispensable de las creencias, actitudes y
valores propios del patrimonio cultural y de Ja tradicion de nuestra
sociedad, a fin de poder valorarlos criticamente y de realizar aquellas
opciones de valor o sentido que mejor favorezcan su propio desarrollo
integral como personas.

k;

8. Identificar los elementos matematicos (datos

estadisticos, grificos, planos, calculos, ete.) pre-
sentes en las noticias, opiniones, publicidad, etc., analizando criticamente
las funciones que desempenan y sus aportaciones como instrumento y
modelo para conocer la realidad y para una mejor comprension de los
mensajes.

9. Actuar, en situaciones cotidianas y en la resolucion de problemas, de
acuerdo con formas propias de la actividad matematica tales como la
exploracién sistematica de alternativas, la necesidad de precision en el
lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista, la perseverancia
en la busqueda de soluciones, etc.

10. Conocer y valorar las propias habilidades matematicas para afrontar sin
inhibiciones las situaciones que requieran su empleo, disfrutando con los
aspectos creativos, manipulativos, estéticos o utilitarios de las matema-
ticas.
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El célebre matematico G. POLYA, en su libro Cémo
plantear y resolver problemas, nos proporciona unas
pautas para la resolucion. El cuadro que exponemos a
continuacion estd basado en Polya y otros autores
como BURTON, MASON y STACEY, asi como en algu-
nas orientaciones de SCHOENFELD.

ABORDAJE

1. Comprender el problema

Lee el problema despacio.

* ¢Cuales son los datos? (lo que conoces) ¢Cual
es la incognita? (lo que buscas).

* Trata de encontrar la relacion entre los datos y
la incognita.

* Si puedes, haz un esquema o dibujo de la
situacién.

*

. Concebir un plan
/e parece este problema a otro que conozcas?
¢Podrias plantear el problema de otra forma?.
Imaginate un problema parecido, pero mas
sencillo.
* Supodn que has resuelto el problema. 5 Cémo se
relaciona la situacion de llegada con la de
partida?

* N

* %

ATAQUE

3. Llevar a cabo el plan

Al ejecutar el plan, comprueba cada uno de los

pasos. )

* ¢Tienes la seguridad de que los pasos dados
son correctos?

* Antes de hacer algo, piensa: ;para qué hago
esto?

* Acomparnia cada paso con una explicacién que
indique lo que haces y para qué lo haces.

* Sino puedes encontrar la solucién, prueba de
nuevo desde el principio, reordena las ideas,
vuelve a intentarlo,

*

REVISION

4. Reflexién sobre el proceso seguido. Revision
del plan.

* Examinalasolucién obtenida. s Te parece logica?

* ¢Puedes comprobar la solucion?

* ¢La solucion es tnica? ¢Puedes hallar alguna
otra?

* Explica claramente tu solucién, asi como el
proceso seguido para calcularla.

El primer paso, esencial sin lugar a dudas, plan-
tea serias dificultades a gran parte del alumnado.
Las mayores dificultades con las que se encuentra
son casi todas de origen extramatematico: incom-
prension del enunciado, inseguridad o ansiedad ante
la materia, miedo a arriesgarse utilizando métodos
no habituales... Otras serefieren a la parte heuristica
del problema, esto es, alafase que va desde la lectura
del enunciado hasta la concepcion de un plan de
resolucion; por no hablar de la tltima parte, en que
se pide al alumno que explique el proceso seguido,
asi como los pasos intermedios para la resolucion del
problema.

+ Quiza los programas excesivos y a veces ilégicos,
la prisa por poderlos terminar («mis alumnos no van
a ser los peores») y la propia ansiedad del profesorado
ante estas situaciones, ha hecho que la fase de
revision sea, la mayoria de las veces, la menos traba-
jada en clase.

¢Es posible motivar al alumno con unas matema-
ticas mas atractivas, participativas, inteligibles, sin
olvidar los aspectos informativos y del curriculo?
Creemos que si. Y este es el punto de partida de este
trabajo.

B) Utilizacion de textos matematicos

Un curriculo en el que se consoliden la reflexion y
el pensamiento, partiendo de la observacién, de la
practica, de la exploracion y la experimentacién,
exige disponer de materiales variados. Se necesitan
recursos que reflejen ampliamente los fines, objeti-
vos, contenidos y métodos de ensefnanza. Esto debe
incluir un amplio abanico de materiales impresos; no
solo libros de texto y fichas de trabajo, sino material
de referencia, libros sobre temas particulares y «ma-
terial real» ( folletos, hojas de publicidad, impresos,
letras de cambio, etc.), que es 1itil para relacionar las
matematicas con la vida actual.

Existen diversos criterios para clasificar textos.
Pueden utilizarse criterios extralingtiisticos, tales
como la intencién comunicativa, el tipo de destinata-
rio y el lugar social del texto; y criterios lingiiisticos,
en los que no vamos a entrar. Nos centraremos en un
criterio para su clasificacion: el de su intencién
comunicativa. La clasificacion obtenida asi, queda
reflejada en la siguiente tabla:
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TIPO DE DISCURSO

INTENCION COMUNICATIVA

TEXTOS QUE CONCRETAN EL TIPO
DE DISCURSO

INFORMATIVO

Transmitir al destinatario un

Noticia, reportaje, crénica, documental,

dominio del saber social

articulo de enciclopedia, informe, memo-
ria, documento histérico, diagrama,
cartel cultural, itinerarios,
descripciones,...

EXPLICATIVO

Lograr que el destinatario comprenda

Exposicion didactica, informe explicativo;
articulos y textos de manuales que
describen un mecanismo o procedi-
miento, interpretan un fenémeno,
desarrollan un proceso de razona-

. miento, modifican el conocimiento
acerca de una determinada realidad.

PERSUASIVO
acerca de algo

Convencer al destinatario, persuadirle

Anuncio publicitario en prensa escrita,
radio, televisién, cartel publicitario, carta
de solicitud, articulo critico, coloquios,
debates,...

PRESCRIPTIVO

portamiento social

Lograr que el destinatario realice una
accién o tenga un determinado com-

De instrucciones: Consignas, avisos,
recetas de cocina, instrucciones sobre
el funcionamiento de objetos
(calculadora), reglas de juego, etc.

Normativo: Disposiciones legales,
contratos, resoluciones.....

CONATIVO

Contactar con el destinatario

Dialogo, conversacion, entrevista,
tertulia, coloquio, mesa redonda.

ESTETICO
Y desarrollar su fantasia
LUDICO

Recrear al destinatario, divertirle,

Cuento fantastico, leyenda, cuento de
humor, relato de ciencia-ficcion,
juegos de logica, etc.

Dela observacion del cuadro anterior, puede dedu-
cirse que todos los tipos de textos citados pueden ser
abordados en clase de matematicas; de hecho, casi
todos los profesores los hemos trabajado, con mayor o
menor intensidad, al proponer a nuestros alumnos
diferentes tipos de actividades. No se trata, por tanto,
de trabajar algo nuevo o revolucionario; se trata,
simplemente, de reflexionar sobre la importancia de la
comprension oral y escrita de los textos y no solo del
aspecto matematico de los mismos, al cual el alumno
no podra acceder de manera adecuada si no ha reali-
zado aquellas actividades.
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Al final de este trabajo, se presentan varias activi-
dades trabajadas en el aula, en las que la lecturay la
sintesis son prioritarias en el trabajo del alumno. Sin
ellas, las actividades podrian resultar, en ocasiones,
demasiado mecanicas o elementales para el nivel 14-
16.

Otra posibilidad de trabajar estos aspectos en el
aula es el Comentario de textos matemaiticos, dentro
del cual podemos incluir cualquiera de los tipos de
textos citados anteriormente. Tiene, como principales
objetivos, los que siguen:
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* Adiestrar al alumno en el conocimiento de su
propia lengua.

* Introducirle en el dominio de un vocabulario
matematico basico.

* Ayudarle en la interpretacidon de conceptos y
simbolos matematicos.

* Proporcionarle informacion y documentacioén.

* Proporcionarle habilidad para expresar por escri-
to sus ideas matematicas.

* Ejercitarle en la interdisciplinariedad.

* Ayudarle en la elaboracion de juicios criticos y
opiniones positivas.

* Desarrollar la capacidad de abstraccion y sintesis
sobre los elementos que aparecen en el texto y
expresarlos en pocas palabras.

* Conseguir una actitud positiva y activa hacia el
texto matematico.

* Motivar al alumnado: Todos los alumnos pueden
y saben hacer algo.

* Proporcionar al profesor una via de trabajo para
tratar la diversidad en el aula: No todos los
alumnos quieren ni pueden hacer lo mismo.

* Permitir la posibilidad de trabajar areas transver-
sales.

* Favorecer la autonomia de aprendizaje del
alumnado.

Experiencia realizada en el aula

El I.B. «Pérez Galdos» de Las Palmas de Gran Ca-
naria estd situado en la zona centro de la ciudad.
Cuenta con 2.500 alumnos, distribuidos en turnos de
manana, tarde y noche, y con unos 140 profesores, de
los cuales 70 estan implicados en la E.S.O.

En este Centro, en el que se trabaja desde hace diez
afios la Reforma de la Ensefianza, la mayoria del
profesorado que laimparte lo hace de forma voluntaria.

En el curso escolar, 1992 - 1993, se estuvo traba-
jando en la anticipacion de la L.O.G.S.E., con un total
de 40 profesores, 4 de ellos- entre los cuales me
encuentro- del Seminario de Matematicas. En el curso
académico 1993-1994, se imparten 10 cursos de 32y
4 de 4° de E.S.O.

Durante el curso pasado, con la colaboracion de
todo el profesorado implicado, se trabajaron los recur-
sos de evaluacion del alumnado, llegando a unos
acuerdos de Centro. Uno de estos recursos, y quiza uno
de los mas trabajados, es la observacion del cuaderno
del alumno.

Esta observacién precisa unas pautas tales como:
correcciones y autocorrecciones, resultados, conclu-
siones, reflexion personal (notas, aclaraciones, sinte-
sis, conclusiones), recopilary utilizar adecuadamente
el vocabulario especifico de cada materia, utilizar
graficas y simbolos especificos de la materia, creati-
vidad (observando si aflade o no informaciéon por
cuenta propia), etc. Por otra parte, y también a nivel
de Centro, se acordé trabajar, como objetivo priori-
tario para la elaboracién del Proyecto Curricular de
Centro, la comprension y expresion oral y escrita.

Metodologia seguida

Ya hemos comentado algunos de los aspectos a
observar en el Cuaderno del alumno, un poderoso re-
curso de evaluacion gracias al cual puede observarse
su método de trabajo, y sus progresos y deficiencias
en actitudes, procedimientos y conocimientos con-
ceptuales.

Las dificultades que encuentran los alumnos en la
comprension de los enunciados, asi como las que en-
cuentran cuando tienen que explicar los pasos que
realizan y por qué en la resolucién de un problema, asi
como la elaboracién de restimenes de clase, ejercicios de
sintesis, etc., quedan al descubierto cuando observa-
mos sus cuadernos.

Todos sabemos que en muchas ocasiones lo mas
importante de una determinada actividad no es el
desarrollo aritmeético o procedimental de la misma, sino
las ideas o contenidos conceptuales que el alumno
pueda abstraer de ella. Nuevamente, la observacion de
estas conclusiones, restimenes o sintesis - algunas de
las cuales comentaré después, por lo que tienen de
anecdoticas - parece indicar que, o bien el alumnono ha
entendido nada, o bien no sabe expresar aquello que ha
entendido o aprendido. j;Cuantas veces la famosa frase
«0 sea....», con la que quiere explicar alguno de sus
conocimientos o resultados, contradice aquello que
acaba de escribir o de obtener correctamente!

Por otra parte, para el alumno es importante
interiorizar y manifestar oralmente o por escrito aquello
que ha aprendido o lc que no ha aprendido. Sélo de esta
manera, sera capaz de planteary resolver sus dudas, asi
como valorar positivamente lo que acaba de asimilar,
para asi motivarse a si mismo para sucesivos aprendi-
zajes o, lo que es lo mismo, aumentar su autoestima.

La metodologia seguida ha sido la de buscar, se-
leccionar y disenar actividades en las que, sin abando-
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nar los contenidos conceptuales, se trabajase funda-
mentalmente la lectura y la sintesis de textos matema-
ticos, elaborados con el fin de motivar al alumno a la
lectura del texto o a la resolucién del ejercicio que
plantea bajo titulos sugerentes o atractivos, en la
medida de lo posible. Empledndolos una veces como
introduccién a un tema, tal como ocurre con determi-
nados textos explicativos, como, por ejemplo, la activi-
dad titulada La misica pitagérica, en la que se pide al
alumno una ficha monografica sobre el teorema de
Pitdgoras, ademas de la correspondiente sintesis del
texto, etc.; o en Los nameros: ¢familia o sélo ami-
gos?, donde, ademas, se dan a conocer determinados
aspectos anecdoticos de la historia de las matematicas.
Otras veces, invitando a la resolucion de un problema
matematicamente facil, pero cuya lectura implica cier-
ta dificultad, aunque su titulo y contenido anima al
alumnado a suresolucion (Rarezas de extraterrestres,
Misiones peligrosas,... Y, otras, a través de juegos de
logica, en los que no solo tienen que entender en qué
consiste el juego, sino criticar los resultados por ellos
obtenidos, o explicar el procedimiento utilizado para su
resolucion, bien sea oralmente o por escrito.

Los textos de tipo prescriptivo son utilizados en
algunas ocasiones. Por ejemplo, para trabajar activida-
des con la calculadora, seles facilitaron dos paginas con
las instrucciones y utilidades de las teclas mas utiliza-
das, en las calculadoras mas comunes. Aquellos alum-
nos que disponian de calculadoras diferéntes, debian
escribir y describir como trabajaba la suya aquellas
funciones en las que se manifestaba la diferencia de
comportamiento. Otros textos de este tipo pueden con-
siderarse los destinados a explicar como se resuelven
determinados tipos de juegos logicos.

Algunos textos de caracter informativo (actividad
titulada La Biblia y el ntimero 1), cuya lectura, apa-
rentemente facil les crea conflictos, ya que estan habi-
tuados a utilizar todos los datos que se les da en los
problemas para su resoluciéon, y no entienden el signi-
ficado de «codos», «estimacion», etc.

Ademas de los juegos de logica, podemos hacer uso
de textos recreativos o lidicos para conseguir reforzar
algunos conceptos matematicos, como el de semejanza
o el de proporcionalidad (Un viaje a Liliput), animando
alalumnoalalectura, alareflexiény al trabajo en grupo.

El lenguaje algebraico se ha trabajado a través de
actividades como la Historia de Diofanto, presentada
de forma que el alumno puede observar la utilidad del
esquema en la resolucion de un problema, y de frases
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mas omenos largas, algunas delas cuales, cuya escritura
enlenguajevulgar es parecida, son claramente diferentes
al escribirlas en forma algebraica. Por ejemplo: la sexta
parte deunnumero aumentado en 6 unidades, yla sexta
parte de un niimero aumentada en seis unidades, etc.

La lectura e interpretacion de graficas de funciones
se trabajo a través de multiples ejemplos sobre la vida
real; por ejemplo, un viaje en moto.

No siempre es exigible en matematicas un lenguaje
preciso y riguroso. Asi, en las actividades relacionadas
con la estimacion, en las que el alumno puede dar varias
respuestas y, por tanto, no existe una soluciéon unica y
tampocouna estimacion es necesariamente mas correcta

‘que otra, conviene emplear el trabajo oraly la discusion
en grupo. Expresarse oralmente ayuda a los alumnos a
emplear la estimacion y disminuye su intranquilidad
por los datos que quedan escritcs. Cuando los alumnos
deben compartir su informacién y justificar como han
llegado a obtenerla, mejoran su comprension de los
procedimientos para valorar numeéricamente una can-
tidad y perfeccionan sus técnicas para hacer calculos
mentales. La tolerancia para el error es una consecuencia
importante que debe aprenderse, a lo cual contribuye
considerablemente la capacidad para transmitir esti-
maciones y justificar su obtencion.

Otras veces, el lenguaje vulgar y el de la matematica
son totalmente contrarios. Asi, por ejemplo, en el
lenguaje ordinario, ordenar una habitacién puede ser
agrupar los objetos segun su utilidad, por ejemplo la
ropa en un sitio, los libros en otro, los juguetes en otro,
etc. Esto seria, matematicamente, una clasificacion.
Igualmente, también se da confusion al contrario; asi,
en las paginas deportivas de cualquier periédico, se
puede ver el lunes una tablas con los equipos de fatbol
que es meramente ordenatoria y no clasificatoria.

Otra interferencia importante entre ambos lengua-
jes, puede estar en la utilizacién del término «semejan-
te», utilizado en el lenguaje vulgar, como sinénimo de
«parecido» e incluso como «gual», mientras que en
matematicas ese término tiene un significado mas
preciso. Esto suele dar lugar en ocasiones a problemas
en la comprensién de algunos conceptos y es conve-
niente trabajar en clase la utilizacién e interpretacion
de ambos lenguajes.

Autoevaluacion y evaluacion

El trabajo de sintesis es un importante recurso de
evaluacion y autoevaluacion del alumno y el profesor.
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Partiendo de algunas de las actividades trabajadas
en el aula, observamos las siguientes respuestas del
alumnado:

En la actividad titulada La Biblia y el niimero 7,
algunos de los restimenes de los alumnos fueron:

«Los antiguos no median, aproximabanb.

«Los israelitas creian que w valia 3».

«Hoy hemos aprendido que «codos» es igual que
«pies», etc.

Sélo un alumno del curso menciond en su resumen
de clase que habia trabajado intervalos en la recta real
y que habia aprendido a aproximar niameros por
excesoy por defecto. Ninguno hizo alusién al hecho de
que se pudiesen emplear términos matematicos en La
Biblia. Tampoco, al hecho de que la estimacion es
importante en muchas ocasiones en las que no es
necesario o posible medir con exactitud.

Cuando trabajamos la divisién entera con la cal-
culadora:

«Hoy hemos aprendido a dividir sin la tecla de
dividir».
«Hoy hemos aprendido que dividir es restar.

En el comentario de texto titulado «La miusica
pitagorica» no resumen el texto, se limitan a numerar
las lineas y contestar con diez ntimeros. No elaboran la
ficha sobre el teorema de Pitagoras. Simplemente es-
criben la expresion matematica del teorema.

Tras estas observaciones, llega el momento de
retomar la situacién. ;Donde esta el fallo? No podemos
pedir a los alumnos que resuman, si antes no los
ensenamos aresumir. ¢ Qué debe contener unresumen
de clase; qué, el resumen de una actividad? ;/Qué es lo
mas importante de un texto? ¢Cual es el contenido
indispensable para t{ransmitir la idea principal?...

Los alumnos que no cuentan en su resumen de la
actividad referente a La Biblia que trabajaron con
intervalos enlarectareal, dejaron de hacerlo porque:
a) no saben tomar apuntes; b) no saben concretar lo
que aprendieron o, quiza, no entendieron la idea de
intervalo; ¢) no les parecié importante; d) otras cau-
sas. Lo que si es cierto es que s6lo cuando se haya
interiorizado y se sea capaz de resumir esta idea,
podra decirse que el alumno la ha asimilado. «S6lo se
puede decir o escribir algo de aquello de lo que se sabe
algo.

Por otra parte, el objetivo antepenultimo del trabajo
de comentario de texto, hace referencia a la posibilidad
de trabajar la diversidad en el aula. Efectivamente, hay
alumnos que, bien por sus capacidades o bien por
encontrarse especialmente motivados, desarrollan un
trabajo monografico cuya calidad y contenido es emi-
nentemente superior al de otros. La capacidad de
abstraccion y sintesis, también lo es, etc. Este hecho
nos da la posibilidad de trabajar en el aula las mismas
fichas o actividades con distintos niveles de alumnos,
permitiendo de esta forma que cada alumno llegue
hasta donde le es posible o quiere, pero no hay ningtin
alumno que no pueda hacer algo.

Finalmente, ¢qué evaluar en el trabajo de los alum-
nos, y como hacerlo?
@

12, Se pretende que el alumnado sea consciente de
los aspectos que caracterizan las situaciones proble-
maticas: pregunta o preguntas, datos o condiciones y
contexto en el que se presentan.

2¢, Método de trabajo.- Este criterio lleva consigo la
observacion del trabajo en cuanto a orden, organiza-
cion, sistematizacion, respeto a las normas inherentes
al trabajo de grupo, como son las opiniones e ideas de
los demas, solidaridad y colaboracién en las tareas y
aceptacién de los juicios criticos sobre sus propios
razonamientos.

32, Capacidad para describir el proceso de resolu-
cion de problemas desde una perspectiva global,
apreciando las diferentes fases que se atraviesan, y
usando para ello la practica, lareflexion y el analisis de
sus propios mecanismos de resolucion.

4¢, Intervenciones.- Apreciar y valorar conveniente-
mente el uso de preguntas hacia si mismo y hacia los
demas. Comprobar si aumenta su capacidad para
tomar decisiones, a la vista de una determinada si-
tuacion y de las variables que intervienen.

52, Evolucién del alumnado en cuanto a su capaci-
dad, habilidad y recursos para la resolucion de situa-
ciones problematicas.

62. Critica de los resultados obtenidos, valorando
no tanto los resultados finales como la critica que el
propio alumno haga de ellos.

Valoracién de la experiencia

La valoracion de la experiencia es muy positiva. Por
una parte encontramos un alumnado muy motivado
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ante la asignatura, entiende lo que hace, siempre
puede hacer algo. lo encuentra 1til o curioso, no se
aburre. Por otra, sus padres han colaborado estrecha-
mente con ellos en algunas actividades, lo que también
les ilusiona. Por ejemplo, en Juegos légicos, en la
actividad titulada «Saber utilizar la luz con inteli-
gencia», etc.

Como resultado de esta motivacién positiva, los
alumnos trabajan en clase con ilusion, y piden, cuando
acaban su trabajo, un nuevo juego o actividad. Su
actitud en clase es activa y participativa.

Algunas de las actividades propuestas

S6lo expondremos algunas de las realizadas en
clase.

La miisica pitagorica

Laindiferencia poreltema de las esirechas relaciones
existentes en la Antiguedad entre la misica y las
matemdaticas es, incluso en el mundo de la misica, poco
Y pocas veces apreciada. Esta estrecha unién se inicié
muy pronto enlas culturas caldea, egipcia, babilénica y
china; pero fueron los pitagéricos los que conlas cuerdas
vibrantes unieron irrevocablemente la misica y las
matematicas. La forma mas sencilla de la doctrina
pitagérica que asociaba la miisica a los nitmeros, puede
ser descrita como sigue:

Si se fija uno de los extremos de una cuerda tensa y
se hace vibrar, emitira un sonido de un tono. Si se hace
vibrar la mitad de la cuerda, el tono aumentard un
octavo. St vibran los dos tercios de la cuerda, el tono
estara 1/5 por encima del que produjo la cuerda entera.

Estos resultados (y los intermedios) Jueron utiliza-
dos por los pitagéricos para construir escalas. Poco a
poco, larelacién entre la porcion vibrante de una cuerda
y la cuerda entera fue expresandose en términos de
razones. Por ejemplo, 2:3 (la quinta) era mds armoniosa
que 8:9 (la separacién entera). Segtin Pitagoras, los
sonidos armoniosos son producidos por razones expre-
sadas como nitmeros enteros Y, cuanto mas sencilla es
larazén, esto es, cuanto mas pequenos sonlos ntimeros
que la expresan, mejor es la armonia. Asi, la octava, la
quinta y la cuarta fueron consideradas, desde el punto
de vista de la miisica, superiores a otros intervalos.

1. ¢En qué lineas del texto se encuentran ideas
fundamentales?
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2. Haz una ficha: El teorema de Pitagoras

3. Inventa otro titulo para el texto.

4. Reproduce en diez lineas todo el texto.

5. ¢Recuerdas algan teorema que hagareferencia a
la proporcionalidad de dos o mas magnitudes?. Citalo.
Pon ejemplos.

Los nimeros: ;familia o amigos?

Los niimeros que tienen factores tales como 2, 3, 5,
11, 18... y asi sucesivamente, se llaman «nimeros
primos» o, simplemente, «primos», derivandose este
nombre de una palabra que significa «xprimero».

Para la gente que ve valores misteriosos en los
Rumeros, pareceria como si los nitmeros primos pudie-
ran haber existido primero, mientras que los ntimeros
compuestos pudieran haber sido construidos después,
sacandolos de los primos. En ofras palabras, una vez
que existieron los ntimeros 2, 3, y 5 pudo formarse el 60
por multiplicacion de 2 x2x3 x5 .

El primer esquema para conocer los niimeros primos,
se conoce con el nombre de su autor, Criba de
Eratéstenes. Es simplemente un cuadrado donde
aparecen los 100 primeros nitmeros y, siguiendo un
procedimiento que estudiards pronto, se van tachando
los ntimeros que no son primos.

Euclides, matemdtico griego, descubrié hace 2.200
anos que no existe el niimero primo mas alto.

Los griegos se entretenian jugando con los JSactores
delos nitmeros (incluyendo el niimero 1 pero excluyendo
el propio ntimero para ver qué pasaba). Algunas veces,
los factores de un nitmero sumaban menos que el propio
ntimero. Por ejemplo, los factores de 10, suman sélo 8.
Alntimero 10 lolamaban, por esto, nitmero deficiente.
Los factores del 12, es decir, 1, 2, 3, 4 Yy 6, suman 16;
por esto, al nitmero 12 lo llamaban niimero abundan-
te. Por el contrario, los tres factores del 6, suman 6, ylos
cinco de 28, suman 28, razén porla que animeros como
estoslos llamabannitmeros perfectos. Encontraron atin
mas relaciones curiosas. Asi, por ejemplo, decian: «dos
nitmeros son amigos, cuando la suma de los divisores
propios de uno es igual al otro y reciprocamente. Los
niumeros 220 y 284, ya conocidos por los pitagéricos,
son amigos. Pierre Fermat descubri6 el parde amigos
17296y 18416. Descartes encontré un tercer par: 9.363
584y 9.437 056. Mas recientemente, Paganini descubrié
lapareja 1184 y 1210. Actualmente se conocen mas de
1000 pares de nitmeros amigos. No se conoce ninguna.
Joérmula para determinar este tipo de niimeros.
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1. ¢En qué lineas del texto se encuentran ideas
fundamentales?

2. Haz una ficha: La Criba de Eratostenes.

3. Inventa otro titulo para el texto.

4. Reproduce en diez lineas todo el texto.

5. Escribe enlenguaje matematico: «Los factores del
12, (1,2, 3, 4y 6), suman 16».

Rarezas extraterrestres

Objetivos de la actividad:

1. Identificar las ideas fundamentales del texto.
2. Trabajar la comprension lectora.

3. Agilizar el calculo numérico.

4. Saber evaluar los datos.

Enun planeta muy extrario, la «gente» crece a brincos
duplicando su estatura. Los bebés, llamados CONGOS,
se alargan de repente al doble y se vuelven nifos.
Igualmente, los nifios, llamados MONGOS, se alargan al
doble pasando a adultos, los cuales son lamados
ELONGOS.

Enotro planeta vecino del anterior, atin mas extrario,
pasa lo contrario. Los bebés, llamados TRUNCOS, se
achican ala mitad al volverse nirios; y los nifos, llamados
SUNCOS, se encogen a la mitad otra vez al pasar a ser
adultos, a los cuales se les llama DUNCOS.

Un dia, un mongo fue de visita al otro planeta y,
Jjugando con suncos, se dio cuenta de que tres suncos
subidos uno encima de otro igualaban su estatura.

Relaciona las alturas de:
a} Un congo y un elongo.
b) Un trunco y un dunco.
¢) Un elongo y un dunco.
d) Un congo y un trunco.

Si un mongo se sube a la cabeza de un trunco,
Jcuantos truncos, uno encima de otro, se necesitaran
para igualarlos?

&Se puede hacer el problema con los datos dados?.
En caso afirmativo, explica el porqué. En caso negativo,
Jqué necesitarias saber?

Misiones peligrosas

Objetivos de la actividad:

1. Motivar al alumno con la presentaciéon de un
ejercicio formulado en términos que le produce curio-
sidad, por su desenlace.

2. Trabajar la comprensién lectora.
3. Repasar operacionesy propiedades delos niimeros
enteros y racionales.

1) La persona que envia el mensaje {-1, 2, - 15, 6, -10,
7, 3, - 8} es una myjer, sila suma de estos ntimeros es
un entero positivo; y es un hombre, si es un entero
negativo. Su edad viene dada por la sumade los valores
absolutos de estos niumeros. Obtén, con estos datos,
toda la informacién posible del mensaje.

2) El contenido del mensaje {-3, 4, -5, 8, -1, 10, -7, 7,
-2, 9} es una afirmacioén, si el producto de los nitmeros
positivos, dividido por el valor absoluto del producto de
los negativos, es un cociente exacto de nitmeros enteros.
En caso contrario, el contenido es una negacién. s De qué
tipo es el contenido del mensaje?.

3) Se recibe el mensaje

35-1-6)]+2(1-5)+((B-1)]-[(4-8)-(1-3).

La primera cifra del resultacdo de esta expresién
indica el dia en que se envié ; la segunda, el mes. Calcula
la_fecha de emision del mensaje.

4) Para averiguar el dia en que se envié el mensaje de
la actividad anterior, hay que sumarle 2 al opuesto del
resultado, y dividir por - 6 el nitmero obtenido. ;Qué dia
se ha recibido el mensaje si el mes es el mismo que el de
la emisién?

5) En el mensaje cifrado
-2 -(7-1) -40
+ +[(-3+2]-(-1-6)] +
-3+ 1 -2 -4

el primer sumando indica el niimero de dias que hace
que se empez6 una determinada misién. El segundo, el
ntimero de agentes que la llevan a cabo. El tercero, el
nitmero de objetivos de la mision. El cuarto, el niimero de
minutos de que se dispondré para abandonar el tltimo
objetivo. El resultado de la expresién, el niumero de dias
que se emplearan. sCuanto hace que se empezd la
misién? ¢ Cudntos dias dura en total? ; Cudntos agentes
la llevan a cabo? Si se necesitan 9 minutos para aban-
donar el emplazamiento del tiltimo objetivo, ¢/ se dispone
del tiempo necesario para hacerlo? ;Cuantos objetivos

tiene la mision?.

Un viaje a Liliput

Objetivos de la actividad:

1. Fomentar el gusto por la lectura.

2. Trabajar los conceptos de semejanza y propor-
cionalidad.
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3. Identificar las ideas esenciales del texto.
4. Fomentar el trabajo en grupo.

Doscientas costureras fiieron destinadas a hacer-
me camisas, manteles y ropa de cama, empleando las
telas mas fuertes, que, sin embargo, habia siempre
que doblar tres o cuatro veces, porque las mds recias
eran algunos puntos mas suaves que el mas fino lino.
Sus piezas de tela suelen medir tres pies por tres
pulgadas de anchura. Las costureras me tomaron
medidas, para lo cual me tendi en el suelo, y una se
situd junto a mi cuello y otra a media pierna, sostenien-
do cada una los extremos de una cuerda fuerte,
mientras una tercera, con una regla, de una pulgada
de longitud, comprobaba la extensién de la cuerda.
Luego les basté medir mi pulgar derecho, ya que un
calculo matemdtico, fundado en que una murieca tiene
dos veces el perimetro del pulgar y la cintura dos veces
el del cuello, les permiti6, con ayuda de un examen de
mi vieja camisa extendida en el suelo, hacerme oiras
ajustadas a mi medida.

1. Indica, en unidades del sistema métrico decimal,
cuales eran las medidas de las piezas de tela que
usaban las costureras liliputienses.

2. Comprueba, midiendo sobre tu propio cuerpo y
el de alglin compafiero, si los calculos que hicieron las
costureras eran correctos.

3. Como sabes, las medidas de Gulliver eran doce
veces las de los liliputienses. Recuerda que la razén
de las superficies es el cuadrado de la razon de las
longitudes, y quelarazon de los voltimenes es el cubo.

4. Teniendo en cuenta que lo que comia Gulliver
dependia de su capacidad (volumen), gsabes qué
calculos utilizaron los liliputienses para averiguar la
comida que le correspondia?

5. Sabiendo que la longitud de los liliputienses era
de 12 pulgadas, ¢cudl era la altura de Gulliver en
unidades del sistema métrico decimal?

6. Suponiendo que el largo de los colchones de los
liliputienses era, al menos, de su misma altura, y que lo
mismo ocurria con la de Gulliver, ¢qué longitud tendria
que tener su colchén y cual deberia ser su espesor?
¢Crees que Gulliver tenia derecho a quejarse?

Historia de Diofanto

Objetivo de la actividad:

Traduccion del lenguaje ordinario al matematico

Diofanto fue un gran matematico griego. Todo lo que
se conoce de él ha sido tomado de la inscripcién que
Jigura ensusepulcroy que a continuacién se reprodiice.

Tt deberds pasarla a lenguaje matematico y responder
a las preguntas que se te formulan.

Lenguaje ordinario

Lenguaje matematico

!Caminante!, aqui fueron sepultados los restos de Diofanto. Y
los niimeros pueden mostrar, loh, milagro!, cuan larga fue su vida,

cuya sexta parte constituyé su hermosa infancia.

cuando de vello cubriése su barbilla.

Habia transcurrido, ademas, una duodécima parte de su vida,

esteril.

La séptima parte de su existencia transcurrié en un matrimonio

precioso primogeénito,

Pas6 un quinquenio mas y le hizo dichoso el nacimiento de su

tan sélo la mitad de la de su padre.

que entregd su cuerpo, su hermosa existencia, a la tierra, que duré

sobrevivido 4 afos a la muerte de su hijo.

Y con profunda pena, descendié a la sepultura habiendo
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JCuantos anos vivié Diofanto?

JCuantos anos tenia cuando se cas6?

A qué edad fue padre?

A qué edad perdi6 a su hijo?

¢;Cuantos anos tenia su hijo cuando murié?

La Biblia y el niimero «t
Objetivo de la actividad:

Realizar estimaciones sobre valores desconocidos
del pasado.

La descripcién que da La Biblia de lo que fue el
templo de Salomén hace pensar que al cronista no le
preocupaba en exceso la exactitud de los datos, tal como
hoy la concebimos. En el libro II de las Crénicas se
describe el altar de bronce del templo, y se hace la
descripcién enlo que hoy llamamos qniimeros redondos»:
Tenia veinte codos de largo, veinte de ancho y diez de
alto. Los sacerdotes se lavaban en una especie de
piscina de fundicién «que tenia diez codos del uno al otro
borde, enteramente redonda; su altura era de cinco
codos y un cordén de treinta codos la cefiia en derredor.

a) Suponiendo que fuesen exactos los datos que da
el cronista, ¢cual es el valor aproximado de © que
usaban los israelitas?

b) Puesto que los datos que utiliza el cronista son
datos redondeados a nimeros enteros de codos, este
texto nos lleva a pensar que el didmetro de la piscina
podria estar comprendido entre 9,5 y 10,5 codos. Si
utilizamos © = 3,14, sentre qué valores estara com-
prendido el perimetro de la piscina?

¢) Haz una estimacién razonable de la capacidad de
la piscina. ¢Qué seria mas prudente, dar un resultado
unico o un intervalo posible de valores?

Adivina el niimero (Juego de Logica)

Objetivos de la actividad:

1. Potenciar y estimular el trabajo en grupo.

2. Observar las diferentes estrategias utilizadas por
los alumnos en resolucién de problemas.

3. Fomentar en el alumno la evaluacién de resul-
tados.

4. Desarrollar el pensamiento logico.

5. Motivar al alumno.

En el siguiente cuadro podrdas observar un
numero de pistas a partir de las que podras

deducir un nimero de cuatro cifras distintas
(elegidas del 0 al 9), que no empieza con 0. En la
columna C(correcto), seindica cuantos digitos hay
alli en comiin con el numero buscado y en lamisma
posicion. En la columna R (regular), se indica la
cantidad de digitos de la fila en comiun con el
nimero buscado, pero en otra posicion diferente.
Adivina el numero.

c R

4 0
8 2 3 0 1 0
‘6 3 9 8 1 0
5 6 9 0 0 2
2 7 5 4 0 2

Saber utilizar la energia eléctrica con
inteligencia

Objetivo de la actividad: Realizar estimaciones en
situaciones reales, que proporcionen un margen de
seguridad.

Informacion:

Cada aparato eléctrico tiene una determinada po-
tencia. Puede verse escrita en watios en las bombillas,
en las placas de caracteristicas técnicas de los elec-
trodomésticos y en los folletos y manuales de uso
que entrega el fabricante. Para calcular la potencia a
contratar conviene seguir los siguientes pasos:

Primero: Suma la potencia de todos los electrodo-
meésticos que vayan a funcionar habitualmente al
mismo tiempo.

Segundo: Una vez obtenida la suma total, fijate en
la tabla que da la escala de potencias normalizadas y
elige, como potencia a contratar, la inmediata superior
ala cantidad que hayas obtenido. Esto se debe a que el
usuario no puede contratar cualquier potencia, sino
que tiene que atenerse a la siguiente escala normaliza-
da, expresada en kilovatios (kw):

0.03; 0,06; 0,77; 1,10; 2,20; 3,30; 4,40; 5.,50; 6,60;
7,70; 8,80; 9,90; 11,00; 13,06

LA 1611994 109




ISEMINARIO NACIONAL SOBRE LENGUAJE Y MATEMATICAS

Ejercicio *SEGOVIA, ISIDORO; CASTRO, ENRIQUE: CASTRO ENCAR-
NACION:; RICO, LUIS: Estimacién en calculo y medida. Ed.
«Hemos comprado un apartamento en la playa que Sintesis, Madrid 1989.
consta de comedor, tres dormitorios, cocinay cuarto de
bario. * GRUPO BETA: Proporcionalidad. Geometria y Semejan-

za. Ed. Sintesis, Madrid 1990.
Estima la potencia que debemos contratar si dis-
ponemos de lavadora, frigorifico, horno eléctrico, tele- *VIZMANOS, J.R., ANZOLA, M.: Mateméticas. Algoritmo 1.
vision, plancha eléctrica y las luces correspondientes B.U.P. Ed. S.M., Madrid 1991.
en cada habitacion,

* SWIFT, JONATHAN: Los viajes de Gulliver. Ed. Susacta,

ELECTRODOMESTICO CONSUMO (w) Madrid 1991.
Lavadora N 300 w (Minimo) * GARCIA JIMENEZ, J.E.: Ideas, pautas y estratetegias
2.300 w (Max.) heuristicas para la resolucién de problemas. «AULA», 6

(1992), pp. 14, 15.
Television 165w
* GRUPO DECA: Disefio Curricular del «Curso Taller de

Planchaeléctrica______~ 1.000 w Resolucién de Problemas». «AULA», 6 (1992), pp. 31, 32.

Horno eléctrico 2.000 w * PROYECTO ARIADNA: Matematicas 12 de B.U.P, Ed. Akal.

Frigorifico 200 a 300 w Madrid, 1985.
Bombilla 60 w *MARTINEZ UGARTEMENDIA, J.: Calculo 7. Ed.S.M., Madrid
1990.

Escribe si 0 no a continuacién de cada pregunta. B
* MANSILA ROMO, BUJANDA JAUREGUL: Pitagoras 7. Ed.

Si contratamos una potencia de 2,20 kw, ¢podran S.M., Madrid.
funcionar a la vez?: ) )
a) El horno y la lavadora * MARTINEZ UGARTEMENDIA, J.: Calculo 8°. Ed. S.M.
b) Luces, frigorifico y TV Madrid, 1990.
¢) Lavadora y plancha .
d) Horno frigoriﬁco, TV y luces * MANSILA ROMO, BUJANDA JAUREGUT: Pitagoras 8. Ed.
e) Luces, plancha, frigorifico y TV S.M. Madrid, 1990.
* COLETTE, JEAN-PAUL.: Historia de las Matematicas. 12
Bibliografia Ed. Ed. Siglo XXI de Esparia. Madrid, 1985.
* DE GUZMAN, M. COLERA, J. SALVADOR, A.: Matematicas *EQUIPO SIGNO: AZIMUT. Matemaéticas 82. E.G.B.Ed. Anaya.

12 de B.U.P., Ed. Anaya, Madrid 1987.
* BARRIENTOS, CARMEN: La diversidad de los discursos

* DAVIS, PHILIP J., HERSH REUBEN: Experiencia Mate- como eje de secuenciacién. «AULA» 14, 1993, pg. 11.
matica. 12 ed. Ed. Labor, Barcelona 1988.

* FUENTE GONZALEZ: El Departamento de Matematicas.

*COCKCROFT, W.H.(Informe): Las Matematicas si cuentan, Ed. Anaya/2. Madrid 1978.

1%ed., Ed. Servicio de Publicaciones del Ministerio de Educacién

y Ciencia, Madrid 1985. * «LOGIC». Juegos logicos. Ed. Zugarto.

* LAFOURCADE, PEDRO D.: Evaluacién de los Aprendiza- * GOBIERNO DE CANARIAS: DISENOS CURRICULARES.
jes. Ed. Cincel, Madrid 1977. (E.S.0). MATEMATICAS.

* UDINA I ABELLO, FREDERIC. Aritméticay Calculadora. Amalia Sanchez Benito
Ed. Sintesis. Madrid 1989. S.C. "Isaac Newton" P.M.
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La inconcrecion del lenguaje matematico
en los primeros anos de escolarizacion

Fidela Velazquez

«La filosofia estd escrita en este gran libro -quiero decir el Universo- que permanece
continuamente abierto a nuestra vista, pero no puede entenderse a menos que uno
aprenda primero la lengua e interprete los caracteres en que estd escrito. Esta escrito
en el lenguaje de las matemadticas y sus caracteres son triangulos, circulos Yy otras
figuras geométricas, sin las cuales es humanamente imposible entender una sola
palabra de él; sin ellas uno vagabundea en un oscuro laberinto».

Galileo Galilei.

«Los matematicos son como los franceses: cuando les hablas trasladan lo dicho a su
propio lenguaje, e inmediatamente se convierte en algo completamente distinto».

Sobre el papel del lenguaje en la adquisicién de
conceptos matematicos existen diversos cuerpos de
teorias, en algunos casos contrapuestas. Asi, todas las
teorias conductistas ponen el énfasis en lanaturaleza
verbal del pensamiento, esto es, la necesidad del
lenguaje para su desarrollo (para ellos, el pensamiento
supone un <habla no vocalizadan).

En el otro extremo, Piaget considera que el pensa-
miento es basicamente espacial, esto es, consiste en
acciones internalizadas, con lo cual el lenguaje es sélo
un reflejo del pensamiento cognitivo. Esta interpreta-
cidn no es nueva; ya Aristételes, en su obra «Sobre la
interpretaciony, decia: «<Elhabla es la representacién de
la mente, y la escritura lo es del hablay.

No obstante, algunas teorias no son tan exclusivistas
al senalar unainterdependencia mas o menos estrecha
entre lenguaje y desarrollo conceptual. Asi, Choat
(Mathematics Teaching, 1974) dice: «Aunque el sujeto
que aprende interactie con los aspectos materiales de
la sitnaciéon de aprendizaje, el elemento verbal es
necesario tanto como medio de comunicacion cuanto
como instrumento de representacion individual... enla
adquisicion de conocimiento matematico, un concepto

Johann von Goethe.

nuevo trae consigo una palabra nueva. Falto del con-
cepto, el nifio no comprendera la palabra; carente de la
palabra, no podra asimilar y acomodar el concepto con
la misma facilidady.

Esta interdependencia es sefialada, asimismo, por
Vigotsky:; e incluso Piaget, en su tiltima época, admite
eldesarrollo paralelo delas areas lingtiistica y cognitiva.

Loquesiestaclaro es quelaadquisicion delenguajes
y de conceptos es un proceso dinamico, por lo que
resulta fundamental que analicemos conjuntamente
con los nirios los diversos significados e interpretacio-
nes de las palabras y frases, de forma que se elimine,
en lo posible, la ambigliedad en la comunicaciéon
matematica. Este analisis podria comenzar con una
negociacién de significados expresados en lenguaje
natural (frases descriptivas que reemplacen, en un
primer estadio, ciertos términos técnicos propios delas
Matematicas) para irlos sustituyendo por términos
especializados que es necesario incorporar paulatina-
mente al aprendizaje y a la ensefianza de la disciplina.
Este es un paso previo a la exigencia-necesidad de que
los alumnos entiendan lo que leen. Hasta ahora, se
ensefia Matematicas de manera ajena al lenguaje
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usado, cargando el acento fundamentalmente en los
codigos escritos y, en algunas ocasiones y de manera
tangencial, haciendo referencia a los significados. Esto
ha ocurrido porque ciertos métodos de ensefianza no
han posibilitado realmente ni el desarrollo del lenguaje
nila formacién de conceptos, al usar muy limitadamente
un vocabulario basico, especifico y restringido. Ello ha
contribuido a un trabajo matematico no derivado del
lenguaje natural, sino relacionado artificialmente con
connotaciones que el alumno deduce (a menudo de
manera aleatoria) de los problemas a resolver.

En las actividades escritas, lo primero a lo que se
enfrenta el alumno es a la lectura de la pregunta. En
esta fase, hay dos elementos que afectan a que tal
lectura serealice de un modo correcto: el reconocimiento
de las palabras usadas y el de los simbolos usados
(codigo especifico matematico).

Respecto al primero, existen multiples problemas.
Asi, algunas expresiones matematicas pueden no ser
reconocidas por el alumno, bien porque las lee inco-
rrectamente, bien porque las confunde con otras. La
lectura incorrecta de algunas palabras por desconoci-
miento de su significadomatematico, dalugar a errores;
por ejemplo, cuando al pedir a un alumno que dibuje
una cuerda, toma la acepcion de este vocablo en el
lenguaje habitual, y no la geométrica. (Balbuena, L. y
de la Coba, M2. D).

Asimismo, y es muy importante tenerlo en cuenta
en aquellas comunidades con lengua propia o con
alumnos procedentes del extranjero, esta confusion
semantica se produce de manera acusada entre alumnos
cuya primera lengua no es el castellano. Asi, por
ejemplo, un alumno de origen aleman, que resultd
finalista en el Ill Torneo de Matematicas organizado por
la Sociedad Canaria dsaac Newton» de Profesores de
Matematicas, tuvo problemas con el siguiente enun-
ciado:

«Imaginate que estas viendo un cubo:

a) ¢Cuantas caras puedes ver simultineamen-
te? Haz un dibujo en cada caso.

b) (Cuil es el maximo nimero de caras que
puedes ver simultineamente?. Razona la
respuestanr.

Elalumno, tras una lectura detenida del problema,
pregunt6 a la profesora encargada: «Pero, ¢cubo de
figura matematica o cubo de echar agua?». Evidente-
mente, para alguien no castellano-hablante, tiene que
resultar absolutamente contradictorio el que se llame
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coloquialmente cubo lo que matematicamente es un
tronco de cono.

En este aspecto, y a medida que vayan apareciendo
términos especificos matematicos, convendria ir re-
cordando a los alumnos que, a menudo, el término
habitual no tiene relacion con el término matematico.
En algunos casos, ni siquiera a cualquiera de los dos
niveles en que se produce la sinonimia. En efecto, dos
términos pueden ser sinénimos a nivel total o a nivel
parcial. Se produce sinonimia entre Ay B a nivel total,
cuando A=B. La sinonimia entre Ay B es parcial, si A
incluido en B implica que A es B.

También dentro de esta fase referida a la capacidad
.de lectura, aparece el papel de la lengua como
decodificadora del lenguaje matematico, esto es, el
reconocimiento de simbolos especificos. Dentro de esta
linea se encuentran confusiones habituales, tales como
identificar el signo < con el signo >, o bien, identificar
la expresiéon m.c.d. con el minimo comun multiplo, o
viceversa. La extension de ciertas propiedades hacia
campos conceptualmente inapropiados podria encua-
drarse dentro de este mismo apartado. Por ejemplo, la
extension de la distributividad de la potenciacion res-
pecto a la multiplicacion, a la adicion: (a + b)? = a2 + b2

Asimismo, ciertos errores de conceptualizacién, por
los que se transforma una relaciéon u operacién mate-
matica en una expresién numeérica generalizada, para
poder operarla por extension, a continuacion, mediante
una distributividad: sen (a + b) = sen a + sen b.

El segundo aspecto al que se enfrenta el alumno,
una vez superada la fase de lectura de la pregunta en
cuanto a reconocimiento de palabras y simbolos, es la
de la comprension de la pregunta. La comprension
abarca dos aspectos fundamentales: uno, de com-
prension general y el otro de comprensiéon de sim-
bolos y de términos especificos. La comprension
general parece hacer referencia a lo que se conoce, con
caracter general, por lectura comprensiva. Mas espe-
cifico es el aspecto que hace referencia a la compren-
sion de simbolos y de términos especificos. Este es un
aspecto en el que nos gustaria incidir especialmente.
En efecto, en las situaciones probleméticas al uso,
aparecen algunas veces significantes que matemati-
camente tienen el significado de una determinada
operacion, cuando la lectura y comprension del mismo
por los alumnos de corta edad les puede inducir a
entender justamente la operaciéon contraria. Asi, los
términos «robar, «quitar», «coger» o «tomar», que usual-
mente tienen el significado de sustraccion, en deter-
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minados contextos significan justamente lo contrario:
la adicion.

A este respecto, el Informe Cockcroft dice:

«Es muy importante advertir la gran variedad de
formas lingtiisticas que se aplican para indicar a los
ninos las operaciones matematicas que han de reali-
zar. Por ejemplo, las intrucciones <<suma 3 y 5>>,
<<calcula 3 mas 5>>, <<haz la suma de 3 mas 5>> o
<<halla el nimero que es 3 unidades mayor que 5>>
requieren todas ellas la realizacion de una misma
operacion matematica. Se trata soélo de cuatro de las
muchas formas en que puede estructurarse la ins-
truccion; la estructura verbal que se emplea con mayor
frecuencia es la que surge de forma natural en el
contexto del momento. Los nifios han de interpretar
estas instrucciones, solo en apariencia discrepantes,
emplearlas en su propio lenguaje y pensamientoy, en
un momento posterior, asignar a todas ellas la forma
simbélica 5 + 3. A no ser que se familiaricen con las
muchas formas en que puede expresarse una misma
idea matematica y sepan reconocerla pese a sus diver-
sas formulaciones, no sélo experimentaran dificulta-
des al enfrentarse a ejemplos del tipo citado, sino
también al solucionar problemas expresados en pala-
bras».

Esto tiltimo ocurriria, por ejemplo, en los siguientes
ejercicios sacados de libros de texto al uso:

* «En un cajén hay 23 libretas. Yo cojo 6 y
Enrique 8. ¢ Cuantas libretas quedan en el
cajon?»

* «Un repartidor lleva 12 paquetes. Deja 4 en
una casa y 6 en otra. (Cuantos paquetes le
quedan?».

* «Yotenia 827 pesetas. Me gasté 57 y perdi 32.
Cuantas me quedan?»,

* «Pedro tiene 48 caramelos. Da 13 aJorgey 14
a Rosa. ¢ Cuantos le quedan?».

* Jorge tenia 12 caramelos. Ha dado 2 a su
hermana, 3 a un amigo y él se ha comido 4.
¢{Cuintos caramelos le quedan?».

Los términos «coger»,» dejar», «dar, «comer y «que-
dar» tienen que ver con el significado de restar. Pero en
estas actividades, el camino usual es sumar los ele-
mentos en los que el total se va reduciendo. Es decir,
coger o dejar una cantidad y luego coger o dejar otra,
es coger o dejar en total la suma de ambas, lo que tiene
que ver mas con la operatoria con nimeros negativos
que con la de niimeros naturales. Esta confusién de
ciertos significantes que son tomados por los alum-

nos por el significado inverso al verdadero esta rela-
cionada, a nuestro entender, con ambos aspectos de
la comprension: la comprension de términos especi-
ficos, que son confundidos (tal vez porque su
formulacion resulta confusa), o bien porque los con-
tenidos, como hemos dicho, pertenecen a un dominio
matematico que trasciende la edad de los alumnos y
cuya comprension les resulta dificultosa, sobre todo
a los alumnos rezagados de la clase.

Respecto a otras operaciones existe también un
divorcio entre el significado matematico de los térmi-
nos empleados y el sentido habitual de los mismos. Por
ejemplo, una de las equivocaciones mas habituales de
los alumnos al trabajar la multiplicacion consiste en
traducir el «mas» de la expresion «tres veces mas» por
una suma. Este error se prolonga incluso durante la
ensenanza secundaria. Ejemplo:

«Una nifna tiene 87 pesetas. Su hermana tiene
tres veces mas. (Qué cantidad de dinero tiene su
hermana?»

Respuesta incorrecta habitual: 87 + 3 = 90.

«Pedro y Maria suman entre los dos 52 anos.
Pedro tiene tres veces mas afios que Maria. ;Qué
edad tiene cada uno?

Respuesta incorrecta habitual:
Edad de Maria: X
Edad de Pedro: X + 3

Planteo de la ecuaciéon: X + X + 3 = 52

(En ambos casos, el alumno se centra en la lectura
del «mas» identificandolo con una operacién conocida
y omitiendo la lectura del término «veces» que sigue a
«tres»).

Errores similares -agravados con las dificultades
algebraicas y la persistencia de un cierto pensamiento
aditivo en los alumnos, cuyo transito al pensamiento
multiplicativo se caracteriza, como todas las adquisi-
ciones conceptuales, por avances y retrocesos, a lo
largo de los cuales se producen las acomodaciones
previas a las adquisiciones- se dan en la lectura de
ejercicios como los que siguen:

* Si al duplo de un nimero se le suman 21
unidades, se obtiene un niimero que es cinco
veces mayor que el primero. ;/Cuil es este
namero?
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*

Reparto 32 pts. entre 2 nifios de modo que
uno reciba tres veces mas que el otro? ¢, Cuan-
to le toca a cada uno?

* La edad de un padre es actualmente siete
veces la de uno de sus hijos. Dentro de 2 afios,
la edad del padre sera sélo cinco veces ma-
yor? (Qué edad tienen ahora el padre y el
hijo?

Otro aspecto a considerar es el referido a las difi-
cultades en la comprension general de actividades que
hacen referencia a la inversion de operaciones. En
efecto, el origen de esta dificultad estriba, a nuestro
entender, tanto en la comprensién del sentido de la
inversa de una operacién (fundamentalmente por la
asimetria del tratamiento de la reversibilidad del pen-
samiento en las actividades habituales del area), como
en la comprension general de los enunciados corres-
pondientes, cuyo origen puede ser comun a lo ante-
riormente descrito. Por ejemplo, actividades del si-
guiente tipo:

¥ «;,Qué nimero debo anadir al 46 para obtener
el 14272»,

* Resulta que la cuarta parte de los arboles de
un parque son 248 arboles. ¢ Cuantos arboles
hay en el parque?

ElInforme Cockcroft aborda el tema de los errores
cometidos por los alumnos en ejercicios del tipo de los
descritos, de la siguiente manera:

«Los alumnos cuyo dominio del lenguaje es vacilante,
suelen soslayar sus problemas fijandose en el empleo
de palabras como «mas» o «menos», y considerarlas
como «ndicios verbales» que, en su opinién, reflejan la
operacion que se les pide. Sin embargo, con eso no
resuelven el problema.

Véanse los dos ejemplos siguientes:

Janet tiene 5 peniques y John tiene tres peniques
mds. ¢,Cuanto dinero tiene John?

Janet tiene 5 peniques y John 3. Averigua
cuanto dinero tiene Janet mds que John.

Ambos problemas contienen la palabra mas, pero
para resolver el primero hay que sumar, y para el
- segundo restar. En estos casos, el lenguaje sirve de
puente entre la situacion real (comparar monedas) y
las operaciones aritméticas que han de realizarse para
hallar ]Ja respuesta. No obstante, el lenguaje mas bien
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estilizado que suele emplearse en los «problemas ex-
presados en palabras» puede dificultar la evocacion de
las imagenes mentales precisas y la eleccién de la
operacion aritmética correcta, a los nifios cuyas des-
trezas de lenguaje y lectura no sean muy sélidas. Por
ellos se ven obligados a recurrir a los «ndicios verba-
les», y los profesores han de ser conscientes de ello».

Todo este cumulo de ejemplos es designado por
diversos autores como aspectos relacionados con el
meta-lenguaje y las meta-notaciones matematicas.

Actividades similares a la que se pasa a describir
(donde no incluimos las figuras que el profesor va
mostrando), podrian ayudar a los alumnos a realizar
¢laboraciones conceptuales y ajustes mentales de los
términos que definen o describen situaciones a ele-
mentos matematicos:

Profesor al alumno:

«Describe un cuadrado»
Alumno:

«Es una figura con cuatro lados»
Profesor:

;Esto?

Alumno:

«No. Es una figura cerrada con cuatro lados»
Profesor:

¢Esto?

Alumno A:

«No, es una figura cerrada con cuatro lados iguales»
Profesor:

JEsto?

Alumno A:

«No, es una figura cerrada con cuatro lados iguales
y cuatro dngulos iguales (o rectos)».

Alumno B:

«No, es una figura cerrada con cuatro angulos
iguales (6 rectos) y cuatro lados».
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Profesor:
JEsto?
Alumno B:

«No, es una figura cerrada con cuatro angulos
iguales (o rectos) y cuatro lados iguales».

Mucho mas poéticamente, Jorge Luis Borges, en
«Prologos», dice asi:

«El empleo de cualquier vocablo presupone una
experiencia compartida, de la que el vocablo es el
simbolo. Sinos hablan del sabor del café, es porque
lo hemos probado, sinos hablandel color amarillo,
es porque ya hemos visto limones, oro, trigo y
puestas de sol.»

Uno de los origenes de la ultima categoria de
problemas de comprension descritos anteriormente,
podria estar en la enseflanza prematura (o exclusiva)
de las operaciones a través de los algoritmos directos.
Asli, se produciria una identificaciéon univoca, no ra-
zonada, del término que determina el signo de la
operacion (por ejemplo, «méas»}, que contextualmente
pudiera significar otra cosa distinta, con la operacion
que simboliza. No parece ser esta la linea que los
actuales curriculos pretenden hacer seguir a la ense-
nanza de las Matematicas. En efecto, la pretension de
los programas que en la actualidad se estan
implementando es la de una ensefianza comprensible
de las Matematicas, trascendiendo de la comprensién
instrumental que venia siendo habitual (saber aplicar
reglas sin comprender su funcionamiento) hacia as-
pectos de comprension relacional (saber qué ha de
hacerse en los casos concretos y estar en condiciones
de relacionar estos procedimientos con conocimientos
matematicos mas generales, como podrian ser las
propiedades de la numeracion de posiciéon y de las
distintas propiedades de las operaciones: asociativa,
conmutativa, distributiva, ...) e incluso, si procediera,
de comprension integral (reconstruccion del camino
que conduce al resultado, conociendo las razones de
los pasos que se siguen).

El problema estriba en los habitos de ensenanza-
aprendizaje adquiridos. Nuestro aprendizaje de las
operaciones (y que transmitimos a los alumnos) esta
tan ligado a su algoritmo, que se suele confundir la
operacion con el algoritmo que la resuelve, porque el
algoritmo introducido a edades muy tempranas situa
el énfasis en la obtencién correcta y rapida del resulta-

do. Asi, se da prioridad al automatismo en detrimento
de la comprension. En este sentido, la finalidad de la
ensenanza de los algoritmos pasa de ser la operacion
algoritmizada a situar el objetivo en el propio algoritmo.

Una ensefnanza fundada en los algoritmos al uso:

a) Tiene como objetivo el propio algoritmo.

b) Los problemas que se proponen son ejercicios
para practicar.

c¢) Son mas faciles y rapidos de ensenar.

d) Es un camino firme y seguro para el profesor,
porque reproduce su propia experiencia de
alumno.

No obstante, y lo que produce aprendizajes signifi-
cativos, es una ensenanza comprensiva en sentido
amplio, que

a) utilice el algoritmo como herramienta,

b) sea la respuesta a situaciones problematicas y

no al revés,

c) evite los males producidos por la no compren-

sién de lo que ocurre, esto es:

- Idea equivocada de como es y como funciona ia

matematica.

- Menosprecio a la inteligencia de los alumnos.

- Fuente de errores.

- No hay recuerdo posterior para reconstruir pa-

S0S.
- Falta de flexibilidad.

David Fielker lo expresa muy adecuadamente asi:

«No voy a decir que los algoritmos de lapiz y
papel no deberian enseinarse, pero si diré que sola-
mente deberian enseftarse como parte del arsenal
de técnicas de que disponemos para ayudar a com-
prender los nimeros y no porque sean ttiles».

Un ejemplo, y una cuestién abierta es la necesidad
de explicar el algoritmo tradicional de la multiplicacién
por medio de la propiedad distributiva (o doblemente
distributiva) del producto. El problema es, de un lado,
cudl de las distributividades es la mas adecuada, y del
otro, cuando introducir el producto asi, de manera que
se convierta en el referente posterior dela distributividad
aplicada al ambito algebraico.

Las posibilidades entre las que optar serian las
siguientes:

* Multiplicacién tradicional justificada:

26x34=26x(4+30) =104 + 780 = 884
26 x34=26x(30+4) =780+ 104 =884
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La anticipacién algebraica a que da lugar es del tipo

ax{b+c=axb + axc

* Multiplicacion posicional absoluta (con todas las
variantes posibles):

26x34=(20+6)x(30+4) =
20x30+20x4+6x30+6x4 =884

Esta variante da lugar a la anticipacion algebraica
@+b)x(c+d)=axc+bxc+axd+bxd

*Multiplicacion posicional absoluta de Freudhental
(para Freudhental, laimagen natural es la distribucién
bidimensional, la tabla de doble entrada):

20 + 6
30 30x 20 30x6
+
4 4 x 20 4x6

Este paso gradual del dominio de los niimeros al
algebra es uno de los aspectos més abandonados de las
Matematicas. Elresultado es doble: De un lado, ciertos
alumnos se algebrizan en exceso, con lo cual se produce
unmenoscabo de la comprension numeérica en general.
De otro, una vez introducido el algebra, ciertos alum-
nos con capacidades formales poco desarrolladas,
evitan todo trabajo matematico al no considerar la
I posibilidad de seguir trabajando numéricamente mu-
chos aspectos abordados innecesariamente a través

del algebra. Asi, el siguiente problema (ANAYA 1.
Miguel de Guzman, José Colera y Adela Salvador) fue
resuelto como se describe por Victoriano, un alumno
con un extraordinario razonamiento aritmético, pero {o
tal vez por eso), resistente a ser «algebrizado»:

Problema

«Un hotel tiene habitaciones dobles y sencillas.
Tiene un total de 50 habitaciones y 87 camas.
iCuantas habitaciones sencillas tiene? ;Cuantas
dobles?.

Respuesta

Cada habitacién tiene al menos una cama. Por
tanto, se necesitan 50 camas para 50 habitaciones con
una cama. Nos sobran 37 camas que colocar, que se
pondrian en las habitaciones que van a ser dobles. Por
lo tanto, habra 37 habitaciones dobles y 50 - 37 = 13
habitaciones sencillas.
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Como dice Eisner, «Cada situacién educativa en la
que se toman decisiones es significativamente tinica,
no so6lo en el sentido temporaly espacial, pues todaslas
situaciones son tinicas por esas circunstancias, sino
en tanto que las metas, métodos, personas y contexto
difieren de una a otra significativamente y deben ser
tratadas en funcién de esas diferencias si se quiere ser
efectivor.

MARANA TENE-
MOS GEDMETRIA
JMECACHO/

BUEN DIA,MANC LITO ¢Tif-
4| NES CALDO EN FOLIEDROS?

i3

;Y ESTO ES UM !
ClILINDRO RECTO /
EME OYES? ,q

I
JNO,ND, SON
ARVEJAS 7

MOS GEOMETRIA
;ME CACIIOrs
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Asi, y en aras de la comprension, los problemas de
Manolito serian menos porque asumiriamos, con
Bruner, que:

«Cualquier materia puede ser ensefiada efectiva-
mente en alguna forma honradamente intelectual a
cualquier nifio en cualquier fase de su desarrollo»
(Bruner, J.- «El proceso de la educaciény).

Las Matematicas, en suma, podrian ofrecer a todos
los niveles, uno de los aspectos méas motivantes de las
mismas y que tiene que ver con su comprensibilidad:
«er» un concepto, un elemento, un problema mate-
matico con los sentidos e intelectualmente, y compartir
con los demas tal visién proporcionara (acorde a cada
nivel) una expresion de placer similar a la que tenia el
rostro de Andrew Wiles al ofrecer a sus colegas, al
mundo y a si mismo, la demostracion del Ultimo
Teorema de Fermat. Tan solo por la expresion de
placer que reflejaba la cara del matematico en ese
momento, mereceria que tal demostracion fuese la
correcta.
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IATENCION
SUSCRIPTORES?

Aquellos que tienen domiciliacién
bancaria, y por motivos de reestructuraciéon
en la base de datos para su mejora,
por favor envien a la mayor brevedad
posible los siguientes datos:
1.- CAJA/BANCO:
2.- AGENCIA:

3.- DC:
4.- N° C/C (10 DIGITOS):
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%1 Presidente del Comité Na-
ciorial del 82 Congreso Interna-
cional de Educacion Matematica
(ICME-8), en representacion de
laFederacion Espariola de Socie-
dades de Profesores de Matema-
ticas (FESPM), tiene el placer de
anunciar que dicho Congreso
tendra lugar en Sevilla, Espana,
del 14 al 21 de julio de 1996. Los
anteriores ICME’S tuvieron lugar
en Lyon (Francia), Exeter (Reino
Unido), Karlsruhe (Alemania),
Berkeley (U.S.A.), Adelaide (Aus-
tralia), Budapest (Hungria) y
Québec (Canada) bajo los auspi-
cios de la Comision Internacio-
nal de Instrucciéon Matemética
(ICMI), una subcomision de la
Unién Matematica Internacional
(IMU).

E1ICME-8 pretende continuar
esta serie de Congresos con el
objetivo de ampliar el desarrollo
dela educacién matematica para
mejorar el aprendizaje y la ense-
nanza de las matematicas. Le
invitamos a participar en el
ICME-8 en cuyo programa se in-
cluira una amplia variedad de
actividades cientificas y un vasto
programa cultural y social para
los congresistas y acompanan-
tes y donde tendra la oportuni-
dad de intercambiar opiniones y
discutir nuevas ideas sobre las
claves de la educaciéon matema-
tica, dentro de un marco inter-
nacional.




INFORMACION

\ [

u R
|CME 8 ‘,sx v%e‘)‘ux

Ny

H»

SEVILLAY 1996 C“ S5
;‘4\ ‘:,DP'D

8 CONGRESO

INTERNACIONAL

uaLnoE oo T BOLETIN DE INSCRIPCION

ROGAMOS CUMPLIMENTAR A MAQUINA O MAYUSCULAS. BOLETIN VALIDO PARA UN SOLO PARTICIPANTE

PARTICIPANTE / Datos personales

APELLIDOS NOMBRE
DOMICILIO D.N.L TELEFONO
CODIGO POSTAL | CIUDAD PROVINCIA

NOMBRE SOCIEDAD FEDERADA °

PARTICIPANTE / Datos profesionales

CENTRO DE TRABAJO ‘ , N.R.P.
DOMICILIO TELEFONO
CODIGO POSTAL l CIUDAD l PROVINCIA

NIVEL

L] meavre [ privaria [ scunparia [ ] BSCUELA UNIVERSITARIA [ umversbap

CUOTA DE INSCRIPCION (vilida solo hasta el 30 / 6 / 95)

MEDIO DE PAGO

Exclusivamente mediante
transferencia bancaria
] pacoAPLAZADO 3 pombre de:

primer plazo ................ 10.000 pts. Antes del 31. 7. 94

segundo plazo............... 20.000 pts. Antes del 30. 6. 95 EL MONTE CAJA DE

HUELVA'Y SEVILLA
Oficina Principal Sevilla
ANULACIONES c/c. n° 009/130471833
(Adjuntar comprobante de la
transferencia)

] PAGO UNICO .....cccevrenn. cesseer 30.000 pts. Antes del 30. 6. 95

Hasta 31.12.95 devolucién del 100% del importe,
IMPORTANTE:

Para esta inscripcién no se
Desde el 1.1.96 de acuerdo con la norma considerard

general de inscripcién al Congreso. ningtin otro medio de pago
que no sea transferencia.

USO EXCLUSIVO SECRETARIA TECNICA ROGAMOS REMITIR ESTE BOLETIN A: FECHA: ...
FECHA DE .
RECEPCION: ... _.__..______ ICME 8
Apartado de correos 4172
NOMERO, oo 41080 Sevilla
FIRMA: ...
NOTA:

La inscripcién no serd cbnsiderada definitiva en tanto no reciba confirmacién escrita desde la Secretarfa Técnica.

SECRETARIA TECNICA: BOREAL S.A.

F. Sanchez Bedoya, 7-2° - Tlfnos: (95) 421 89 84 / 421 89 85 - Fax: (95) 421 83 34 - Télex: 72522 - 41001 SEVILLA
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Universitat Politécnica de Catalunya

Departament de Matematica Aplicada II

TEMU-95

Jornadas sobre Nuevas Tecnologias en la Ensenanza de las

Matematicas en la Universidad

Segundo Anuncio

Barcelona, 16, 17 y 18 de febrero de 1995

Tema de las Jornadas

El objetivo fundamental es poner en comun las
experiencias innovadoras que se vienen realizando en
la universidad sobre la utilizacién de nuevos recursos,
especialmente informaticos, en la ensefianza de las
Matematicas.

Los temas centrales de las jornadas son: Calculo
Simbélico, Algebra Computacional, Calculo Numérico
y Software Matematico.

Conferencias y Comunicaciones

Las jornadas se estructuraran en conferencias invi-
tadas y comunicaciones.

Conferenciantes invitados: Claudi Alsina
(Universitat Politécnica de Catalunya), Keith Devlin
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(Saint Mary’s College, Moraga, California), Jacques
Morgenstern (Université de Nice, Sophia Antipolis),
Jordi Saludes (Universitat Politécnica de Catalunya),
Steve Skiena (State University of New York at Stony
Brook), Tomas Recio (Universidad de Cantabria),
Sebastia Xambo (Universitat Politécnica de Catalunya).

Presentacion de comunicaciones: Las comuni-
caciones deberdn presentarse en su version definitiva
antes del 30 de septiembre de 1994, para su examen
por el Comité Cientifico. Las comunicaciones acepta-
das seincluiran enlas Actas delas Jornadas, que seran
entregadas al inicio del TEMU-95.

El texto de las comunicaciones no debera sobrepa-
sar las diez hojas y la duracién de la presentacion sera
de veinte minutos. Las normas precisas referentes a
formato se enviaran aparte a quienes deseen presentar
comunicacion y las soliciten.
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TEMU-95
BOLETIN DE INSCRIPCION
Inscripcién
NOMDTE ¥ APEIHAOS: toiiviiiiiiiiiiiii e ettt ee et e e e e e e e e e e e e e e e e
Direccién profesional:
UNIVETSIAAA: 11iiiiiiiiii e e e e e e e e e e ettt et e e e e s e e e s e s et raeeeeeaeraa
CIIETO! Loiiiiiiiiiiitr e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e et e e e et eeaaeeaias
DEPATTAITIEINITO: oottt ettt e
DIFECCIOIL: t1vtttiireiiiiiiit ittt e e e e e e e e s et e e eee e e st et bttt e e e e e e e e e e e e e e s seeennn et aeeeeeeserins
| COAIZO-CIUAAA: weiiiiiiiiiiiiii it et e et e e e et e e e ettt e e e e s eeeeeen e asass
| TElEfON0 PIOfESIONAL L.iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiit e ettt e e e e e e e e ettt et e e e et e e e s reeaaaes
COTTEO ElECITOMICO: Lutviiiiiiiiiiiiiiii ittt e e e e oo e e e e e e e et e e e e ettt e eeeseeeeseenneres
X e e e ettt e et e e as
SItUACION PIOfESIONAL ...iiiiiiiiiiiiiiiiti e e
JPresentara comunicacion? Csi LINo
’ Importe inscripeion (20.000 Pts.) L,
% Importe cena social (5.500 Pts./pers.) e
Total abonado .......cccoceviviiiniiiiiniiiiins
Forma de pago: [JTaléon [JTransferencia
Alojamiento
JReserva alojamiento? (antes del 30-11-94) []si [JNo
Dia de llegada.......c...ovveviinnnnnn. Dia de salida ........ccooeevvvnnniininnnn.
Zona preferente del hotel: [JCampus [[JCentro Ciudad
Habitacion: [JIndividual []Doble
Si es doble, especificar el nombre y apellidos de la segunda persona
ODBSEIVACIOTIES: 11iiiiiiiiiiiiiiii ittt ettt e e e e s eeeeeaaese e e e s e be b ettt b et bt a b aaabbeates
Enviar a Secretaria de TEMU-95. Adjuntar talén o fotocopia de transferencia.
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Comités

Comité Cientifico: Josep Grané (U.P. Catalunya)
(coordinador), Alfonsa Garcia (U.P. Madrid), José Luis
Hueso (U.P. Valencia), Celestino Montes (U. Sevilla),
Marc Noy (U.P. Catalunya), Eugenio Roanes (U. C.
Madrid).

Comité Organizador: Antonio Montes (coordina-
dor), Albert Avinyo, Josep Ma. Brunat, Ferran Hurtado,
Montserrat Maureso, José Luis Ruiz, Vera Sacristan,
Pilar Sobrevilla.

Inscripcion

El precio de lainscripcién es de 20.000 Pts. Incluye
las Actas de las Jornadas y los almuerzos de jueves y
viernes. La cena social {opcional)tendra lugar el viernes
y tiene un coste adicional de 5.500 Pts./pers.

La inscripcion puede hacerse efectiva enviando
talon nominativo a nombre del Departamento de Mate-
matica Aplicada II (U.P.C.), o por transferencia banca-
ria ala cuenta Num. 2100-3648 # 25-011204-62 de “la
Caixa”, Agencia 3648, Av. Diagonal 647, 08028 -
Barcelona, en cuyo caso se ruega enviar fotocopia a la
Secretaria de TEMU-95 en previsién de confusiones o
extravios.

Secretaria de TEMU-95

Universitat Politécnica de Catalunya
Tel: (93) - 401 69 22

Departament de Matematica Aplicada II
Fax: (93) - 401 70 40 '

Edifici U
¢/ Pau Gargallo, 5
08028-Barcelona

E-mail: temu95@ma2.upc.es

Alojamiento
Disponemos de una interesante oferta de aloja-

miento por parte de la prestigiosa cadena NH al precio
aproximado de 4.000 Pts. por persona en habitacion
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doble compartida y de 7.000 Pts. en habitacion indivi-
dual. Los hoteles son RALLIE*** y LES CORTS***,
cercanos al Campus, y CALDERON*##* y PODIUM****,
en el centro de la ciudad. Si desea que le reservemos
alojamiento, indiquelo en la hoja de inscripcion y
enviela antes del 30-11-94.

Fechas Clave

30-9-94 Limite de recepcién de las comunicacio-
nes. '
1-11-94 Notificacion de aceptacion de las comuni-
o caciones.

30-11-94 Limite para inscripciéon con reserva de

alojamiento.
10-1-95 Fecha limite de inscripcion a tarifa nor-
mal.
16-2-9 Celebracion de las Jornadas.
Convocatorias

Secretaria General de la Federacion
Direccién de la Revista SUMA
Editor del Servicio de Publicaciones de la Federacion

Enmarzo de 1995 se cumplen los cuatro afios desde
que fueron elegidos el Secretario General de la Fede-
racion y el Director de la Revista SUMA, por tanto,
segun senalan nuestros Estatutos y su Reglamento,
llega la hora del relevo.

La Junta de Gobierno de la Federacion, en su
reunion de San Martin de Castaneda, decidio proceder
ala convocatoria para cubrir estos cargos unipersonales.
Reproducimos a continuacién los articulos de los Es-
tatutos y del Reglamento que rigen dicha eleccion:

Estatuto
Art. 14, El Secretario General sera elegido por la

Junta de Gobierno entre los candidatos presentados.
Su mandato sera de cuatro anos.
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Art. 15. Son funciones del Secretario General:

a) Actuar como secretario en la Comisién Perma-
nente y en la Junta de Gobierno, custodiando
sus actas.

b) Librar los certificados que proceda, con el visto
bueno del Presidente.

c) Ordenar gastos.

d) Informar a los asociados de las actividades de la
Federacion.

e) La Coordinacion general de las actividades de la
Federacion.

f) Organizar la elaboracion de estudios y trabajos
que redunden en beneficio de la Federacion y
que hayan sido aprobados en la Comisién Per-
manente o en la Junta de Gobierno.

g) Llevar la correspondencia de la Federacién.

Reglamento

Art. 9. El Secretario General de la Federacién sera
elegido por la Junta de Gobierno entre los candidatos
presentados. Sumandato sera de cuatro afios yrendira
cuenta de su gestiobn anualmente ante la Junta de
Gobierno.

Art. 10. Podra ser candidato cualquier socio de las
Sociedades federadas. La solicitud, dirigida al Presidente
delaFederacion, debera ir acompanada de la siguiente
documentacion:

a} Certificado en el que conste que es socio activo.

b) Una memoria de un maximo de tres folios, a

doble espacio y por una cara, en la que exponga
su posible programa de actuaciéon al frente de la
Secretaria General, asi como los contenidos de
las tres vocalias previstas.

Art. 11. La Junta de Gobierno convocara el puesto
de Secretario General mediante la comunicacién a las
Sociedades federadas, dos meses antes de finalizar su
mandato o, en el casode haber presentado su dimisién,
dando un plazo minimo de dos meses para la presen-
tacion de candidaturas.

Art. 12. El Presidente convocara una reunion de la
Junta de Gobierno para proceder a la designacion del

Secretario General entre los candidatos presentados.
Una vez decidida la designacion lo comunicara a las
Sociedades federadas.

Art. 13. Si no se presentara ningan candidato a
Secretario General, o ninguno de los presentados reci-
biera la confianza de la Junta de Gobierno, ésta queda-
ra facultada para designar a un socio que ocupara el
cargo accidentalmente y por un plazo no superior a dos
anos dentro de los cuales realizarda una nueva convo-
catoria.

Por lo que se refiere al Director de la Revista SUMA,
el*‘Reglamento dice lo siguiente:

Art. 14. La Revista SUMA la edita la Federacion
Espanola de Profesores de Matematicas. Su Director
sera elegido por la Junta de Gobierno entre los candi-
datos presentados. Su mandato sera de cuatro afios y
rendird cuentas anualmente de su gestion ante la
Junta de Gobierno.

Art, 15. Podra ser candidato a Director dela Revista
SUMA cualquier socio de cualquiera de las Sociedades
Federadas. La solicitud, dirigida al Presidente de la
Federacion, deberd ir acompanada de la siguiente
documentacion:

a) Certificado en el que conste que es socio activo.

b) Un proyecto en el que se exponga su linea

editorial, las caracteristicas técnicas de la revis-
ta y un presupuesto econémico de ingresos y
gastos.

¢) Relacion nominal del Consejo de Redaccion que

propone para la realizaciéon de la Revista.

Art. 16. La Junta de Gobierno convocara el puesto
de Director de la Revista mediante la comunicacién a
las Sociedades federadas dos meses antes de finalizar
su mandato, o en caso de dimisién, dando un plazo
minimo de dos meses para la presentacion de candi-
daturas.

Art. 17. La Junta de Gobierno nombrara un miem-

bro del Consejo Editorial por cada una de las Socieda-
des federadas a propuesta de las mismas, mediante
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certificacion de su correspondiente Junta Directiva.
Los grupos de renovacioén, investigacion y otras insti-
tuciones relacionadas con la Educacién Matematica
propondran miembros de sus colectivos para cubrir
cinco puestos en el Consejo Editorial; la Junta de
Gobierno designara a cinco personas entre los candi-
datos presentados. La convocatoria para esta eleccion
se realizara obligatoriamente junto con la del Director
de la Revista.

Art. 18. El Presidente convocara una reunién de la
Junta de Gobierno para proceder al nombramiento del
Director de la Revista SUMA y a la eleccién de los
miembros del Consejo Editorial entre los candidatos
presentados. Una vez decidida la designacién lo comu-
nicara a las Sociedades federadas.

Art. 19. Si no se presentara ningun candidato a
Director de la Revista SUMA, o a puestos del Consejo
Editorial, o los presentados no recibieran la confianza
de la Junta de Gobierno, ésta quedara facultada para
designar a un socio que ocupara el cargo correspon-
diente accidentalmente y por un plazo no superior a
dos anos entro de los cuales realizara una nueva
convocatoria.

El Servicio de Publicaciones fue creado por la Junta
de Gobierno en septiembre de 1993. Las bases para la
designacion del Editor responsable de este Servicio
son:

El Servicio de Publicaciones sera coordinado por un
Editor que debera ser un socio propuesto por su
Sociedad Federada. Sera elegido por la Junta de Go-
bierno de la Federacién, nombrado vocal ad hoc de la
misma y sera asesorado por un Comité Editorial.

Son funciones del Editor las siguientes:

a) Proponer a la Junta de Gobierno para su apro-
bacién, la composicion de un Consejo Editorial
de no mas de cuatro personas (excluido el Edi-
tor).

b) Elaborar su proyecto bianual de publicaciones
que presentara a la Junta de Gobierno para su
aprobacion. Dicho proyecto debera:
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- Incluir las propuestas de publicaciones que reciba
de las distintas Sociedades, debidamente informadas
por el Comité Editorial.

- Contener publicaciones que a juicio del Comité
Editorial puedan resultar convenientes.

- Especificar las caracteristicas, interés y viabilidad
economica de cada publicacion, asi como, los mecanis-
mos de edicion y distribucion.

c) Colaborar con los Servicios de Publicaciones de
las distintas Sociedades Federadas.
d) Establecer canales de colaboracién con otras

. entidades publicas o privadas que puedan fa-
vorecer el desarrollo del Servicio de Publicacio-
nes.

Plazos

Quienes deseen presentarse a alguno de esos puestos
convocados, deberé enviar a la Secretaria General los
documentos que se solicitan, antes del 30 de enero de
1995.

Designacion

La Junta de Gobierno se reunira entre los meses de
febrero y marzo de 1995 para proceder a designar al
responsable de cada puesto convocado entre quienes
se hayan presentado, o en su defecto, actuar como
indican los Estatutos.
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é@% hoja para fotocopiar y enviar "

Nombre y Apellidos:

Calle:
Poblacion: C.P.:

k Tto.: ( )
_CIF/NIF: Centro de Trabajo

Provincia/Pais:

Firmado: Fecha:

[(J Renovacién (N2 de suscriptor )E
Oprimera suscripcion
[ Ha sido antes suscriptor

Deseo suscribirme por 3 niimeros, a partir del nimero en curso al precio:
3.000 pts. particulares y 3.500 pts. Centros./Europa $35 U.S.A./América
y testo del Mundo $45 U.S.A. (Ver condiciones de suscripcién)

- dcCheque bancario adjunto
( Domiciliacién bancaria
O Giro Postal N® Fecha

* Imprescindible poner el n® de suscriptor

- suscripcién a la citada revista.

(S6lo para el Estado Espariol)
- Banco/Caja:

Domiciliacion Bancaria

_ Senores, les agradeceré que con cargo a mi cuenta corriente/libreta atiendan al recibo
_ que anualmente les presentara la revista «<SUMA» correspondiente al pago de mi

Ne C/C:

k Agencia:
 Calle:

_ Poblacién:

C. Postal:

Provincia:

Titular:

Firmado:

Fecha:

Firma:

Los miembros de cualquiera de las Socie-
dades que componen la Federacién reci-
ben la Revista por el mero hecho de ser
socios. Si no pertenece a ninguna Socie-
dady desearecibir SUMA en su domicilio
envie, debidamente cumplimentado, el
- boletin adjunto a Revista SUMA, Apdo.
1304, 21080 Huelva (Espaiia). El ni-
mero de inicio de la suscripcion es siem-
_ Preel que en ese momento se vayaaeditar,
considerdndose los nimeros precedentes
como nimeros atrasados. Dichos nime-
_Tos, se enviardn previa solicitud
_ Contrarreembolso, al precio de 1.200 pts.
araEspafiay $12 U.S.A. para el resto del
Mundo cada ejemplar, més gastos de en-
fo, excepto el n® 1 que est4 agotado. Para
U comodidad la suscripcidn le serd reno-

Condiciones de Suscripcion

vada automdticamente al finalizar el periodo
inicial  indicado, si no nos comunica por
escrito, su .deseo de causar baja.Para
Iberoamérica, Europay resto del Mundo, sélo
se aceptard la suscripcion por el importe indi-
cado, mediante transferencia internacional a
lac/cn®101.133920286 de EL MONTE, Caja
de Huelvay Sevilla, Oficina Principal, sita en
¢/Plus Ultra, 4.21001 HUELVA (Espaiia). Si
decide suscribirse a SUMA, puede optar por
cualquiera de las formas de pago que apare-
cen en el boletin de suscripcién. No obstante
nos permitimos sugerirle la domiciliacién
banciaria como forma més cémoda de hacer
efectivo el importe de la suscripcién, En ese
casono olvide rellenar con letra clara y firmar
y, en el caso de los Centros sellar, los datos
bancarios que aparecen en el boletin.
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;A TENCION
SUSCRIPTORES?

Agquellos que tienern domiciliacion
5ancaria, Y por motivos de reestructuracion
ert la base de datos para su mejora,
por favor enviern a la mayor brevedad
posible los siguientes datos:

1.- CAJA/BANCO:
2.- AGENCIA:

3.- DC:

4.- N° C/C (10 DIGITOS): ,
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DIVISION
por el
método de
LA GALERA.
Siglo XVI

1 @ALT PR FIGRAC & T PeA 8

2 DESPIDO

Un amo promete darle a su sir-
viente al cabo de afio 10 monedas de
010 y una capa. Al terminar el séptimo
mes le da la capa y dos monedas de
oro.

. {Cudl es el valor de la capa?.

Calendario

4 ¢COMO LO EXPLICAS?

Cinco por cuatro veinte, mis dos,
iguala 23.

5 LADERIVADA

{Qué tiene que ver la siguiente
frase con el concepto matemitico de
derivada?

6 PESADAS

Disponemos de 9 bolas exactamen-
te iguales en apariencia, pero una pesa
algo mds. Con unabalanza de dos plati-

7 NICHOLAS WADE. Spiral

8 SERIE I

Contintia 1a serie siguiente tenien-
doencuenta que para ellono hace falta
saber sumar:

9 SERIE II

{Aparecers alguna vez el nlimero 4
en Ia serie anterior?

Matemdtico - 15

opfonoodooooooo

{C6mo puede ser eso cierto?. llos, busca un procedimiento para ave- 1 . 4 r)
" . riguar en dos pesadas cudleslaque pesa 11 () . —
Vamos mejorando, el mis. 21 ‘
ritmo de empeoramiento 1211
es cada vez menor"?. 111221 Las proporciones en
Santa Maria de Novella
1 1 MOSAICO PERSA 12 CALCETINES 13 DIAGONALES 14 LA MONEDA ANTIGUA 15 REGLA 1 6 EL BALON DE FUTBOL 17
/ \ R : LCﬁéntos calcetines deben prepa- Hemos contado las diagonales Alicia encontré una moneda del Una regla que supuestamente debe El rombico-
rarse para una poblacién en la que la | de un poligono regular y salen 29, pero | emperador Augusto junto a una fecha, | medir12 cm. de largo, se ha deformado Cuanto El jcosaedro sidodecaedro tie-
terceraparte de los habitantes tienenun § estamos convencidos de haber contado [ el afio 27 antes de cristo (27 a.c.). Para | y actualmente mide 11.5 cm. Si mides] mayor es el truncado tiene ne casi el doble
solo pie y la mitad de los restantes | alguna de menos. calcular su valor, se la llevé alanticua- | una cuerda de 4 metros con esta regla.| nimero de 32 caras: 12 de caras, 62, dis-
prefieren ir descalzos? Iio que, tras una rdpida mirada, se la} ;Cuédnto medir4 la cuerda realmente?, § ¢aras de un pentégonos y tribuidas en 12
(En cusnto nos hemos equivocado?. | devolvié diciendo: *No hay duda de balén, mejor 120 hexégonos pentigo-nos, 30
que es falsa". seadaptarda y ocupa el cuadrados y 20
(C6mo lo supo con tanta facilidad?. la superficie 87.74% de la tridngulos y ocu-
de la esfera. esfera. pael 94.32%.

Cuando escribes 1os niimeros del
1 al 100. ;Cudntas veces empleas la
cifra 97 ‘
LY al escribir los nimeros del 1 al
10007.

(Cuintas veces empleas la cifra 0
paraescribirlos nimeros del 1 a1 10007.

26

(Qué nimero de dos cifras es igual
al doble del producto de éstas?

27

-Buenos dias, sefior pastor de 20 ove-
jas.

-Se equivoca. Con éstas, otras tantas
como éstas y la mitad de éstas, seré
pastor de 20 ovejas.

(Cudntas ovejas tenia el pastor?.

28

Unos amigos se reunen para meren-
dar. Si cada uno come 6 chorizos, so-
bran 5, pero si quieren comer 7 chori-
z0s, faltardn 8.

(Cuéntos amigos se han juntado?.

29
—

e

30

Coloca las cifras

del 1 a1 8 en cada uno
de los tridngulos de la
figura adjunta de ma-
neraque nohaya cifras
consecutivas en casi-

llas adyacentes.

CUADRADOS EL RUMOR RELOJES DE ARENA NUMEROS PARECIDOS RECTANGULOS MAS RECTANGULOS CIUDAD IDEAL
1 8 19 20 2 1 22 23 24 Daniel Spekle
Un pueblo tien 2550 habitantes. Solo disponemos de dos relojes Si tenemos dos niimeros: En las siguientes figuras hay 6 y 18 (viene del problema anterior). Si n
El cuadrado N A las 8 de la mafiana tres personas se | de arena capaces de medir 7 y11 minu- rectingulos: es el ntimero de columnas de rectingu-
grande tiene \ enteran de una noticia. Cada persona, | tos respectivamente. X =a" ( a+ 1) n+l : los de 1a figura y hay siempre tres filas,
una superfi- al cabo de media hora habrd comunica- , ' = a7 (34]1)" busca una expresion para el nimero
cie de 60 e, do la noticia a 3 nuevas personas. ¢Cémo podrias medir 15 minutos? y =a™ (at1) total de rectingulos de todos los tama-
(Cudl es la fios. ‘
superficie \ LA qué hora sabr4 todo el pueblo 12 ¢Cudl de los dos es mayor?. Cudntoshay || T 1| [ _T77°°°
del cuadrado noticia?. Caleula x/y en ésta?.
.pequeiio?.
EL NUEVE NUMERO EL PASTOR CHORIZOS ARBOL PITAGGORICO CIFRAS

Coordina: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* P1. 03007 - Alacant
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LA CAPA
1 AL PR FISUAC > T PR 8 2
Un senyor promet donar al seu
e servent en acabar l'any 10 monedes
DIVISIO . d'or i una capa. En finalitzar el stptim
pel > mes lidénalacapa i dues monedes d'or.
metode de
LA GALERA g@gggc Quin és el valor de la capa?.
Segle XVI S
4 COM HO EXPLIQUES? 5 LA DERIVADA 6 PESADES 7 NICHOLAS WADE. Spiral 8 SERIE I 9 SERIE II

Cinc per quatre vint, més dos, igual‘
a23.

Trobes alguna relacié entre la
seglient frase i el concepte mateméitic
de derivada:

Disposem de 9 boles exactament
iguals en aparenga, perd una pesa un
poc més. Amb una balanga de dos

Segueix la sirie segiient tenint en
compte que per a 2ixd no cal saber
sumar:

Tindrem alguna vegada el nimero
4 en la série anterior?

Calendari
Matematic - 15

Cém pot ser aixd cert?. platets, troba un procediment per 1 . 4 c?
"Anem millorant, el conéixer en dues pesades quina és la 11 (, . uN
. ' ‘e que pesa més. 21 :
ritme de l'empitjorament 1211
és cada volta menor"?. 111221 Les proporcions en
Santa Maria de Novella
1 1 MOSAIC PERSA 12 CALCETINS 13 DIAGONALS 1 4 LA MONEDA ANTIGA 1 5 REGLA 1 6 EL BALON DE FUTBOL 17
/ N . AN Quants calcetins hem de preparar Hem comptat les diagonals d'un Alicia va trobar una moneda de Una regla que suposadament ha . El rombico-
y per a una poblacid, la tercera part de la } poligon regular i tenim 29, perd estem l'emperador August junt a una data,§ de mesurar 12 cm. de llargéria, s'ha ) Quant L'icosaedre sidodecaedre té
qual téun peu solament i la meitat de la | convenguts d'haver-ne conmptat de | I'any 27 abans de crist (27 a.c.). Per| deformat i, actualmentmesura11.5 cm. | major és la truncatté 32 quasiel doble de
resta prefereixen anar descalgos?. menys. calcular la seua vilua, Ia va portar a] Si has mesurat una corda de 4 metres quantitat de cares: 12 cares, 62, distri-
I'antiquari que, després d'una rapida| amb aquesta regla. Quant mesurari Ia § cares d'un pentigons i buides en 12
En quantes ens hem enganyat?. ullada, se la va tomar dient-li: *No hi} corda realment?. bal6, millor 20 hexagons pentdgons, 30
ha cap dubte, és falsa”. s'adaptar a i ompli el quadrats i 20
Comho va saber amb tanta facilitat?. la superficie 87.74% de tridngles i ompli
de l'esfera. T'esfera. e194.32%.
QUADRATS EL RUMOR RELLOTGES DE SORRA NOMBRES PAREGUTS RECTANGLES I RECTANGLES 11 CIUTAT IDEAL
18 19 20 2 1 22 23 24 Daniel Speckle
Un poble té 2550 habitants. A Tan sols disposem de dos Si tenim dos nombres: Enles segiientes figureshiha 6118 (ve del problema anterior). Si nés
Bl quadrat s les 8 del mati tres persones s'assabenten | rellotges de sorra capagos de mesurar 7 rectangles: el nombre de columnes de rectangles
gran té una \ d'una noticia. Cada persona, al cap de | i 11 minuts cadasct. x =g" (a+1) n+l de la figura i hi ha sempre tres files,
superficie de mitjahora, haurd comunicat la noticia a y= antl (a +1 ) n troba una expressi6 per alnombre total

60 cm?.
Quina és la
superficie \
del quadrat
xicotet?.

3 noves persones.

A quina hora sabra tot el poble la
noticia?.

Com podries mesurar 15 minuts?

Qual dels dos és major?.
Calcula x/y

Quants n'hi
ha en aquesta?.

de rectangles.

25 EL NOU

Quan escrius els nombres de I'l
al 100. Quantes vegades fas servir la
xifra 97

Isiescrius elsnombresdel'l al 10007.

Quantes vegades fas servir la xifra 0

perescriure els nombres de1'1 a110002. |

EL NOMBRE

26

Quin nombre de dues xifres és
igualal doble del producte d'aquestes?

27 EL PASTOR

-Bon dia, senyor pastor de 20 ovelles.
-S'enganya. Amb aquestes, altres
tantes com aquestes i la meitat
d'aquestes, seré pastor de 20 ovelles.

Quantes ovelles tenia el pastor?.

2 8 XORICOS

Uns amics s'ajunten per a berenar.
Si cadascit menja 6 xorigos, sobren 5,
perdsivolenmenjar 7 xorigos, falten 8.

Quants amics s'hi han ajuntat?.

ARBRE PITAGORIC

29

XIFRES

30

Col.loca les xifres

N

de I'l al 8 en cadascu
dels triangles de 1a fi-
gura sense posar xifres
comsecutives en case-

lles adjacents.

Coordina: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* P1. 03007 - Alacant

Traducci6: Maria Teresa Gémez Amau i Leandre Iborra i Polo
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Bl calendario del mes de mayo se dedica a la antigua Grecia, auno de los
matem4ticos més importantes de la antiguedad, Pitdgoras, y a un ntimero al que
los matemaéticos le tienen gran afecto, es . Tanto es asi, que los miembros de 1a
Sociedad de Profesores de Matemdticas de Alicante jugdbamos estas Navidades
al niimero que ves a la derecha que contiene las cinco primeras cifras de .

Los matemAtics tenfamos duda entre el ntimero 31.416 y el formado por Ias
cuatro primeras cifras de otro niimero importante, e: 2.178. El secretario de la

Sociedad nos convencié de que con % era mis probable que nos tocara el gordo -

porque hay muchos m4s niimeros de cinco cifras que de cuatro. ;Qué opinas?

Calendario

Matematico -16

102306072<0314186FRS

2 EL BARBERO

En un pueblo hay un {nico barbe-

] ro, que siempre va pulcro y bien afeita-

do. Bste hombre afeita a todos aquellos
vecinos del pueblo que no se afeitan a
si mismos. Pero, ;quiénafeita al barbe-
ro?

3 CARDIOIDE

Dibuja una circunferencia. Fija uno
de sus puntos, Situdndote sobre distin-
tos puntos de

ella, dibujaotras
N circunferencias
G v‘?:&z.’:ﬂ“u que pasen por
“l‘-‘\‘;‘z'l".l,h;r/ ese punto.
N
NS

4 CUATRO

Para los pitagoéricos el 4 simboliza
1a Justicia, por ser producto de dos fac-
tores iguales.

{Qué niimero resulta de hacer cuatro
veces, cuatro veces cuatro por cuatro?

5 CINC

El ¢inco simboliza el matrimonio,
por ser la suma del 2 (primer par que
representa lo masculino) y €1 3 (el pri-
mer impar que simboliza lo femenino).

(Cudntos cincos hay en los 1000
primeros niimeros naturales?

EL CABALLO Y LA MULA

Un caballo y una mula caminaban
juntos llevando cada uno algunos sa-
cos pesados. Bl caballo se quejaba de
la carga y lamula ke dice: ‘‘;De qué te
quejas? Si yo cargara con uno de tus
sacos mi carga seria doble que la tuya.
En cambio, si tu cargas con uno de los
mios tu carga seria igual que la mia.
¢ Cuéntos sacs llevaba cada uno?.

7 T

El nimero pi viene de la palabra
griega ““periphereia’’ que, persergrie-
ga, comienza per la letra x, equivalen-
té a nuestra P, La palabra significa
circunferencia (periferia del circulo),
pero este nombre, 1t,no lo pusieron los
griegos, el primero en usarlo fué Buler
en el siglo XVIL.

8 LES BICICLETES

En un almacén hay 4.000 bicicle-
tas. Se venden un cierto niumero de ellas
y, de las que quedan, sabemos que el
63.636363...% son plegables y que el
22.2297297...% no son de carreras,

(Cuéntas bicicletas se vendieron?

9 HIPOTESIS DE GOLDBACH

La hipétesis de Goldbach dice:

Todo nimero par
es suma de
dos niimeros primos.

Investiga si se cumple.

1 0 DIEZ

Para los pitagéricos, el 10 erala
Tetractys, el numero mis perfecto,
como sintesis de la perfeccion de los

Jquatre primeros niimeros. Estaba re-

presentada en forma de tridngulo y en
su interior diez puntos d4ndole sentido
mégico, porello llevaban amuletos con
este disefio.

1 1 ONCE

Sea N=aabb un niimero natural
de cuatro cifras no nulas. Prueba que: N
es multiplo de 11 y calcula el cociente
de dividir N entre 11. ‘

aabb 11

1 2 INVERSION

({Cémo invertirias el tridngulo
pitagérico moviendo tres monedas?

1 3 TRECE

Todos sabemos que hay afios
que tienen "martes 13". Pero, jtodos
los afios tienen?. (Habrd algin afio

queno?. Cuéntos "martes 13" pueden 7 -

haber como miximo en un afio, bisies-
to o no?

1 4 PARADOJA

Paradoja con el
Tangram. Con las
siete piezas del
tangram podemos
construir estas dos
figuras idénticas en
todo salvo en que
unatienepieilaotra
no. (Dénde esté el
truco?

1 5 EL ARBOL DE PITAGORAS

1 6MEDIDAS TRADICIONALES

L Qué es una arroba?, jcuantos kilos
son?. (Y una fanegada de terreno?,
(cuédntos metros cuadrados?.

Investiga las medidas populares de
tu comarca. Pregunta a tus padres i
abuelos. Bstudia la equivalencia con el
sistema métrico.

17 CIUDAD IDEAL
Vicenzo Scamozzi. 1615

1 8 : EDAD

Una persona a la que le pregun-
taron la edad contesté: "Toma tres ve-
ces los afios que tendré dentro de tres

afios, réstale tres veces los afios quej.

tenia hace tres afios y resultard exacta-
mente los afios que tengo ahora®.

(Cufntos afios tiene esta persona?

19 PRIMOS DE MERSENNE

El mayor niimero primo conocido
es 227 1 que se escribe con 6533
cifras en la numeracién decimal.

(Siempre ocurre que 2° - 1, donden
es un ndamero natural, es un numero
primo?. ;En qué casos no se cumple?

2 0 ELEFANTE. Visién anémala
Roger N. Shepard. 1974

4’!

2 1 SRINIVASA RAMANUJAN

Matemitico indio que descubrid
upza férmnla en la que se basa el si-
guiente truco: Divide 2143 (los cuatro
primeros nimeros naturales) por 22.
Calcula laraiz cuadrada y obtendras &
con 8 decimales correctos.

Calcula 22 x t*

23 EL CUMPLEANOS

(Cu4l ha de ser el menor tamafio de un grupo de personas para que la
probabilidad de que al menos dos de los integrantes del grupo hayan nacido et

mismo dia del afio sea mayor que 1/27

Para tener la seguridad necesitamos evidentemente 366 personas, pero |para
que la probabilidad sea 1/2 no es preciso que el grupo tenga 183 personas. es
suficiente con muchas menos!. ;Cudl es el minimo?

30

31

25 ALBERTO DURERO
Proporc. del cuerpo humano

{| pondrias en

2 6 PAISOS NUMERATS

(Cusl es el
nimero que

el interro-
gante?

2 7 EERO

Un nfimero entero es tal que la
cifra de las decenas de su cuadrado es
impar. ;Cuél es la cifra de las unidades
de ese niimero?.

2 8 SOMBRA DESCONOCIDA

Cuéles la super-
ficie de la zona
de sombra te-
niendo en cuenta
que el tridngulo
esrectangulo ysu
vértice estd situa-
do en el centro
del cuadrado?

| O - |
Sala de los embafjadores (detalle)

Coordinaci6n: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* P1. 03007 - Alacant

Seleccio de problemes: Tomas Queralt i Llopis. CEP de Sagunt
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Bl calendari del mes de maig es dedica a l'antiga Grcia, aun delmatematics
més importants de la antiguitat, Pithgores, ia un nitmero al que els matemitics li
tenen molt afecte, és . Tant és aixique ¢ls membres dela Societat de Professors
de Matematiques d'Alacant jugavem aquest Nadal al nuimero que veus a la dreta.

Els matematics teniem dubte entre el nimero 31.416 i el format per les
primeres xifres d'un altre niimero important, e: 2.178. Bl secretari de la Societat
ens va convéncer de que amb 7 era més probable que ens tocara la grossa de
Nadal perqu2 hi ha molts més nimeros de cinc Xifres que de quatre. I tu, qué

opines?.

Calendari
Matematic -16

2 EL BARBER

BEn un poble hi ha un tinic barber,
que sempre va pulcre i ben afaitat.
Aquest home afaita a tots aquells veins
del poble que no s’afaiten a ells
mateixos. Perd, qui afaita el barber?

3 CARDIOIDE

Dibuixa una circumferéncia. Fixa
un dels seus punts. Situant-te sobre
4istints punts
d’ella, dibuixa
altres circum-
feréncies que
passen per eixe
punt.

4 QUATRE

Per als pitagdrics el 4 simbolitza la
Justicia, per ser producte de dos factors
iguals.

Quin nombre resulta de fer quatre
vegades, quatre vegades quatre per
quatre?

5 CINC

Simbolitza el matrimoni, per ser la
surma del 2 (primer parell que represen-
ta alld masculi) i el 3 (el primer senar
que simbolitza alld femeni).

Quants cincs hi ha en els 1000
primers nombres naturals?

EL CAVALL 1 LA MULA

Un cavall i una mula caminaven
junts portant cadascun alguns sacs. El
cavall es queixava de la carrega i la
mula li diu: “‘De qu et queixes? Sijo
carregara amb un dels teus sacs lameua
cirregaseriadoble delateua. Bncanvi,
si tu carregues amb un dels meus la
teua carrega seria igual que la meua.
Quants sacs portavael cavallilamula?

7 T

Elntmero pi ve de laparaula grega
“‘periphereia’’ que, per ser grega,
comenga per la lletra x, equivalentala
nostra P. La paraula significa
circumferéncia (periferia del cercle),
perdaquestnom, 7, 1o el van posarels
grecs, el comenga a gastar Euler en el
segle XVII.

8 LES BICICLETES

En un magatzem hi ha 4.000
bicicletes. Es venen un cert nombre
d’elles i, de les que queden, sabem que'
¢l 63.636363...% sén plegables i que]
€122.2297297...% no sén de carreres.

Quantes bicicletes es vengueren?

9 HIPOTESI DE GOLDBACH

La hipdtesi de Goldbach diuw:

Tot nombre parell
és suma de
dos nombres primers.

Investiga si es compleiX.

DEU

Per als pitagorics, el 10 era la
Tetractys, el nombre maximament
perfecte, en quant a sintesi de la
perfeccié. dels quatre primers. Estava
representada en forma de triangle i al
seu interior deu punts, donant-k sentit
magic per la qual cosa portaven amulets
on estava dissenyada.

ONZE

Siga N=2abb un nombre natural
dequatre xifresnonul.les. Provarque N
és miiltiple de 11 calcular el cocient de
dividir N entre 11.

aabb 11

12 INVERSIO
(Com invertiries el triangle pitagéric
movent tres monedes?

TRETZE

Tots sabem que hi ha anys que
tenen “dimarts 13", Perd, tots els anys
ho tenen?. Hi hauri algun que no?.

Quants *‘dimarts 13’* poden haveren b/ -

un any, bixest o no?

PARADOXA -

Paradoxa amb el
Tangram. Amb les
set peces del tan-
. gram podem comns-
. truir aquestes dues
figures id¢ntiques
1 levatqueunaté peu
| ilaltrano. On esta
el truc?

14

1 5 L'ARBRE DE PITAGORAS

16 MIDES TRADICIONALS.

Que és una arrova, quants quilos
s6n?.] una fanecada de terreny, quants
metres quadrats?.

Investiga les mides populars de la
teua comarca. Pregunta-lials teus pares
i avis. BEstudia l'equivalincia amb el
sisterna meétric.

CIUTAT IDEAL
Vicenzo Scamozzi. 1615

17

EDAT

Unpa persona a la que li pregun-
taren I’edat contestd: "Agarreu tres
vegades els anys que tindré d’aci tres
anys, resteu-li tres vegades els- anys
que tenia fa tres anys i resultard
exactament els anys que tinc ara™.

Quants anys té esta persona?

19 PRIMERS DE MERSENNE

Bl major nombre primer conegut
és 221791_1 que s'escriu amb 6533 xifres
en la numeraci6 decimal.

Sempre ocurreix que 2° - 1, onn és
un nombre natural, és un nombre pri-
mer?. Bn qliins casos no es compleix?

2 LEFANT. VISIO ANOMALA
Roger N. Shepard. 1974

2 ISRINIVASA RAMANUJAN

Matematic indi que va descobrir
una férmulaenla que es basaelsegiient
truc: Divideix 2143 (els quatre primers
nimeros naturals) per22. Calculal'arrel
quadrada i obtindras it amb & decimals
correctes.

Calcula 22 x m*

L'ANIVERSARI

23

de 'any siga major que 1/27

moltes menyst. Quin és el minim?

Quin ha de ser el menor tamany d'un grup de persones per a que la
probabilitat de que al menys dos dels integrants del grup hagen nascut elmateix dia

Per atindre la seguretat necessitem evidentment 366 persones, perd |peraque
la probabilitat siga 1/2 no és precis que el grup tinga 183 persones. en sénsuficients

31

2 5 ALBERTO DURERO
Proporcions del cos huma

d

PAISOS NUMERATS

26

Quin és el
nombre que
posaries en
I"interro-
gant?

Un ntiumero enter és tal que la xifra
deles desenes del seu quadrat és senar.
Quina és la xifra de les unitats d'eixe
numero?.

2 8 L'OMBRA DESCONEGUDA

Quina és la
superficie de la
zona d’'ombra
tenint en compte
que el triangle és
rectangle i el seu
virtex cau en
el centre del
quadrat?

L 2090 30 38 30

BT " 7 R 7L R
Sala dels embalxadors (detall)

Coordinacié: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* PL. 03007 - Alacant

Selecci6 de problemes: Tomas Queralt i Llopis. CEP de Sagunt
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CENTRES OE
PROFESSORS

1 POTENCIAS

Utilizando tres veces lacifra 1 po-
demos escribir los niimeros 111, 11*1
1!, de los cuales, evidentemente, el
primero es el mayor.

Estudia qué ocurre con las cifras 2,
3,4, ..

PIRAMIDE DE KEOPS.
2 \ Ghizeh.

3 CAMPANADAS

Desde que comienza a oirse la pri-
mera de las campanadas con que un
reloj anuncia las 2, hasta que deja de
oirse la segunda, pasan 2 segundos.
(Qué duracién tendri el toque de las
37

4

(Se podria
utilizar para
hacer rodes
de vehicu-

Calendario

Matematico -17

los?.

Bsta curva se forma uniendo
arcos de circunferencia con cen-
tros en los 3 vértices deltridngu-
1o, y tiene una propiedad comiin
con la circunferencia: su ampli-
tud es constante. Cuando rueda
sobre una superficie horizontal,
el punto més alto se encuentra
sieropre a la misma altura.

6 FERMAT REVISADO
40% + 802 =20

Este es un ejemplo de igualdad del
tipo:
a’+bpr=¢
Investiga.

7 ROMPER PALILLOS 1

Rompemos un palillo en tres tro-
zos. [ Bn qué condiciones formarin
un tridngulo?. ;Cuéles la probabili-
dad de que eso ocurra?

8 ROMPER PALILLOS II

Ahora rompemos el mismo palillo
en cuatro trozos. ;Cusl es la probabili-
dad de que formen un cuadrilitero?

9 FICHAS

El dnico movimiento que se permi-
teesllevaruna ficha auna casillavacia
adyacente(incluido endiagonal). ;Cudl
es el minimo mimero de movimientos
para intercambiar
blancas i negras?. eolele J

®)

[oR{e)

LY con n fichas?.

1 O CUBOS

¢Cudantos cubos diferentes pode-
mos construir con 26 cubitos transpa-
rentes iuno de color?.

LY conn’-1 transparentes y uno de
color?.

1 1 MONEDAS

Si hacemos rodar la moneda de la
izquierda a lo largo de la circunferen-
cia de la otra una vuelta entera, la
volveremos a ver en lamisma disposi-

.cién que al principio. (Qué pasa si

damos solamente media vuelta?. Pién-
salo primero i después compruébalo.

f
12 - LA SIMETRIA

Mahal. Agra. 1632-1653

13 CUADRILATEROS

Utilitzando para los lados seg-
mentos de, como miximo, dos longi-
tudes diferentes, estudia qué cuadrils-
teros se pueden formar.

1 4 CIUDAD IDEAL
Giorgio Vasari il Glovane

j

CARA (O)Y CRUZ ()

15

Se lanza una moneda. El primer
jugadorobtiene 1000 pts. sienlasdos
primeras jugadas sale CX 6 XC. Sies
en la tercera (CCX 6 XXC) no gana
nadie. A partir de aqui, el segundo
jugadorrecibe 1000 pts. por cada tira-
da necesaria para llegar a CX 6 XC.
L Bs justo el juego?. .

1 6 TRIANGULOS

‘Dado un trifngulo cualquiera,
encuentra diferentes formas de divi-
dirlo en tres tridngulos
de igual 4rea.

J

PARTE ENTERA

La notacidn [ ] significa “parte
enterade®. Porejemplo, [2,7]=2, [r]=3,
[12]=12.

0,0,1,2 sén els quatre primers tér-
minos de la forma [3n/4] para
n=0,1,2,3,...Continia la sucessién.
[Puedes anticipar qué ocurre?. ;Y con
aybenlugarde 3i47.

1 8 FERMAT

Fermat descubrié que exactamente
la mitad de los nlimeros primos son
suma de dos cuadrados perfectos. Por
ejemplo, 13 =22+32,

Investiga

Planta del mausoleo

2 O CORTAR ESQUINAS

21

Si cortamos las

2 LA PARADOJA DE
PETERSBURGO

Pedro pagard a Pablo 1 pta. sisale

(BARBARIDAD?

23

2 4 ARBOL DE PITAGORAS
Con tridngulos isdsceles

25

Hemos colocado las 28 fichas del dminé sobre la mesa, forman-
do un gran recténgulo. Si nos olvidamos de las lineas de separacién y
tenemos en cuenta inicamente los niimeros, se ve asi:

LAS FICHAS DEL DOMINO

26

6 2 0 0

)
SO
et

y 6 cm. de base.

L/

Halla el de 4rea maxima.

dos partes de
igual forma y
superficie; esto
no habria sido
posible con un
corte recto:

tar las siguien-  [5-[3- IH
tes figuras en ok
dos partes que g;
tengan -
forma y super- 7
ficie?

Un cubo esquinas obtene- cara en el primer lanzamiento de una 2+2=5
tiene: mos un cubo Investiga moneda, 2 si no aparece hasta el se-
.. Caras truncado con los efectos | 8undo lanzamiento, 4 sisale altercero, (para valores muy
- vértices czra; al truncar] 8 2l cuarto, .. (Cuénto dinero ha de grandes de 2)
...aristas v.mces 6tros s6li-| apostar Pablo para que el juego sea
...arstas dos jUStO?.
CESTO. Indios del Rio Negro PARALELOGRAMOS CORTES
27 y Atabapo (Brasil-Venezuela) 28 29 30
Bstudia el 4rea de los
TN aralelogramos de 20 cm. de perimetro Esta figura ha :
At P sido dividida en (Podrias cor- i i

PAN

igual ~|-

T
LI
[
(N

—_ s s OO W
AN W= N — W
W O O\ = N — a
O b PO e
—_ WA WO O W

4

YW = N

4

(Puedes reconstruir
las lineas de separacién
de las piezas?.

B O W

Coordina: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* P1. 03007 - Alacant

Seleccidn de problemas: Fernando Juan Garcia. CEP de Gandia
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CENTRES DE
PROFESSORS

-1, dels quals, evidentment, el primer

1 POTENCIES

Utilitzant tres vegades la xifra 1
podem escriure els nombres 111, 11*1

és el major.

Bstudia qué ocorre amb 2, 3, 4, ...

2 PIRAMIDE DE KEOPS.

Ghizeh.

CAMPANADES
3

Des que comenga a sentir-se la
primera de les campanades amb quéun
rellotge anuncia les 2, fins que deixa
desentir-se lasegona, passen2 segons.
Quina durada tindr el toc de les 37.

4 LA RODA

Bs podria
utilitzar per
fer rodes de

Calendari
Matematic -17

Aquesta corba es forma
unint arcs de circumfer¥ncia
amb centres en els 3 vértex del
triangle, i té una propietat co-
muna amb la circunferéncia: la
seua amplaria és constant. En
rodar sobre una superficie

vehicles?.

horitzontal, el punt més alt es
troba sempre a la mateixa altura

6 FERMAT REVISAT
407+ 807 =207

Aquest és un exemple d'igualtat del
tipus:

7 TRENQUEM PALETS I

Trenquem un palet en tres trossos.
En quines condicions formaran un
triangle?. Quinaés laprobabilitat que
aixd ocdrrega?

8 TRENQUEM PALETS II

Ara trenquem el mateix palet en
quatre trossos. Quina és la probabilitat
que formen un quadrilater?

FITXES

L'inic movimient que s permet
és portar una fitxa a una casella buida
adjacent (fins i tot, en diagonal).

Quin és el minim nombre de mo-
viments per inter-

CUBS

Quants cubets diferents podem
construir amb 26 cubets transparents i
1 de color?.

1] MONEDES

Si fem rodar la moneda de I'esquerra
al llarg de la circumferdncia de 1'altra,
una volta sencera, la tormarem a veure
en la mateixa disposicié que

1 2 LA SIMETRIA
Ta} Mahal. Agra.1632-1653

Utilitzant per als costats
segments de, com 2 maxim, dues
longituds diferents, estudia quins
quadrilaters es poden formar.

1 4 CIUTAT IDEAL
Giorgio Vasari il Giovane

A\

Es llanga una moneda. Bl pri-
mer jugador obté 1000 ptes. si en les
dues primeres jugades ixen CX 6 XC.
Si és en la tercera (CCX 6 XXC) no
guanya ningh. A partir d'aci, el segon
jugador rep.1000 ptes. per cada tirada
necessiria per a arribar aCX o XC.Es
just el joc?.

Donat un triangle qualsevol,
troba diferents formes de dividir-loen
tres triangles d'igual area.

La notacié [ ] significa "part en-
tera de". Per exemple, {2,7]=2, [r]=3,
[12]=12.

0,0,1,2 sén els quatre primers
termes de la forma {3n/4] per a
n=0,1,2,3,...Continua la sucessid.
Pots anticipar qud ocorre?. Iambaib
en comptes de 3 147,

a*+p=¢ . X (I amb n’-1 transparents i 1 de co-
Investiga. canviar blanques i |g g |@ lor?. inicialment. Qu& passa si femnomés la
negres?. meitat de la rotaci6?. Pensa-ho primer
01]0]|O
¢lamb nfitxes?. i després comprova-ho.
QUADRILATERS CARA (C) ICREU X) 1 6 TRIANGLES PART ENTERA 1 8 FERMAT

Fermat va descobrir que exactament
la meitat dels nombres primers sén
suma de dos quadrats perfectes. Per
exemple, 13 =22+32,

Investiga

Planta del mausoleu

TALLAR CANTONS

20

Si tallem els

Un cub cantons obtin-
% ) drem un cub
... CArES truncat amb:
- Vértex ... cares Investiga
-aristes ... vértex els efectes
...aristes al truncar
altres sodlids

22 "LAPARADOXA DE
PETERSBURG

Pere pagarh a Pau 1 pta. siix cara
en el primer llangament duna moneda,
2 sino apareix fins alsegon llangament,.
4 si és al tercer, 8 al quart, ... Quants
diners ha d'apostar Pau per tal que el
joc siga just?.

23 BARBARITAT?

2+2=5

(per a valors molt
grans de 2)

ARBRE DE PITAGORES
24 Amb triangles isdsceles -

25

Hem posat les 28 peces del ddmino damunt Ia taula, formant un
gran rectangle. Si ens oblidem de les linies de separacié i tenim en

compte Unicament els nimeros, es veu

LES FITXES DEL DOMINO

26

aixi:

ISTELLA. Indis del Riu Negre
2 i Atabapo (Brasil-Venegola)

PARALEL.LOGRAMS
28

Estudia I'area dels paralel.lograms
de 20 cm. de perimetre i 6 cm. de base.

v

Busca el d'area mixima.

TALLS

29

Aquesta figura
hasigut dividi-
daenduesparts
d'igual forma i
superficie; cap
tall recte ho
haguera lograt:

les

Podries tallar

gures en dues
parts d'igual
forma i super-
ficie?

30

segiients fi-

VAN

it

— R AN NN W

6
5
1
2
1
3
5
6

WO A = N = L
O W A~ O = O
— W R WO O Wn O

Pots reconstruir les
linies de separacié deles
peces?.

AN W N W — NN S
AN AN O W WA

Coordina: José Antonio Mora Sanchez. CEP d'Alacant. Avda. de Aguilera, 1 - 2* P1. 03007 - Alacant '

Selecci6 de problemes: Fernando Juan Garcia. CEP de Gandia




