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La Geometria como Matematica
aplicada en su evolucion historica:
de Euclides a Mandelbrot

Maria Begona del Hoyo

Enla presente contribuciéon intentamos evidenciar cémo la Geometria alo largo de toda
su historia ha desempeifiado un papel fundamental interactivo con la ciencia natural, en
particular con la Fisica, y mas en concreto atin con la Mecéanica. En la primera parte
esbozamos nuestra visién de esta intima interrelacion desde el alba de la Geometria en
China, Mesopotamia y Egipto hasta nuestros dias. En la segunda damos una breve
descripcion de la nueva Geometria Fractal, haciendo énfasis en su emergencia como
consecuencia de lanecesidad de representar los objetos reales con una mejor aproximacién
que la que suministran las formas suaves de la geometria euclidiana o diferencial.

Introduccion

De entre todas las ramas de las
Matematicas, quiza la Geometria sea
la que méas dramaticamente puede
ilustrar la intima y misteriosa rela-
cion entre matematica y naturaleza.
Esto se debe en gran parte a las
connotaciones plasticas y sensoria-
les que la Geometria suele tener. El
proposito de este articulo es poner de
manifiesto comola ciencia geométrica,
desde sunacimiento en los albores de
nuestra civilizacion, ha ido evolucio-
nando determinando el modelo de las
ciencias fisicas -comenzando por la
Mecénica- sirviendo, a la vez, como
una poderosa herramienta para el
estudio de éstas, y enriqueciendo su
acervo por las demandas que una
percepcion mas profunda de los feno-
menos y formas fisicas ha venido
ejerciendo sobre ella. Veremos que el
origen de la Geometria necesaria-
mente tuvo que ser precursor del
nacimiento de la Mecanica, cémo se

desarrollaron paralelamente, fecun-
diandose mutuamente, estas dos

ciencias, hastallegar alas modernas °

y abstractas concepciones de la teo-
ria geométrica de la gravitacion -la
teoria de la relatividad general- y las
teorias geométricas de las restantes
fuerzas de la naturaleza que consti-
tuyen lo que hoy se conoce con el
nombre de modelo estandar -teoria
electrodébil y cromodinamica cuan-
tica. Por supuesto que no pretende-
mos entrar en el detalle de estas
sofisticadas elaboraciones, lo que,
por otra parte, estaria fuera de lugar
aqui. Solo intentamos, sucinta y
parcialmente, esbozar una interre-
lacién entre Geometria y ciencia na-
tural (en particular ciencia fisica),
profundamente significativa y de un
valor cultural y educativo induda-
ble. Finalizamos refiriéndonos a la
nueva geometria de la naturaleza
descubierta en esta época de los
ordenadores por Benoit Mandelbrot:
la geometria fractal.

Geometria y mecéanica a lo
largo de la historia

No es de extranar que la Mecani-
ca seala «Ciencia Madre» de la Fisica
pues el objeto de su estudio lo
constituye el fenémeno mas elemen-
tal y comun que el hombre observa
en el mundo: el movimiento. En el
mundo existen cosas, y relaciones
entre estas cosas que son percibidas,
a veces inalteradas y a veces cam-
biantes, por el ser humano. Es
cuando la conciencia humana al-
canza su madurez reflexiva y obser-
va inquisitivamente el movimiento
cuando se dan las condiciones para
el nacimiento de la Mecanica como
ciencia.

Como ocurre con los origenes de
todo es dificil precisar y conocer los
origenes de la Mecanica. La toma de
conciencia critica del movimiento
debié incubarse durante un largo
periodo, y también durante genera-
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ciones, probablemente en diversos
lugares de la Tierra, se comenzaron
aplantear los primeros interrogantes
y a producirse las primeras respues-
tas. Todo esto, muy diluido y muy
difuso, se habria de perder para la
historia. Desde un punto de vista
restrictivo con respecto a la natura-
leza de la Mecanica podemos decir
que los primeros datos histéricos de
que disponemos al respecto se re-
montan a la China de la «época delos
reinos guerreros» (del siglo VIII al IIT
antes de J.C.). Las guerras y per-
turbaciones sociales de ese tiempo
harian aparecer Escuelas politicas
de sabios y cientificos que buscarian
una solucién de buen gobierno y paz
universal. Una de las mas impor-
tantes desde el punto de vista que
nos concierne seria la de Mo Ti, que
creia posible la paz universal a tra-
vés de una activa propaganda en
favor del amor interpersonal y una
organizacion militar al servicio de la
seguridad colectiva. En los mismos
fragmentos de los sermones de Mo Ti
(siglo V antes de J.C.) donde se ha-
llan las primeras huellas de una
geometria en la antigua China en-
contramos, como era de esperar, los
primeros elementos de mecanica. Ya
hay una definicion de «duracion,
Icien; del dnstante sin duraciony, che;
de la «fuerzav, li, que es lo que hace
mover; de los «so6lidos», hing, etc. (1).

Pero Mo Ti no ejerceria ningan
efecto sobre la ciencia que termina-
ria siendo predominantemente un
producto de la cultura occidental.
Por eso, generalmente las diversas
historias de la Mecanica suelen co-
menzar en la antigua civilizacion
griega, de cuya lengua tomaria su
nombre, con Aristételes y mas fun-
damentalmente con Arquimedes.
Pero el objeto de esta contribucién
no es la historia de la Mecanica o de
algin aspecto concreto de ella; mas
bien pretende elucidar la naturaleza
dela conexion entre Mecanicay Geo-
metria a través de la cambiante si-
tuacion historica de estas dos disci-
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plinas. Aqui queremos resaltar que
sila Mecanica es la ciencia del movi-
miento también lo es del reposo que
esun caso limite del movimiento, ala
vez que sunegacion. Yla descripcion
de las cosas en reposo, por lo que a
sus formas e interrelaciones espa-
ciales se refiere, es la geometria del
mundo fisico. Por ello una actitud
menos restrictiva sobre la naturale-
za de la Mecanica nos fuerza a hacer
retroceder el nacimiento de la Meca-
nica hasta el de la Geometria.

La Geometria, en un principio,
fue pues mecanica. Los testimonios
histéricos mas lejanos indican que,
a lo mas temprano, en el afio 4.241
a.de C.y, entodo caso, nomas tarde
que el 2.781 a. de C. en Egipto los
conceptos de nuimero y forma se
hallaban mucho mas desarrollados
que lo que permitiria el estadio pri-
mitivo de la cultura. Lo mismo ocu-
rria para Mesopotamia hacia el 5.700
a. de C. Tanto la necesidad de un
calendario, con las observaciones
astronémicas que ello implica, para
las civilizaciones agricolas de estos
pueblos, como el hecho de que babi-
lonios y egipcios eran constructo-
res infatigables y primitivos inge-
nieros de sistemas de irrigacion,
estimulo el calculo empirico. En
esta edad -edad del empiricismo- la
Geometria fue una ciencia experi-
mental.

Los babilonios de alrededor del
afio 2.000 a. de C. conocian, como
hechos dela experiencia, teoremas de
pura geometria tan fundamentales
como que el angulo inscrito en un
semicirculo es recto, el teorema de
Pitagoras, al menos para ciertos ca-
sos particulares de tridngulos rec-
tangulos, y el que los lados de an-
gulos correspondientes en tridngulos
semejantes son proporcionales (2).
Los antiguos egipcios parecen haber
sabido que el area de un triangulo se
obtiene multiplicando un medio de la
base por la altura; pero el resultado
mas importante en la geometria

pregriega del que ellos dispusieron
parece haber sido descubierto -o
imaginado- por el anonimo egipcio
que dio un ejemplo numeérico de la
formula correcta, (1/3)h(a+ ab + b?)
para el volumen de una piramide
cuadrada truncada de altura h, y
lados ay b para sus dos bases. Esto
ocurria alrededor del 1.850 a. de C.
Ni babilonios ni egipcios probaron
susresultados. Estos eran para ellos
producto de sus observaciones del
mundo fisico, constituian la «geome-
tria fisicay, el germen de la Mecénica.

" Las caracteristicas de unidad y
generalidad como valores deseablesy
logrados que caracterizan al pensa-
miento cientifico en contraposicién a
la mentalidad que se satisface con
una coleccion de hechos, el razona-
miento deductivo, a partir de un
conjunto de hechos o postulados, yla
prueba tendrian que esperar hastala
Grecia del siglo VI a. de C. con Tales
y la escuela Pitagorica.

Ademas del espacio, a la idea del
movimiento fisico se encuentran
indisolublemente asociadas las no-
ciones de tiempo y materia -0 mas
modermamente- energia. El espacioy
el tiempo son las formas de existencia
del mundo real, y la materia-energia
su sustancia. Descartes definié como
objetivo de las ciencias exactas la
descripcién de todo devenir fisico en
términos de estos tres conceptos fun-
damentales, y por tanto, al menos en
gran parte, con referencia al movi-
miento, mecanicisticamente (3). Los
griegos elevaron a la categoria de
ciencia la descripcion mecanica del
mundo fisico en reposo. Eso fue la
geometria euclidiana. El nacimiento
de la Geometria como ciencia fisica
determiné que tuviera que ser preci-
samente euclidiana puesto que el
mundo fisico tridimensional, el obje-
to de su estudio en sus comienzos, es
a primera vista empiricamente eucli-
diano. El concepto de tiempo esta tan
estrechamente ligado al de movi-
miento que cualquier definicion
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operacional que se dé de él implica
algtin tipo de movimiento.

La conexion intima entre la Geo-
metria y la Mecanica no se limita a
sus origenes. La historia entera de la
Mecanica ilumina constantemente
unarelacion con la Geometria, algu-
nos de cuyos méas profundos aspec-
tos sOlo empezaron a ponerse de
manifiesto cuando Einstein publicé
en 1916 los fundamentos de la teoria
de la relatividad general.

Con Arquimedes, generalmente
considerado el fundador de la Meca-
nica como ciencia, la Premecanica»
que fue s6lo geometria euclidiana dejo
paso ala Estatica. Dejando aparte las
explicaciones aprioristicas del movi-
miento de Aristoteles, por primeravez
registra la historia un interés en las
condiciones que posibilitan el reposo.
Y esto, con contraste experimental a
pesar de la tradicién antiexperi-
mentalista delos griegos. Arquimedes
formulé su Estatica siguiendo el
modelo de la Geometria de Euclides;
comenzando por sentar unos postu-
lados de los cuales deducir proposi-
ciones. Ademas de esta influencia
estilistica, Arquimedes usé la Geo-
metria como ciencia auxiliar en su
razonar mecanico. De paso es curioso
notar que Arquimedes utilizara tam-
bién en unaocasiénla Mecanica como
ayuda para resolver el problema geo-
meétrico dela obtencion del area de un
segmento parabdlico (2).

La Geometria siempre jugé con
creciente sofisticacién desde en-
tonces esos dos papeles en la cien-
cia que yalahabia trascendido. Fue
el prestigio de la Geometria como
ideal de ciencia exacta lo que de-
termino la estructuracién al modo
geomeétrico -definiciones, postula-
dos o leyes, y demostracion de pro-
posiciones- de la obra magna, de
Newton «Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica» (1687), obra
en la que ademas se ilustran las
demostraciones de tal modo con la

geometria griega que puede consi-
derarse como un monumento a la
geometria sintética. :

A finales del siglo XVIII Lagrange
con su «Méchanique Analytique»
(1788), creyd haber logrado la eman-
cipacion de la Mecanica de su ser-
vidumbre hacia la Geometria.
Lagrange escribia en el prefacio: «...
En esta obra no se encontraran
diagramas. Los métodos que expon-
gono requieren ni construcciones ni
razonamientos mecanicos o geomé-
tricos, sino solamente operaciones
algebraicas (analiticas) sujetas a un
procedimiento uniforme y regular».
Pero la misma Geometria habria de
evolucionar para hacer ver que la
tutela de la que Lagrange habia li-
berado a la Mecanica era aquella de
la geometria sintética de los griegos
para hacerla depender en vez de la
geometriadiferencial. La lagrangiana
de un sistema mecénico en efecto es
una funcién sobre el fibrado tangen-
te de la variedad diferenciable que es
el espacio de configuracion del siste-
ma.

La formulacién hamiltoniana de
laMecanica supone un paso adelan-
te en la formalizacién y geome-
trizacion de la Mecanica en un cierto
sentido. El punto de vista moderno
considera la mecanica hamiltoniana
como una geometria en el espacio de
las fases. Este espacio posee una
estructura de variedad simpléctica.
En este contexto un sistema meca-
nico hamiltoniano se define por una
variedad de dimension par (el espa-
cio de las fases), una estructura sim-
pléctica sobre esta variedad (la inte-
gral invariante universal de Poincaré),
y una funcién sobre la variedad (la
funcién de Hamilton). La formulacién
de Lagrange es menos general que la
de Hamilton ya que el grupo de
transformaciones de la dltima es el
de las transformaciones canénicas
que contiene como subgrupo el de
las transformaciones puntuales. (EI
espacio de las fases es el fibrado

cotangente del espacio de configura-
cién, y la funcion de Hamilton, la
transformada de Legendre del
lagrangiano). Aunque Hamilton in-
trodujo sus ecuaciones en 1834, la
interpretacion geométrica de la for-
mulacién hamiltoniana no se haria
hasta el presente siglo a raiz de los
trabajos de Cartan (4). La primera
exposicion moderna de la teoria de
los sistemas hamiltonianos sobre
variedades simplécticas probable-
mente es la debida a Reeb en 1952
5).

De hecho muchas de las ideas
abstractas de la Geometria pura
han tenido su origen en el estudio
de la mecanica; asi por ejemplo el
concepto de fibrado cotangente de
una variedad diferenciable apare-
Ci6 por primera vez como el espacio
de las fases de la mecanica hamil-
toniana. En otro orden de cosas
hemos visto cémo la Geometria na-
ci6 como ciencia empirica; mas tarde
Euclides habja mostrado en sus
«Elementos» como aquella geome-
tria podia deducirse a partir de un
numero de postulados. Durante dos
milenios la geometria euclidiana se
tomoé sin ninguna duda como la
geometria del mundo fisico. Durante
estos dos milenios se esforzaron
inatilmente los gedmetras en sim-
plificar el sistema de postulados de
Euclides deduciendo el quinto pos-
tulado de los restantes. En 1733 el
jesuita Geralamo Saccheri intenté
un nuevo procedimiento de prueba
tratando de construir una geome-
tria sin el quinto postulado con la
esperanza de llegar a contradiccion
(6).

Parece que fue Carl Friedrich
Gauss quien primero tuvo el coraje
de aceptar que fuera légicamente
posible una geometria no euclidiana.
Aungue esto ya suponia la emanci-
pacion de la Geometria de su rela-
cion con el mundo fisico, se dice que
Gauss incluso pensé en la posibili-
dad de que el espacio fisico no fuera
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euclidiano y comprob6 con resulta-
do afirmativo, dentro de su precisién
experimental, sila suma de los an-
gulos del triangulo formado en Ale-
mania por los tres puntos de
Brocken, Hoher Hagen e Inselberg
era o no 180°. El desarrollo de la
primera geometria no euclidiana se
debe a los tres contemporaneos
Gauss, Bélyai y Lobachevski. En
1870 Felix Klein demostré la con-
sistencia interna de esta nueva
geometria, probando en consecuen-
cia la independencia del quinto
postulado de Euclides.

El espacio de la geometria de
Gauss, Bélyai y Lobachevski era un
espacio bidimensional de curvatura
constante. La generalizacién y exten-
sién a espacios de mas dimensiones,
no una cuestion trivial, la resolvié en
1854 Georg Friedrich Bernhard
Riemann, que presenté lo que hoy
llamamos geometria Riemannianaen
sulecciéninaugural de Gotinga «UUber
die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen». El subsiguiente
trabajo de Christoffel, Ricci, Levi-
Civita, Beltrami y otros desarroll6 las
ideas de Riemann para dar lugar a la
bella estructura matematica que
Einstein utilizaria para proponer un
sustituto mas sofisticado a la teoria
de la gravitacién de Newton.

Es curioso que elmismo Riemann,
alfinal de su vida, intentara sin éxito
relacionar la gravitacién con el con-
cepto de curvatura en la nueva geo-
metria. Sin embargo Riemann s6lo
consideré para su propésito el espacio
y la curvatura del espacio, y no el
espacio-tiempo y la curvatura del
espacio-tiempo (7).

Con la teoria de la relatividad ge-
neral, una parte de la Mecanica, la
teoria de la gravitacion, volvié a ser
mas una geometria que nunca lo
habia sido cualquier parte de ella
desde el momento en que con
Arquimedes esta ciencia dejo de ser
una pura geometria estatica del espa-
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cio fisico tridimensional. Pero ahora
en un sentido mas profundo y com-
pleto que en la época preArquime-
diana, pues por una parte en este
caso se trata de la geometria del espa-
cio- tiempo, del que el espacio fisico
tridimensional es una seccién, y por
otra, siendo la teoria de la gravitacion
de Einstein un marco en el que el
comportamiento de la materia es
afectado por la geometria del espacio-
tiempo y, a la vez ésta depende de la
localizacién de la materia, lo que te-
nemos es una geometrodinamica.

El éxito que alcanzé la geo-
metrizacion de la gravithcién indujo
alos tedricos a intentar construir un
marco geométrico que unificara las
dos teorias de campo principales del
momento: la de Einstein del campo
gravitatorioyla de Maxwell del campo
electromagnético. Weyl construyé en
1918 la primera geometria no
Riemanniana en un esfuerzo para
producir la buscada teoria unificada
(8). Varios intentos posteriores en la
misma linea por Einstein, Kaluza
(1919), Klein y Mandel (1926) tam-
poco se tradujeron en resultados
satisfactorios. Laidea basica consis-

" tia en enriquecer la geometria del

espacio substrato de los fenémenos
fisicos dotandolono sélo de curvatura
(que representa la gravitacion), sino
también de torsion (que representa-
ria el electromagnetismo), o bien in-
troduciendo una quinta dimension
para los fenémenos electromagnéti-
cos.

La artificialidad de estas teorias
dio lugar a que se abandonase este
tipo de aproximacién al problema de
la unificacién geometrizada de las
fuerzas delanaturaleza. Fueron otros
derroteros iniciados con la teoria de
campos «gauge» de Yang-Mills (1954)
(9) los que habrian de conducir a
esquemas geométricos unificadores
de las fuerzas electromagnéticas y
aquellas otras de la microfisica que
se descubrieron en el siglo XX.
Aungque los pioneros Yang y Mills no

fueron conscientes de ello, después
se veria que su construccion teérica
podia interpretarse geométricamente
a la luz de la generalizacion de las
geometrias de Riemann sobre fibra-
dos que supuso hacia 1950 el esta-
blecimiento de la teoria de conexio-
nes afines sobre estas estructuras.
En este marco los campos gauge
determinan la conexién sobre el
fibrado: las fibras corresponden a
los atributos internos (cargas) de las
particulas elementales. Los campos
gauge, como el campo electromag-
nético, estan directamente relacio-
nados con las propiedades geomé-
tricas de las fibras o espacios inter-
nos, no con el espacio-tiempo, como
pensaban Weyl, Einstein y otros al-
rededor de los afios veinte en sus
vanos intentos para unificar el campo
electromagnético y el gravitatorio.

El esquema construido por Yangy
Mills en 1954 fue el modelo antece-
dente para la teoria de la interaccién
electrodébil de Weinberg (1967) y
Salam (1968). Dicha teoria unifico
efectivamente la fuerza electromag-
nética y la débil (responsable de la
desintegracion beta de los neutrones
en los nucleos atémicos) con tal éxito
que, al verificarse experimentalmen-
te la existencia de las particulas
asociadas a los campos gauge que
ella predecia, se les otorgd a sus
autores el premio Nobel de fisica.
Hacia el mismo tiempo, siguiendo
también el modelo gauge de Yang y
Mills se construy6 la teoria gauge de
las fuerzas nucleares o de las
interacciones fuertes, hoy en dia co-
nocida como «cromodindmica cuan-
tica». Finalmente, las fuerzas elec-
trodébiles y las nucleares se unifica-
rom en umn tnico esquema geomeétrico
gauge: la llamada Teoria de la Gran
Unificacién. Hay que mencionar, sin
embargo, que las predicciones expe-
rimentales de esta teoria, asi comolas
de una de sus componentes -la cro-
modinamica cuantica- atin no han
podido ser confirmados por la obser-
vacién, lo cual pudiera ser debido ala
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enorme dificultad y altisimas ener-
gias que se necesitan pararealizar los
experimentos necesarios. No obstan-
te, son muchos los que estan con-
vencidos de que en lo esencial la
Teoria de la Gran Unificacién es una
geometrizacion unificadora correcta
de tres de las fuerzas basicas de la
naturaleza. La situacién presente es
paraddjica, pues la cuarta fuerza
basica, la gravitacion, que fue la pri-
mera que se geometrizo en 1916 con
labella construccién dela Teoria dela
Relatividad General, queda aparte
habiéndose resistido hasta ahora a
incorporarse a un esquema unitario
con las otras tres fuerzas fundamen-
tales que formanymueven el universo.

Geometria fractal

Para finalizar vamos a mencionar
brevemente como, observando mas
cuidadosamente las formas que se
presentan enlanaturaleza, ha emer-
gido una geometria, distinta de la
euclidiana en un sentido muy dife-
rente de aquél en que lo son las geo-
metriasriemannianas, peromas apta
para describir con mejor aproxima-
cion las formas reales de los objetos
naturales. Nos referimos a la que ha
convenido en llamarse «geometria
fractal» a propuesta de Benoit
Mandelbrot que, en su libro de 1975
«Les objects fractales. Forme, hasard
et dimension», ademas de acunar el
término, hizo notar la utilidad de los
objetos fractales para describir he-
chos naturales muy diversos. En
palabras del propio Mandelbrot «...las
nubes no son esferas, las montanas
no son conos, las costas no son arcos
de circunferencia, la corteza de los
arboles no es suave, ni el rayo descri-
be una linea recta». Estas formas
naturales y muchas otras, como las
que corresponden a los crateres dela
luna, la distribucién de galaxias en
el universo, o a los fenémenos de
turbulencia, mejor que por las figu-
ras familiares de la geometria eucli-
diana se representan mas exacta-
mente mediante fractales.

La historia de las fractales co-
menzo6 en el periodo que va de 1875
a 1925 cuando se fueron encontrando
ejemplos de objetos geométricos que
no entraban en el marco de la geo-
metria diferencial y que presentaban
propiedades sorprendentes: curvas
que rellenaban el plano, regiones de
este ultimo con area finita pero pe-
rimetro infinitamente largo, curvas
que no tenian tangente en ningan
punto, etc. Aunque matematicos ilus-
tres (Cantor, Peano, Weiertrass y
Hausdorff, entre otros) estudiaron
estos objetos, fueron considerados
en general como curiogidades solo
utiles a la hora de exhibir contra-
ejemplos que pusieran de manifiesto
los riesgos de la intuicién y la nece-
sidad del rigor en geometria. Hubo
incluso quien las taché de «curvas
monstruosas o curvas patolégicas».

Veamos un ejemplo de curva
fractal debido a Helge Von Koch
(1904). Se parte de un segmento que
se divide en tres partes iguales. La
parte central es sustituida por otros
dos segmentos iguales formando
angulos de 60° con el tercio de seg-
mento que se sustituye, y del mismo
lado de éste. Se aplica la misma
transformacién a cada uno de los
cuatro segmentos iguales que for-
man la curva quebrada que se obtie-
ne tras el primer paso. La curva
fractal de Von Koch es la curva limite
que se obtendria repitiendo este
proceso «ad infinitum.

Es facil comprobar varias propie-
dades de esta curva que son comu-
nes a muchas fractales. En primer
lugar, en cada transformacion apli-
cada a un segmento la longitud de
éste se multiplica por4/3. Por tanto,
la curva limite tendra una longitud
infinita. Por otro lado, el nimero de
vértices en la curva, en los que no
hay una tnica tangente, crece in-
definidamente. En consecuencia la
curva de Von Koch no va a tener
tangente en ningtn punto y nova a
poder ser analizada por medio de la

geometria diferencial. En tercer lu-
gar, cada segmento obtenido en
cualquier etapa del proceso infinito
arriba descrito experimenta even-
tualmente el mismo destino y sera
en el limite completamente idéntico
a la curva total excepto por la escala
y orientacion. Se dice que la curva es
«autosimilar», porque cada trozo de
la misma es equivalente a cualquier
otro salvo transformaciones ele-
mentales. Esta dnvariancia de escala»
es en este caso exacta, mientras que
en otros fractales (particularmente
en los que se encuentran en la na-
turaleza) es s6lo aproximada.

Otrainteresante propiedad de este
objeto esta relacionada con su di-
mension. En un cierto sentido sigue
teniendo dimensién 1, como cual-
quier curva «normalb. En efecto, basta
retirar un punto de la curva para
dividirla en dos partes disconexas.
Se dice que la dimensién «topolégicar
delacurvaes 1. Existen, sin embargo,
distintas definiciones matematicas
de dimensién. Cada una tiene inte-
rés por distintas razones, pero al-
gunas son mas apropiadas que otras
para dar una estimacion numérica
de la complejidad del objeto estudia-
do. Aquino podemos entrar en deta-
lles, pero bastenos mencionar que la
definicién de dimensiéon apropiada
para los fractales es la que se conoce
con el nombre de dimension de
Hausdorff-Besicovitch. Para las for-
mas no fractales propias de la geome-
tria euclidiana esta dimensién siem-
pre coincide con la dimensiéon
topolégica, mientras que para los
objetos fractales es mayor que esta
ultima. Esta propiedad se toma como
caracteristica esencial que define un
fractal. La dimension de Hausdorff-
Besicovitch es un niimero no entero
paralos fractales, de ahi el nombre de
fractal. En el caso de la curva de Von
Koch la dimension es logd/log3 =
2.618. Para una mayor informacién
sobre esta cuestion y la geometria
fractal se pueden consultar las refe-
rencias 9 y 10 de la Bibliografia. El
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copo de nieve o isla de Von Koch esta
formado por tres curvas de Von Koch
construidas sobrelos treslados de un
triangulo equilétero. La apariencia de
la figura resultante es la de un copo
denieve, y siendo infinito el perimetro
de la curva limite resultante, el area
que encierra es finita.

Con la ayuda de ordenadores se
pueden construir muchas otros frac-
tales, no solo de dimensién fractal
comprendida entre 1y 2 sino también
de dimensiones entre 2 y 3. Entre
estos ultimos estan aquellos que si-
mulan con gran realismo panoramas
terrestres o de un planeta imagina-
rio. Tales paisajes resultan mas y
mas accidentados a medida que es
mayor la dimensioén fractal. Por su-
puesto en estos casos la «autosi-
militud» no es exacta, como lo es en
el caso de la curva de Von Koch, sino
estadistica, en sentidos perfectamen-
te definidos.

Consideracién final

Hemos visto mas arriba como la
Geometria, desde sus origenes hasta
el presente, ha mostrado una intima
y rica conexion con la descripcion y
el estudio de las formas y fenémenos
naturales. Al mismo tiempo, hemos
tratado de poner de manifiesto como
también la concepcién cientifica de
los fendémenos y formas fisicas deter-
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miné el nacimiento de la Geometria
como preMecanica, originé la apari-
cion de la Geometria Fractal, y ha
tenido en muchas ocasiones un
profundo efecto sobre el modo de
evolucionar de la Geometria.

Este proceso histérico dialéctico
aunnohaterminado. Las estructuras
geométricas delas teorias fisicas mas
abstractas y actuales y el reciente
descubrimiento dela Geometria Frac-
tal asi lo indican. La historia de la
honda y dinamica relacién entre
Geometria y Naturaleza, con toda
seguridad, se prolongara en el futuro,
volviendo a deparar a los seres hu-
manos sorpresas, asombro reveren-
cial y belleza. Es esta insondable
relacion y este convencimiento lo
que hemos tratado de transmitir mo-
destamente en esta contribucién.
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