RECURSOS PARA EL AULA

El salto de la rana

Francisco Merchan Cid

Los conceptos y propiedades que desarrollamos en un tema deben incluirse, siempre
que podamos, en situaciones que anime a los alumnos a explorar, formular y comprobar
conjeturas, ..... etc., y les permita aprender matematicas de forma creativa e independien-

te.

,Por qué no empezamos con un juego?

El salto de la rana es un JUEGO
INDIVIDUAL que consiste en
intercambiar la posicion de dos gru-
pos de fichas colocadas sobre un
tablero.

Para practicar el juego se necesi-
ta un tablero lineal con un nimero
impar de casillasy un ntimero par de
fichas: la mitad de un color y la otra
mitad de otro color; por ejemplo, sise
utiliza un tablero de cinco casillas,
seran necesarias dos fichas blancas
y dos fichas negras. En la figura I se
muestra c6mo se colocan las fichas
en el tablero: todas las fichas del
mismo color a un lado u otro de la
casilla central que permanece vacia.
(Por ejemplo: blancas a la izquierda
y negras a la derecha de la casilla
central).
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El objetivo del juego consiste en
intercambiar las fichas: las fichas

Figura I
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blancas donde estan las negras y
viceversa, teniendo en cuenta las
siguientes reglas:

PRIMERA: Las fichas colocadas ala
izquierda de la casilla central se
mueven hacia la derecha y las
colocadas a la izquierda se mue-
ven hacia la derecha. LAS FI-
CHAS NO PUEDEN RETROCE-
DER.

SEGUNDA: En cada jugada (movi-
miento) s6lo se puede mover una
ficha (de cualquier color).

TERCERA: Una ficha puede mover a
la casilla de al lado si esta vacia.
(Sin retroceder).

CUARTA: Una ficha puede saltar
sobre otra de distinto colorsila
casilla que hay a continuacion
esta vacia.

~ Las primeras actividades que ha
de realizar el alumnado deben estar
orientadas a familiarizarse con el
juego y sus normas, practicar, jugar
e intentar el intercambio de la fichas
segiin las reglas dadas. Se les suge-
rira que simplifiquen el juego, que lo
intenten con un numero reducido de

fichas en cada parte, primero con
una, luego con dos, con tres, etc., y
que observen los movimientos que
impiden avanzar y los que bloquean
las fichas.

Una vez conseguido el objetivo
deljuego, intercambiar las fichas, se
hara ver al alumnado la necesidad
de expresar mediante un cédigo cada
uno de los movimientos realizados.
Para ello es necesario numerar las
casillas del tablero que, dependiendo
del nivel del alumnado, podemos
hacerla de una de las dos formas
siguientes:

a) Con una sucesion de niime-
ros naturales (del 1 al 5, del 1
al 7, etc.) de forma correlativa
y comenzando por la primera
casilla de la izquierda a la que
se le asigna el nimero 1.

b) Con una sucesién de name-
ros enteros asignando el na-
mero cero ala casilla central,
las casillas situadas a su de-
recha se numeran con ni-
meros positivos (+1,+2,+3...)
y las casillas situadas a su
izquierda con ntmeros ne-
gativos (-1,-2,-3,..).
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Cada movimiento puede quedar
expresado por un par ordenado de
nameros: el primero indica la casilla
de partida de la ficha en movimiento
y el segundo la casilla de llegada. El
par (-2,0) significa que una ficha
colocada en la casilla -2 pasa a co-
locarse en la casilla 0. De esta forma
tenemos codificados los movimien-
tos.

En lo que sigue, consideraremos
el tablero numerado con los ntime-
ros enteros y los conceptos matema-
ticos se deberan introducir depen-
diendo del nivel del alumnado que
esté desarrollando el juego.

A partir de este momento pode-
mos iniciar una serie de actividades
relacionadas con: GEOMETRIA,
CALCULO DE AREAS y MODELOS
MATEMATICOS.

Es conveniente establecer unas
condiciones iniciales:

a) Las fichas blancas estan co-
locadas a la izquierda de la
casilla central y las negras a
la derecha.

b) Las casillas las numeramos
con ndmeros enteros.

c) El estudio se realiza, prime-
ro con una ficha de cada
color, luego con dos, con
tres, ....

d) El primer movimiento se
realiza con fichas blancas.

Establecidas las condiciones
iniciales, pueden realizarse una
serie de actividades que introducen
al alumnado en el lenguaje simboli-
co, en las representaciones grafi-
cas, -una de las grandes dificulta-
des del alumnado- en el calculo de
areas y en la busqueda de modelos
matematicos.

Actividades relacionadas
con la Geometria

I) Expresar mediante pares
ordenados los movimien-
tos que deben realizarse;
con una, dos, tres,... fi-
chas de cada color, hasta
completar el juego.

II) Representar graficamente
los pares ordenados que
representan los movi-
mientos necesarios para
completar el juego. (Con-
viene utilizar,representa-
ciones distintas siempre
que se varie el namero de
fichas de cada color).

III) Unir, mediante una linea
peligonal, los distintos
movimientos desde el pri-
mero hasta el que comple-
ta el juego, en cada una de
las representaciones gra-
ficas obtenidas anterior-
mente.

IV) Observar las figuras obte-
nidas al aumentar el ni-
mero de fichas de cada
color que intervienen en
el juego y compararlas
entre si.

V) Observar la representa-
cién grafica de los movi-
mientos que se realizan
con fichas de un mismo
color.

Estudio y analisis de las
actividades

Larealizacion de las actividades
serialadas y el analisis de los resul-
tados obtenidos, puede llevar con-
sigo la introduccién, segiin sean
necesarios, de conceptos como: par
ordenado, ejes de coordenadas,
abscisa, ordemnada, cuadrantes,

simetria, bisectriz, giro, ecuacién
de una recta, regién del plano,
inecuacién,...

En el desarrollo del juego y ana-
lizando las graficas obtenidas al
representar los movimientos, pode-
mos observar que, al aumentar el
namero de fichas que intervienen
en eljuego, algunos movimientos se
repiten. Esto hace que la figura
obtenida con n fichas contenga las
figuras obtenidas con un numero
de fichas menor a n. Por ejemplo la
figura obtenida con 4 fichas de cada
color (fig.7) contiene las figuras
obtenidas con 1, 2, y 3 fichas de
cada color; figuras 1, 3, 5 respecti-
vamente.

Entre los movimientos que se
repiten destaca el representado por
(-1,1). Este punto es el tnico que .
pertenece a todas las figuras obte-
nidas.

Una vez que se ha detectado esa
circunstancia podemos pedir al
alumnado que dibuje la linea que
pasa por este punto y el origen de
coordenadas en todas las figuras
obtenidas y que mental o manual-
mente doblen la figura por la linea
dibujada.

CONCLUSION: Obtenemos fi-
guras simétricas respecto
de la bisectriz de los cua-
drantes pares. (figuras:
1,3,5,7).

Esta situacion nos puede permi-
tir introducir conceptos como: si-
metria, figura simétrica, eje de
simetria, bisectriz, bisectriz de
los cuadrantes 2°y 4°.

De la observacion de los puntos
que representan las movimientos
de las fichas de un mismo color,
(actividad V) puede deducirse que
estan separados. Es el momento de
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pedir al alumnado que represente
los "hipotéticos movimientos" que
dejan cada ficha en su sitio (inten-
tan mover una ficha pero la vuelven
a dejar en su sitio) y que dibujen la
linea que pasa por ellos; de esta
forma obtienen los puntos del plano
con coordenadas iguales (x =y) y la
linea recta que pasa por ellos
(bisectriz de los cuadrantes 1°y
39).

Esta situacion nos puede permi-
tir introducir conceptos como: bi-
sectriz, bisectriz de los cuadran-
tes 1° y 3°, funcion identidad,
semiplano.

Durante el desarrollo del juego o
el analisis de los resultados, posi-
blemente algtin alumno/a nos ha-
bra planteado la cuestion siguien-
te: ¢,qué ocurre si el primer movi-
miento se realiza con las fichas
negras?. Si no fuese asi, debemos
proponer al alumnado que realice
un estudio completo teniendo en
cuenta esta nueva variante y que
comparen los resultados obtenidos

CONCLUSIONES:

Los puntos que representan los
movimientos de las fichas blancas "es-
tan encima" de la bisectriz de los cua-
drantes 1°y 32, (recta de ecuaciénx -y
= 0) por lo que pertenecen al semiplano
de ecuacion x -y < 0.

Los puntos que representan los mo-
vimiento de las fichas negras "estan
debajo" de la bisectriz de los cuadran-
tes 1°y 39, (recta de ecuacién x - y = 0)
por lo que pertenecen al semiplano de
ecuacién x -y > 0.

En la figura II estan representadas
estas conclusiones en el caso de tres
fichas de cada color. Los movimientos de
las fichas blancas estan senalados con B
y los de las fichas negras con N.
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segin sea el primer movimiento del
juego con blancas o con negras.

Aunque obtenemos figuras dis-
tintas y el movimiento que destaca
es el representado por (-1,1), ya que
es el inico que pertenece a todas la
figuras obtenidas, las conclusiones
son las mismas:

Todas las figuras contienen a
las anteriores.

Se mantiene la simetria res-
pecto de la bisectriz de los cua-
drantes pares (fig. 2,4,6,8).

Se mantiene la posicién rela-
tiva de los puntos que represen-
tan los movimientos de las fi-
chas de distinto color.

Las propiedades estudiadas has-
ta ahora, son independientes de las
condiciones iniciales: primer movi-
miento y nimero de fichas.

Realicemos un nuevo estudio mo-
dificando las condiciones iniciales:

Manteniendo el nimero de fi-
chas de cada color, analizar y com-
parar las dos figuras que obtene-
mos segiin iniciemos el juego mo-
viendo la ficha blanca o la ficha
negra.

Previsiblemente algunas/os
alumnas/os nos diran: "Es la mis-
ma figura que se le ha dado la
vuelta'. "Sale la misma figura pero
girada".

Tomando como referencia una
de las dos figuras, por ejemplo, la
obtenida moviendo en primer lugar
una ficha blanca, podemos plan-
tear dos nuevas actividades al
alumnado:

VI) Dibuja en una cuadricula
los puntos y segmentos que
obtienes al doblar la figura
por la bisectriz de los cua-
drantes impares.

VII) Con el compas o semicir-
culo graduado y en la
misma cuadricula que

.
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CONCLUSION:

Las figuras que
representan el desa-
rrollo del juego, se-
gan realicemos el
primer movimiento
con la ficha blanca o
negra, (fig. 1y2;3y4;
5y 6; 7y 8) pueden
realizarse, una a par-

tir de la otra, reali-
zando una simetria
respecto de la bi-
sectriz de los cua-
drantes impares o un
giro de 180° con cen-

tro ens el origen de
coordenadas.

Figura III

En la Figura III se representa con trazo continuo la figura a girar y con trazo
discontinuo la figura obtenida al aplicar el giro o la simetria.

tienes dibujada la figura,
efectia un giro de 1802 a
cada punto. Es convenien-
te que realices los giros por
segmentos y que dibujes,
con un color distinto al de
la figura que estas girando,
el segmento que determi-
nan.

La figura obtenida, en cualquier
caso, coincide con la obtenida mo-
viendo en primer lugar una ficha
negra.

Estas actividades nos pueden
permitir introducir los conceptos de:
eje de simetria, puntos simétri-
cos, figuras simétricas, y giros.

Actividades relacionadas
con el calculo de areas

Una vez representados los movi-
mientos y obtenidas las distintas fi-
guras, podemos entrar en una etapa
en la que intervienen conceptos rela-
cionados con €l calculo, para ello po-
demos proponer unanueva actividad:

VIII) Estudiar el area de las

distintas figuras obteni-
das independientemente
del primer movimiento
realizado.

Estudio y analisis de la
actividad

El desarrollo de esta actividad
introduce al alumnado en el procedi-
miento del calculo del area de una
figura por descomposicién en otras
(triangulos, paralelogramos, ...) de
area conocida o de calculo mas sen-
cillo, de forma que sumadas obtenga
el area de la figura que esta estu-
diando.

Puede aprovecharse la actividad
para que el alumnado sefiale distin-
tos tipos de tridngulos, figuras, ele-
mentos y propiedades geomeétricas,
e incluso la utilizacion del Teorema
de Pitagoras.

En la figura siguiente (Figura IV)
esta seflalada una posible descom-
posicion de la figura que obtenemos
aljugar con tres fichas de cada color,
en ella aparecen: un paralelogramo
(a); un trapecio (b) y diversos trian-
gulos (c).

El area total de la figura:

at+b+2¢ +2¢,+C,=4+5+2:(3/2)+2. 2+1=17

Las areas correspon-

dientes a triangulos:

a
C
3

Paralelogramo:
@ 2-2=4
Trapecio:
c, b) (3+2)/2)-2=5
Triangulos:

) B-1/2=(3/2)

) 2-2)/2=2

() @-1/2=1

Figura IV
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La tabla siguiente indica el area
de algunas figuras: -

—
N
w

Ne® de fichas de cada color

Area de la figura obtenida [? | 9 |17

Analizando la tabla obtenida ob-
servamos que, cuando tenemos dos
o mas fichas de cada color, el area de
la figura aumenta en ocho unidades
al aumentar en una las fichas de
cada color que intervienen en el jue-
go. Podemos iniciar un proceso de
generalizaciones para encontrar una
formula que permita conocer el area
de la figura obtenida con un namero
cualquiera de fichas de cada color. Al
mismo tiempo podemos introducir el
concepto de progresion aritmética.

Seria interesante conseguir que
el area de la figura obtenida cuando
tenemos una ficha de cada color
(n=1) esté en progresion con las cal-
culadas para n>1; situaciéon que
merece un analisis particular.

La figura obtenida para n=1, al
no repetirse los movimientos, no es
una linea poligonal cerrada.

Podemos "cerrarla" de dos formas:

Figura V

a) Uniendo los movimientos 1y 3
obtenemos una figura (Figura V) de
area 3/2 que no esta en progresion
con los demas valores.

b) Podemos considerar como fi-

gura (Figura VI) la limitada por: la
recta que une los movimientos 1
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Figura VI

y 2; la recta que une los movi-
mientos 2 y 3% y los ejes
coordenados.

El area de la figura VI, obtenida
segun la forma "b", es 1 que si esta
en progresion aritmética con las
demas.

Teniendo en cuenta la forma "b"
(Figura VI) y que las areas estan en
progresion aritmética de diferen-
cia 6 y primer término 1 podemos
aplicar la expresién del término ge-
neral de una progresion aritmética:
a = a, + (n-1) » d que aplicado a

nuestro caso es:

a=1+Mn-18=1+8n-8=8n-7

n

La tabla queda completa de la
forma siguiente:

—
N
@

Ne¢ de fichas de cada color

—
©

Area de la figura obtenida 17

Basqueda de modelos
matematicos

Siguiendo con el analisis de los
datos que obtenemos al realizar el
juego, podemos estudiar situaciones
que permitan encontrar unaley gene-
ral o modelo matematico.

Esta ley general debe conseguirse
a través de la experimentacion, la
intuicién, la formulacién de hipotesis

y de una expresion que satisfaga el
modelo matematico.

- Las cuestiones tendran en cuen-
ta que el juego puede realizarse con
1,2,3,....,10,....,234,..... fichasde
cada color.

Etapa experimental

En esta etapa se planteara al
alumnado una serie de cuestiones

.con el objeto de evidenciar que llega

un momento en el que la dificultad
de responder de forma experimen-
tal o manipulativa es maytscula y
se necesita alge que ayude.

Etapa intuitiva

En esta etapa debe ponerse en
evidencia que al utilizar un determi-
nado ntmero de fichas de cada color
se hace practicamente imposible res-
ponder oresolver las cuestiones plan-
teadas. Los datos obtenidos en la
etapa experimental deben darmos al-
guna pista que permita responder a
situaciones con mayor numero de
fichas, deben hacernos intuir una
posible solucién.

Formulacién de hipétesis

El analisis de las graficas, las se-
ries numeéricas u otros datos obteni-
dos de forma experimental junto alas
pistas o intuiciones haran que el
alumnado formule hipétesis, posibi-
lidades, soluciones, etc., que deben
ser comprobadas. Todo este estudio
debe conducir al alumnado a descu-
brir una ley general y una férmula o
expresion que se cumpla de forma
general y satisfaga la cuestion plan-
teada.

Cuestiones en busca de un
modelo matematico

Al aumentar en una las fichas de
cada color que intervienen en el jue-
g0, se obtiene una nueva figura que
contiene a las anteriores; basandose
en ello:
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18) ¢ Cuantos movimientosson
necesarios para lograr el
objetivo del juego?

22) ¢Al realizar qué movi-
miento se inicia una figura
nueva? (Primer movimiento
no realizado en las figuras
obtenidas con menos fichas)

32) ¢(Cuantos movimientos
han de realizarse antes de
iniciar una figura nueva?
(Movimientos ya realizados
en figuras obtenidas con
menos fichas)

4%) ¢Cuantosmovimientosson
necesarios para completar
una figura nueva? (Movi-
mientos no realizados en las
figuras obtenidas con me-
nos fichas)

52) ¢Cuantos movimientos
han de realizarse para ter-
minar el juego después de
completar la figura?.

6°) Area de las figuras geo-
métricas obtenidas.

Responder de forma experimen-
tal, atn utilizando diferencias fini-
tas, alas cuestiones planteadasy con
un ntmero elevado de fichas de cada
color que intervienen en el juego, re-
sulta lento, pesado y poco practico.

El problema se soluciona encon-
trando una ley o férmula general que
nos permita resolver de forma direc-
ta la cuestiones cuando tengamos n
fichas de cada color colocadas en

un tablero de 2n+1 casillas. Esta
situacion puede aprovecharse para
introducir los conceptos de sucesion,
término general, cdlculo de tér-
minos a,a, etc.

Es recomendable realizar una
serie de acciones que faciliten el
descubrimiento de la ley general,
entre ellas:

* Analisis detallado, minucio-
so y profundo de la serie nu-
mérica.

*Formular hipbtesis y com-
probarlas.

*Biisqueda de una pauta o re-
gularidad en la serie.

*Comparar los términos de la
serie con los de otra ya estu-
diada.

Puede ocurrir que algunos/as
alumnos/as encuentren expresio-
nes distintas de una ley general, en
este caso seria conveniente aprove-
char la ocasion para trabajar con
expresiones literales y deducir,
estudiar, analizar, etc., todas las
propiedades que podamos.

La siguiente tabla muestra el
estudio de las seis cuestiones plan-
teadas:

N¢ de fichas de cada color 2| 3 4 n

N? de movimientos 8 |15 24 (n+1)%-1
Iniciamos una figura nueva al

realizar el movimiento 3 6 10 n(n+1)/2
N¢ de movimientos previos al (n+1)(n+2)
inicio de una figura 2| b 9 2

N¢ de movimientos que

completan la figura 5| 7 9 2n+1
N¢ de movimientos después

de completar la figura 1] 3 6 (n-1)n/2
Area de la fig. geomeétrica 9|17 25 8n-7

Francisco Merchan Cid
I.B. Domenico Scarlatti
Aranjuez.
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REPRESENTACTON GRAFICA D¥ 1.0OS MOVIMIERTOS

UNA FICHA EN CADA LADO

-1 0 1
| \ :
\\ PRTMER MOVIMIENTO CON FICHA BLANCA
i _ . - (FIGURA 1)
“T="T10 i
\\ )
\& (~-1,0); (L,-1); (0,1)
_1 ’
. FIGURA 1
A 1
TS PRTIMER MOVIMIENTO CON FICHA NEGRA
(FIGURA 2)
=7 0 1 :
(1,0); (~1,1); (0,-1)
1

FIGURA 2
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DOS FICHAS KN CADA LADO

OlC

1‘\2
73
e
T\\“ PRIMER MOVIMIENTO CON FICHA
’\\ BLANCA (FIGURA 3)
é (-1,0) ; (1,-1);
‘2‘\—1\\“0 yaus (2,1) ; (0,2);
(-2,0) ; (~1,-2);
\) (1,-1) ; (0,1)
2
FIGURA 3
C
] PRIMER MOVIMIENTO CON FICHA
NEGRA (FIGURA 4)
FN
5 (1,0) ; (-1,1);
2N T (=2,-1); (0,-2);
_____ (2,0 ; (1,2);
-1 (-1,1) ; (0,-1)
)
FIGURA 4
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F1CHAS

EN CADA LADO

FIGURA 5

A~

U
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FIGURA 6

1 2 3
PRIMER MOVIMIENTO
CTCHA BLANCA (FIGURA
(- ;o)

( /’ : ) ;o (0,25

( ) : ('"3/»'2)1
( Sy (2,3)
((,2) 2,00,
(o,

PRIMER MOVIMIENTO

FICHA NEGRA

{(F1GURMA

CON
5)

CON
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