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Teselaciones Periodicas, Aperiodicas

y Especiales

Francisco Jesiis Salguero Anddjar

Realizar una teselacién del plano consiste en «pavimentarlo» completamente con ayuda
de formas planas de dimensiones finitas. El término proviene del Latin tesellam, o pieza
cuadrada de marmol, piedra, etc., que entraba en la composiciéon de pavimentos de
mosaico romanos. El problema -de recubrir completamente el plano mediante figuras
poligonales o no-, aunque ha experimentado un espectacular desarrollo a partir de la dltima
mitad de nuestro siglo, ha sido, no obstante tradicionalmente encuadrado dentro de lo que
ha venido en denominarse «matematicas recreativas».

Naturalmente estas cuestiones revisten alguna importancia mas alla del mero pasatiempo.
Cuando menos, representan un potente aliado del docente a la hora de introducir
conceptos matematico-geométricos, tales como traslaciones, giros, simetrias y sumas y
diferencias de angulos entre otros muchos, que de otra forma apareceran como entelequias

ante el alumno.

Paradojas de Godel,
Ecuaciones Diofanticas y
Teselaciones Aperiédicas

Es el pensamiento humano una
simple realizaciéon de operaciones
repetitivas de enorme complejidad, o
implica alguna caracteristica no
susceptible de reproducir, por
ejemplo, enun ordenador tal como lo
conocemos hoy?

Sabemos, a partir de una serie de
trabajos publicados durante los afios
treinta por Kurt Gédel, Alan M. Turing
y Alonzo Church, que existen pro-
blemas que no pueden ser resueltos
por un ordenador por muy potente
que éste sea. Godel demostré en su
trabajo de 1931 que un sistema
deductivo, -incluida la aritmética
ordinaria-, contiene proposiciones

que son indecidibles, es decir, pro-
posiciones que son ciertas, pero cuya
veracidad no puede ser demostrada
dentro del sistema. La conjetura de
Goldbach, por ejemplo, afirma que
todo niimero mayor que 2 es suma
de dos ntimeros primos. Nadie lo ha
podido demostrar ni hallar un con-
traejemplo. Es posible que la conje-
tura sea un indecidible de Godel.

En 1936, Alan Turing y Alonzo
Church demostraron la existencia de
problemas para los que no hay
algoritmos finitos. Entre estos pro-
blemas, que constituyen indecidibles
de Godel, se encuentran, junto con
otros, algunas cuestiones que plan-
tean las teselaciones aperiédicas, y,
mas recientemente, se ha sumado a
estos indecidibles, el problema de si
las ecuaciones diofanticas, -sistemas
de ecuaciones polindmicas de coefi-

cientes enteros con soluciones ente-
ras-, poseen o no tales soluciones.

Por ejemplo, el sistema:

z3-y-1=0
yz2-2x-2=0
y2-2xz+7+1=0

tiene las soluciones enteras x=13;
y=7; z=2, pero si sustituimos el 1 de
la primera ecuacion por un 2, el
sistemano posee soluciones enteras.
Ningtn programa de ordenador po-
dria decidir de una forma fiable la
respuesta general a un problema de
este tipo. Sin embargo, el ambiente
geomeétrico en que se desarrollan las
pavimentaciones del plano y del es-
pacio estan gobernados por este tipo
de ecuaciones, y gran namero de
ellas se encuentran determinadas
de forma precisa.
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Teselaciones planas
periédicas

Se dice que un teselado es periodi-
co cuando podemos delimitar en €l
una regién que pavimenta el plano
por traslacion, esto es, desplazando
la ubicacién delaregion sin someterla
a giros ni simetrias. La teselacion
periédica se dice regular, si esta
realizada conun solo tipo de poligonos
regulares. Todo poligono, -regular o
no-, puede ensamblarse con otros de
su misma especie o de distinta,
siempre que los angulos de cada uno,
reunidos alrededor de un punto, su-
men cuatro rectos.

Partiendo de la formula:
II (x, -2) / x;

que proporciona el angulo interior
formado por los lados contiguos de
un poligono regular de x, lados, en-
contrar los poligonos regulares que
teselan el plano, se reduce a resolver
la siguiente ecuacion diofantica:

2.x,-%,%,+2x,=0
donde x, representa el ntumero de

poligonos regulares de x, lados que
concurren en un veértice.

Esta ecuacién posee tres solucio-
nes, una de las cuales utilizan las
abejas, (Fig. 1).

Una teselacién semirregular con-
siste en una pavimentacion del pla-
no con un mosaico de poligonos re-
gulares de vértices comunes y arbi-
trario niimero de lados. Ello equivale
a resolver:

n n
Ym=2 [1+2m/x]
1 1

donde m, es el ntiimero de poligonos
de x, lados que concurren en un ver-
tice.

Para el caso de solo dos tipos de
poligonos, la ecuacién anterior toma
la forma: .

m+my= 2[1+m /x+m,/ x)]

que tiene las siguientes soluciones,
(Fig. 2):

m,=3; m,=2; x,=3; X,=3: 3 triangulos
y 2 cuadrados

m=2; m,=2; x,;=3; X,=6: 2 triangulos
y 2 hexagonos

m,=4; m,=1; x,=3; X,=6: 4 triangulos
y 1 hexagono

m=1; m=2; x,=3; x,=12: 1 triangulo
y 2 dodecagonos

m =1; m,=2; x,=4; x,=8: 1 cuadradoy
2 octogonos

m,=2;m,=1;x=5;x,=10: 2 pentagonos
y 1 decagono

Las teselaciones semirregulares
resultan ser, al igual que las regula-
res, periodicas.

El pintor holandés M. C. Escher
se hizo famoso por sus NUIMErosos
grabados y litografias de mosaicos
peri6dicos cuyas teselas adoptan for-
mas organicas. Representa una ven-
taja notable el introducir este tipo de
teselaciones en el aula a partir de
figuras creadas por el propio alumno,
evitando asi tener que utilizar siem-
pre poligonos regulares. Esto puede
conseguirse a partir de una serie de
reglas que permiten infringir modifi-
caciones en las teselas poligonales
para convertirlas en formas capri-
chosas, animales, vegetales, etc., y
que utilizo el propio Escher para la
realizacion de sus dibujos. Estas
pueden resumirse en tres tipos de
transformaciones:

Traslaciéon paralela: toda parte
recortada de un lado de un para-
lelogramo o hexagono de lados
opuestos paralelos, se traslada para-
lelamente afniadiéndose al lado
opuesto, (Fig. 3):

x,=6; =3
X =4; x,=4
x,=3; =6
Figura 1 Figura 2
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Figura 3

Giro a partir de un lado: al re-
cortar una forma de un lado de un
tridngulo o cuadrilatero, habra que
anadirla en el mismo lado mediante
un giro de 180° con centro en el
punto medio de dicho lado, (Fig. 4):

N

Figura 4

Giro a partir de un vértice: Al
recortar una forma de un lado, ha-
bra que afadirla a otro lado median-
te giro de 60° 6 120° con centro en el
vértice comun de los dos lados. Los
veértices que son centro de giro no

pueden ser consecutivos. Los giros
son de 90° cuando los centros perte-
necen a un tridngulo, cuadrilatero o
pentagono, (Fig. 5).

Teselaciones Aperiddicas

Asi como el hexagono regular,
por ejemplo, engendra tinicamente
pavimentaciones periédicas, son in-
finitas las teselas que generan mo-
saicos, lo mismo periédicos que ape-
riédicos. De la misma forma, es rela-
tivamente sencillo convertir una
teselacién periddica en aperiodica,
seccionando, por ejemplo las teselas
en dos y alterando las orientaciones
con el fin de evitar la periodicidad,
(Fig. 6):
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Figura 6

Cabria entonces preguntarse:
Jexistiran juegos de

teselas que tan solo
engendren pavimen-
tosno periodicos?, es
decir, que ningunade
sus piezas por sepa-
rado, ni ninguno de
sus subconjuntos, ni
el juego completo en-
gendren pavimenta-
ciones periédicas,
mientras que utili-
zandolas todas si sea
posible un mosaico
aperiodico.

Existen dos juegos de teselas,
basadas en el pentdgono regular, y
descubiertas por Roger Penrose en
1974, que generan pavimentaciones
exclusivamente aperiédicas del pla-
no. Uno de estos pares es conocido
como rombos de Penrose y se com-
pone de un par de rombos cuyos
angulos interiores mayor y menor
miden respectivamente 108 y 72°
para el rombo de mayor area y 362y
144° para el de menor area, (Fig. 7).
Los lados de dichos rombos son
iguales.

Pero cualquier rombo puede
teselar el plano de forma periodica.
Ahora bien, se pueden hacer en las
teselas, mediante las reglas vistas
anteriormente, dientesy entalladuras
enlos lados, que dispuestas de forma
conveniente impidan la pavimenta-
cioén periodica.

El otro par de teselas descubier-
tas por Penrose son denominadas
por John Horton Conway, «dardos» y
«cometas» respectivamente, y pue-
den deducirse del rombo de Penrose
de mayor area sin méas que dividirlo
es dos de la forma que se indicaen la
figura 8, es decir, imponiendo que
los angulos interiores que forman los
lados de las teselas sigan siendo
multiplos de (360/10)=36°.

Para impedir que estas teselas
generen pavimentaciones periodicas
bastara afiadirles dientes y entalla-
duras que impidan formar con ellas el
rombo de Penrose de mayor area.

Los teselados que forman dardos
y cometas, asi como los que generan
los rombos de Penrose, estan fuerte-
mente relacionados entre siy con el
numero @, seccion qurea de un seg-
mento. Cualquier teorema o propie-
dadrelativo a dardosy cometas tiene
su homologo en los rombos y a la
inversa. El nimero de dardos y co-
metas, asi como de rombos de area
grande y pequena se encuentran en
proporcién aurea. Es decir, en un
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Figura 7

mosaico aperioddico infinito la pro-
porcién entre rombos de drea grande
y pequena, o entre dardos y cometas
es exactamente @, (1,618033...).

Otra curiosa e importante pro-
piedad que muestranlas teselaciones
de Penrose es el denominado Teore-
ma del Isomorfismo Local, -cuyo
cumplimiento imputan también al
Universo algunas teorias cosmolo-
gicas-, por el cual, todoslos teselados
de Penrose, -ya sea de dardos y co-
metas o de rombos-, son indistin-
guibles. Se puede demostrar que
cualquier region finita de cualquier
teselacién infinita de Penrose, forma
parte de cualquier otro de tales pavi-
mentos, de tal manera que sélo resul-
ta posible distinguir dos teselados
cualesquiera en el limite, inalcanzable.
De otra forma: cualquier punto de
una teselacién de Penrose pasa por
ser su centro, ya que desde todos sus
puntos presentara un aspecto sirmilar.

Zonoedros

Estos dos pares de teselas, asi
como otros, que también pavimen-
tan el plano de forma aperiodica,
pueden ser obtenidos a partir de
una operacion en el plano bien sen-
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tamente notables, no sélo por la
generacion delas teselas de Penrose,
sino porque son la base a partir de
la cual puede construirse una fa-
milia infinita y numerable de
poliedros sorprendentes y a la que
Antonio Saseta, arquitecto, profesor
de la Escuela Técnica Superior de
Arquitectura de Sevilla, con quien
estoy en deuda por haberme iniciado
hace afos, -sin él saberlo-, en el
estudio de estos cuer-pos, denomina
Polipiedros.

Los Polipiedros son poliedros que
se engloban dentro de la familia de
los Zonoedros. Existe un Polipiedro
para cada una delasrotaciones que
podemos infringir a los poligonos
regulares. Dichas rotaciones pue-
den considerarse proyeccién orto-

%
v

Figura 8

cilla: el giro de un pentagono o un
decagono regulares alrededor de uno
de sus vértices, (Fig. 9).

Las configuraciones engendra-
das al aplicar una rotacioén comple-
ta a un poligono regular son cier-

gonal de cada uno de ellos sobre un
plano perpendicular al eje de maxi-
ma simetria del poliedro. Constitu-

yen por tanto una familia infinitay -

numerable, de la cual se han repre-
sentado en la figuras 10a y 10b los
ocho primeros.
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Figura 9

Orden 3 Orden 4 Orden 5

Figura 10a
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Todas las caras de los polipiedros
sonrombos de lados iguales, de don-
de se deduce que son poliedros
equilateros, es decir, con sus aristas
de igual longitud. El ntimero de ca-
ras esta relacionado con el ntimero
de lados del poligono generador, L,
siendo aquéllas en nimero igual a
C=L(L-1). Podriamos entonces dis-
tinguir dos subfamilias: aquella en
laque elnameroL es par, -polipiedros
de orden par-, y la otra en la que €l
numero de lados del poligono gene-
rador en impar. Los polipiedros de
orden par son simétricos respecto de
su seccion poligono regular maximo,
y antisimétricos los de orden impar.

Conforme aumenta el niimero de
lados del poligono generador, obten-
dremos logicamente polipiedros con
mayor numero de caras que son
automorfos, aunque en el limite no
se forma un objeto fractal.

El siguiente listado BASIC, pro-
porcionalas coordenadas espaciales
X, Y, Z de cualquier polipiedroya sea
de orden par o impar, a partir del
ntmero de lados del poligono gene-
rador, L, y del radio de la circunfe-
rencia, R, que circunscribe a su sec-
cién poligono regular maximo:

10 INPUT «RADIO»R

20 INPUT «LADOS»;L,

30 PI=3.1415926535#

40 A=P1/L

50 DIM R(L/2)

60 IF ((L/2)-(INT(L/2)))<>0 THEN 270
70 FOR I=L/2 TO O STEP -1
80 R(I)=R*COS((2*PI)-(I*A))

90 NEXT I

100 FOR I=L/2 TO O STEP -1
110 B=0

120 IF ((I/2)-(INT(1/2)))<> O THEN B=A
130 FOR J=0 TO (L-1)

140 X=R([)*COS(PI/2-2*J*A-B)
150 Y=R()*SIN(P1/2-2*J*A-B)
160 IF L=0 OR L=2 THEN 210
170 Z1=(L/2-)*R*(SIN(A)))
180 Z2=(L-(L/2-1))*(R*(SIN(A)))
200 PRINT X,Y,Z1

210 IF I=0 THEN 240

220 PRINT X,Y,Z2

230 IF I=L/2 THEN 250

240 NEXT J

250 NEXT I

260 END

270 DI=L/2

280 DIM R((L-1)/2)

290 FOR I=(L-1)/2 TO O STEP -1

300 R(I)=(R*COS((2*PI)-{(I+.5)*A)))/
(COs{A/2)

310 IF I=0 THEN R({I)=0

320 NEXT I

330 FOR I=(L-1)/2 TO O STEP -1

340 B=0

350 IF ((I/2)-(INT(/2)))=0 THEN B=A

360 FOR J=0 TO (L-1)

370 X1=R()*COS(PI/2-2*J*A-B)

380 X2=R()*COS(PI/2-2*J*A-B-A)

390 Y1=R(I)*SIN(PI/2-2*J*A-B)

400 Y2=R(I)*SIN(PI/2-2*J*A-B-A)

410'IF L=1 OR L=3 THEN 450

420 Z1=(L/2-DI*((R((L-1)/
2-2))*(SIN(A)))/(COS(A/2))

430 Z2=DI*((R((L-1)/2-2))*(SIN(A)))/
(Cos/2)

440 GOTO 470

450 Z1=(L/2-DD*R*(SIN(A)))/ (COS(A/2))

460 Z2=DI*(R*(SIN(A)))/(COS(A/2))

470 PRINT X1,Y1,Z1

480 PRINT X2,Y2,22

490 IF I=(L-1)/2 THEN 510

500 NEXT J

510 DI=DI-.5

520 NEXT I

De entre todos los zonoedros asi
obtenidos existen algunos de especial
interés. El polipiedro de orden 3 es
mas conocido con el nombre de
romboedro, y ademas presenta la ca-
racteristica de ser un poliedro equi-
facial, es decir, con todas sus caras
iguales. Otros poliedros equifaciales
son el de orden 4, -dodecaedro
rémbico-, que ademas es semirregular,
-es decir, existe una esfera tangente a
todas sus caras-, y el de orden 5, al
que Antonio Saseta denomina «Polide
Oro», y que constituye un icosaedro
rombico equifacial de interesantes
posibilidades.

Teselaciones romboédricas
aperiddicas

Existen dos romboedros equifa-
ciales cuyas caras tienen sus diago-
nales en proporcién aurea, -por lo
que son conocidos como romboedros

aureos-, y que teselan aperiédica-
mente el espacio mediante reglas
adecuadas sobre acoplamiento de
caras. El desarrollo de estos cuer-
pos, -preparados para ser recorta-
dos en papel y montados uniendo
solapas al interior de las caras con
algan adhesivo-, se muestra en la
figura 11, constituyendo un buen
ejercicio para la clase su construc-
cién y unién, permitiendo asi al
alumno investigar las reglas por las
que se impide la teselacion periodi-
ca. Llamaremos a estos romboedros,
por su forma, «agudo» y «obtuso».

La relacion entre romboedros
aureos, rombos de Penrose y poli-
piedros es inmediata: con 5
romboedros agudos y 5 obtusos con-
venientemente unidos se forma el
icosaedro rombico equifacial de or-
den 5. La proyeccién ortogonal de
este polipiedro sobre un plano per-
pendicular a su eje de méaxima sime-
tria, muestra los rombos de Penrose.

Pero volvamos por un momento a
las teselaciones mediante dardos y
cometas: la mas interesante de ellas
es la denominada «rueda de carron,
(Fig. 12).

Fijemos nuestra atencién en los
motivos semi-infinitos marcados en
gris y que Conway denomina «gu-
sanos». Existen dos gusanos com-
pletos que se extienden a través de la
rueda central. A parte de estos dos
«didmetros», y el interior de la rueda,
la configuracion presenta simetria
decagonal. Supongamos que «acia-
mos» de teselas la rueda central y
volteamos uno de los gusanos. Este
gusano seguira encajando con todas
las teselavecinas, sin embargo, ahora
sera imposible teselar la rueda cen-
tral, quedando un hueco, en el
sentido de regiéon vacia dentro de
una pavimentacion infinita y que es
imposible de teselar legalmente. Esto
es posible hacerlo con cada uno de
los gusanos, que son 10, con lo que
eliminando combinaciones iguales
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Figura 11

por giro o simetria, obtenemos 60
huecos que poseen una propiedad
notable: imponen el motivo que lo
rodea. Esto huecos son denomina-
dos por Conway, «decdpodos» por-
que pueden ser pavimentados por
10 triangulos isdsceles mitades de
un dardo.

Si asimilamos el decapodo a una
piezamaciza, cadaunadeellas puede
ser considerada como laimperfeccion
que solidifica un cristal, pues impone
una tnica pavimentacién del plano
para cada una. En cuanto a la
teselacién romboédrica espacial ape-
ribdica, ya sabemos que 5 rom-
boedros agudos y 5 obtusos compo-
nen un icosaedro rombico equifacial.
Anadiendo 5 mas de cada tipo, obte-
nemos un triacontaedro rémbico,
poliedro semirregular de 30 caras
rombo iguales. Si seguimos afiadien-
do romboedros adecuadamente,
orlando €l triacontaedro con mas
romboedros de ambos tipos, pode-
mos originar otro triacontaedro, y asi
continuar obteniendo triacontaedros
cada vez mayores hasta teselar com-
pletamente el espacio de una forma
no periodica.
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JImpondra, al igual que los
decapodos de Conway, el icosaedro
rémbico equifacial una determinada
teselacion cristalina del espacio?

JExistira un conjunto finito de
decapodos en el sentido de huecos
en el espacio que impongan un de-
terminado empaquetamiento del
mismo?
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Figura 12

Sin embargo, elicosaedrorémbico
del que partimos no puede volver a
ser obtenido mediante ninguna tese-
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como una impureza que invita a
plantear conjeturas como las que
propone Antonio Saseta:
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