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"EDITORIAL

iNGmero emotivo y enigmdtico a la vez, el trece!
Vamos, conscientemente, con el permiso de todos los lectores, a eludir
en esta ocasion la constante mantenida en las editoriales de nimeros

anteriores.

Sin mas, el presente nimero queremos dedicarlo a la memoria de los

profesores Castro Brzezicki y Rabies i Garrofét.

iGracias por la importante colaboracion al desarrollo y mejora de la

ensenanza y aprendizaje de las matemdticas en nuestro pais!
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Nuevas tendencias en la matematica y
su ensenanza

Elfriede Wenzelburger Guttenberger

El destino supremo de la matematica
consiste precisamente en encontrar el
orden oculto en el caos que nos rodea.

Norbert Wiener, 1981.
e
En el articulo se destaca la importancia de la matematica en todos los A&mbitos
de la cultura humana y en particular en las ciencias - por un lado en las ciencias
fisicas y por otro lado en las ciencias sociales.

La edad de oro, que vive actualmente la matematica, esta estrechamente
relacionada con la revolucién de informatica que vivimos.

Se plantea que la computadora ha cambiado la manera de hacer matematicas. La
matematica ha adoptado ciertas metodologias de trabajo de las ciencias experi-
mentales. Exploracién y descubrimiento a través de actividades como observar,
hacer predicciones, probar hipétesis, conducir ensayos, controlar variables, etc.,
son ahora propios de la investigaciéon de la nueva matematica experimental.

La ensefianza de la matematica también se ve afectada por la presencia de las
microcomputadoras ya que hay que revisar contenidos y métodos de ensefianza.
Esto requiere que los profesores de matematica, especialmente del nivel medio-
superior tendran que actualizarse con tdépicos contemporianeos como son las
matematicas discretas, métodos interactivos, conjuntos borrosos, fractales, caos y
catastrofes entre otras.

Se ilustran estos cambios en contenidos y métodos de ensefianza con los cursos

de Cilculo y Algebra y se insiste en la importancia de incluir computadoras y
calculadoras en los disefios didacticos para visualizar conceptos y experimentar.

En las ultimas décadas las mate-

Introduccién

Cuando Lebesgue desarrollo su
analisis de la relacién entre la 16gica
y la aritmética (Lebesgue, 1931), es-
cribi6é que la matematica fue creada
por el hombre por necesidad para
resolver sus problemas y dedujo que
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el profesor de matematicas debe ser
un profesor de "accidén". La matema-
tica es la ciencia que tiene mas co-
nexiones culturales (Howson, 1986)
y responde a las exigencias de dis-
tintas sociedades lo cual ha condu-
cido al desarrollo de nuevas ideas
matematicas.

maticas han sido reconocidas como
herramienta importante y esencial
en muchas disciplinas y desarrollos
tecnologicos.

Estamos cada vez mas cerca de
que se cumpla el suefio de Descartes
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de una matematizacién del mundo
(Davis, Hersh, 1986).

Es muy conocido que las mate-
maticas han sido esenciales en las
teorias fisicas ya que hay un parale-
lismo entre las diversas ramas de la
matematicaylas grandes sintesis de
la filosofia natural métodos mate-
maticos permitieron avanzar a los
tedricos de la fisica que a su vez
plantean problemas que llevan a
nuevas adquisiciones matematicas.
El ejemplo clasico de lo ultimo es el
‘descubrimiento del analisis infi-
nitesimal por Newton y Leibnitz,
mientras que aplicando las ideas
abstractas que 50 anos antes habian
desarrollado Gauss y Riemann,
Einstein elabor6 su teoria de la
relatividad (Bergamini, 1964).

Pero no sélo la fisica, también la
economia o linguistica, entre otras,
requieren unnuevo nivel de matema-
tizacién (Trillas, 1980). La matema-
tica surgié desde siempre del estudio
de las reglas para escudrifiar la na-
turaleza y llegar a conocer todo lo
que existe.

Labiologiay medicina como cien-
cias delavida adquieren cada vezun
caracter mas matematico. Lo mismo
sucede en la sociologia y psicologia.
Las matematicas también han llega-
do a la composicion musical, la co-
reografia, la poesia y a otras artes,
muchas veces a través de una
informatizacién. Como ejemplo, para
grabaciones de musica se filtran las
ondas mediante transformaciones de
Fourier.

Aun mas, nuestra vida cotidiana
esta impregnada por el pensamiento
matematico, de pronto de manera
trivial, de pronto de manera comple-
ja (Alvarado, 1990). Es posible en la
actualidad vivir sin musica y sin
literatura, pero sin matematicas es
imposible.

La teoria de la complejidad y la
teoria de juegos han invadido la filo-
sofiay la religion. Hay pocos campos
enlos quelas matematicas no hayan
penetrado o no puedan penetrar.

Avances de la matematicay
cambios en sus métodos de
investigacién

El impacto de la revolucién de
informacién que actualmente vivi-
mos a causa del avance tecnoléogico
en equipos de computacion se siente
enlos avances enramas tradicionales
de la matematica, en la aparicién de
nuevas ramasy en la metodologia de
trabajo de los matematicos investi-
gadores. Ademas es indiscutible el
papel crucial que la matematica jue-
ga en los aspectos teodricos de la
computacion.

Las informatizaciones, en gene-
ral, tienen un sustrato matematicoy
una computadora es un instrumen-
to matematico por excelencia.

Las computadoras ofrecen nue-
vas maneras de escritura y de calcu-
loy permiten ver las ideas mas tradi-
cionales de una nueva perspectiva.

Las areas nuevas o descubiertas
nuevamente para la investigacion en
matematicas incluyen ecuaciones no
lineales de ondas, trabajos relacio-
nados con funciones de Weierstrass,
Takagi y la funciéon singular de
Lebesgue. Las computadoras tienen
también un impacto en la teoria de
grupos, combinatoria, teoria de na-
meros, geometria y analisis mate-
matico, para mencionar los mas im-
portantes (ICMI, 1986).

Es conveniente aqui mencionar
la metafora de la matematica como
un arbol grande y frondoso con rai-
ces, tronco y ramas que crece en el
tiempo (Davis, Hersh, 1982). En las
ultimas décadas ese arbol crecio ra-
pido y sigue creciendo. Se estima

que la matematica conocida se pue-
de representar en unos 100.000 vo-
limenes de una biblioteca. La es-
tructura fina que se puede dar a
estos escritos matematicos consta
de 3.000 categorias. Segun estima-
ciones de la productividad anual de
la comunidad matematica se habla
de unos 200.000 teoremas nuevos lo
cual pone al matematico investiga-
dor ante un dilema: es imposible
mantenerse al tanto ni siquiera en
los resultados mas destacados. Este
desarrollo dinamicoy acelerado dela
matematica parece no tener fin. Sin
embargo, la cantidad de matemati-
cas "vivas" que en algiin momento
existe tiene limites por lo cual espe-
cialidades mas viejas seran des-
echadas conforme surjan las nuevas
y con ellas metodologias de investi-
gacion novedosas. :

Laidea de la demostracién mate-
matica como una cadena de deduc-
ciones a partir de los axiomas, ha
sido afectada por las computadoras
que sugierenresultados que luego se
prueban o que han realizado demos-
traciones como en el caso del teore-
ma de los cuatro colores. En ocasio-
nes se generan contraejemplos con -
la computadora y se refutan conje-
turas.

Demostraciones por computadora
a veces se critican porque se basan
en "la fuerza bruta" por ejemplo, un
analisis exhaustivo de todos los ca-
80s. Pero este método puede generar
sistemas expertos que hacen mate-
maticas para cumplir el suefioc de
Leibnitz de una "maquina calculado-
ra racional".

Algunas ramas de la matematica
como, por ejemplo, la teoria de nu-
meros siempre han sido abiertas ala
experimentacion la cual es mas fac-
tible con computadoras. Experi-
mentos llevan a conjeturas y a veces
a teoremas. En estadistica, por
ejemplo, experimentacion puede ha-
cerse a través de simulaciones o
analisis exploratorio de datos.

LT 13/1993 5
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Lamatematica experimental esta
ganando cada vez mas adeptos y ya
existen revistas como el "Journal of
Experimental Mathematics", algo
inconcebible hace algunos afios.

El interés en métodos iterativos
ha sidorevivido por las computadoras
y se obtuvieron resultados fascinan-
tes, como por ejemplo, la teoria delos
fractales. La necesidad de encontrar
algoritmos econémicos para la pro-
gramacion de computadoras ha lle-
vado ala teoria delas complejidades.
La existencia de paquetes simbéli-
cos alivia el trabajo "pesado" paralos
matematicos y los anima a atacar
problemas considerados inaccesi-
bles. (ICMI, 1986).

Ilustramos el impacto de las
computadoras en la ensefianza ma-
tematica con el ejemplo de un curso
clasico en el curriculo matematico, el
calculo.

Durante muchos afios, el calculo
diferencial e integral ha sido el na-
cleo de los primeros semestres de
matematicas en la universidad. La
introduccién de computadoras a la
ensenanza en las universidades
puede tener varios efectos para estos
cursos de calculo, por un lado va a
cambiar la metodologia de ensefian-
zay por otro lado el mismo contenido
delos cursos. (Seidman, Rice, 1986).

Para los matematicos el calculo
representa métodos y técnicas para
estudiar funciones que pueden ser
definidas en los niimeros reales, en
espacios euclidianos de 2, 3 6 n
dimensiones o en el plano complejo.
El calculo efrece al alumno herra-
mientas formales y abstractas para
el estudio de las matematicas supe-
riores. Por otro lado, el calculo repre-
senta las bases para aplicaciones de
las matematica a las ciencias fisicas
y las ingenierias. Todas las aplica-
ciones basadas en el calculo estan
relacionadas con modelos matema-
ticos que pueden considerarse con-
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tinuos, e.d. definidos en los ntime-
ros reales. El calculo predominaba
justamente por las numerosas apli-
caciones de las matematicas con-
tinuas.

Pero en los tultimos afios se ha
incrementado considerablemente el
interés en aplicaciones de las mate-
maticas discretas: combinatoria,
métodos de conteo, induccién, recu-
rrencia, teoria de grafos, arboles,
maquinas finitas, codificacion y
algebra booleana; este interés esta
relacionado con el uso cada vez mas
amplio de computadoras y represen-
ta un reto para el curriculo tradicio-
nal de calculo. Existen por un lado
tendencias de incluir mas métodos
numeéricos en calculo, por el otro
lado hay que tomar en cuenta la
existencia de paquetes de software
que manejan simbolos haciendo el
estudio de las técnicas de diferen-
ciacién e integracion aparentemente
obsoletos.

Los conceptos basicos del calculo
siguen siendo importantes: cambio,
razén de cambio instantaneo, rela-
cién funcional, resultados acumula-
dos, pero se pueden explorar desde
el punto de vista continuo y discreto;
por ejemplo, a los conceptos con-
tinuos como funcién, ecuacion dife-
rencial, derivacion, integral le co-
rresponden los conceptos discretos:
sucesion y serie de tiempo, ecuacion
de diferencias, diferencia y suma-
toria. Se puede observar que los
conceptos discretos son técnica-
mente e intelectualmente mas sim-
ples que sus contrapartes continuas.

Obviamente, la matematica dis-
creta no soélo tiene un impacto en los
cursos de calculo sino es una rama
de la matematica que cada vez es
mas importante. El mundo fisico se
puede modelar con el calculo dife-
rencial e integral, como el lenguaje
de los cambios continuos, pero el
mundo de la informacion necesita la
matematica discreta (Finkbeiner,
Lindstrom, 1987).

Lamatematica
contemporanea

Enlas tiltimas décadas entonces,
la matematica ha adoptado ciertas
metodologias de trabajo de las cien-
cias experimentales, sobre todo de-
bido a los medios electronicos de
computo.

Las actividades como observar,
explorar, formar discernimientos,
intuiciones, hacer predicciones, pro-
bar hipétesis, conducir ensayos,
controlar variables, simular situa-
ciones reales son cada vez mas im-
portantes. Actividades tradicionales
como demostrar, generalizar y abs-
traer no se dejan de lado, pero esta
apertura es una oportunidad parael
profesor de presentar la matematica
como una ciencia viva y en pleno
desarrollo y no como una serie de
"recetas"y conocimientos acabados.
Sin embargo, la matematica nunca
sera una ciencia puramente experi-
mental. Para el matematico investi-
gador siempre hace falta la demos-
tracion, para el alumno se puede
quedar a veces en lo experimental e
intuitivo. Tépicos de probabilidad,
estadistica y métodos iterativos se
prestan para este enfoque, tal como
aspectos modernos de la geometria
de fractales. (Goldenberg, 1989).

Es importante destacar que los
cursos de actualizacion para profe-
sores de matematicas deben incluir
tépicos de las matematicas contem-
poraneas, tales como matematicas
discretas, subconjuntos borrosos, la
geometria fractal, teoria de caos y
catastrofes, paramencionar algunos.

Subconjuntos borrosos:

La teoria de subconjuntos borro-
sos empez6 en 1965 con un trabajo
de Zadeh y se trata basicamente de
un analisis légico-funcional de la
vaguedad como contraste al analisis
de la claridad de la 16gica booleana y
la teoria clasica de conjuntos. (Tri-
llas, 1980). La teoria de subconjuntos
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borrosos permite plasmar en formu-
las, descripciones vagas en relacion
con clases mal definidas. Esta teoria
como generalizacién funcional de la
de conjuntos, en base a una logica
multivalente, ha surgido por la nece-
sidad deiniciarla escritura matema-
tica de complicadas situaciones
relacionales entre objetos vagos.
Subconjuntos borrosos son clases
con limites indeterminados en las
que la transicién de membresia ano-
membresia es mas bien gradual que
brusca. Se puede afirmar que la 16gi-
ca humana no es de dos valores sino
es una logica de verdades borrosas.
En la matematica clasica no se ad-
mite lo borroso, pero el tratamiento
sistematico de lo borroso permite
nuevos avances enlamatematizacion
de la psicologia, sociologia, ciencias
politicas, filosofia, fisiologia, econo-
mia, linguistica, etc. (Kaufman,
1982).

Fractales:

Otra rama de la matematica con-
temporanea es la teoria de los
fractales que es un auténtico nexo
entre arte y ciencia y abre la posibi-
lidad de hallar el orden que se escon-
de tras una multitud de fenémenos
caéticos que no encajaban en ningu-
na geometria. (Ruiz, 1990). La geo-
metria de los fractales es la geome-
tria que permite modelar la natura-
leza: paisajes, arboles, plantas, cos-
tas, cristales, copos de nieve, rios,
valles. Matematicamente son curvas
infinitas contenidas en una superfi-
cie finita con una dimensién frac-
cionaria que se caracteriza por la
recursividad y la autosimilaridad: el
hecho que el todo siempre esta con-
tenido enlas partes. (Peitgen, Richter,
1986).

Caos:

Cualquier proceso que transcu-
rra en el tiempo es un ejemplo de un
sistema dinamico. Estos sistemas
ocurren en muchas ciencias, en la
vida diaria y en la naturaleza. Ejem-

plos de tales sistemas encontramos
en la meteorologia, economia, astro-
nomia, quimica, etc.

Elestudio de sistemas dinamicos
tiene como objetivo predecir el resul-
tado del proceso. Algunos sistemas
dinamicos son predecibles y otros
no, se vuelven caéticos. La nocién
matematica del caos es importante,
simplemente porque permite afirmar
que sistemas dinadmicos simples y
deterministicos pueden comportar-
se en forma impredecible o caética.
La clave del estudio de sistemas di-
namicos es la iteracién: la repeticién
sucesivade un proceso“. Si el proceso
dinamico se puede describir me-
diante una funcién matematica se
generan para cadavalor dela funcién
a través de iteraciones sucesivas las
llamadas 6rbitas. Algunos sistemas
dinamicos tienen drbitas inestables
que muchas veces forman un fractal.
En la naturaleza se nos presentan
fenémenos impredecibles, que sin
embargo se rigen por leyes.

Hace mas de una décadalos cien-
tificos se dieron cuenta que ciertos
sectores del caos en la naturaleza
pueden ser descritos por leyes. Un
sistema de este tipo, que sigue por
un lado las leyes fisicas de causa y
efecto, pero que tiene consecuencias
imprevisibles es llamado en el len-
guaje dela cienciamoderna "sistema
cadtico".

Para la investigacion del caos, la
geometria fractal es un medio auxi-
liar importante.

Catastrofes:

Una descripcion matematica del
mundo requiere muchas veces una
interaccion entre continuidad y feno-
menos discretos (Arnold, 1987). Para
describir la aparicién de estructuras
discretas a partir de estructuras

suaves, regularesy continuas seusan -
términos como singularidad, bifur-

caciones y catastrofes. El desarrollo
de la teoria de singularidades en

combinacién con la teoria de la bi-
furcacién (Poincaré, 1989; Andronov,
1933) es una poderosa herramienta
con un amplio campo de aplicacio-
nes en ciencia e ingenieria. Los ma-
tematicos René Thomy E.C. Zeeman
(Thom, 1975) sugieren que la teoria
de singularidades y sus aplicaciones
deberia llamarse teoria de catastro-
fes.

La teoria de catastrofes tiene por
ende sus origenes en la teoria de
singularidades de aplicaciones sua-
vesy en la teoria de bifurcaciones de
sistemas dinamicos. En el caso de la
teoria de singularidades se trata de
una generalizacién muy amplia del
estudio de funciones en puntos
maximos y minimos, sélo se sustitu-
yen las funciones por aplicaciones
que son colecciones de varias fun-
ciones de varias variables. Bifurca-
cién quiere decir ramificacion y se
usaen un sentido amplio para desig-
nar todo tipo de reorganizaciones
cualitativas mientras que catastro-
fes son cambios bruscos que surgen
como respuesta repentina de un sis-
tema a un cambio suave en las con-
diciones externas. Habia muchos
intentos de aplicar la teoria de catas-
trofes a materias tan diversas como
el estudio del latido del corazén, la
linguistica, la economia, la geologia,
la estabilidad de los barcos, los mo-
tines en las prisiones y la influencia
del alcohol en conductores.

Conclusiones

Los contenidos matematicos han
cambiado en calidad y cantidad en
las ultimas décadas y también la
manera de hacer matematicas.

Si el investigador matematico
adopté nuevos métodos de trabajo de
exploracién y descubrimiento, con
mayor razén el profesor de matemati-
cas debe incluir estas técnicas en sus
clases. Equipo de computo y calcula-
doras son excelentes herramientas
paralograr ésto. El aprendizaje activo
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es mas efectivo y la exploracién diri-
gida hace la matematica interesante
y atractiva. Los alumnos aprenden
contenidos matematicos y habitos de
construir el conocimiento, de "mate-
matizar"y asi encontrar la utilidad de
conceptos matematicos. Laresolucion
de problemas debe ser central en el
quehacer matematico de profesoresy
alumnos.

Los cursos de actualizacién para
profesores de matematicas deben in-
cluir tépicos contemporaneos, mu-
chos de los cuales se pueden llevar
también al nivel de los alumnos.

Como ejemplo mencionamos un
trabajo de Goldenberg (1989) en el
cual se propone llevar la geometria de
fractales a la escuela secundaria y
preparatoria. Como medio grafico se
usa el LOGO (Abelson, Disessa, 1981)
de una microcomputadora. De esta
manera se incorpora una rama im-
portante de la matematica del siglo
XX al nivel medio-superior y se ilus-
tra la cultura y vitalidad de la inves-
tigacion en la matematica actual.
También el concepto de funciones
iterativas y recursivas se puede intro-
ducir en el nivel medio superior al
igual que el estudio de la funcion lo-
gistica (NCTM, 1991).

Laidea derecursién eiteracion es
basica para comprender los concep-
tos fundamentales del estudio de
sistemas dinamicos y caos y se pue-
de discutir a nivel medio-superior.
Una excelente publicacién reciente
llamada "Fractals for the Classroom"
(Peitgen, 1992) ofrece material para
el estudio de recursién, caos y frac-
tales en las escuelas.

Es urgente que los profesores de
matematicas del nivel medio-supe-
rior y los educadores en matemati-
cas que se ocupan del mejoramiento
de tales maestros intenten seria-
mente terminar el virtual divorcio
entre la matematica contemporanea
ylainvestigacion en este campo y los
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contenidos de los cursos que se ofre-
cen a los alumnos. Debemos buscar
alternativas a la vieja costumbre de
ensenar una matematica anticuada,

estatica y mecanizada de manera

anticuada, estatica y mecanizada.

Como ejemplo podemos conside-
rar los cursos tradicionales de al-
gebra. Estos cursos normalmente
ponen inicialmente mucho énfasis
en la manipulacién de expresiones
algebraicas fuera de contexto los
cuales hay que transformary simpli-
ficar segun ciertas reglas. Después
se trabaja con ecuaciones de diver-
sos tipos y problemas de texto irrele-
vantes para la mejoria de los alum-
nos. Estos cursos llevan a muchos
alummnos al fracaso y al repudio de
las matematicas que les afecta para
elresto de suvida. Afortunadamente
hay alternativas viables para reme-
diar esta lamentable situacion de la
ensefianza del Algebra en el nivel
medio-superior y en los cursos
"remediales" a nivel profesional. Un
grupo de investigadores de dos uni-
versidades de Estados Unidos ha
realizado un esfuerzo durante varios
anios para cambiar radicalmente el
enfoque didacticoy de contenido alo
que puede ser un primer curso de
algebra en la preparatoria. El pro-
yecto llamado "Computer Intensive
Algebra" utiliza herramientas numé-
ricas, graficas y simboélicas y el apo-
yode calculadoras cientificas, calcu-
ladoras graficasy computadoras para
desarrollar en el alumno las ideas
algebraicas basicas y los métodos de
razonar con expresiones simbélicas
para resolver problemas cuantitati-
vos. Procedimientos algebraicos com-
plejos se manejan con paquetes
simbélicos de algebra. Por otro lado,
alumnos que tienen problemas en
organizar y manipular relaciones
complejas entre los datos de una si-
tuacionrealista pueden usar compu-
tadoras para construir los modelos
matematicos adecuados. El enfoque
de CIA se distingue por tres caracte-
risticas:

1. Uso extensivo de modelos y re-
presentaciones para ideas
algebraicas.

2. La organizacion del algebra al-
rededor de los conceptos de va-
riable y funcién.

3. Unanuevarelacion entre cono-
cimiento conceptual y procedi-
mientos en algebra. Se hace
énfasis en un algebra aplicaday
modelos matematicos.

Si logramos cambiar contenidos
tradicionales e incluir tépicos mate-
maticos contemporaneos que se
prestan parala adopcién de un estilo
de aprendizaje visual y experimen-
tal, podriamos iniciar cambios dra-
maticos y fundamentales en el des-
empeno de los alumnos (Goldenberg,
1989).

Topicos de investigacién de fron-
tera en matematica que tienen una
gran aplicabilidad en otras ciencias
pueden jugar un papel importante
en los contenidos de la matematica
en la escuela para atraer los alum-
nos a la belleza intelectual de la ma-
tematica y su utilidad y actualidad.
Herramientas graficas de alta velo-
cidad y definicién en computadoras
pueden ser un factor importante en
esta apertura.

Si matematicos investigadores
cooperan con profesores de mate-
maticas delnivel medio-superior sera
posible darle una informacién ac-
tualizada, mejorando su cultura ma-
tematica y fomentando nuevos mé-
todos de hacer matematicas.

Lavitalidad delamatematica con-
temporanea que experimentan los
matematicos, esta en contraste a lo
que viven la mayoria de los alumnos
debido a que los matematicos tratan
de resolver problemas novedosos
mientras que los alumnos se enfren-
tan con "problemas" que sus maes-
tros pueden resolver. De ahi que la
matematica aparece como un cuer-
po de hechos y técnicas, muerto e
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inerte, que heredamos de nuestros
antepasados, que no admite explo-
racion, tal que cada pregunta tiene
una y s6lo una respuesta que al-
guien ya sabe (Goldenberg, 1989).
Es tiempo que hagamos un esfuerzo
de cambiar esta imagen de la mate-
matica.
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Geometrias:

fundamentacion y experiencia sensible

Los profesores de matematicas
asociamos la discusion acerca de la
fundamentaciony axiomatizacion de
las matematicas con complejos teo-
remas y representaciones (Godel,
Cohen, Axiomatica de Godel-
Bernays, por ejemplo), bastante
apartados delamatematica educati-
va. Pero su conocimiento, atin anivel
general, es interesante por si mismo
y clave para la observacion de las
matematicas como una disciplina en
constante transformacién, mas real
que la vision habitual de un cuerpo
estatico e indiscutible de conoci-
mientos.

Por ello, me pareci6é conveniente,
mostrar a los alumnos, una parte de
la historia de los fundamentos de la
geometria y su peculiar relacion con
el ser humano que es quienla creao,
por lo menos, la descubre, debate y
aplica.

La axiomatizacion en matemati-
cas, es una manera de establecer
unas bases solidas de forma que se
puedan conocer las caracteristicas
de los objetos con los que trabaja el
matematico. Tales objetos pueden
ser de cualquier tipo, siempre que,
eso si, verifiquen los axiomas.

El primero y durante mas de mil
afos Unico sistema axiomatico, fue
el de Fuclides, que fundamenté la
geometria en una serie de postulados.
JPor qué escogid esos postulados?:

M En su versién moderna de playfair.
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Luis Carlos Cachafeiro Chamosa

Fundamentalmente porque de ellos
se deducian consecuencias “norma-
les”, o sea, resultados ya conocidos
(ejemnplo el teorema de Pitagoras), y
ademas los principios eran bastante
naturales considerandolos como
aproximaciones teéricas a algunos
objetos sensibles ya que los puntos,
rectas, planos y sus propiedades
(dadas por los correspondientes
axiomas) estan proximos a los obje-
tos de la realidad percibida).

El quinto postulado de Euclides,
siempre provocé discusiones acerca
de sunecesidad, queya a Euclides le
parecio menos “natural” quelos otros.
Ese 52 postulado dice” que por un
punto exterior a una recta se puede
trazar una paralela a esa rectay s6lo
una. Tratdandose de un postulado
menos claro que los otros ¢se podra
deducir matematicamente de los
otros?

Los axiomas pueden verificar dos
tipos de condiciones:

1. Que los axiomas no se contradi-
gan, lo que se conoce por CON-
SISTENCIA de la teoria.

2. Que ninguno de los axiomas sea
una simple consecuencia de los
otros. Esta es la INDEPENDEN-
CIA de los axiomas.

La Consistencia es una propie-
dad exigible a todo sistema de axio-

mas mieniras que la Independencia
es una cualidad mas “estética”, aun-
que no exenta de importancia.

Dado un conjunto de axiomas A,
este conjunto y todas las conse-
cuencias que se deducen de él, for-
man la teoria de A. Si hay un axioma
de A que depende de los otros, po-
demos eliminar ese axiomay elnuevo
conjunto de axiomas, da lugar a la
misma teoria. Pero si en vez de eli-
minarlo, es sustituido por su con-
trario, la teoria se vuelve contradic-
toria. Si un axioma independiente se
sustituye por su negacion, aparece
una nueva teoria diferente de la an-
terior.

Se puede utilizar este método en
el caso del 5° axioma de Euclides
(sustituyéndolo por su negacion)
¢ Qué le ocurre a la teoria? ¢Es con-
tradictoria? (y el 5° postulado es
consecuencia de los otros)? 6 bien
Jda lugar a una nueva teoria? (y el
axioma es independiente)? Esto hizo
en el siglo XVIII el italiano Sachieri.
Pero le aparecieron resultados “ex-
travagantes” y fue incapaz de ver
claramente lo que tenia delante: juna
nueva Geometrial

Cincuenta anos después el pres-
tigioso matematico C.F. Gauss des-
cubrié el fondo del problema, pero el
temor a mostrar unas consecuencias
que iban a ser mal asumidad por los
coetaneos, dio la posibilidad que
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fueran los matematicos Lobat-
chevski, ruso y Janos Bolyai, htin-
garo, los primeros en mostrar pt-
blicamente dos geometrias coheren-
te, que asuveznegaban el axioma de
las paralelas (la de Lobatchevski
afirma que por un punto se pueden
trazar mas de una paralela, y la de
Bolyai que no es posible trazar nin-
gunaj.

JTiene sentido hablar de una
geometria, que afirme que por un
punto exterior a una recta no se
puede trazar ninguna paralela?, ¢no
es ello una contradiccién con el
mismo concepto de geometria, de
algo que expresa nuestro entorno
fisico (aunque algo idealizado)?

Efectivamente, eso parece, pero
so6lo en la medida en que cuando
hablamos de rectas, nos estamos
refiriendo a nuestras tedricas rectas
sensibles, aquellas de las que nues-
tros sentidos nos informan de su
existencia, caracteristicas y propie-
dades.

JPero es posible “sin perder el
juicio” hablar de otras rectas? ¢Esas
rectas seran “no rectas”?.

Hagamos un simple experimento
(fig. 1). Envolved una hoja de papel
de aluminio sobre un trozo de papel
haciendo un cilindro, con el alumi-
nio por fuera. Poned unaregla delante
del cilindro y observad que “la recta
se tuerce”. Evidentemente a la re-
flexién de una recta no le llamamos
recta, pero se puede hacer una geo-
metria cuyas “rectas” sean las re-
flexiones del cilindro de rectas “nor-
males”.®?

Fijamos un observador. Se puede
establecer una transformacién que
lleve puntos del plano en puntos del
cilindro. La funcién F no tiene las

Figura 1

¢
propiedades habituales de conser-
vacion {no conserva paralelas, ni
angulos, ni distancias) y sin embargo
es una transformacion bastante
natural conocida por el nombre de
anamorfosis.

Otra transformacion no lineal es
la que se establece entre los objetos
del espacio, y su imagen correspon-
diente en la parte posterior del ojo
(conos y bastones excitados). Las
rectas en el espacio, pasan a ser
curvas en el ojo y en el cerebro, debe
rectificar algunas curvas del ojo, para
que sean sentidas como rectas (fig.
2). ¢ Coémo lohace?: Ain no se conoce
claramente.

Pero en el caso de pinturas de
boévedas (muy frecuentes en el Rena-
cimiento y en el Barroco), aparecen
nuevamente curvas que son vistas
como rectas. Aqui encontramos una
nueva trasformacién anamorfica.

Parecelogico pensar que de todas
formas la existencia de rectas esta
asegurada, y que se diferencian ob-
jetivamente de las curvas. Pero pue-
de ser una apreciacién subjetiva.
JPodemos asegurar que indepen-
dientemente del hombre existen rec-
tas?

Supongamos que nos encontra-
mos en Manhatan, en el piso 55 de

Figura 2

@ Aunque no verifique las condiciones de Klein para una geometria, este concepto puede ser ampliado para incluir esta "geometria".

LG 1371993 11



ARTICULOS

oo oo

oo oo
00 0o
O O 0 O
0 O O
O O 00O
00O 0o

oo oo

oo oo

gerada).

un gran edificio y que enfrente tene-
mos los gigantescos edificios del
World Trade Center de 110 pisos.
¢Como vemos los perfiles de estos
dos edificios? Muy anchos y sepa-
rados a la altura del piso 55, pero
pequenitos y juntos enlacalley en el
piso 110. Por tanto “son curvas” (fig.
3).

Si tuvimos la experiencia de que
toda recta suficientemente larga se
curva, /aceptarian Euclides (y
Enmanuel Kant) la existencia “a
priori” de rectas, e incluso la nocién
de paralelismo?

Muchos de estos interrogantes
quedan aun por resolver. A medida
que se desarrollen los estudios sobre
la sustentacion delas matematicasy
de las peculiaridades del funciona-
miento del cerebro y su sistema per-
ceptivo, es de suponer que se iran
aclarando.

12 awrn) 13/1993

Por lo de pronto, el susto que
recibieron los matematicos al saber
que existen rectas que no lo son, fue
impresionante. El matemaético ya
puede trabajar con rectas (de nom-
bre) que no lo son (percepcién). La
propia teoria general de la Rela-
tividad, considera un espacio esen-
cialmente euclideo en la inmensa
mayoriavacia del Universo, pero que
se curva en las proximidades de
cuerpos astronomicos de grandes
masas que “tuercen” las rectas.

Con el paso del tiempo, fueron
cayendo grandes mitos. Asi también
cayo el de la existencia de rectas.
Pese a todo la geometria basica de
estudio es la euclidea. [y la mas facil!
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El Calculo simbolico automatico y la
Ensenanza del Algebra:
el diseno curricular base!

¢

Tomas Recio

En este articulo se persiguen dos objetivos complementarios: por una parte, la
presentacién y divulgacion de los métodos y paquetes informaticos caracteristi-
cos del Algebra por ordenador o Calculo Simbélico Automatico, atendiendo a su
futura utilidad en la ensefianza del Algebra pre-universitaria. Por otra parte, el
analisis de determinados planteamientos didacticos para la ensefanza del
Algebra-como los contenidos en el Disefio Curricular Base-desde las aportaciones
conceptuales que suponen ciertas técnicas de Calculo Simbélico.

Introduccién

El desarrollo, relativamente recien-
te, de programas de ordenador ca-
paces de operar con simbolos y otros
elementos caracteristicos del algebra,
abre una serie de posibilidades para
la utilizacién de estos programas en
la ensenanza elemental de las mate-
maticas (ciclo superior de la E.G.B.
y B.U.P.). En primer lugar, obvia-
mente, como herramienta para la
realizacion de los célculos algebrai-
cos por parte del profesor y de los
alumnos durante y después de la
clase. La utilizacién en este sentido
limitado pero importante de los pro-
gramas de calculo simbélico debe ir
precedida de un analisis de las con-
secuenciasy alteraciones didacticas

que conllevaria su empleo generali-
zado, una discusidn, en cierto sen-
tido, similar a la que suscité hace
anos el uso de las calculadoras de
bolsillo por parte de los escolares.
En segundo lugar debemos senalar
que la propia tarea de elaboracién e
implementacién de los programas
de calculo simbdlico ha supuesto y
supone en la actualidad un analisis
conceptual importante sobre aspec-
tos basicos del algebra, tan basicos
que aparecen usualmente en la en-
senanza escolar de la misma. Este
analisis conceptual arroja también
cierta luz sobre las dificultades del
aprendizaje del algebra, con posibles
consecuencias parasu didactica, que
se estudian, en el tercer apartado de
este trabajo, relacionandolas con las

propuestas del Disefio Curricular
Base. En tercer lugar, el desarrollo
teérico de los algoritmos del calculo
simbélico esta modificando la pers-
pectiva, desde un punto de vista
estrictamente matematico y no
didactico, tradicional sobre temas
tales como la geometria euclidea o
los sistemas de ntimeros, que son
materia habitual en el curriculum
escolar. El analisis de las futuras
implicaciones didacticas de estas
nuevas perspectivas cientificas es el
ultimo punto a considerar en este
trabajo.

Se observara que en lo que sigue
no se establecen propuestas didac-
ticas concretas como consecuencia
de las reflexiones y hechos que se

1 Parcialmente basado en la conferencia pronunciada en el curso “La Educacion Matematica”, Universidad de Castilla-La Mancha,
Cuenca, 5 de julio de 1989, y en los cursos de actualizacion cientifica'y didactica impartidos en los CEP de Caceres, Zaragoza y

Santander, en 1988 y 1990.
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exponen. Esta tarea, ciertamente
mucho mas dificil que la que trata-
mos de desarrollar aqui, no puede
ser emprendida seriamente por el
autor del articulo, novinculado enla
actualidad con la enseflanza de la
matematica escolar. Si se considera
que no es procedente que las orien-
taciones didacticas surjan exclusi-
vamente de las mesas de los despa-
chos universitarios, la hipotética
utilidad de trabajos como éste, de
actualizacion cientifica en un senti-
do amplio del término, radica en la
difusion de avances cientificos y
tecnologicos entre el profesorado no
universitario para que este, en ulti-
mo término, elabore y adapte las
implicaciones didacticas que proce-
dan.

Si son bien conocidas las dificul-
tades de realizacién de articulos de
divulgacion cientifica por la propia
complejidad dela tareaylafalla, casi
siempre, de préactica en los autores,
lo es menos la habitual carencia de
motivaciones, en un mundo cientifi-
co que valora sobre todo los resulta-
dos técnicos. En este trabajo y con
independencia del valor del mismo,
debo reconocer el aliento para su
elaboracion proveniente de los orga-
nizadores y asistentes a los cursos
de actualizacion cientifica y didactica
celebrados en el otofio de 1988y en
el verano de 1990 en los C.E.P. de
Caceres, Zaragoza y San-tander,
donde tuve la oportunidad de expo-
nerydiscutir alguna delasideas que
constituyen este articulo. Mi agrade-
cimiento también para los profeso-
res L. Rico y J.L. Soriano, director y
secretario, respectivamente-del cur-
s0 “La Educacién Matematica” cele-
brado en la Universidad de Castilla-
La Mancha (Cuenca, en 1989. Mu-
chas de las ideas que aqui se plas-
man se han ido formando con la
colaboracion inestimable de los pro-
fesores Carmen Da Veiga, Miguel
Soler y Juan Manuel Olazabal. Jun-
to con mireconocimiento hacia ellos,
mis disculpas si no he sabido inter-
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pretar adecuadamente sus opinio-
nes sobre este tema.

El Calculo simbélico
automatico: conceptos,
sistemas y aplicaciones

Calculo simbdlico, calculo formal,
algebra por ordenador... son alguna
de las expresiones usadas en los
ultimos veinte o treinta afos para
designar el estudio y la implemen-
tacion de algoritmos que actuian so-
bre objetos algebraicos: polinomios
en unay varias variables, fracciones
racionales, matrices de elementos
numéricos o simbélicos, funciones
elementales del analisis... Es dificil
definir con precision el ambito de
esta disciplina por vias distintas ala
de los ejemplos; una descripcion por
comparacion pondria el énfasis enla
exactitud (precision ilimitada) de los
calculos realizados en los programas
de algebra por ordenador frente ala
precision limitada de los calculos
numeéricos en los programas mate-
maticos “habituales”. Otra forma de
aproximacion al concepto de calculo
simbolico automatico podria venir
dada por la referencia a algunos
libros que tratan el tema de manera
general y basica: el volumen dos de
la conocida obra de Knuth “The Art
of Computer Programming” Addison-
Wesley, 1969, que incluye el trata-
miento de los algoritmos seminu-
méricos, puede considerarse dentro
del espiritu del algebra por ordena-
dor. Otras dos obras de referencia
obligada sonlas denominadas “Calcul
Formel” de Davenport- Syret-
Tournier, enla editorialMasson, 1987;
y la coleccion de articulos introduc-
torios, “Computer Algebra” recopila-
dos por Buchber-ger-Collins-Loos y
editados por Springer-Verlagen 1982.
Los aspectos mas estrictamente ma-
tematicos son objeto de tratamiento
especifico en el texto reciente de
Mignotte “Mathematiques pour le
calculformel” Presses Universitaires
de France, 1989.

Dos algoritmos tipicos del calculo
simbolico podrian ser el denomina-
do de Euclides, para el calculo del
maximo comun divisor de dos
polinomios en una variable con co-
eficientes enteros; o el de Hermite,
parael calculo delaintegral indefini-
da de una fraccion racional con co-
eficientes en un cuerpo (este taltimo
ejemplo de algoritmo de integracion
formal ejemplifica la importancia de
los aspectos no algebraicos, pero si
de calculo simbolico, dentro del
Algebra por Ordenador). Ambos
algoritmos se encuentran razona-
blemente dentro del ambito de la
matematica escolar pero su imple-
mentacion por ordenador (o la reali-
zacion de los calculos a mano) pre-
senta una serie de problemas carac-
teristicos del Calculo Simbélico. En
el caso del algoritmo de Euclides
aplicado a los polinomios

x8+x8-3x4-3x%+8x%+2x-5 y
3x5+5x*-4x2-9x+2

se observa que los coeficientes racio-
nales de los polinomios que surgen
de las sucesivas divisiones, expresa-
dos como cocientes de niimeros en-
teros primos entre si, son de un
tamano considerable (hasta diez
digitos en el numerador y en el deno-
minador), siendo la fraccion

1288744821
543589225

el maximo comun divisor buscado.
Por la sencillez de los polinomios
dados, es evidente que la aplicacion
directa de este método no podria
generalizarse a casos mas comple-
jos, de mayores coeficientes de par-
tida o de grados mas elevados. Asi, la
buisqueda de algoritmos para el cal-
culo del maximo comtin divisor, sin
un crecimiento exponencial del ta-
mano de los coeficientes que inter-
vienen en los pasos intermedios,
constituye una tarea tipica del Cal-
culo Simbélico. Es claro, ademas,
que la alternativa (de tipo “calculo
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numérico”) consistente en represen-
tar las fracciones involucradas por
numeros decimales aproximados
conduciria a resultados incorrectos
(y no sélo “aproximadamente inco-
rrectos”) para el calculo del maximo
comun divisor. Considérense, por
ejemplo, los polinomios
x3-8 y  (1/3)x2-(4/3)

cuyo m.c.d. es

(1/3)x-(2/3)

mientras que el m.c.d. de x3-8

y 0,333333x2-1,33333es0,000001.
En el caso de los algoritmos de inte-
gracion indefinida de funciones ra-
cionales (cocientes de polinomios con
coeficientes, por ejemplo, enteros)
recordemos -sin entrar en detalles-
que es necesario factorizar “de algu-
na forma” el denominador, descom-
poner en fracciones simples, hallar
algunas raices de polinomios... De
nuevo los errores de redondeo en el
calculo de raices o en la determina-
cion de su multiplicidad pueden dar
lugar a resultados radicalmente di-
ferentes. Surge asi el problema, fun-
damental en Calculo Simbdlico, de
larepresentacién exacta y del calcu-
lo con nameros que son raices de po-
linomios con coeficientes enteros
(tales como V2), sin acudir a su re-
presentacion decimal.

Estos ejemplos, entresacados del
libro Calcul Formel, citado arriba,
pueden servir para atisbar el con-
cepto de Calculo Simbélico en su
dimension mas proxima al Algebra.
Pero ya hemos sefalado al principio
que forma parte de ese mismo con-
cepto la implementacion de los al-
goritmos algebraicos formando pa-
quetes de programas denominados
Sistemas de Calculo Simbélico Au-
tomatico. Tras un periodo en el que
los sistemas mas capaces de realizar
tareas interesantes debian necesa-
riamente cargarse sobre ordenado-
res de un tamafio considerable, pues-
to quela contrapartida a la precision
ilimitada es la exigencia de mayores

recursos de tiempo y memo-
ria, muchos empiezan a ser accesi-
bles para un usuario con un micro
ordenador (tipo PC, con un mega de
memoria). REDUCE, MAPLE son dos
sistemas de propésito general, ac-
tualmente utilizados sobre un orde-
nador personal por numerosos gru-
pos de usuarios. Otros sistemas de
proposito mas especifico, para la
manipulacién de polinomios en una
ovarias variables, como el COCOA o
el ALPI o el MACAULAY, son tam-
bién manejables en ordenadores PC.
muMATH es otro sistema de propo-
sito general que opera sobre peque-
nas maquinas, si bien sus caracte-
risticas son un tanto limitadas. Sin
ningtin animo de ser exhaustivos
debemos mencionar entre los siste-
mas de Calculo Simbélico que exigen
ordenadores de tamafio medio a
MATHEMATICA, MACSYMAy a SAC-
2 (este ultimo especializado en
algoritmos para la eliminacion de
cuantificadores en la teoria de cuer-
pos realmente cerrados). Posible-
mente una configuracion minima
razonable para un centro educativo
no universitario consistiria en la ad-
quisicion del sistema MAPLE insta-
lado enun disco duro al que accedie-
ranvarios PCs. Estarecomendacion,
sin duda, estd influida por el esfuer-
zorealizado por los creadores de este
sistema, en la universidad cana-
diense de Waterloo, para adecuar el
mismo alas necesidades de alumnos
y profesores, distintas muchas veces
de las de los investigadores (véase el
articulo “Computer Algebra in the
Under-graduate Mathematics
Classroomt”, Char-Geddes-Gonnet-
Marshman-Ponzo, Proceedings
SYMSAC 86, ACM 1986). Otra op-
cion, empleada por el profesor
Olazabal en compania del autor de
este articulo, en los Cursos de Ac-
tualizacién Cientifica y Didactica
mencionados en el apartado ante-
rior, es lainstalacién de REDUCE en
ordenadores compatibles. En ambos
casos el software necesario puede
adquirirse en varias casas comercia-

les a un precio razonable para un
seminario o centro educativo.

Las aplicaciones de estos siste-
mas se apoyan en tres caracteristi-
cas comunes a todos ellos: una for-
mula matemaética puede ser objeto
de evaluacién numérica, cuando las
variables y parametros de la misma
hanrecibido valores numeéricos (como
ocurre en FORTRAN, PASCAL o
BASIC) y ademas puede ser objeto
de manipulacién formal como
simplificacion, derivacion, integra-
cion, factorizacion, desarrollo... de
la férmula dada.

La aritmética en ciertos dominios
basicos (enteros, racionales,...) es
exacta.

Lamayor parte delas habilidades
operatorias algebraicas basicas es-
tan incorporadas al sistema. Ade-
mas de la aritmética con polinomios,
funciones racionales, matrices... se
incluyen comandos para la realiza-
cion del maximo comun divisor, des-
composicion en fracciones simples,
diferenciacion, desarrollo en serie de
Taylor, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, determinacién
de la existencia de soluciones com-
plejas para sistemas de ecuaciones
no lineales, integracion formal, solu-
cion formal de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, calculo delimites y
series...

Ademas de la utilizacién de estos
sistemas como meras “supercal-
culadoras” de mesa, uno puede es-
cribir programas en un-lenguaje
proximo al PASCAL para la realiza-
cién de algoritmos o aplicaciones no
contempladas directamente por los
creadores del sistema.

En ambos modos de utilizacion
es claro que el Calculo Simboélico
Automatico proporciona una herra-
mienta extraordinaria para la explo-
racion de una parte importante de
las matematicas, por ejemplo, en
geometria algebraica es frecuente que
el desarrollo de ejemplos no absolu-
tamente triviales sea una tarea exce-
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sivamente pesada para realizar a
mano (piénsese en la realizacion de
un cambio lineal de coordenadas
sobre un polinomio de grado cinco,
en dos o tres variables), o para la
obtencion de resultados de natura-
leza cualitativa, por ejemplo, para
escribir un algoritmo que obtenga el
tipo topolégico (ntimero de 6valos,
por pequenos que sean, y su inclu-
sién relativa) de una curva plana
como método auxiliar en el estudio
del problema 16 de Hilbert. Otras
situaciones relativamente simples
que ilustran las aplicaciones mate-
maticas de estos sistemas se basan
en la capacidad recientemente in-
corporada para resolver sistemas de
ecuaciones algebraicas: asi se pue-
den desarrollar algoritmos para la
determinacion de las ecuaciones
paramétricas de la interseccion de
dos superficies, obteniendo por eva-
luacién numérica con coma flotante
puntos de la curva resultante; o ha-
llar las ecuaciones implicitas de un
objeto geomeétrico dado por ecua-
ciones parameétricas. Las aplicacio-
nes de estas técnicas a la Geometria
Computacional o a la Geometria So-
lida Constructiva o C.S.G. estan
siendo investigadas en la actuali-
dad. Mas sofistificadas son las apli-
caciones a algunas areas como la
planificacién de movimientos de ro-
bots 0 ala demostraciéon automatica
de teoremas. Las referencias biblio-
graficas citadas anteriormente
contienen indicaciones precisas so-
brela forma enla quelos sistemas de
Calculo Simbolico intervienen en
estas aplicaciones y sobre otras
muchas, quizas mas importantes y
con ambitos no matematicos de uti-
lizacion: fisica de altas energias,
quimica y biologia... debe pensarse
que algunos sistemas de Calculo
Simbélico fueron primariamente
concebidos para una aplicacién ex-
tra matematica concreta). Las que
hemos mencionado aqui con algan
detalle han sido elegidas por ser el
campo particular de intereses del
autor y del grupo de Algebra
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Computacional de la Universidad de
Cantabria.

El algebra escolar en el
disefio curricular base:
aspectos, tareas y
dificultades

Desde una perspectiva mera-
mente descriptiva, algebra escolar
es sinénimo de manipulacion de
letras: como dice el profesor
Freudenthal en “Didactical
Phenomenology of Mathematical
Structures” (D. Reidel Pub. Co.
1983) “the long step from arithmetic
towards algebra...is calculating with
letters rather than numbers”. Cier-
tamente el calculo literal es uno de
los aspectos caracteristicos del
algebra escolar, al que yo afadiria,
tanto por razones histéricas como
por la coincidencia en el tiempo de
aprendizaje, la manipulacion no
decimal de ciertos niimeros (radica-
les, radicales imbricados, potencias):
es decir, la realizacion de ciertas
tareas (simplificar, verificar la
igualdad, etc.), con tales ntiimeros
sin recurrir a realizar las operacio-
nes indicadas mediante la obtencion
de la expresién decimal correspon-
diente. Atin puede afnadirse al baga-
je de caracteristicas del Algebra es-
colar la introduccién al concepto de
funcion; ciertamente las letras apa-
recen aquitambiény, ademas, puede
hablarse de una tendencia didactica
(explicitada en ellibro de Freudenthal
mencionado arriba, hacia la alge-
brizaciéon de las funciones, enfa-
tizando el papel de las letras como
variables y de las expresiones
algebraicas como funciones, ofrecien-
do asi una via alternativa de apro-
ximacién al algebra, distinta de las
clasicas ecuaciones o identidades.
También, si continuamos con esta
aproximacién descriptiva al algebra,
es caracteristica de esta parte del
curriculum escolar la resoluciéon de
ecuaciones o de establecimiento
de identidades por medios forma-

les, la formulacion y resolucion de
problemas de modo que la dificultad
se encuentra fundamentalmente en
la traduccion simbélica de la si-
tuacién planteada y en la identifica-
cion de la incognita a determinar. La
frontera con la aritmeética es aqui
difusa, ya que tales problemas pue-
den ser muchas veces abordables,
también, desde una perspectiva que
podemos llamar aritmética, en la
que es posible determinar el valor de
laincognitamediantela ejecucion de
un “plan” operacional que parte di-
rectamente de los datos (véase al
respecto el analisis que se realiza en
“Problemas Aritméticos Escolares”
de Luis Puig-Fernando Cerdan, Ed.
Sintesis, 1988).

Por cualquiervia que se opte para
aproximarse al algebra escolar, otra
nota caracteristicay uno de los pun-
tos mas conflictivos de su ensenanza
es la multiplicidad de esquemas
conceptuales en los que se realiza
el calculo literal, como los catalo-
gados por Kuchemann para la utili-
zacion escolar de las letras. En todos
los casos catalogados, las tendencias
didacticas actuales, en particularlas
reflejadas en el documento del Mi-
nisterio de Educacién y Ciencia es-
panol, denominado Disenio Curri-
cular Base, preven una metodologia
para la ensefianza del algebra que
conlleva interpretar las letras como
simbolos que representan algo (nu-
meros, cantidades..); es decir, se
estima que un aprendizaje signifi-
cativo de lamanipulacién de simbolos
ha de requerir una interpretaciéon de
los mismos en un cierto referente. La
pluralidad de contextos conceptua-
les en los que surgen los simbolos se
extiende también a la realizacién de
tareas especificas: resolver debe
predicarse de las incognitas, mien-
tras que simplificar es mas propio de
las situaciones con indeterminadas.
En la practica escolar, buena parte
de los problemas que habrian de
surgir, por la sutileza de las distintas
semanticas en el uso de letras, son
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resueltos mediante la creacion en los
alumnos de meros habitos de
acomodacion condicionada a las ta-
reas repetitivas que deben realizar.
Asi, si aparece un enunciado con la
palabra I simplifica” o “factoriza” el
alumno sabe que la expresion que
debe calcular al otro lado del simbolo
= ha de ser el resultado de la apli-
cacion de ciertas reglas, sacar la
mayor potencia posible comun auna
serie de monomios, operar unos
paréntesis, etc.; mientras que si se
trata de “resolver” el simbolo = es un
mero obstaculo para comprobar su
habilidad para “pasar” la expresion
de la derecha a la izquierda de dicho
simbolo, sin que en la mayoria de los
casos se le ocurra simplificar en un
contexto deresolucion o viceversa (y,
Jque ocurriria si lo hace?:

piénsese en una ecuacion de la for-
ma x>-1=x?+3x+2 visualizada como
x-1}(x+1)=x+])(x+2), y en la que el
alumno se “confunde” de contexto y
se pone a simplificar antes de proce-
der aresolver). Tal vez este fenomeno
de mera acomodaciéon social (en el
sentido de la restringida sociedad
del aula) y también la limitacion
didactica de la ensenanza semantica
de las letras, en la que se reitera el
D.C.B., confundiendo tal vez apren-
dizaje significativo del Algebra por
aprendizaje interpretativo, o, di-
cho negativamente, tomando como
aprendizaje reiterativo el aprendi-
zaje inteligente de reglas sintéac-
ticas, pueden explicar alguna de las
tareas algebraicas con mayor indice
de fallos, singularmente semejante
en distintos niveles y cursos, pro-
puestas en los test de Algebra de
C.S.M.S. de analisis de las dificulta-
des en el aprendizaje del Algebra
escolar y aplicados en algunos cen-
tros educativos de nuestro pais por
la profesora C. Da Veiga: son aque-
llas tareas que podriamos denomi-

nar de obtencion de consecuen-
cias de ligaduras. Ejemplos de estas
tareas son: si P=R+S-T, ¢S-T=?
P-R=? 0, si A+B=C y D-B=E enton-
ces JA+D=?Y, ¢, A+3D="? Otro ejemplo
podria ser el siguiente: si

2a+1=ba+7
Ba+7=3a+1

entonces ¢J2a+1=?

Ante estas tareas no habituales,
y por tanto mas dificiles de acomo-
dar a los modelos estandarizados de
laescuela, los alumnos se enfrentan
con la necesidad de decidir el signi-
ficado de las igualdades y letras de
las ligaduras algebraicas que tienen
como dato; y ademas deben dirimir
sobre las consecuencias de adoptar
uno u otro esquema conceptual a la
hora de buscar las soluciones, las
expresiones mas pertinentes a la
derecha del simbolo = en la formula
entre interrogaciones. En el primer
ejemplo, P=R+S-T podriaindicar una
relacién de caracter funcional, en la
que P resulta ser una funcién de las
variables R, Sy T. En este caso so6lo
cabe pensar que S, T es igual a S-T,
puesto que ninguna relaciéon debe
ligar a las variables independientes
de una funcién; mientras que P-R
seria igual a (R+S-T)-R=S-T. La in-
terpretacion funcional choca, sin
embargo, con la siguiente tarea, en
la que A y D no aparecen como
funciones explicitas de las restantes
variables. Cabe, entonces, interpre-
tar ecuacional-mente las expresiones
A+B=Cy D-B=E, entendiendo que A,
B, C, D y E representan niimeros
verificando las ecuaciones dadas y
por tanto A=C-B y D=E+B (tomando
AyD comoincégnitasy despejando).
Asi A+D=(C-B)+(E+B)=C+E. Puede
pensarse que la distincién entre in-
terpretacion ecuacional y funcional

es un tanto artificiosa, en definitiva
toda expresion funcional y=f(x) pue-
de considerarse trivialmente como
unaecuacion y-f(x)=0; reciproco, pero
no trivialmente, toda ecuacién indu-
ce implicitamente cierta o ciertas
funciones y esta misma considera-
cion podria extenderse, con un ana-
lisis bastante delicado, al caso deun
sistema de ecuaciones?. De la difi-
cultad matematica del concepto de
descripcién implicita de una o unas
funciones por un sistema de
ecuaciones podemos deducir laradi-
cal diferencia de los esquemas con-
ceptuales usados, segtin se elija una
uotraaproximacion alatarea escolar
propuesta. Cabe, sin duda, una re-
duccién trivial del caso funcional al
ecuacional, como sefalamos arriba.
Pero ciertamente el considerar toda
expresion de igualdad algebraica
como una ecuaciéon entre ciertas
incognitas acarrea notables compli-
caciones. Por ejemplo, es cierto, desde
una perspectiva ecuacional sobrelos
enteros, que si x*=y* entonces x?=y?;
(v posiblemente (si se verifica el gran
teorema de Fermat), sobre los racio-
nales, x*+y"=1 implica x.y=0). Pero,
obviamente, el esquema conceptual
ecuacional para deducir estas con-
secuencias de las ligaduras alge-
braicas es fundamentalmente dis-
tinto del que usamos para resolver
las tareas escolares antes mencio-
nadas, la diferencia no radica en la
mayor complejidad de estos ejem-
plos, cuyas soluciones dependen de
la aritmética de cierto cuerpo, sino
en que, para las tareas escolares,
implicitamente, estamos conside-
rando que la solucién debe venir
dada por una especie de manipula-
ciéon abstracta de las ligaduras
dadas, sin la intervencion de otro
dominio aritmético que el generado
por los propios coeficientes de las
expresiones: es decir, estamos real-

2 Curiosamente, el profesor Freudenthal, en la obra ya citada, aboga, coherentemente con su propuesta de aproximacién al algebra
via funciones, por la introduccion de las funciones definidas implicitamente a través de ecuaciones: “give a fresh chance to the
natural operations with implicitly given functions...” Desafortunadamente, esta propuesta no es desarrollada con detalle.
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mente requiriendo una interpreta-
cion sintactica de las letras, aunque
choque conlos postulados didacticos
actuales. Por manipulacién abstrac-
ta entendemos la existencia de unas
reglas automaticas de tratamiento
de las ligaduras que conduzcan a la
resolucién, en todos los casos, de
todas las ligaduras que son conse-
cuencia de otras dadas.

Para ejemplificar este punto de
vista consideremos la dltima tarea
propuesta arriba: si

2a+1=5a+7
Ha+7=3a+1

entonces ¢2a+1=?

Una aproximaciéon desde una
perspectiva ecuacional no arrojaria
ningunarespuesta coherente, yaque
despejando “a” en la primera
ecuacion tendriamos a=-2, luego
2a+1 seria -3; pero el resultado seria
distinto si despejaramos “a” en la
segunda ecuacioén. Sin embargo,
desde la 6ptica de una manipulacion
abstracta (que en este ejemplo puede
considerarse como sinénimo del
método de eliminacion de Gauss) las
ligaduras dadas se transforman,
primero, en las ligaduras

-3a-6=0

2a+6=0
y, luego, en un sistema triangular
eliminando la letra “a” de la segunda
ecuacion

-3a-6=0

ik

2.(-6)-(-3)=0

es decir, finalmente, el sistema origi-
nal se convierte en:
-3a-6=0
#%

6=0
lo que implica automaticamente que
cualquier expresion en “a” puede ser
obtenida como una combinacién de
las dos ligaduras en las que hemos
transformado las dadas por la se-
cuencia de reglas: 1) agrupar todos
los términos a un lado del signo
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igual, 2) eliminar en la segunda liga-
dura la letra “a”. Asi 2a+1 es igual a
cualquier expresion, por ejemplo
2a+1 =3a-9, en el sentido sintactico
de que (2a+1)-(3a%-9) puede ser con-
siderado como una combinacién de
las ligaduras que aparecen en **. Asi
(2a+1)-(3a2-9)=0.(-3a-6)++(1/
6).(2a+1-3a%+9).(6). La argumenta-
cién seguida contiene, sin duda,
numerosos puntos oscuros, en par-
ticular el concepto o0 esquema men-
tal de manipulacién algebraica, so-
bre el que volveremos mas adelante
al inter-relacionar Algebra escolar 'y
Calculo Simbolico Autgmatico, pero
si creemos que pone de manifiesto
alguna de las dificultades basicas de
la ensenanza del Algebra: curiosa-
mente, el item del cuestionario de Da
Veiga con mayor niimero de contes-
taciones inconsistentes (ya gue no
puede hablarse de contestaciones
erroneas, por la propianaturaleza de
la cuestién planteada) es el que he-
mos ana-lizado en tiltimo lugary con
mayor detalle. Podria esgrimirse que
concedemos una excesiva importan-
cia a la clarificacion de determina-
dos esquemas conceptuales que
muestran sus limitaciones o contra-
dicciones en tareas mas complejas
que las que habitualmente ocupan a
los escolares, siendo, por el contra-
rio, totalmente adecuados para el
nivel de los ejercicios que deben
realizar estos; y también puede
argumentarse que la consolidacion
de unos esquemas imperfectosy aun
erréneos (por ejemplo, la sola inter-
pretacion funcional o ecuacional de
las expresiones algebraicas) es una
etapa necesaria para el aprendizaje
posterior de esquemas mas refina-
dos. Ambos argumentos entran de
Ileno en un debate sobre propuestas
concretas en el que, como ya hemos
indicado, no parece oportuno que el
autor se pronuncie, por su descono-
cimiento del tema. Perono cabe duda
de que tales problemas deben de
estar presentes en el profesorado
que ha de ensenar el Algebra en la
escuelayenel B.U.P. Es ciertamente

muy dificil, en la ensenanza supe-
rior, reubicar unos conceptos que se
refieren a aspectos basicos del
aprendizaje del Algebra y que han
sido cimentados en los niveles infe-
riores de la ensefianza...

Atn otra situacion en la que los
esquemas conceptuales funcionales
o ecuacionales plantean dificultades
es la relativa a la manipulacion de
fracciones algebraicas, como cuan-
do se pide que el alumno racionalice.

1

1+Vx-1

En este contexto, la obtencién de
otra fracciéon algebraica igual a la
dada, por ejemplo

1- Vx-1
2-X

no puede interpretarse desde la con-
sideracioén de las letras como varia-
bles de una funcion, puesto que el
reemplazamiento x=2 tiene sentido
en la primera fraccién pero no en la
segunda (a no ser que se le asigne en
ese caso el valor de la primera; pero
este recurso habitual implicitamen-
te hace uso de la igualdad entre
ambas fracciones, conlo que estamos
en el punto de partida, ¢por qué son
iguales?, o entramos en considera-
ciones sobre continuidad, que cier-
tamente no deberian formar parte de
los esquemas conceptuales precisos
para la comprension del Algebra es-
colar). Algo similar ocurre en las
tareas sencillas de simplificacién de
fracciones como (x°%y-y®x)/(x%y-y>x)
equivalente a x+y; o en los casos de
division de polinomios con coeficien-
tes literales, (x2+bx)/(ax+c), cuya
expresion formal del cociente y el
resto incluye denominadores con
potencias de “a” y no son, por tanto,
validas para todos los valores de esa
variable o parametro. En todos estos
casos parece que un esquema con-
ceptual de tipo manipulacion sintac-
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tica de los simbolos interpreta mas
adecuadamentelas tareas arealizar.

Pero atin debemos senalar en este
epigrafe una ultima dificultad del
Algebra escolar que el D.C.B. no
analiza suficientemente. Ya hemos
apuntado anteriormente que el rela-
tivo éxito de los alumnos en la reali-
zacion de determinados ejercicios de
la clase de Algebra se produce, antes
que por una comprensién racional
de lo demandado en los mismos, por
una extraordinaria acomodacion so-
cial (lo que a priori no debe desde-
niarse como recurso didactico). Un
ejemplo notable de este hecho es la
ruptura decimal que conlleva la
operatoria con radicales sin la ex-
traccion de los mismos cuando la
raiz no es exacta.

Asi, cuando leemos en algunos
ejercicios escolares algo como “sim-
plifica la expresion”

1
V2+V3+VB+V7

no resulta facil imaginar qué esque-
mas conceptuales han sido elabora-
dos en la mente del alumno que
identifica, velozmente, como “sim-
plificacién” la racionalizacién de esta
fraccion, en vez de tomar su calcula-
dora y contestar 0, xxxxxx (maxime
cuando, como en este caso, la racio-
nalizacién conlleva ocho sumandos
en el numerador, cada uno de los
cuales implica varios productos de
raices de dos, tres, cinco o siete).

Dejando aunladoela caricatu-
rizaciébn de este tipo de practicas
escolares abusivas, no cabe duda
que la utilizacion no decimal de cier-
tos nameros en Algebra, por razones
bien distintas y atin opuestas a las
del afan simplificador, exige, en mi
opinién, dos acciones en la ensefian-
za elemental. La primera es la expli-
cacidn (por via de ejemplos como los
que hemos sefalado en el apartado

de este trabajo dedicado a la presen-
tacion del Calculo Simboélico Auto-
matico) de los motivos por los que en
Algebra la representacion y manipu-
lacion numérica es esencialmente
finita, por ejemplo V5 es una estu-
penda forma algebraica para repre-
sentar al niimero positivo cuyo cua-
drado es 5; asimismo sabemos que
V2-Y3 no es cero pues el cuadrado de
la primera raiz no coincide con el
cuadrado de la segunda, una forma
bastante sencilla de hacer aritméti-
ca con estos ntimeros no decimales.
La segunda es la construccién del
esquema mental que corresponde a
este concepto de ntmero, y a su
aritmética. Tal vez esta propuesta,
implicita cuando ensenamos a los
nifnos a decidir a través de manipu-
laciones no decimales que
1

=\2+1
V2-1

choque con dos objeciones iniciales:
las tendencias didacticas actuales,
muy presentes en el D.C.B., conver-
gentes mayoritariamente hacia la
utilizacién, en el estilo del calculo
numeérico, del concepto de aproxi-
macion; y la ignorancia sobre c6mo
desarrollar sistematicamente el modo
de representacion numérica que he-
mos esbozado. Sobre ambas objecio-
nes nos extenderemos en otros
apartados de este trabajo.

Ahora bien, a esta descripcion
somera de algunos problemas di-
dacticos de la ensenanza del algebra
escolar alos que el D.C.B. no aporta,
en mi opinién, la atencién debida o
no opta por enfoque mas adecuado,
debe anadirse otra serie de objecio-
nes que se refieren a las actitudes y
los valores que predominan en la
disciplina algebraica. Asi el algebra
se distingue por su caracter de len-
guaje, con reglas para la formaciony
deducciéon de sentencias, que apre-
hende con exactitud una parte de la
realidad modelada matematicamen-
te; y es precisamente la validez auto-
matica de las operaciones realizadas

siguiendo correctamente tales reglas
lo que confiere ventajas al lenguaje,
no es necesario verificar la validez de
las interpretaciones en cada paso.
Sin embargo, en el marco del D.C.B.
Ia situacion de la ensefanza del
algebra escolar resulta aparente-
mente contradictoria, al enmarcarse
en un disefio curricular que implici-
tamente o explicitamente opta por
rechazar la enseflanza desnuda de
un lenguaje, pero que establece, en
general, los contenidos y actividades
de modo que dependen en gran me-
dida de estelenguaje. Aclaremos esta
afirmacién. Es evidente que nuestro
conocimiento de los distintos proce-
sos de aprendizaje tiene, enla actua-
lidad, un papel esencial en la organi-
zacion del curriculum, llegando al
extremo, en el D.C.B., de suscitar la
oportunidad de informar a los alum-
nos sobre su propio proceso de
aprendizaje y sobre el estadio en el
que pudieran encontrarse y las difi-
cultades caracteristicas del mismo.
Sin embargo es poco lo que se conoce
sobre los procesos de aprendizaje en
algebra y atin menos sobre la forma
de ensenar o favorecer tales proce-
s0s. La prioridad que se asigna en el
mismo documento a la trasmisiéon
oral o al trabajo manual (no escri-
to), o al cdlculo mental y a la esti-
macién como mecanismos impor-
tantes para la exploraciéon matema-
tica de la realidad, en la etapa pri-
maria; lavaloracion terminal de los
conocimientos, en la etapa secunda-
ria y primaria; el enfoque empirico
inductivo, la insistencia en la com-
prension conceptual frente a la
manipulacion automatica; la biis-
queda de alternativas pedagodgicas
recomendadas para hacer frente a
los problemas derivados de la exis-
tencia de bloques de conocimiento
“atractivos” o motivadores que, sin
embargo, dependen jerarquicamente
de otros de caracter basico y por
ende -como ocurre en general a los
lenguajes- aridos; los entronques
globalizadores y motivadores enla
ensefnanza de los distintos aspectos
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de las matematicas; todos estos da-
tos apuntan las dificultades de la
insercion del algebra en las nuevas
tendencias curriculares (puesto que
el Disefio Curricular Base no es sino
una opcioén en la linea propugnada
por la mayoria de los pedagogos y
educadores actuales). Sustituir el
caracter predominantemente escri-
to del algebra, su busqueda de solu-
ciones mediante manipulaciones
exactas de los coeficientes, modifi-
car su papel como lenguaje ins-
trumental y no terminal para la
formulacion y manipulacién deduc-
tiva de propiedades, reemplazar los
habitos de ejercitar al alumno en la
adquisiciéon de habilidades mera-
mente técnicas (destrezas) por otros
que enfaticen el caracter conceptual
delas manipulaciones, entroncar con
problemas motivadores y proceden-
tes de otras areas de conocimiento la
rutina necesaria en la adquisicion
de las bases de un lenguaje, parece
un esfuerzo tan desmesurado que
exige realmente una reflexion sobre
la necesidad de realizarlo. Tal vez
una conclusién mas aceptable seria
la limitacion y reduccion de los as-
pectos algebraicos en la ensefianza
escolar... por coherencia didactica.

En contradiccién con este primer
analisis, observamos, desde una
optica un tanto amplia, que en el
curriculum de contenidos concep-
tuales o procedimentales que propo-
ne el Disefio Curricular Base (y que
no es extremadamente diverso del
actual) todo lo que no es pura arit-
mética es algebra o se sustenta en
ella, por lo que esta materia se en-
cuentra extraordinariamente repre-
sentada. En efecto, la desaparicion
del concepto de limite en diversas
situaciones, impartido hoy en se-
gundo curso de bachillerato, que se
corresponderia con el Gltimo curso
de la ensenanza secundaria obliga-
toria, reduce los contenidos pro-
puestos en toda la ensefianza obliga-
toria a una matematica discreta, cuyo
lenguaje masnatural es el algebraico.
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Asi este aparece en la descripcién de
las medidas de cuerpos y figuras
geométricos, en la interpretacion y
analisis de graficas y fenomenos
aleatorios, en el estudio de las pro-
babilidades, en la formulaciéon de
algunos principios de la geometria
(teoremas, movimientos de figuras),
en los algoritmos numeéricos de esti-
macién de raices.... Ademas, una
corriente de opinién cada vez mas
extendida aboga por equilibrar, al
menos, el caracter formativo de las
matematicas con una componente
utilitaria, que dote alos alumnos con
un cierto “know-how”, frente a las
necesidades de adaptacion a un
mundo con una creciente compo-
nente tecnologica. Esta componente
util implica, sin duda, no soélo el
aprendizaje de los esquemas concep-
tuales adecuados sino también el
dominio de los mecanismos pertinen-
tes de manipulacion procedimental de
la representacién técnica de esarea-
lidad... es decir, la destreza necesa-
ria para abordar y operar sobre los
problemas con un lenguaje y unas
reglas y estrategias efectivas. Volve-
mos, pues, al punto de partida: la

necesidad curricular de incidir en

aquellos aspectos que desde un punto
de vista cognitivo o pedagdgico nos
parecen menos convenientes si se
asumen los principios que se ex-
plicitan en el D.C.B.

Naturalmente este dilema, aun-
que tal vez planteado menos grose-
ramente, no escapa a los ojos de
numerosos especialistas en didactica
de las matematicas. Las medidas
adoptadas para resolverlo han pasa-
do en épocas pretéritas por inclinar
a ultranza la balanza en favor de la
ensefnanza desnuda del formalismo
algebraico, vertiendo todos los es-
fuerzos en la busqueda de férmulas
magistrales didacticas que permitie-
ran tal ensefanza a la poblacion
escolar. Hoy, mas atinadamente, se
intentan paliar las dificultades inhe-
rentes al dilema mediante la adop-
cion de mecanismos de eliminacion

de los llamados “excesos” del len-
guaje algebraico: el lenguaje alge-
braico como puntodellegada, atraves
dela comprensioén conceptual de sus
principios, obtenida por la manipu-
lacién de objetos aritméticos, elimi-
nacion de los ejercicios repetitivos
no significativos, necesidad de moti-
var las tareas de simplificacién o
resolucion algebraica, basqueda de
meétodos de estimacién (algoritmos)
frente a la deduccion de formulas de
extraccion de raices. Ciertamente no
se indica nunca c6mo ese menor
trabajo de adquisicién de destrezas
no acabara resultando en una me-
nor destreza en la utilizacion “signi-
ficativa” requerida del lenguaje!

Unarespuesta, en cierto sentido,
lo constituye el que el curriculum
que se debate en estos dias esta
parcialmente basado en ese artefac-
to llamado calculadora: gracias a su
existencia se proponen mecanismos
de estimacion y de analisis y de
aproximacién y de representacion
grafica donde antes sélo era renta-
ble, didacticamente hablando, el
mero calculo algebraico. Ciertamente
el calculo numérico ha existido
siempre, pero era pedagogicamente
irrelevante como consecuencia de la
penosidad de sus métodos, realiza-
dos manualmente. El “descubri-
miento curricular” de la calculadora
ha precisado, tal vez, una quincena
de anos de trabajos semiclandestinos
de naturaleza didactica para que
ahora adquiera ese papel predomi-
nante. La critica a esta via de resolu-
cion parcial del dilema que suponela
ensenanza del algebra en la escuela
es, sin duda, la diferencia de veloci-
dad (obligada) entre los ritmos de
cambio tecnolégico y de cambio
curricular. Apoyarse sobre un arte-’
facto que puede estar ya desplazado
como herramienta didactica puede
llevarnos a una situacién similar ala
de un curriculum que hace afios
tenia serios prejuicios para adaptar-
lo. ¢Por qué enfatizar el interés di-
dactico de la aproximacién de solu-
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ciones de ecuaciones, cuando mu-
chas calculadoras avanzadas ya
poseen una tecla que resuelve las
mismas? ¢Qué alumno con una
calculadora que posea esta opcién
va a encontrar motivadora la esti-
macién de unas raices o el aprendi-
zaje de los métodos de resolucion de
las ecuaciones de primer grado?
Desechado del curriculum el con-
cepto delimitey por endelos ntimeros
reales no algebraicos, ¢donde que-
dara la justificacion del predoniinio
didactico del sistema decimal frente
a la representacién fraccionaria de
los ntimeros si las calculadoras co-
mienzan ya a ser capaces de realizar
calculos con estas fracciones y aun
con numeros radicales, sin redon-
deo? Naturalmente esto significara
que las fracciones decimales y las
de pequenio denominador (pero no
cualquier nitmero decimal, lo que
implica un cambio en el énfasis
didactico) adquieren un papel rele-
vante, pero no s6lo por razones di-
dacticas, sino de utilidad en la vida
adulta. gPara qué esforzarse en
arribar al lenguaje algebraico, con
sus reglas tantas veces aparente-
mente contradictorias con el lengua-
je aritmético, como punto de llegada
de un largo proceso de comprensiéon
de las bases de estas reglas cuando
poseemos ya instrumentos de calcu-
lo que adectian nuestras expresio-
nes no canénicas a la formulacion
correcta? Si la calculadora respon-
diera que (3+n)* 5 es 15+5*n, en vez
de 35+n 6 cualquier otra expresion
erronea, ¢cOmoy para qué motivar al
alummno al descubrimiento significa-
tivo de una regla distributiva entre
numerosy letras que éldominayaen
el caso puramente numérico? Y por
otra parte? ;Qué razones podrian
esgrimirse para obviar la inclusién
de partes mas avanzadas del dlgebra,
como la manipulacién de polinomios
o de expresiones con radicales, en el
nivel obligatorio, si las mismas fue-
ran realizadas, frente a la compleji-
dad actual, mediante simples orde-
nes a las calculadoras? En resumen,

las propuestas curriculares que ba-
san hoy una reduccion de los conte-
nidos de lenguaje algebraico en el
curriculum en la aridez de las mani-
pulaciones y en la falta de motiva-
cion de las mismas, proponiendo
vias de alternativa basadas en el uso
de calculadoras como fuente de re-
cursos para el aprendizaje de las
matematicas numeéricas, deberan ir
un paso mas allda y concebir una
situacion inmediata en la que las
mismas calculadoras avanzadas son
una fuente de recursos de aprendi-
zaje del lenguaje algebraico y en la
que, en consecuencia, su ensefianza
puedarecibir el impulso que deman-
dan los otros contenidos de la ense-
fNanza escolar.

Sin embargo, obviadas las difi-
cultades mecanicas, quedara por
hacer la tarea de desarrollar, como
se ha hecho antano en el caso de las
calculadoras numeéricas, las situa-
ciones de verdaderarelevancia didac-
tica, la biisqueda de estrategias y
problemas motivadores, el analisis
de los mecanismos de aprendizaje y
ensefanza, la determinacion de los
auténticos esquemas cognitivos invo-
lucrados en el uso de estas herra-
mientas.

El algebra escolar desde la
perspectiva del calculo
simbédlico automatico

Como hemos sefialado en la in-
troduccion, tal vez la aplicacion mas
inmediata del Calculo Simbélico
Automatico en la clase de Algebra
sea la utilizacién de alguno de los
sistemas que desarrollan estos pro-
gramas como mero ejecutor de ta-
reas técnicas. Incluso en este senci-
1lo modo de empleo se presenta una
doble via didactica: limitando al or-
denador a actuar como una “pizarra
o encerado electronico”, bajo el con-
trol rigido del profesor, o dejando a
los alumnos interactuar con €l orde-
nador, explorando las posibilidades
de la maquina para la resolucién de

los ejercicios o la busqueda de ejem-
plos y modelos. Como ocurrié en las
fases introductorias de la calculado-
ra de bolsillo en la escuela, parece, a
primera vista, que la herramienta
informatica “escupe” simplementelas
respuestas que precisan los alumnos
a las preguntas que estos les plan-
tean. Afortunada o desafortunada-
mente esto no es asi de simple. Por
ejemplo, el sentido de la simplifica-
cién de una expresion no tiene por
qué coincidir para el alumno y para
el programa de calculo simbélico, lo
que obliga a manipular este para
obtener la solucion requerida; una
cierta expresion puede ser cero pero
no ser reconocida como tal por el
ordenador a menos que se le den
algunas instrucciones complemen-
tarias; el orden en el que se intro-
ducen las instrucciones no tiene por
qué ser necesariamente el corres-
pondiente a la expresion verbal de
las mismas, etc. En todo caso, yala
espera de que la generalizacion del
conocimiento de los programas de
Calculo Simbélico entre el profeso-
rado conduzca al desarrollo de meto-
dologias activas de uso del mismo en
la clase de algebra, conviene recor-
dar que su mera existencia obliga a
plantearse “que es cada vez mas
dificil justificar el tratar de ensefnar a
los alumnos a ser buenos manipu-
ladores de simbolos, salvo que pue-
da demostrarse, lo que no ha hecho
nadie todavia, que tales habilidades
se requieren para desarrollar la
comprension de las matematicas
subyacentes a tales manipulaciones,
cualquiera que fuere el nivel de com-
prensién deseado” (traducciéon de
parte del Apéndice “Symbolic
Mathematical Systems” del docu-
mento “An aid for teaching and
learning” en €l Simposio “The
influence - of - Computers and
Informatics on Mathemathics and
its teaching” Howson- Kahane ed.
Estrasburgo 1985). Por el contrario,
el uso de los programas de Calculo
Simbélico si podria contribuir a esa
comprensién de las matematicas
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involucradas en los calculos, al eli-
minar lo que tienen de automaticoy
al potenciar, por consiguiente, la
capacidad de manipulacion inteli-
gente. Talvez el verdadero problema,
como hemos apuntado antes, radica
en la busqueda de auténticas activi-
dades inteligentes (y que ya hemos
visto en las tareas de Da Veiga que
pueden encontrarse sin recurrir a la
interpretacion semantica) enlaclase
de algebra, que reemplacen los as-
pectos puramente operatorios (aun-
que los mismos se realicen sobre
simbolos con interpretacion).

En cierto sentido la propia elabo-
raciéon de los programas de Calculo
Simbélico supone la busqueda de
esos verdaderos aspectos concep-
tuales del Algebra, algo asi como
ensenarle el Algebra basica al orde-
nador, infinitamente menos inteli-
gente que cualquiera de nuestros
alumnos. ¢Cuales son los objetos
matematicos que deseamos mani-
pular en Algebra? jTenemos una (o
varias) formas “normales” de repre-
sentarlos? ¢Sabemos llevar cada
objeto a su forma normal, o a una de
ellas previamente establecida? Las
formas normales ¢,son tnicas? ¢Po-
demos hablar del tamafio de una
forma normal y acotar el tamafio del
resultado de operar formas norma-
les de un tamano dado? Por ejemplo,
es bien sabido por los escolares que
el grado de un producto de dos
polinomios es la suma de los grados
de los polinomios. ¢Qué ocurre si
tomamos como tamano de un
polinomio el nimero de monomios
no nulos, en vez del grado? Extién-
dase esta cuestién al maximo comun
divisor de dos polinomios, tratando
de encontrar el niimero maximo de
términos de este en funcion del na-
mero de términos de los polinomios

dadosy estaremos ante un problema
nada trivial. Otros problemas no tri-
viales se encuentran si deseamos
buscar una forma normal para re-
presentar expresiones algebraicas
con radicales (tan sencillos como Y2
6 V3). Ya hemos senalado en otro
lugar lo escasamente sencilla que
puede resultar la operacion de qui-
tar radicales de un denominador; es
posible, en todo caso, contemplar la
racionalizacion de estas expresiones
como un procedimiento de bisque-
da de formas canénicasi.e. de repre-
sentar univocamente cada namero
definido por medio deradieales. Esto
es exactamente lo que solicitamos a
los alumnos, también, cuando pedi-
mos que “simplifiquen”

5v2- 3vV50+7V288 = 74V2

Estas tareas se realizan en las
clases de Algebra desde una laxitud
conceptual, que no puede ser tolera-
da desde la perspectiva del Calculo
Simbolico, entre equivalencia de
expresiones algebraicas (como las
dos expresiones con radicales del
ejemplo de arriba, unidas por un
simbolo de igualdad que es realmen-
te el signo de una equivalencia dada
por la coincidencia del valor numeéri-
co de ambas expresiones), criterios
de simplificacién, y simplificacién
canénica. Dado un cierto criterio de
simplicidad (por ejemplo, tener me-
nos radicales o tener los radicandos
mas pequerios) y suponiendo que
tengamos un procedimiento para
aumentar, en cada paso de aplica-
cion del mismo, la simplicidad de
una expresion, cabe atn que la rei-
teraciéon de este procedimiento no
conduzca a un resultado tnico, a
una representacion de simplicidad
canonica. Por ejemplo Vo+raV2 po-
dria considerarse como una expre-

sion para la que las reglas escolares
usuales de simplificacién no produ-
cen ninguna otra expresion equiva-
lente mas sencilla. Sin embargo,
descompuesta de la forma

\/ 12+ 2. 1.2V2+22.(2)2

se observa que realmente

\/9+4\/2= 1+2v2. Asipues, podriamos
decir que los procedimientos de sim-
plificacién que suelen ensenarse a
los alumnos no conducen, en gene-
ral, a formas canoénicas (una conse-
cuencia “practica” seria que dos
alumnos pueden llegar a obtener
soluciones distintas del mismo pro-
blema de simplificacién). Notese que,
sin embargo, la determinacion de la
equivalencia entre las dos expresio-
nes radicales es muy sencilla y no
descansa sobre el calculo aproxima-
do de las raices sino que basta obte-
ner los cuadrados de las mismas (en
general, la existencia de un método
exacto y computacional para decidir
la equivalencia entre expresiones
implica la existencia de otro, que no
viene al caso, por su caracter algo-
ritmico pero ineficiente, para cons-
truir un simplificador canénico, en
este ejemplo, para las expresiones
radicales). La dificultad, atin no re-
suelta satisfactoriamente en el Cal-
culo Simboélico, de obtener un algorit-
mo practico de simplificaciéon cané-
nica para estas expresiones explica,
tal vez, que no se puedan ensefiar a
nuestros alumnos un conjunto de
reglas de simplificacién mejores; pero
creemos que incluso esas reglas par-
cialmente operativas deberian ense-
niarse en un contexto de mayor mati-
zacion conceptual, que haga referen-
cia a los tres aspectos involucrados
en el problema, a los que hemos
hecho referencia arriba en negrita.

8 Aqui, y en las lineas siguientes, las palabras “forma normal” no se emplean en sentido técnico, como una debilitacion del concepto
de forma canoénica, sino como un sinénimo de forma elegida usualmente por el profesor....
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Ademas, buena parte de las dificul-
tades mencionadas tienen su origen
en la relacion entre radicales y poli-
nomios minimos de numeros alge-
braicos, un tema de gran riqueza
manipulativa que, sin adentrarse en
la jungla terminolégica, podria ser
explorado en el Algebra escolar como
sustitutivo a los ejercicios rutina-
rios: hallar un polinomio que tenga
como raiz\2+Y3; hallar un polinomio
quetenga comoraiz 142926 \/9+4\/ 2,
que no es lo mismo... Sentarse ante
un ordenador personal con un pro-
grama de Calculo Simbolico Auto-
matico e intentar “ayudar” a la ma-
quina a simplificar radicales puede
convertirse en un ejercicio apasio-
nante.

La situacion planteada arriba no
es un hecho aislado. Se repite cuan-
do se trabaja con fracciones racio-
nales (cocientes de polinomios en
una o mas variables). Aquilos alum-
nos también se acostumbran a sim-
plificar, lo que lleva aparejado en el
contexto escolar, aunque no explici-
tamente, la busqueda de formas ca-
noénicas. En este caso se produce, a
veces, una identificacién, en la eje-
cucidn de las tareas asignadas a los
alumnos, entre simplificar una frac-
cién y factorizar el numerador y el
denominador, para luego eliminar
aquellos factores comunes. De nue-
vo, desde el punto de vista del Calcu-
lo Simbélico, tal identificacién es pe-
ligrosa, si queremos ensenarle al
ordenador a simplificar cualquier
fraccién, pues reduce un problema
de moderada dificultad (la elimina-
cion de factores comunes via el
maximo comun divisor) a un proble-
ma mucho mas dificil, como es el de
la factorizacion. Enfatizar el papel
del algoritmo del méaximo comun di-
visor es, quizas, una de las posibles
aportaciones tematicas del Calculo
Simbélico al Algebra escolar. Pién-
sese, para mencionar otro ejemplo,
en la posibilidad de obtener, usando
este mismo algoritmo con una pe-
quena variacion, la parte “libre de

cuadrados” de un polinomio dado
pX); es decir, de hallar una familia
de polinomios p,(x) tales que p(X]=H
p,x), siendo cada P, el producto de
todos los factores de p(x) de multi-
plicidad i. Por ejemplo, si p(x) es (x-
1).(x-2).(x-3)%.(x-4)?.(x-B)® entonces
p,®)=(x-1).(x-2), p,(®)=(x-3) y p,(X)= (x-
5). No es preciso factorizar ni, natu-
ralmente, calcular las raices. Solo
hace falta la nocién, formal, de de-
rivada de un polinomio; junto con la
propiedad que relaciona las raices
multiples de un polinomio y las rai-
ces de su derivada.

De nuevo, las dificultades con-
ceptuales que rodean a la simplifica-
cién aparecen en un tercer grupo de
tareas escolares a las que ya hemos
hechoreferencia antes. Se trata de la
obtencion de consecuencias de liga-
duras algebraicas. Desde este punto
de vista se trata de encontrar, a
partir de las reglas dadas por las
ligaduras algebraicas (como A+B=C
y D-B=E), la representacion mas
simple, canénica, de las consecuen-
cias que se pidan (como A+D= 6
A+3D=). Ejemplos no triviales apa-
recen cuando se calcula formalmen-
te el valor del cos(a+b) a partir de la
formula del sen(a+b) y de las relacio-
nes conocidas sen(a)?+cos(a)’=1y la
analoga para el angulo b. Si llama-
mos X, =sen(a); y1=cos[a]; x,=sen(b);
y,=cos(b); z=sen(a+b); y se tiene

X 2+y *=1
X,"y,"=1
XY, 1Y %,72

entonces 1-z?= ? La respuesta de-
seada es, naturalmente, (y,y,-X %)%
Ninguna propiedad trascendente del
seno o del coseno interviene en la
obtencién de esta consecuencia de
las ligaduras algebraicas estableci-
das porlastres ecuaciones. Lamani-
pulacién habitual, con las variante
personales, procede elevando z al
cuadrado en la forma dada por la
ultima expresion; y obteniendo asi lo
siguiente 1-z2; luego en la féormula

resultante se reemplaza x * por el va-
lor indicado en la primera ligadura y
analogamente para y ? eliminando
los paréntesis se obtiene una nueva
expresion en la que aparece 1-x,2-y,”
que se reduce a cero mediante la
segunda ligadura. Finalmente obte-
nemos el cuadrado buscado. Este
mecanismo de manipulacion alge-
braica puede generalizarse algoritmi-
camente con cualesquiera ligaduras
algebraicas y consecuencias fijadas:
se trata, groseramente hablando, de
elegir el orden en el que las distintas
variables, que aparecen en la con-
secuencia, van a ir siendo sustitui-
das por el resultado de “despejarlas”
enlas expresiones deligadura dadas.
Al llegar finalmente a una féormula
que no admite méas sustituciones
porque sus monomios no contienen
ninguna variable que pueda despe-
jarse, como ocurre en (y,y,-Xx,X,) alno
aparecer ningun cuadrado de las
cuatro variables, se afirma que esta
férmula es insimplificable y que he-
mos llegado a la forma normal de la
consecuencia pedida. Nétese que la

operacion de despejar que usamos

en este contexto se reduce a la reali-
zacion de restas y productos, elimi-
nando cualquier extraccién de raices.
Por ejemplo, si en una ligadura apa-
rece x%y-y?>=0 mientras que en la
consecuencia tenemos x*y, el signi-
ficado de “despejar” seria el reempla-
zamiento de este ultimo monomio
por xy?, sila variable x se considéera
antes que la y. No es pertinente el
detallar aqui, formalmente, el sencillo
mecanismo de manipulacion alge-
braica que puede verse, ademas de
en la bibliografia referida al comien-
zo de este trabajo, en el articulo de la
revista “L'Enseignement Mathema-
tique” (6rgano oficial de la Comision
Internacional de la Ensenanza Ma-
tematica) “The theory of Grobner
Basis” por Pauer y Pfeinhofer (tomo
34,1988). Pero si es oportuno senialar
que este algoritmo conduce a una
consideracion conceptual de las
igualdades entre expresiones alge-
braicas como reglas sintacticas de
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reescritura, al margen de las inter-
pretaciones funcional o ecuacional,
de modo que la obtencién de conse-
cuenciasresulta fundamentalmente
un proceso de reescribir las mismas
usando las reglas dadas por las li-
gaduras. Este esquema conceptual
parece resolver las dificultades que
hemos mencionado en el epigrafe
anterior y, aunque choca con las
tendencias didacticas de caracter
semantico (las letras deben significar
algo, las igualdades deben conside-
rarse en un campo de validez para
las variables que las componen), en-
tendemos que puede estar mas cerca
de la verdadera construccion mental
que se elabora en la ensefianza del
Algebra escolar. Algunas investiga-
ciones didacticas en esta linea po-
drian aclarar la validez de este pun-
to. Naturalmente, no tratamos de
sefialar como nueva linea de conte-
nidos del algebra elemental la ense-
fianza rigurosa de las reglas de sim-
plificacién canénica relativa a una
fase de un ideal de polinomios, que
eslaterminologia técnica paralo que
hemos llamado manipulacién alge-
braica de ligaduras, sino apuntar
que la existencia de este esquema
conceptual demanda cierta atencién
por parte del profesorado para desa-
rrollar versiones informales del
mismo, adaptadas a las exigencias
del nivel no universitario. En parti-
cular parece que deberia sefialarse
que ciertas ligaduras algebraicas no
conducen a la obtencién de conse-
cuencias expresables canénicamente,
como el par

2a+1=ba+7
ba+7=3a+1

pero que siempre es posible obtener
algoritmicamente nuevas ligaduras
a partir de las dadas, de un modo
similar a como obtuvimos en el epi-
grafe anterior el par
-3a-6=0

6=0
en las que las reglas de reescritura
conducen a una forma canénica (cero
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en este caso para cualquier conse-
cuencia; y por tanto cualquier expre-
sion es una forma, no canénica- de
consecuencia de 2a+1=), Debe sena-
larse que las versiones mas recientes
de la mayoria de los programas de
Calculo Simbélico que hemos men-
cionadoincorporaninstrucciones que
ejecutan tanto el refinamiento de las
ligaduras algebraicas como la
obtenciéon de formas canoénicas de
consecuencias. Es asi como hemos
analizado el comportamiento del
ordenador enlarealizaciéon del mismo
test que Da Veiga emple6 para medir
las dificultades escolares en Algebra;
ciertamente los items con mayor di-
ficultad para los alumnos fueron
también aquellos en los que la “tra-
duccién” en términos del lenguaje,
mas formal, del ordenador conllevd
mas esfuerzo por nuestra o su parte.

Pero hemos mencionado en la
introduccién un tercer aspecto a la
hora de plantear la perspectiva del
Algebra escolar desde el Calculo
Simbélico. Herramienta, analisis
conceptual de contenidos y tareas
propios del Algebra, y, en tultimo
lugar, consideracion de otros avan-
ces de caracter teorico que son una
consecuencia del Célculo Simbélico
y que suponen unareflexion en areas
de interés didactico como la ense-
fianza de la Geometria y de los siste-
mas de numeros. Para nosotros la
diferencia fundamental, entrelos dos
primeros aspectos comentadosy este
ultimo que iniciamos, radica en los
términos temporales de su aplica-
cion didactica, mas proxima para
aquellos y mas lejana para este. De-
jando a un lado los detalles técnicos,
que pueden consultarse en la recien-
te obra de S.S.Chou “Mechanical
Geometry Theorem Proving” (D. Reidel
Pub. Co. 1988), podemos decir que en
laactualidad existen varios programas
que pueden probar la veracidad o
falsedad de una gran cantidad de
teoremas de la Geometria euclidea
(incluyendo la mayoria de aquellos
que suelen plantearse en todos los

niveles de ensefianza) en unos pocos
segundos de trabajo con un ordena-
dor de tamario medio; ademas tales
programas suelen, en el caso de que
el teorema planteado sea falso, exhi-
bir las hipotesis necesarias para que
sea cierto. Estos programas no son
demostradores logicos sino que ope-
ran mediante la traduccion de las
hipotesis y tesis a términos de
ecuaciones algebraicas, introducien-
do un sistema de referencia carte-
siano, de modo que la verdad o fal-
sedad del teorema equivale a verificar
silas ecuaciones de las tesis son una
consecuencia de las ecua-ciones que
describen las hipoétesis. Insistimos en
el caracter absolutamente no matiza-
do de todas estas afirmaciones, en
aras de la claridad. Como ya puede
comprenderse, los programas de
Calculo Simbélico que hemos men-
cionado antes, de manipulacién
algebraica, sirven para resolver esta
version algebrizada de la Geometria
Euclidea. La obra de Chou contiene
unaimpresionante cantidad de ejem-
plos desarrollados por medio del or-
denador; alguno de los cuales corres-
ponden a teoremas desconocidos y
conjeturados antes de su resoluciéon
por Chou. Desde nuestro punto de
vista esta situacion debe conducir al
planteamiento de la siguiente re-
flexién: ademas de desarrollar en los
alumnos (de cualquier nivel) ciertas
destrezas, vision, capacidad de razo-
namiento y comprension, para que
sean capaces de crear sus propios
métodos de planteamiento y resolu-
cion de los problemas que se le pre-
senten, en el area de la ciencia que
corresponda, la ensenanza ¢no debe-
ria verse afectada, sesgada, influida,
(isese aqui cualquier vocablo abso-
lutamente moderado) por la existen-
cia de un método que conduce efi-
ciente-mente a la resolucién de los
mismos? Tal vez no sea ninguno de
los programas actuales ese método
ideal, todavia; pero la validez de la
pregunta no por ello queda en entre-
dicho: s6lo la urgencia de la respues-
ta aplazada.
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El segundo apunte de futuro se
refiere a la utilizacién de los niime-
ros decimales para representar nii-
meros irracionales algebraicos, un
tema que ya hemos esbozado e intro-
ducido en el epigrafe anterior, al
comentar el tratamiento momenta-
neamente distinto de estos niimeros
en las clases de Algebra. El requeri-
miento de manipularlos sin pérdida
de precisién (no admitiendo que se
tome ( 3V5- 2¥11). 1/10.000 como
cero, por ejemplo) podria extenderse
a los ntimeros racionales, relegando
su representacion decimal al papel
de indicar de forma rapida la medida
del ntimero, su tamano: 345678/
1254 nos da menos informacion en
ese sentido que 275,66028708; pero
es bien sabido que podemos realizar
exactamente todas las operaciones
aritméticas y comparaciones entre
numeros racionales sin recurrir a la
notaciéon decimal (obteniendo esta
expresion so6lo cuando se desee tener
una interpretaciéon de la medida del
numero calculado). La exactitud se
paga -ciertamente con una mayor
- :dncomodidad, si -es que -se .realizan
los «calculos con 1apiz y papel. Este
argumento, sin embargo, hoy dia no
tiene el peso necesario para compen-
sar la pérdida de precision, salvo en
situaciones muy técnicas, los orde-
nadores calculan eficientemente con
numeros enteros arbitrariamente
grandes; ademas, los programas de
Calculo Simbodlico trabajan directa-
mente con fracciones. Ciertamente,
si se deja a unlado el problema de la
medida, la conversién de los resulta-
dos de algunas operaciones con nu-
meros enteros, dividir, extraer raices,
a numeros decimales se justifica
principalmente en los ntmeros
irracionales. ¢Qué podriamos hacer
con tales operaciones sin la repre-
sentacion aproximada de los resul-
tados de las mismas? Supongamos
que alguien estima que la solucién a
un problema es la suma de las raices
positivas de las ecuaciones x2-2=0y
x2-3=0y desea saber si este resulta-
do es mayor o menor que la raiz

positiva de x2-5=0. Naturalmente es
sencillo determinar esto sin recurrir
al calculo decimal de las raices, pero
imaginese el mismo problema con
ecuaciones mucho mas complejas,
tal vez con coeficientes que son a su
vez raices de otras ecuaciones, y con
raices que solo pueden determinarse
indicando “la tercera raiz real” o “la
décima raiz real positiva” de una
cierta ecuacién. En estos casos pa-
rece que el tinico recurso es la bus-
queda de las raices mediante una
aproximacion a su representacion
decimal. (Un tema que, al margen o
complementariamente a este anali-
sis, deberia potenciarse en la clase
de Algebra) .

Existe, sin embargo, una meto-
dologia distinta y reciente, que ha
elaborado una aritmética (incluyen-
do comparaciones entre numeros y
extracciones deraices de ecuaciones
cuyos coeficientes son numeros
irracionales algebraicos) partiendo
de unarepresentacion finitista de los
irracionales algebraicos: asi V2 es
-representado como €l par (x*>-2, +) y
1a -aritmética -procede operando de
cierta forma con tales representacio-
nes exactas, esencialmente redu-
ciendolos procesos operativos ala
aritmética de nimeros enteros. El
resultado fundamental por el que el
Calculo Simbolico Automatico pue-
de resolver algoritmicamente este
planteamiento es un lema del cono-
cido matematico francés René Thom,
por lo que esta forma de representa-
cion de los ntimeros algebraicos re-
cibe elnombre de “codigos alaThom”.
(Véase “Thom’s lemma, the coding of
real algebraic numbers and the
computation of the topology of semi-
algebraic sets” de Coste y Roy,
Journal of Symbolic Computation,
vol. 5, No. 1 & 2. 1988). Desarrolla-
dos teéricamente por los matemati-
cos franceses Coste y Roy, la
implementacién de la aritmética co-
rrespondiente en un sistema de Cal-
culo Simbélico esta siendo llevada a
cabo por los profesores Olazabal y

Gonzalez-Vega de la Universidad de
Cantabria. De esta forma es posible
que en un futuro no muy lejano, al
disponer de un marco teéricoy prac-
tico en el que las operaciones entre
todos los ntimeros algebraicos pue-
den realizarse con descripciones fi-
nitas de los mismos y precision in-
finita, el esquema conceptual vigen-
te hoy para la manipulaciéon de los
numeros radicales en la clase de
Algebra pudiera extenderse a todos
los aspectos de manipulacién, en el
nivel escolar, de cualesquiera ntume-
ros, salvo para estimaciones de me-
dida. Se evitaria asi la necesidad,
presente ahora, de recurrir al infini-
to actual (definicion de un ntimero
radical como limite de las aproxima-
ciones decimales) para “entender” lo
que son ciertos numeros; la formu-
lacién con “cédigos” implica, en el
fondo, contemplar esencialmente
todos los ntimeros algebraicos como
numeros enteros o como operacio-
nes potenciales sobre los mismos...
El marco conceptual que propone-
mos, para el futuro, es por tanto
mucho mas sencillo, un retorno al
viegjo dicho de Kronecker sobre la
creacion divina de los ntimeros na-
turales ...

Se habra observado que el anali-
sis precedente excluye a los niime-
ros trascendentes, que no pueden
representarse simultaneamente con
procedimientos finitistas. Precisar el
auténtico papel que desempenan,
para la elaboracién en la mente de
los alumnos de un esquema concep-
tual global del sistema numeérico, los
escasos numeros trascendentes (e,
T) que aparecen en el curriculum
escolar, mas bien como simbolos
desprovistos de concrecion numeéri-
ca, o el caracter numérico de la
construccidn de larectareal, es cier-
tamente dificil. En nuestra opinién,
cualquiera que sea la importancia
curricular de la completacion de los
numeros racionales, en definitiva, la
introduccién del infinito actual en el
discurso del alumno, no debe ser un
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condicionante para el estableci-
miento de aproximaciones didacti-
cas propias a la manipulacion de los
nameros no trascendentes.

Conclusiones

La utilizacién de ordenadores en
la clase de matematicas ha de ser
contemplada desde la perspectiva de
las modificaciones conceptuales
que conlleva, a veces puntuales y a
veces mas amplias, afectando a bue-
na parte del aprendizaje de un tema,
y no solo como herramienta para la
realizacion de calculos o como re-
curso didactico en el aula (yaseaen
una concepcion asistida de la ense-
flanza o como instrumento para un
aprendizaje por descubrimiento di-
rigido...). En el caso de la ensefianza
del Algebra escolar, tradicionalmen-
te poco afectada por el uso de calcu-
ladoras y microordenadores y limi-
tada al aprendizaje de unas técnicas
de manipulacién simbélica de ca-
racter aislado, aislado del contexto
cientifico escolar y de las aplicacio-
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nes, la generalizacion creciente de
programas de Calculo Simbolico Au-
tomatico que pueden ser usados en
ordenadores personales ha de tener
consecuencias en las tres lineas que
seflalamos en negrita. Tras el anali-
sis realizado en el articulo se deduce
la necesidad de reducir las practicas
manipulativas como objetivo funda-
mental, tal vez no declarado, pero si
de facto, de la clase de Algebra, sus-
tituyéndolas por una mayor explora-
cion de los sentidos de esta mani-
pulacién, tal y como son revisados
desde la perspectiva del Calculo
Simbolico Automatico. En particu-
lar, el significado de lasigualdadesy
de los simbolos algebraicos desde un
punto de vista exclusivamente se-
mantico, esto es, con una interpreta-
cién meramente ecuacional o funcio-
nal, de reemplazamiento por valores
numeéricos, deberia ser ampliado a
una interpretacion sintactica de re-
glas de reescritura, como pone de
manifiesto el estudio de la investiga-
cion, encuesta iniciada por otros pro-
fesores en el campo de las dificulta-

3

des del Algebra escolar. Asimismo el
concepto, tan abundante en los ejer-
cicios de Algebra, de simplificacion
deberia ser empleado en sentido mas
restrictivo y mas vigilante del desa-
rrollo correcto de esquemas concep-
tuales de simplificacién en el alum-
no. La utilizacién de expresiones
numeéricas sin evaluacién decimal,
también caracteristico de la clase de
Algebra, podria ser clarificada desde
la consideracion global de la cons-
truccién mental del significado del
sistema numérico. La operatoria
implementada actualmente en los
Sistemas de Calculo Simbdlico per-
mitiria de forma efectiva evitar esta
dicotomia o ruptura decimal, redu-
ciendo la elaboracién del sistema
numeérico a la comprension de los
numeros decimales.

Tomas Recio
Universidad de Cantabria
Departamento de Matematicas
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Division de la circunferencia en partes
iguales: un método aproximado

P. Familiar Ramos

En esta seccién se describe el método Bardin, un método general no muy conocido y
bastante preciso para las construcciones aproximadas de los poligonos regulares inscritos
en una circunferencia de radio conocido.

'~ Construccién

Se trazan, en la circunferencia,
dos diametros ‘AA' en tantas partes
iguales (n) como lados tenga el
poligono que se desea inscribir. Lle-
vando una de esas n partes a las
prolongaciones de los didmetros AA'
y BB' se obtienen los puntos My N.
Se traza la recta MN que cortara ala
circunferencia en P, y al unir este
punto con el tercer punto de divisién
de las efectuadas en el diametro,
queda determinado el segmento PQ,
lado aproximado del n-gono regular
inscrito en la circunferencia (en la
figura adjunta se ha tomado n=7).
Segtin los valores de n, esta longitud
aproximada difiere de la longitud
exacta del lado.
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Deduccion

Mediante la Geometria Analitica,
vamos a expresar la longitud del
segmento PQ en funcién del namero
delados del poligono regular inscrito.

En centro O de la circunferencia,
que suponemos de radio unidad,
seré el origen de coordenadas, y alos
diametros perpendiculares AA'y BB'
los identificamos con los €jes coor-
denados Oxy Oy.

Entonces el punto P esta deter-
minado por la interseccién de la
circunferencia

C=x+y?=1 (1)

con la recta que pasa por los puntos
M= ((n+2)/n,0) y N= (0, (n+2)/n), es
decir

MN =x +y = (n+2)/n 2)

Resolviendo este sistema no li-
neal, se obtiene

P = (n+2+Vn2-4n-4)/2n,
(n+2-Vn2-4n-4)/2n)

y como es Q = ((n-6)/n,0), basta
aplicar la distancia euclidea entre
dos puntos para obtener la longitud
del segmento buscado. Resulta asi:

PQ=(1/n) \jnz—8n+48-(n—6)\ln2—4n-4 3)

Ahora bien, el radical vn?-4n-4
tiene raices complejas para valores
naturales inferiores a cinco, de modo
que el método Bardin solamente es
aplicable cuando n > 5 (de hecho, en
la construccién del triangulo y del
cuadrado, larecta MN es exteriorala
circunferencia C, y por tanto en es-
tos dos casos P es el conjunto vacio).

Comparacion

Nos interesa ahora formar una
tabla de valores entre la longitud L =
2 sen ([1/n) dellado del n-gono regu-
lar, y la longitud aproximada del
segmento PQ obtenido en (3). Cree-
mos que hasta n=50 es suficiente.
Como se observa, este método es
exacto en la construccion del hexa-
gono regular.
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Estos resultados han sido evalua-
dos con el programa DERIVE A
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nadorPS/2 MODELO 30_021 deIBM.
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Euler y el numero ©

Uno de los mas prolificos matematicos,
toda la historia, ha sido el suizo
Ademas de, en nuestro caso, introducir el uso de la letra
para nuestro nimero, dio numerosas aproximac

Jestis Antonio Temprano Marafiéon

relacién existente entre la circunferencia y su diametro.

El presente articulo trata de explicar el ing

dos de dichas series:

- 1a serie de Jacques Bernouilli y,

- la serie de Leibniz.

Vamos a ver el ingenioso procedi-
miento seguido por Euler para cal-
cular la suma de dos famosas series:

-1a serie de Jacques Bernouilliy,
- la serie de Leibniz.

Supongamos una ecuacion de
segundo grado de la forma

- 2 =
a,-ax+ax’ =0

Cuyas soluciones seanb, yb,, por
lo que si descomponemos en facto-
res resulta:

a,ax+ax’ = a, (x-b) (x-by) =
=a, (x*x (b +b,) + bb)

Con lo cual, si igualamos coefi-
cientes, queda:

a, =a, (b,+b,)
a,=a,bb, =>a,=a,/bb,=

=a, = (a,/b,b,) (b1+b2] =
=a ((1/b) + (1/b,)

Y, si transformamos la descom-
posicion factorial, resulta:
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a, (b,-x)(b,%) = (a,/b,b,)(b,-x)(b,x) =
= a, (1-(x/b,)(1-(x/b,)

Si procedemos de igual modo que
una ecuacion de tercer grado de la
forma:

- 2_ 3 —
a;ax + ax-ax 0

Cuyas soluciones seanb,, b,y b,
resulta:

a,-aX + ax*-ax’ =
=-a, (x-b)) (x-b,) (x-by) =
=-a,(x,-X, (b +b,+b )+
+x (b,b,+b b.)-bb,b,)
Con lo cual, si igualamos coefi-
cientes

a = a,(b,b,+b b +b,b)
a,=abb b =

3717273

a3=ao/bbb =

17273

= a, =a,/b,b,b(b,b, + bb+b,b, =

17273

=a, ((1/b) + (1/b,) + (1/by)

sino el que mas, que han existido a lo largo de
Leonhard Euler (1707-1783).

griega = (inicial de perimetro)
jones mediante desarrollos en serie de la

enioso procedimiento seguido por Euler en

-as(x—bl)(x-bz)(&ba) =

= —a3(b1—x](b2—x)(b3—x) =

=a /bbb, (b,-x)(b,-x)(b,-x) =
= 30(1-(X/b1))(1~(X/b2])(1-(X/bs))

Y si procedemos de igual modo
para una ecuacion de cuarto grado
completa cuyas soluciones sean b,,
b,, b,y b, resulta

ao-alx+a2x2—a3xs+a X=

=a, (x—bl](x—bz) (x-b){x-b ) =

=a 4[X4—X3[b1+b2+b3+b J+

+x%(b,b,+b b +b b ,+b,b+b.b -
-x,(b,b,b,+b,b,b +b,b.b,+b,b,b )] =

17273 17274

Igualando coeficientes que

a, = a,(b,b,b+b bb +

17273 71 4

+b,b,b,+b,b.b))

173874 27374

a,=abb,bb =

471727874

a, =a,/b bbb, =

1727374

= a, =a,/bb,b,b,(b bbb bb+

1727374717278

+b b.b,+bb.b,) =

17374 27374

= a (1-x/b))(1-x/b,))(1-(x/b;)
(1-&x/by)
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Es decir:

- Paraunaecuacién de segundo grado
nos sale:

a, =a,b.b,
a, = a, (1/b)+(1/b,)
Y a-ax+ax? = a (1-(1/b))(1-(1/b,)

- Para una ecuacion de tercer grado
nos sale:

bbb

a, = 85D, 0,04

a, =a, (1/b)+{1/b,)+(1/b,)

Y a,-ax+a,x*-a.x® = a(1-x/b)))
(1-(x/b,)(1-(x/b,)

- Para una ecuaciéon de cuarto grado.
sale:

a0=abbbb

471727374
a, =a, ((1/b)+(1/b)+(1/b)+(1/b)

Y ao—alx+a2x2—a3x3+a X=a(l-(x/b)))
(1-(x/b)(1-(x/b,)(1-(x/b,)

...Con lo que, si generalizamos, para
una ecuacion de grado "n" nos sal-
dria:
a,=abbb,..b

n

a,=a,((1/b)+(1/b)+(1/b)+...+(1/b)

Y aiaxtax’-..+(-1)*'a x4+
+ (-1)"a x" =
= a,(1-(x/b ))(1-x/b,))+
+(1-x/b}+...+(1-(x/b )

Si empleamos este mismo proce-
dimiento para una ecuacion bicua-
drada dela forma a -a x,+a,x*=0 con
soluciones +b, y b, =

a,=a,b’b,”
a,=a, (1/b,)+(1/b,?)

Y ao—alx2+azx4 =
= a (1-x*/b,H)(1-x*/b,%)

Y si la ecuacién fuera de grado
l|2n|l

— 2K 2H 2 2
a,=ab bbb

a, =a, (1/bA+(1/bA+(1/b I+
+..+(1/b,%)

Y a,-ax*ax*-..
+ (-1)ra x* =
= a (1-(x2/b )+(1-(x*/b,2)+
+(1-x2/b+...+(1-(x*/b ?)

-1 2n-2
A1)t a x*? +

Recordando que la férmula de
Taylor para el desarrollo de una
funcién en serie de potencias en un

Si aplicamos este desarrollo a la
funcion y=senx en el punto x,=0,
resulta

f(0) = sen 0=0
f1(0) = cos 0=1
f1(0) = -sen 0=0

(0) = -cos 0=-1
fV(0) = sen 0=0
fV(0) = cos 0=1

En donde vamos viendo que las
derivadas de orden par son O,
mientras que las de orden impar son
las de la forma f<?*!(Q) = (-1)* =

punto "x," es ’ sen x=x-(x*/3)+(/51)-(x7/ 71+
_1\nf{~x2n-1 -
fi(x) o (x) +. (1) / (2n-1)Y)
fx) = fx) + (x-x,) + ——(x-x))* +
! 21 Y aunque ya sabemos que la
funcién desarrollada representa a la
(%) o (x) y=Sen x, si hacemos la representa-
+...+ : (x-x )™t + (x-x )" cion grafica se ve que cada vez mas
(n-1)! n! se confunden con la original
->/ 1
. +
A
~ S —
—— =x-X X
\\ y=X v 3 20
\
\ ‘
\
\ -
x> N o
0 VEXE Y= senx
Figura 1

Al considerar Euler la ecuacion
sen x=0 =

x-(x3/3N+(x5/5)-(x7/7)+x2/91)... =0

Y como el lado izquierdo tiene
infinitos términos = tiene que tener
una infinidad de raices que son

0,tm, £2m, £3n, £4xw, ...

Sacando factor comun resulta

x(1-(x2/31)+(x*/51)-(x8/71)+
+(x8/91)...)=0

Y como para que un producto de
dos factores sea igual a cero tiene
que ser uno de ellos o los dos igual a
cero, podemos suponer que €l se-
gundo es igual a cero =
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1-(x2/31)+(x*/5N-(x8/ 71+
+(x2/9Y)-...=0 2

que tiene por soluciones
+x, £27, £3w, t4rw, £...

Conlo que aplicando lo visto para
las ecuaciones de grado "2n" resulta
que

2)=((1-2/7))(1-(x2/47?)
(1-(x2/97%)...(1-&2/n’n?) =

1/3!=1[(1/m?)+(1/4n?)+
+(1/91)+...+(1/161%)+...+(1/nn%)] =

n2/6=(1+(1/4)+(1/9)+(1/16)+
+...+(1/n?)

que es la conocida serie de Jacques
Bernouilli.

El paso siguiente de Euler es el de
considerar la ecuacién 1-sen x=0 0
bien

1-(x/10)+x3/3)-x5/5N+x7/7Y-...

I

0
que tiene como raices

/2, - 3n/2, 51/2, -7n/2,
9n/2, -11n/2, ...

aunque cada una de estas raices es
doble ya que la curva y=sen X no
corta ala curvay=1 en esas abcisas,
sino que es tangente a ellas, pero la
misma derivada primera del lado
izquierdo se anula para los mismos
valores de x, pero no su segunda
derivada por lo tanto, recordando lo
que habiamos visto para las
ecuaciones de grado 'n"

1-sen x = 1 -(x/1)+(x3/31-(x5/5+

+x7/7Y) ...=

X X X
=[1' /2 )ll n/z}(l_ -(31:/2))

X X X
ll' -(3n/2]](1~ Br/2 }[1 Br/2 }

= (1-(2x/m))*(1+(2x/3n))?
(1-(2x/5m)>(1+(2x/7m))...

1= (2/m)+(2/m)-(2/3n)-(2/3n)+
+(2/5m+©2/51)-(2/71)-(2/77) ...

= (4/m)-(4/3m)+(4/5m)-(4/7Tm)+
+4/9n)-... =

7/4=1-(1/3)+(1/5)-(1/7)+
+1/9)-(1/11)+ ...

que esla conocida formula de Leibniz.

Jesiis A. Temprano Marafién
L. de Formacion Profesional de
Infiesto (Asturias)
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Lo que hay cuando no queda nada

Sobre la construccién del con-
cepto de volumen, sobre sus difi-
cultades, sobre la persistencia de
ciertas ideas previas se ha escrito,
tanto por parte de los profesionales
de la ensefianza como por sicélogos
y pedagogos, lo suficiente como para
que no sea necesario escribir aquini
una linea mas recogiendo citas, re-
pitiendo ideas o haciendo pronun-
ciamientos.

Hay un cierto consenso enlo que
hace referencia a una idea previa
muy persistente cuya superacion
se haligado con determinados esta-
dios del desarrollo cognitivo y que
no podia ser otra que la de 'la
conservacion del area al modificar
el volumen" o dicho de otro modo: la
creencia "natural” de que existe una
dependencia funcional entre las
medidas de area y volumen de un
mismo cuerpo. Es decir, que si se
duplica el area se duplica el volumen
y si se triplica uno se triplica el otro,
etc.

Parece ser que llega un momento
de nuestro desarrollo sicolégico en el
que se desbanca esta idea, aunque
soy de los que piensan que persiste
siempre (muy a menudo por lo me-
nos) una idea, sino de dependencia
funcional, si, al menos, de depen-
dencia estadistica... -"Si duplicamos
el area es posible que no se duplique
el volumen pero es seguro que au-
menta. 4O no?". ¢Quién no firmaria
esta frase?

34‘ L8ITA - 13/1993

No parece que sea necesario sa-
ber gran cosa sobre el tema, quizas
hasta sea conveniente, para bus-
carse modelos muy elementales,
para uno mismo y para sus alum-
nos, con la pretension de que fun-
cionen, por ejemplo:

- Tomemos dos cubos (exaedros)
idénticos y los unimos. El volumen
se ha duplicado. ;Qué ha sucedido
con sus areas? /Y con sus perime-
tros?

Y si los unimos por una cara.
Pensemos, por ejemplo en dos pie-
zas de Multilink, ¢cuél es la situa-
cion en la que se consigue area
méaxima? Y siuno se quiere comer el
“tarro" un poco mas ¢jcuanto vale
esa area?

- Se tiene ahora un bote de pol-
vos de talco, gqué le sucede a su
volumen, a su areay a su perimetro
sise duplica su altura? ;Y siduplica
su anchura?

Por cierto que esta pregunta tan
natural precisa para su respuesta
de un cierto dominio de procedi-
mientos geométricos y el buscar,
quizas, otras modelizaciones. Si
sorprende la afirmacion es o porque
en algtin momento hemos hecho un
uso abusivo de las formulas del
volumen reduciendo de ese modo la
geometria al algebra o porque se ha
sabido, con buen criterio, dotar a
los alumnos y alumnas de una bue-

Carlos Usén Villalba

na bateria de procedimientos
geomeétricos para abordar el proble-
ma.

Es sin duda un buen momento
para pasar a dos dimensiones, y
ahora estoy pensando en la clase, y
retomar (si se tomo antes) el tema
de la conservacién del area al modi-
ficar el perimetro, pero no vamos a
entrar en ello.

También se les puede pedir que
tomen un folio y construyan con €l
un cilindro, con un poco de suerte
saldran de los dos tipos que nos
interesan (uno con el folio apaisado
y el otro con el folio vertical) y se les
puede preguntar acerca de cual de
ellos tiene mayor volumen. Por cier-
to, ¢mayor volumen o mayor capa-
cidad? Habra que llegar a determi-
nados consensos que nos permitan
mantener la pregunta inicial. ¢Cual
tiene mas area? ¢Y qué pasa con el
perimetro? Con un poco mas de
suerte quizas alguno construya un
cucurucho en lugar de un cilindroy
nos brinde la posibilidad de traba-
jar el volumen del cono e incluso de
plantearnos como se les puede "de-
mostrar’ o mejor qué preguntas
plantear para que vean que el volu-
men del cilindro es el triple que el de
un cono de su misma base y altura.
Por cierto, ¢es la base un ente ma-
tematico perfectamente definido?,
supongo que si puesto que lo usa-
mos mucho...
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Como podéis comprobar no he
sabido sustraerme a la tentaciéon de
escribir una larga introducciéon al
tema a base de haceros unas pro-
puestas recogidas de aquiy de alla.
Pero enrealidad lo que pretendia no
era otra cosa que plantearos un
problema sencillo, no uno de esos
problemas de llevar a clase manana
mismo, que yo no he visto escrito
por ahi lo que me hace sospechar
que o no he leido lo suficiente o no
merece la pena plantearlo (también
esto lo dijo alguien antes que yo).
Pero ahi va, con la pretension de
que os entusiasme, jahi es nadal,
porque de lo contrario no merece la
pena que lo llevéis a clase.

"Se cogen unos cuantos multi-
cubos, los suficientes para construir
un cubo de arista tres". La pregunta
es: scuantos cubitos puedo quitar del
cubo grande con la condicién de que
lo que quede tenta la misma area que
el cubo de partida?

Llegados a este punto, estimado
lector, a buen seguro que, si el
problema ha conseguido captar tu
atencién y te ha resultado sugeren-
te, te habras puesto a resolverlo de
inmediato. Por lo que te puedes
saltar estos parrafos, al retomar la
lectura, ya que estas disquisiciones
no tienen otra finalidad que la de
dilatar, lo mas posible, el momento
del sacrificio que no es otro que el de
dar una solucién al problema y con
ella "matarlo” definitivamente.

Aungque también es posible, que
a estas alturas ya hayas desconec-
tadoy no hayas llegado tan siquiera
a leer el problema, y por lo tanto a
este punto. Riesgo, por cierto, que
también se corre en clase aunque
mitigado porque el alumno no tiene
la libertad de largarse cuando le
aburrimos. O que lo hayas resuelto
sin necesidad de construirte el cubo,
nide garrapatear sobre el papel una
sola linea. En ese caso: jEnhora-
buena, eres un sesudo matemati-

col; s6lo que yo no le planteé el
problema al matematico sino al
ensefante.

En cualquier caso, ahiva..., que
se le va a hacer... una forma, como
otra cualquiera, de abordarlo.

Una posible linea de comienzo
es quitarlos cubitos de las esquinas,
que tienen la propiedad de mostrar
tantas caras como ocultan, (una
propiedad muy humana por cierto),
€S0 nos permite construir la si-
guiente tabla:

cubo de arista tres conservando el
area?

Parece claro, pues, que tenemos
una nube de puntos, que a cada
areasele puden asociar unos cuan-
tosvolimenes, pero que si aumenta
el area, dentro de ese area cabe méas
volumen o dicho de otra manera,
que si aumento el volumen necesi-
taré mas area para contenerlo. Y si
lo disminuyo? Aqui el globo, tan
unido anuestra experiencia, aporta
imagenes contundentes, por cierto,
sacerca del volumen o de la eapaci-

Tabla I

Al llegar a este punto el objetivo
esta cumplido, no hay dependencia
funcional entre area y volumen o
dicho menos pretenciosamente, a
una misma area le pueden corres-
ponder muchos volimenes diferen-
tes. Sin embargo el problema sigue
en pie: ¢ Se puede quitar mas cubi-
tos?

Dos cuestiones antes de seguir:

a) Se suele presentar un bloqueo
al llegar a esta situaciéon que es
bueno examinar a la luz de las
técnicas deresolucién de problemas.

b) Si bien se puede pensar (mas
bien erréneamente) que ha desapa-
recido la idea de la dependencia
funcional entre area y volumen (jni
el milagro de Lourdes!) persiste a
buen seguro la dependencia esta-
distica. Razones para ello no faltan:
JPodria aumentarse el volumen del

dad? Ademas, da la sensacion de
que algo sucede cuando disminui-
mos el volumen que no sucede al
aumentarlo.

Bien, pero volvamos al proble-
ma...

Hasta ahora has quitado un cu-
bito cada vez pero ¢podrias haber
quitado piezas formadas por dos
cubitos?, ¢y por tres, cuatro, etc.?
¢;De cuantas formas posibles?

Podriamos seguir por el camino
que acabamos de abrir, pero vamos a
tomar otro. Sihabiamos quitadoen el
cubo inicial un cubito en cada esqui-
na, ¢por qué no quitar un cubo de
arista dos en una de ellas?, esto su-
pone quitar ocho cubitos de una
"tacada"lo que nos lleva en la tabla a
la situacién en que la habiamos de-
jado. Pero-ahora podemos quitar los
cubitos de las otras cuatro esquinas:

AWTA| 13/1993 35
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Tabla II

La figura que nos queda represen-
ta un cuerpo que ha surgido del cubo
inicial sometido a una serie de trans-
formacionesy cabe preguntarnos squé
conserva de él? Porque la respuesta
nos da una posible manera de conti-
nuar el problema y llegar mantenien-
do esa invariante a quitar algiin cubo
hasta quedarnos con 13 cubitos del
cubo inicial.

Ahora, la estructura de lo que nos
queda ya no se sostiene y esto da pie
anuevas preguntas: scual es el maxi-

mo ntmero de cubitos que puedo
quitar manteniendo una estructura
que se "mantenga en pie'? y por otro
lado ¢cuantos cubitos mas de esos
trece puedo quitar conservando el
area? Y evidentemente puedo jugar a
compensar el namero de caras ocul-
tasyal descubierto de unosy de otros
y al final me quedo con nueve que es
la soluciéon trivial y no me puedo
sustraer al placer de mostraros la
solucién que dio al problema Alvaro,
un alumno del aula ocupacional de
Arnedo en la que plantee el problema.

Figura 1

Todo problema se acaba cuando

el que lo resuelve decide que se aca-
ba y que suele ser habitualmente
cuando el problema no le aporta
retos intelectuales que abordar.
Quizas por eso éste sea un buen
momento para terminar, pero por si
te quieres seguir comiendo el "coco"
un poquito mas, te planteo a modo
de epilogo algunas otras cuestiones:

36 &7 13/1993

Figura 2

En la figura 2 tenemos los nueve
cubitos colocados en una disposi-
cion que quizas pueda evocar un
problema similar en dos dimensio-
nes.Y cojo, de paso, lalupay observo
que a su vez cada uno de ellos esta
formado por otros 27 cubitos mas
pequenos y ello me permite reducir
todavia mas si cabe el volumen con-
servando el area... sen cuanto cada

vez?, Jhasta déonde?, ¢qué sucesion
de volumenes se obtiene?... No haré
mas preguntas pues a buen seguro
que si has aguantado hasta aqui
tendras mas preguntas para hecerme
tu de las que yo te pueda hacer.

Si hubiéramos seguido constru-
yendo la tabla, ésta seria ahora mu-
cho mas "continua" que antes. Pero
¢Js€e podria hacer totalmente "conti-
nua"?

Un ultimo esfuerzo, piensa en un
cubo de poliespan de aristauno (p.e.)
del que quitas en una de sus esqui-
nas un cubo de arista z la que se
quiera con tal de que O<z<1. {Por fin
la tabla es continual.

Por mi parte se acabé el proble-
ma, otra cosa es que se haya conse-
guido el objetivo, tarea siempre ar-
dua y mas para un unico problema.
Pero por si acaso eres uno de esos/
as "viciosos/as" que se enrollan con
los problemas... ¢qué le ha ido pa-
sando al perimetro en todo este pro-
ceso?, ;quedan todaviarazones para
mantener esa idea de dependencia
estadistica de correlacion positiva
entre drea y volumen de la que ha-
blaba al principio?, ¢qué debe que-
dar de ellay qué debemos eliminar?,
en definitiva: ¢...qué debe quedar
cuando no queda nada? y por otro
lado gqué otros modelos pueden
inventarxe con esta excusa?, etc.

Carlos Uson Villalba
CEP. Calahorra
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Una paradoja, una pregunta,
un resultado, ...

Manuel Sobrino Reyes

En este articulo se muestra una pequeiia investigacién y un pequeiio apunte pedagégico
sobre una cuestiéon aparentemente cerrada como es la paradoja del Caballero de Méré.
Donde dirijamos la mirada, en cualquier rincén de la matematica y su historia, es posible
hallar algo nuevo, por insignificante que sea. Llevemos nuestras ideas al aula mas no
privemos a nuestros alumnos del placer de descubrir. Descubrir es el motivo; aprender, la

consecuencia.

Desde el punto de vista histérico
se considera que la teoria del Calculo
de Probabilidades nace en el siglo
XVII a partir de situaciones o proble-
mas concretos planteados en los
juegos de azar.

Antoine Gombaud, caballero de
Meéré, escritor y tahur, contribuyé al
inicio de la probabilidad planteando
a su amigo Pascal diversas cuestio-
nes relacionadas con el juego y el
azar. Algunas de tales cuestiones se
mostraban contradictorias en algin
sentido y es una de ellas la que a
continuacién se analizara.

La paradoja de Méré

En aquella época los jugadores
sabian que apostando a una cara de
un dado -as, por ejemplo- era nece-
sario efectuar, al menos, cuatro lan-
zamientos para tener una probabili-
dad de ganar mayor que de perder.

El caballero de Méré penso que,
de igual modo, si se lanzan dos da-

dos y se apuesta al doble as, veinti-
cuatro lanzamientos serian sufi-
cientes para tener una probabilidad
de ganar mayor que 0.5,

jCual fue su desengafio compro-
bar que después de una larga noche
apostando a favor de su intuicion
obtuvo como prueba unas cuantio-
sas pérdidas!

Fl razonamiento podria ser: "si
cuando tenemos 6 resultados posi-
bles necesitamos repetir 4 veces el
experimento, teniendo 36 resulta-
dos necesitaremos 24 intentos".

La respuesta desde el punto de
vista matematico a esa "extrana"
proporcionalidad es clara: la proba-
bilidad del primer suceso es 1-5%/6%
=0.511747'yladel segundo 1-25%¢/
36% = 0.491404. Irrefutable.

Una pregunta

Hasta aqui la paradoja. Una
pregunta surge de manera inmedia-

! Todos los ntimeros decimales se han redondeado a la cifra de las millonésimas.

ta: pues bien, jcuantos lanzamien-
tos de dos dados son necesarios
para que obtener, al menos, un
doble as tenga probabilidad mayor
que 0.5?

La respuesta es sencilla:

log2

E |- +1| =25

1 35
og —
& 36

donde E es la funcién parte entera.

Siendo 25 un numero tan proxi-
mo a 24 no resisto la tentacion de
continuar con la extrafia proporcio-
nalidad de Méré.

JPor qué no lanzamos tres, cua-
tro, cinco, ... dados apostamos por
obtener tres, cuatro, cinco, ... ases
respectiva y simultaneamente, e in-
tentamos deducir un ntimero de re-
peticiones del experimento necesa-
rias para asegurarnos ganar comn
probabilidad mayor que 0.5?
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El ntmero minimo cuando lan-
zamos k dados es:
log2
El-—m] +1
6k -1

log o

jPero a mi me gustaria seguir con
la idea intuitiva de Méré!

Tomemos como referencia los 25
lanzamientos necesarios de dos da-
dos.

e Experimento I: Lanzamiento de
tres dados.

;Seran suficientes 25+6=150 ti-
radas? Veamos que si.

Sea A, el suceso obtener al menos
una vez los tres ases en 150 repeti-
ciones.

p(A) = 1 - (214/215)'%°= 0.501453

3

« Experimento II: Lanzamiento de 4
dados.

t=25%6% = 900 tiradas.

A,: obtener al menos una vez los
cuatro ases en 900 lanzamientos.
pA)=1- (1295/1296)°°°=0.500782

¢ De manera recurrente se obtie-
ne:

p(A) =1-(7775/7776)*%=0.500671
p(A,) = 0.500652

Un resultado

A la luz de lo anterior se pueden
hacer dos suposiciones:

2. Tal probabilidad lanzando
cualquier numero de dados siempre
es mayor que 0.5.

22, -Tal probabilidad tiende a 0.5.

Veamos que, segun el resultado
siguiente la primera suposicién es
cierta pero la segunda es falsa.

Consideremos el experimento
que consiste enlanzar k dados
(k>1) simultaneamente.
Repitamos el experimento
25%6%2 veces.

La probabilidad de obtener, al
menos en una ocasion los k
ases:

a) es mayor que 0.5;

b) tiende a 1 - €2%/26 cuando k
tiende a infinito.

Sea A, : obtener al menos una vez
k ases en 2562 tiradas.
52xGk2
6k -1

6k

pA) = 1—(

Veamos que [p(AJlr, es decre-

ciente, o lo que es igual

25#6%2

oo

G -(1/ 6“)]
k=2
es creciente.

La ultima sucesion es una
subsucesion de
(5/6)**n

oo

lal-_, =|(1-1/n)

n=1
La sucesion [an]‘:=1 es creciente?.

1-(1/n) < 1 - (n+1) =
(5/6)**n (5/6)*#(n+1)
= (1-(1/n)) <(1- (1/n+1))

La sucesion[p(A )]z, es, por tan-
to decreciente; es necesarir que el
limite es mayor que 1/2 paraterminar
la demostracion de a).

Bl2252
lim p(A) = 1 - lim (1-(1/64) =
k—se0 K300
-(5/6)*
=1-e = 0.500648

Esto concluye la demostracion de
a)y de b).

Podemos afirmar que la intuicién
de Méré era incorrecta pues falla'en
el primer paso pero, olvidandonos de
él, no vuelve a fallar.

En un primer intento de genera-
lizar atin maés el resultado anterior-
mente demostrado, podriamos plan-
tearngs la siguiente conjetura:

Juego 1% Lanzamos k dados simulta-
neamente y apostamos por obtener
los k ases, con k>2.
Juego 2% Lanzamos t (t<k) dados
simultaneamente y apostamos por
obtener los t ases.

Si el juego 12 es favorable lanzan-
do los dados nveces, el segundo sera
favorable lanzandolos n#6 ** veces.

Sin embargo no hay mas que
observar ciertos casos particulares
para hallar contraejemplos de ella.

{Hagamos un ultimo intento de
generalizacion!

Bajo las hipétesis de la conjetura
anterior, anadiendo la siguiente:
Si el juego 1° (ic dados) es favora-
ble lanzando los dados n veces y
si lanzamos Ik+1 dados el nuevo
juego fuera favorable en 6+n lan-
zamientos, entonces el 2°juego es
favorable en n#6 ™ lanzamientos,
cualquiera que sea t (t>l+1).

¢;Cierto o falso?

Aplicacién en el aula

La paradoja de Méré y la amplia-
cién que he propuesto admiten un
tratamiento didactico por diversas
razones.

o Se puede presentar a distintos
niveles dentro de un mismo curso y

2L ajustificacion exhaustiva se deja allector. No es tan evidente como aqui parece, se pueden utilizar distintos resultados del calculo

diferencial a nivel de Bachillerato.
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en distintos cursos de, incluso, dis-
tintas etapas educativas.

e Tiene las caracteristicas de un
trabajo de investigacién que admite
la utilizacién de distintos materiales
manipulables para efectuar -dados-
o simular -tablas de numeros
aleatorios, calculadora, ordenador-
los lanzamientos, asi como para
realizar los calculos necesarios -
calculadora u ordenador-.

El trabajo puede presentarse en
la E.S.O. cerrando la paradoja de
Méré y quiza abriendo posterior-
mente algun interrogante. De
cualquier modo, en el primer ciclo
no debemos pedir a los alumnos
que lleguen mas alla de obtener una
aproximacion al valor de la proba-
bilidad de manera frecuencial lan-
zando dados y/o simulando el ex-
perimento.

En el Bachillerato se puede in-
troducir el resultado donde se cal-
culan probabilidades y se manejan
conceptos de sucesion, crecimiento
y limite de sucesiones, y en particu-
lar la del ntimero e. Se puede esta-
blecer la comparacion con el niime-

ro minimo de lanzamientos resulta-
do de, ademas de introducir la fun-
cion parte entera, resolver una
ecuacién cuya incognita es un ex-
ponente, esto es, se necesita la no-
cién de logaritmo o la utilizacion de
métodos de aproximacién numeéri-
ca. También se puede ver que la
diferencia entre el nimero minimo
de lanzamientos y el niimero del
resultado tiende hacia infinito.

El trabajo debe seguir las lineas
del razonamiento inductivo y per-
mitir que sea el alumno quien expe-
rimente, infiera y desgubra.

Con una calculadora cientifica
se resuelven los casos de lanza-
mientos de al menos 7 dados y
aparecen inmediatamente ciertas
regularidades. A partir de 8 dados
surgen, dependiendo de la precision
delamaquina, problemas, pero esto
no esmalo. Elalumno debe apreciar
la necesidad de usar instrumentos
potentes de calculo pero también
debe tener en cuenta sus limitacio-
nes cuando se producen desborda-
mientos o cuando los errores se
hace incontrolables por la magni-
tud de las operaciones. Ese puede

ser un buen momento para intentar
deducir resultados tedricos mas
fiables y generales.

En suma, podemos presentar un
trabajo atractivo para el alumno ya
que se apoya en una situacién his-
torica sobre los juegos de azary con
el que se tratan distintos aspectos
del curriculo de matematicas. Algu-
nos de ellos son el empleo de mate-
rial y una metodologia que permite
la actividad del alumno y el trata-
miento de la diversidad, y el corte
transversal de distintos bloques de
contenidos donde no sélo se pre-
tenden objetivos terminales referi-
dos a conceptos, sino que tienen
gran importancia los de tipo
procedimental y actitudinal.

Bibliografia

* CARL BOYER (1987). Historia de la
matematica. Alianza, Madrid.

*WILLIAM FELLER (1975). Introduccién
a la Teoria de Probabilidades y sus
aplicaciones. VolumenI. Limusa, Méjico.

Manuel Sobrino Reyes
CEP. Valladolid
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Juegos con monedas y palillos

Es frecuente entre nosotros, los
que nos dedicamos a la ensefianza
de las Matematicas por muy grande
que sea nuestro amor por la materia
y el deseo de comunicacion, encon-
trarnos con un problema: ¢jcomo
mantener interesados a los alum-
nos?

De siempre soy de la opinién de
que el mejor camino para hacer las
Matematicas divertidas a los que las
recibe, es acercarles a ellas como si
de un juego se tratase. Las mate-
maticas recreativas proporcionan el
mejor camino para captar el interés
del alumnado en la ensefanza de la
matematica elemental. Un crucigra-
ma numeérico, un criptograma, un
truco... puede excitar mucho mas la
imaginacion del joven que las apli-
caciones practicas que a veces se
encuentran muy lejanas y no han
sido vividas.

En niveles superiores, las Mate-
maticas deben ser tan serias como la
situacién requiere, pero a niveles
mas inferiores es mayor el rendi-
miento obtenido seguramente con la
utilizacién de trucos matematicos.

No intento decir que la clase
consista sélo y exclusivamente en
exponer pasatiempos, es simple-
mente combinar lo serio con el juego
de forma que mientras que el alum-
no esté alerta, la seriedad mas tarde
haga que el juego haya valido la
pena.

40 &7 13/1993

A continuacion espero que la se-
rie de pasatiempos .que expongo,
recogidos de la amplia bibliografia
existente en el mercado, sea del gus-
to y agrado de los lectores de la
revista.

Los materiales empleados, pali-
llos y monedas, son manipulativos
como pocos y estan al alcance de
cualquiera.

Los palillos se venden economi-
camente en cajas conteniendo gran
cantidad de ellos.

Las monedas tienen varias pro-
piedades sencillas que pueden em-
plearse en este aspecto de la mate-
matica: se apilan facilmente, pueden
usarse como fichas, utilizarse para
representar un punto, son circula-
res y tienen dos superficies
diferenciables.

Palillos

1) Moviendo un palillo, conseguir un
cuadrado.

-

2) Cambiando cuatro palillos conse-
guir cuatro rombos.

M® Trinidad Cobarro Lopez

AN\
LA

3) Suprimiendo dos palillos, conse-
guir dos cuadrados.

-]

e ———

4) Anadiendo cuatro palillos, conse-
guir que quede uno.

5) Quitando cuatro palillos, conse-
guir cinco cuadrados.

N
N

11

6) Con seis palillos, obtener seis
triangulos equilateros.

7) Retirando dos palillos dejar dos
triangulos equilateros.
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/ \ Soluciones

JAVAN

8) Retirando once palillos, dejar seis.

L |
NN N

9) Cambiando de posicion dos pali- N 3 4

llos, hay que reducir de cinco a cua- .

tro el n® de cuadrados de la figura. ’ ' , I ' ,
5

10) Cambiando de lugar un palillo, [ I 6

conseguir que la igualdad sea ver-

dadera. l I

11) Retirar el n® minimo de palillos
de forma que se rompa el perimetro : 8
de todos los cuadrados (los 16 pe-

quenos,”los 9 de orden dos, los cua- 7
- tro de orden tres y el mayor de orden \\
cuatro). /
| HEEN
, l___ l 9 : 11 ‘ 12

12) Se le dan a un amigo dos | - :
montoncitos de palillos, uno en la 10 I i -————‘ | I_I L l—l , lj

mano izquierda de seis palillos, y
otro en la derecha de ocho palillos. R
Se le invita a que los coloque de tal \ / l —— l
modo que quede ocho. '
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Monedas

1) Colocar seis monedas en tres filas
de forma que en cada una existan
tres monedas.

2) Colocar 9 monedas en 10 filas a 3
monedas por fila.

3) Colocar 10 monedas en 5 filas a 3
monedas por fila.

4) Dibuja un cuadrado con 36 casi-
llas, se han de colocar 18 monedas,
una por casilla, de manera que en
cada filay columna haya 3 monedas.

5) Con 7 monedas iguales, formamos
una cruz como la de la figura, se
trata de obtener unanueva cruz, que
tenga los dos brazos iguales con tan
solo haber cambiado dos monedas
de sitio.

6) Suprimiendo dos monedas, obte-
ner una nueva cruz, de forma que si
contamos desde el pié hacia arriba
en cualquier direccién, se tenga el
mismo numero de monedas.

o
o
o

000

0O0OCO0000C
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7) Se tienen 10 monedas dispuestas
como indica la figura 1, se trata de
situarlas como en la figura 2 habien-
do movido tan solo 3 monedas.

00O

O 0000
~ 00
®

Figura 1 Figura 2

8) En la figura, hay 12 monedas
formando un cuadrado en el que en
cada lado se sitian 4 monedas. Lo
que hay que hacer es ponerlas for-
mando un cuadrado pero con 5
monedas por lado.

9) Tengo dos monedas que suman 30
ptos., pero una de ellas no es de 25
pts., ¢cudles son sus valores?

10) Se tienen 13 monedas represen-
tadas en circulo, 12 de 1 pts., y una
de 5 pts.

Empezando por lamoneda que se
quiere, hay que contar 13y la mone-
da que se quede en ese lugar se
elimina. Volveremos a contar trece
empezando por la siguiente a la que
acabamos de eliminar y repetimos la
operacién hasta dejar una moneda
solo.

JPor qué moneda hemos de em-
pezar para que al finalnos quedemos
con la de 5 pts.?

11) Colocar 10 monedas de forma
que constituyan 5 lineas rectas con
4 monedas cada una.

12) Se colocan 4 monedas iguales,
formando un cuadrado. Cambiando
tan solo una moneda de posicion,
obtener dos hileras rectas de 3 mo-
nedas cada una.

13) Disponer 24 monedas en seis
filas a 5 por fila.

14) Disponer 16 monedas en ocho
filas a 5 por fila.

M? Trinidad Cobarro Lopez
LF.P. Caravaca de la Cruz (Murcia)



Soluciones

%) bY) Q ?
? ¢ A |
& &
OO O
O OO
OO0 *
OO0 O
O ol 1O |
o0 IO / :
| (o 0
00000
O
(0)
O
(0]
o)
(@) ;
(@) -
Oﬂ_____;

LT 1311993 43




@ . Lasmonedas son de25y5
pts., pues, el que una no sea
de 25 pts., no quiere decir que

@ @ la otra no los sea.

@

dos monedas

10
Empezariamos por lan® 7

11 Otra solucion:

@ @

Una encima de otra
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INFORMACION

VI Jornadas Andaluzas
de Educacion Matematica

| 8:9-10-11 de Septiembre de 1993

SEVILLA

Lnformedacion trnicial

1.- Fechas: 8, 9, 10y 11 de Septiembre de 1993 (X, J,
vV, S).

2.- Lugar de celebracion: Facultad de Matematicasy
Facultad de Informatica y Estadistica. Campus Uni-
versitario. Avda. Reina Mercedes. Sevilla.

3.- Estructura general:
- Conferencias generales.
- Comunicaciones.
- Grupos de Trabajo:
1.- El Laboratorio de Matematicas.
2.- Las Calculadoras en el Aula.
3.- Resolucioén de Problemas.
4.- Evaluaciéon en Matematicas.
- Paneles.
- Talleres.
- Exposiciones: fotografia, informatica, libros, re-
vistas, material didactico, ...

QTN 13/1993

4.- Plazos y Cuotas de inscripcién:
- Hasta el 30 de Junio de 1993.
- Socios de la S.A.E.M. "THALES" y
Soc. Federadas ...... 6.000 pts.
- NO SOCIOS ...vvvvvnvinn 15.000 pts.

- Después del 30 de Junio de 1993.

- Socios de la S.A.E.M. "THALES"y
Soc. Federadas ....10.000 pts.

- NO SOCiOS .....ccevunee 20.000 pts.

5.- Actividades sociales: (pendientes de confirmacion)
- Recepcién del Ayuntamiento.
- Recepcion de la Universidad.
- Visita al Parque Tematico de la Cartuja.
¢ . Visita al Parlamento Andaluz.
- Visita Sevilla monumental.
- Cena final de Jornadas.

6.- Normas para la presentacioén de comunicaciones,
paneles y material didactico.

Comunicaciones
Extensién maxima: 7 hojas DIN A4 (todo incluido)
a doble espacio.

Carteles

Dimensiones: 1 x 0,6 (m) en formato vertical.

En el panel se podra fijar fecha y hora de encuentro
de los autores con los asistentes a las Jornadas.

Material didactico

En la exposicion se podra fijar fecha y hora de
encuentro de los autores con los asistentes a las
Jornadas.

Todos los trabajos que se presenten incluiran un
resumen con un maximo de 200 palabras, el cual se
entregara a los participantes con la documentacion
inicial, a su llegada a las Jornadas.

Todos los trabajos y restimenes se acompafiaran de
soporte informaético (preferible WP 5.1).

Plazos para la presentacién de trabajos y resiime-

nes:
31 de Mayo de 1993

Informacién y recepciéon de documentos:
S.A.E.M. "THALES" VI JORNADAS. Apdo. 4172.
41080 - Sevilla
TIf.: (95) 4623658. Fax: (95) 4236378.

Oficina técnica: Inscripciones, viajes, alojamiento,
etc.

AGENCIA BOREAL
TIf.: (95) 4218984. Fax: (95) 4218334



VI Jornadas Andaluzas
de Educaciéon Matemitica

SO0 FEdeSepucmbec de 1993
y

1 |
Vi, <IN RESERVA DE ALOJAMIENTO

ROGAMOS CUMPLIMENTAR A MAQUINA O MAYUSCULAS.
BOLETIN VALIDO PARA UN SOLO PARTICIPANTE Y ACOMPANANTE, EN SU CASO.

wem thaics

PARTICIPANTE
APELLIDOS NOMBRE
DOMICILIO TELEFONO
CODIGO POSTAL | CIUDAD PROVINCIA
ALOJAMIENTO
POR PERSONA EN POR PERSONA EN
HABITACION DOBLE (2) HABITACION INDIVIDUAL
HOTEL AL ANDALUS 4 estrellas ... 6.400 9.950
HOTEL ARMENDARIZ 4 estrellas 5.300 8.000
COLEGIO MAYOR HERNANDO COLON (1)..... 2.500 3.500

Precios por noche con desayunos. IVA incluido.

HOTEL ELEGIDO
DIA LLEGADA
TIPO DE HABITACION

PTAS. X PERSONA/S X................... NOCHES = ...

TOTAL PESETAS

(1) sélo disponible para un muy reducido nimero de habitaciones.

(2) 8i comparte habitacién con otro participante, indique su nombre:
D/D#

NOTA: La reserva no sera considerada definitiva en tanto no reciba confirmacion escrita desde la Secretaria Técnica.

MEDIO DE PAGO

[1 Transferencia bancaria a nombre de [0 Tarjeta de crédito:
BOREAL S.A. ' Autorizo el cargo de PTAS.
BANCO POPULAR ESPANOL O.P. contra mi tarjeta:
SEVILLA [J VISA [ AMERICAN EXPRESS
c/c n2 60-08220-74
(Adjuntar comprobante transferencia) Ne ’ | [ [ 1 I { NN [ ] ] [ ]
O Adjunto talon nominativo a favor de < STA:
USO EXCLUSIVO BOREAL S.A. Y
SECRETARIA TECNICA Ne TITULAR:
BANCO FECHA:
FECHA DE RECEPCION: SUCURSAL FIRMA:
REGISTRO NOMERO; ROGAMOS REMITIR ANTES DEL 30 DE JUNIO DE 1993 A:
BOREAL S.A.
Federico Sanchez Bedoya, 7-2° L
41001 SEVILLA

SECRETARIA TECNICA: BOREAL S.A.
'F. Sanchez Bedoya, 7-2¢ L - Tfnos. (95) 421 89 84 / 421 89 85 - Fax: (95) 421 83 34 - Télex: 72522 - 41001 SEVILLA




Informe sobre el
VII Congreso
Internacional de

Educacién Matematica.
Québec, agosto 1992!

Durante los pasados dias 17 a
23 de Agosto de 1992 tuvo lugaren
la Université Laval de Québec, Ca-
nada, el VII Congreso Internacio-
nal de Educaciéon Matemaética.
Dada la trascendencia de este
acontecimiento para los profesio-
nales de la Educacién Matematica
de todos los niveles, la Junta Di-
rectiva de la SAEM Thales encargd
la redaccién de un informe que
cumpliese el doble objetivo de di-
fundir los datos mas importantes
de este encuentro y estimular la
participacién mayoritaria en el
préximo VIII Congreso, que tendra
lugar el afio 96 en Sevilla.

Este trabajo se ha realizado con

las aportaciones de los :autores
mencionados, todos ellos asistentes -

en Québec al VII Congreso.

¢Qué son los Congresos del
ICMI?

La Comision Internacional sobre
Instrucciéon Matematica (International
Comission for Mathematical
Instruction: ICMIJ), fue fundada en el
Congreso Internacional de Matema-
ticas celebrado en Roma en 1908.
Entre sus fundadores estuvieron el
Profesor Klein de la Universidad de
Gotinga, el Profesor Grenhill de la
Universidad de Londres y el Profesor
Fehr de la Universidad de Ginebra,
que formaron parte del primero de
5US Consejos.

La Unién Internacional de Mate-
maticos (International Mathematical

1
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Union: IMU) mantuvo desde su crea-
cion una seccion dedicada a temas
educativos, aunque su influencia era
muy limitada. En el ano 1960 la IMU
acepto la afiliacion del ICMI como
una comision diferenciada, con in-
tereses propios, dentro del IMU. A
partir de este momento se intensifica
elinterés y los trabajos sobre Educa-
cion Matematica.

En el afio 1962, el Profesor A.
Lichnerowiz resulté elegido por la
Asamblea General del IMU primer
Presidente de la Comision Internacio-
nal sobre Instrucciébn Matematica.
En el ano 1966, en el Congreso del
IMU celebrado en Mosctl, el Profesor
H. Freudenthal fue elegido nuevo Pre-
sidente del ICMI. A la iniciativa y
esfuerzo de Freudenthal se debe la
organizacion del Primer International
Congress on Mathematical Eduation
(ICME), que se celebrd en Lyon (Fran-
cia) en el afio 1969, con la asistencia

Acto de Presentacion del ICME-8

de seiscientos participantes, aproxi-
madamente.

En Lyon se estableci6 el acuerdo
de celebrar estos Congresos cada
cuatro afios, alternando con los
Congresos Internacionales de Mate-
maticas. Desde entonces se han ce-
lebrado los siguientes Congresos:

I Congreso en Lyon (Francia)
en 1969
II Congreso en Exeter (Reino
Unido) en 1972
III Congreso en Karlsruhe (Ale-
mania) en 1976
Congreso en Berkeley
(California-USA) en 1980
V Congreso en Adelaida (Aus-
tralia) en 1984
Congreso en Budapest (Hun-
gria) en 1988
VII Congreso en Québec (Cana-
da) en 1992

El proximo Congreso se celebrara
en Sevilla en 1996.

Este informe ha sido elaborado pro Aranda, A; Fuente, M de la; Gonzalez, E; Martinez, P.J.; Pérez, A.; Pérez, J.; Rico, L.; Sanchez,
G.; Torralbo, M., todos ellos asistentes en Québec al ICME'7.
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Desde su comienzo los ICME han
ido aumentando en namero de asis-
tentes, en variedad de temas y pro-
fundidad de tratamiento, llegando a
converitirse en el espacio internacio-
nal prioritario donde se encuentrala
gran comunidad de Educadores
Matematicos, en donde se plantean
y debaten multitud de cuestiones y
se marcan las lineas prioritarias de
desarrollo futuro para ese gran campo
de problemas relacionados con la
ensefnanza, aprendizaje, creacion y
comunicacion de las matematicas.

sQuiénes asisten al ICME®?

Los asistentes-al ICME cubren
toda la gama de opciones profesio-
nales en Educacion Matematica:
desde el Profesor de Preescolar o de
Escuela Maternal al investigador
universitario o de un Centro especia-
lizado de investigacion en Educacion
Matematica; desde el Profesor de un
aula para alumnos disca-pacitados
hasta el Profesor que trabaja con
alumnos de un alto coeficiente inte-
lectual. Igualmente estan represen-
tados la mayor parte de los paises,
con lo que la comparacién entre
Sistemas Escolares se produce de
manera espontanea.

Segun datos de la organizacién,
al Congreso de Québec han asistido
2.896 participantes, procedentes de
88 paises distintos; de todos los
continentes. Los paises con mas
participantes han sido:

USA. i 787
JapoIl..cooviiiiiiiiniiinniiin, 224
Australia .......coceviviiiininnn, 154
Francia............ccovevinvinnnnn, 113
Alemania ............coeevvennneen. 61
Holanda ........ooovvvvivnvininnnnn, 51
Nueva Zelanda................... 38
Finlandia...........cocvvvvnnennn, 24
Portugal ......cccoovvviiiiniiinnn, 23
Canada ......ccoevivviviniininnnn. 383
Reino Unido ...........cceeuen. 188
Espafa.......coocooviinviiiinnnen, 122
Suecia cvviviiiini, 69

Italia vovviviiiiiiniiiveens 51
Israel ..cooviiiiviiiiiiiiiiiiinnn, 41
Brasil ...c.covvviviiniiniininns 29
Sudafrica.......o.coevviviiniennnn, 24
MEXICO .cvvvivviiiiiiiiiiiinn, 20

Paises con un s6lo representante
fueron: Andorra, Antigua, Arabia
Saudita, Armenia, Bahrein,
Bangladesh, Brumnei, Darussalam,
Costa Rica, Costa de Marfil, Cuba,
Estonia, Fidji, Haiti, Jamaica, Kenya,
Lituania, Malawi, Martinica, Islas
Mauricio, Namibia, Pakistan, Repua-
blica de Yemen, Qatar, Uganda,
Ucrania, Uruguay, Uzbekistan,
Yugoeslavia.

Asistentes al Happy Hour Espaiol.

Interesante es destacar que Es-
pana ha sido el 6° pais por niimero
de asistentes. El total de represen-
tantes de habla hispana ha sido de
174, procedentes tan sélo de 12
paises.

La Comunidad Iberoamericana
contd con un total de 246 asistentes,
cifra atin escasa, si bien hay que
tener en cuenta que grandes paises
como Rusia y China han estado re-

presentados por 13 y 9 participan-
tes, respectivamente.

(Como estuvo organizado el
ICME?

La organizacién de un encuen-
tro tan amplio y ambicioso como es
unICME, con la variedad de inte-
resesy participantes que concurren,
resulta una tarea compleja. Inevita-
blemente hay que seleccionar entre
varias opciones, ya que simulta-
neamente concurren diversas acti-
vidades salvo en las muy contadas
excepciones de las sesiones plena-
rias.

El ICME de Québec estuvo org
nizado con el siguiente Progra
Cientifico: -

Conferencias Plenarias,
lebraron cuatro conferencias p.
rias en dias alternos. Sus poner
titulos fueron: ‘

Profesor Geoffre
versidad de South:
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Profesora Maria Klawe, Universi-
dad de Vancouver (Canada), Suscitar
la investigaciéon matematica en los
alumnos de ensenanza media.

Profesora Colette Laborde, Uni-
versidad de Grenoble (Francia), En-
sefiar Geometria: permanencias y
revoluciones.

Profesor Benoit Mandelbrot, Uni-
versidad de Yale (USA), Geometria
experimental y fractales: un tema al
alcance de los alumnos y de todo el
mundo.

Grupos de trabagjo: constituyen
uno de los elementos claves en la
organizacion del ICME. Cada grupo
de trabajo esta configurado en torno
a un tema o tépico fundamental. La
lista de temas de los grupos de tra-
bajo nos sefialan cudles son las
prioridades establecidas por los or-
ganizadores del Congresoy los pun-
tos de preocupacion mas sefialados
dentro de la comunidad de Educa-
dores Matematicos. E1 VILICME con-
t6 con 23 grupos de trabajo, cada
uno de los cuales dispuso de cuatro
sesiones de 90 minutos cada una
para desarrollar sus actividades.
Igualmente, la organizacion de co-
municaciones se hizo en base a los
grupos de trabajo. En la inscripcion
al Congreso se solicitaba a cada
asistente su adscripcion a un grupo
de trabajo. Al frente de cada uno de
los grupos de trabajo habia un coor-
dinador responsable, asistido por un
equipo de asesoramiento constitui-
do por cuatro o cinco profesores de
otros paises; en cada uno de los
equipos era preceptiva la presencia
de un profesor del pais anfitrion,
canadienses en este caso. La lista de
grupos de trabajo (Working Group:
WG) con sus coordinadores es la
siguiente:

WG 1: Formacion de conceptos
matematicos elementales en la en-
sefianza primaria. Coordinadora:
Helen Mansfield (Australia).
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WG 2: Concepciones erroneas y
contradicciones de pensamiento de

los estudiantes. Coordinador:

Sholomo Vinner (Israel).

WG 3: Dificultades de los estu-
diantes en el calculo diferencial e
integral. Coordinadores: Michele
Artigue (Francia) y Gontran Ervynk
(Bélgica).

WG 4: Teorias sobre el aprendi-
zaje de las Matematicas. Coordina-
dora: Pearla Nesher (Israel).

WG 5: Mejora de las actitudes y
de las motivaciones de los alumnos.
Coordinadora: Gilah Leder (Austra-
lia).

WG 6: Formacion inicial y per-
feccionamiento del profesorado.
Coordinador: John Dossey (USA).

WG 7: Lenguaje y Comunicacion
en el Aula. Coordinador: Heinz
Steinbring (Alemania).

WG 8: Innovaciones en la eva-
luacion de los estudiantes en la clase
de matematicas. Coordinadores:
Zoltan Bathory y Julia Szendrei
(Hungria).

WG 9: Diferenciacion de los pro-
gramas de matematicas dentro del
aula y entre aulas diferentes. Coor-
dinador: Skip Kifer (USA).

WG 10: Clases pluriculturales y
plurilingties. Coordinador: Patrick
Scott (USA).

WG 11: El papel de la geometria
en la educacién general. Coordina-
dor: Rina Hershkowitz (Israel).

WG 12: Probabilidad y Estadisti-
ca para el futuro ciudadano. Coordi-
nadores: James Schultz (USA) y Mary
Rouncefield (Reino Unido).

WG 13: Ellugar del algebra en la
ensefianza secundariay post secun-

daria. Coordinadora: Carolyn Kieran
(Canada).

WG 14: Actividades de mode-
lizacion en el aula. Coordinador:
Trygve Breiteig (Noruega).

WG 15: Matematicas a nivel
postsecundario para diferentes gru-
pos de estudiantes. Coordinador:
Daniel Alibert (Francia).

WG 16: Elimpacto de la calcula-
dora en el curriculo de las escuelas
elementales. Coordinadora: Hilary
Shuard (Reino Unido).

WG 17: La tecnologia al servicio
del cirriculo de matematicas. Coor-
dinador: Klaus-Dieter Graf (Alema-
nia).

WG 18: Métodos para la
implantacion del cambio curricular.
Coordinador: Hugh Burkhardt (Rei-
no Unido).

WG 19: Matematicas para alum-
nos que abandonan prematuramen-
te sus estudios. Coordinador: Carlos
Vasco (Colombia).

WG 20: Matematicas en Educa-
cion a distancia. Coordinador:
Gordon Knigth (Nueva Zelanda).

WG 21: La imagen publica de las
matematicas y de los matematicos.
Coordinador: Thomas Cooney (USA).

WG 22: Educacion Matematica
con medios limitados. Coordinador:
Fidel Oteiza (Chile).

WG 23: Metodologias para inves-
tigar en Educacién Matematica.
Coordinador: Norbert Knoche (Ale-
mania).

Una dinamica usual en los Gru-
pos de Trabajo consistié en hacer
una sesién general inicial, para
contextualizar las principales lineas
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de estudioy reflexion que surgian de
cada topico; a continuacion el grupo
se dividia en cuatro o cinco subgrupos
en cada uno los cuales se debatia
especificamente uno de los aparta-
dos y se presentaban comunicacio-
nes breves al respecto.

Conviene destacar la estricta
puntualidad para comenzar y con-
cluir las sesiones y las intervencio-
nes de cada uno de los participantes
dentro del horario asignado. Por sor-
prendente que pueda resultar cada
actividad se iniciaba y concluia en el
horario previsto. Al comenzar la in-
tervencion de cada uno delos ponen-
tes o comunicantes el coordinador
hacia su presentacion, les controla-
ba el tiempo y, al finalizar, les agra-
decia su participacion, lo que con-
cluia con un aplauso de cortesia por
parte de los asistentes.

Los grupos de trabajo termina-
ban sus sesiones con la presenta-
cion de las conclusiones de cada uno
de los subgrupos y el acuerdo para
editar un documento final con los
datos mas relevantes. Algunos gru-
pos editaran Actas especificas con el
contenidoy los documentos trabaja-
dos durante el desarrollo del Con-
greso.

Otras Conferencias: Alternando
con las Conferencias Plenarias, o
bien a continuacion, todas las ma-
nanas tenian lugar una serie de con-
ferencias invitadas por la organiza-
cion, sobre temas mas especificos
que los de las conferencias plena-
rias. en total se celebraron 44 de
estas conferencias.

Nos interesa destacar dentro de
este apartado, por su especial signi-
ficacién para nosotros, las siguien-
tes conferencias:

From sharing to fractions (Desde
el compartir hasta el fraccionar), del
Profesor Joaquin Giménez, de la
Universidad de Tarragona;

The origin and evolution of
mathemaitcal theories: implications for
mathematical education, (Origen y
evolucion de las teorias matematicas:
implicaciones para la Educacion
Matematica), del Profesor Miguel de
Guzman, de la Universidad Complu-
tense de Madrid.

Grupos Tematicos: Los Grupos
Tematicos (Topic Groups: TG) consti-
tuyen una segunda variante de orga-
nizacion para el trabajo dentro del
Congreso. A cada grupo tematico sele
asignaron dos sesiones de trabajo de
90 minutos de duracion; cada asis-
tente debia elegir un Grupo Tematico
al realizar su inscripcion. En total se
organizaron 16 Grupos Tematicos,
cuyos titulos y organizadores fueron
los que siguen:

TG 1: Competiciones matemati-
cas. Organizador: Edward Barbeau
(Canada).

TG 2: Ethnomatematica y Educa-
cion Matematica. Organizador:
Ubiratan D'Ambrosio (Brasil).

TG 3: Matematica para el trabajo
y ensenanza profesional. Organiza-
dor: Rudolf Stréesser (Alemania).

TG 4: Los pueblos autéctonos y la
Educacién Matematica. Organizador:
Bill Barton (Nueva Zelanda).

TG 5: El contexto social de la
Educacién Matemaética. Organizador:
Alan Bishop (Reino Unido).

TG 6: La teoria y la practica de la
demostracién matematica. Organi-
zadores: Gila Hanna (Canada4) y Niels
Jahnke (Alemania).

TG 7: Juegos y rompecabezas
matematicos. Organizador: Tibor
Szentinayi (Hungria).

TG 8: Ensefnianza de las matema-
ticas mediante proyectos. Organiza-
dor: Jarkko Leino (Finlandia).

TG 9: Las matematicas en el con-
texto de un curriculo total. Organiza-
dor: John Mack (Australia).

TG 10: Interpretaciones construc-
tivistas de la ensefianza y del apren-
dizaje de las matematicas. Organiza-
dores: John Malone y Peter Taylor
(Australia).

TG 11: Matematicas y Arte. Orga-
nizador: Rafael Pérez (Espana).

TG 12: El papel de las posiciones
tedricas fundamentales en Educa-
cién Matematica. Organizador: Hans
Steiner (Alemania).

TG 18: La television en el aula de
matematicas. Organizador: David
Roseveare (Reino Unido).

TG 14: Cooperacién entre teoria y
practica enla educacion matematica.
Organizador: Falk Seeger (Alemania).

TG 15: Estadistica en el curriculo
de la secundaria y postsecundaria.
Organizador: Richard Schaeffer (USA).

TG 16: Filosofia de la Educacién
Matematica. Organizador: Paul Ernest
(Reino Unido).

Grupos de Estudio: La Comision
Internacional para la Instruccion en
Matematica (ICMI) cuenta con tres
grupos internacionales de estudio,
que desarrollaron un programa pro-
pio de actividades durante el Congre-
s0; cada grupo cont6 con cuatro se-
siones de 90 minutos.

Estos grupos son: Grupo Inter-
nacional para la Psicologia de la
Educacion Matematica (International
Group for the Psychology of
Mathematics Education: PME);
Grupo Internacional para las rela-
ciones entre la Pedagogia y la Histo-
riadelas Matematicas (International
Group for the Relations between the
Pedagogy and History of Mathematic:
HPM); y la Organizacion Internacio-

L7 13/1993 51



nal de mujeres y educacién matema-
tica (International Organization of
Women and Mathematics Education:
IOWME).

Estudios del ICMI: Durante el
Congreso se hizo la presentacion de
tres estudios realizados por el ICMI.

El primer estudio: La influencia
de los ordenadores y de la informati-
ca en las matematicas y en su ense-
fianza, fue organizado por B. Cornu
(Francia). Se trataba de una edicién
revisada de la original de 1985; a
este estudio se dedicaron dos sesio-
nes de 90 minutos.

El segundo estudio: La populari-
zacion de las matemdaticas, organi-
zado por Henry Pollack (USA), tuvo
igualmente dos sesiones de 90 mi-
nutos dedicadas avideos, peliculasy
otro tipo de eventos.

El tercer estudio: La evaluacion
en la educacion matemdatica y sus
efectos, fue organizado por Mogen
Niss (Dinamarca). Este estudio uti-
liz6 cuatro sesiones de 90 minutos.
Recogemos la descripeion hecha por
uno de los profesores asistentes:

"Entre los estudios presentados, el
tercero tenia un especial interés personal
para mi. Se dijeron muchas cosas tmpor-
tantes e interesantes, pero se me quedé
grabada en la mente una definicion que
me llamé poderosamente la atenciéon y,
ademas, me hizo recapacitar sobre lo que
representa la evaluacién dentro del proce-
so de ensefianza -aprendizaje y sobre la
relativa importancia de la misma. La de-
finicién era esta: Assessing is something
imposed from outside to the didactical
relationship and which comes to
distrurb the phenomenon we warnt to
observe. La traduccion puede ser la si-
guiente: Evaluar el algo impuesto desde
fuera al proceso de enseiianza y que
viene a perturbar el fenémeno que
queremos observar”,

(Pedro J. Martinez).

Presentaciones Nacionales: Es
una actividad usual en los ICME-s
que algunos paises hagan una pre-
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sentacion general sobre el estado de
la ensenanza de las matematicas en
el momento actual y otras conside-
raciones relativas a la organizacion
de estudios y formacion de profeso-
rado en cada caso. Asi, Espafna hizo
una presentaicon en el VI ICME de
Budapest, que corrié a cargo del
Prof. Alsina.

En este ICME han sido cinco los
paises que han hecho su presenta-
cién: Brasil, Canada, Finlandia,
Reino Unido y Taiwan. En cada caso
la presentacion tuvo lugar dos veces,
con una duraciéon de 30 minutos.

Comunicaciones Breves: Entre
las aportaciones mas destacables de
cualquier congreso se encuentran
las que realizan los asistentes usua-
les, lo que podriamos llamar con-
gresistas de a pie. Es en estas co-
municaciones donde se produce un
auténtico intercambio de informa-
cién y experiencias, en donde cada
asistente ha depositado sus ilusio-
nes y esfuerzos y, precisamente, el
medio por el que espera entrar en
contacto con otras personas con las

- que comparte interés y preocupa-

cion. En esta ocasién los organizores
han estimado que muchos congre-
sistas pueden tener dificultades para
expresarse o para comprender a sus
colegas en uno de los idiomas oficia-
les o en los dos. Por este motivo
desecharon las comunicaciones ora-
les de 10 minutos, que era el modo
usual de presentar las Comunica-
ciones Breves. En su lugar se ofrecio
la oportunidad de presentar las co-
municaciones a través de posters o,
excepcionalmente, por medio de
videos o software.

Al comienzo del Congreso se en-
tregd un libro de Actas con los rest-
menes de las Comunicaciones Bre-
ves. En la publicacion estan recogi-
dos los Abstracts de 376 posters, 36
softwares y 26 videos. En la lista de
comunicantes que aparece al final
encontramos 44 comunicantes es-
parioles.

Proyectos: Durante las sesio-
nes del Congreso se presentaron un
total de 17 Proyectos de Desarrollo
Curricular o de Investigacién en el
campo de la Educaciéon Matemati-
ca. Entre los Proyectos que nos pa-
recieron mas interesantes se en-
cuentran: el presentado por los
IREM (Institus de Recherche su
I'Enseignement des Mathématiques)
de Francia; el denominado Meca-
nismos en Accién, de la Universi-
dad de Manchester, en el que se
presentaban diversos mecanismos
fisicos para trabajar sus aspectos
matematicos (engranajes, mecanos,
etc.); el School Mathematics Project,
de la Universidad de Southampton
(Reino Unido), donde se presentan
materiales curriculares para la en-
seflanza de las matematicas escola-
res; los trabajos del Shell Centre for
Mathematical Education de la Uni-
versidad de Nottingham (Reino Uni-
do), con apartados especiales sobre
sus publicaciones mas conocidas
("El lenguaje de las funciones y las
graficas", "Problemas con patrones
y numeros", "Conviertete en un in-
geniero con el papel"), pero también
otras sobre aprendizaje a distancia,
evaluacion, ensefianza por diag-
nostico; también presentan traba-
jos sobre el uso de las nuevas tecno-
logias: videos interactivosy software
de apoyo; también se present6 el
trabajo del grupo CIRADE (Centro
de Investigaciéon Canadiense); los
proyectos del Instituto Freudenthal
de la Universidad de Utrecht (Ho-
landa); el trabajo del Centre for
Mathematics Education de la Open
University del Reino Unido; el Pro-
yecto Century Mathematics; el
"Equals Programs" dela Universidad
de Cambridge; el Groupe
International Cabri-géomeétre; el
Mathematics Centre de West
Sussex; el Mathematics Education
Unit, del King's College de la Uni-
versidad de Londres; el Statistical
Education Projects de la
Appalachian State University; etc.
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{Doénde se organizé el ICME?

Las necesidades de infraestruc-
tura para atender a cerca de 3.000
personas durante 7 dias, desarro-
llando las actividades del Programa
anterior, y otras complementarias
que se comentaran mas adelante,
son complejas y variadas. La totali-
dad del Congreso transcurrié en el
Campus Universitario de la Univer-
sidad Laval de Québec, que com-
prendia 29 areas o edificios y, ade-
mas, servicios de Fax, fotocopias,
residencias de estudiantes, come-
dores, bancos, agencias de viajes,
guarderias y transportes piiblicos.
Las instalaciones de la Universidad
Laval cubrieron adecuadamente las
necesidades del Congreso y de los
asistentes; la critica mas fuerte
dentro del grupo espanol estuvo di-
rigida a la variedad y calidad de las
comidas.

Dos edificios desempefiaron un
papel destacable en la logistica del
Congreso. El primero de ellos, el
Pabelléon Charles de Konincl, alber-
g0: el Servicio de Recepcién e Infor-
macion; una pantalla de TV que
anunciaba presentaciones especia-
les de las distintas exposiciones,
modificaciones del Programa; Libre-
riasy puestos de venta de materiales
didacticos; stands de exposicion y
venta de diversos software didacticos
y calculadoras educativas y cientifi-
cas; stand de presentacion del VIII
ICME de Sevilla y de las publicacio-
nes de las Sociedades espafiolas de
educadores matematicos y de la Fe-
deracién; Aulas para reuniones de
grupos de trabajoy comunicaciones.

El segundo edificio en importan-
cia era el Pabellon de Educacién Fi-
sica y Deportes. En su Zona A se
impartieron las Conferencias Plena-
rias con traduccién simultanea; este
fue el lugar del acto inaugural y del
de clausura, asi como de la brillante
gala cultural. La Zona B -ginmasio
cubierto- sirvié como espacio para

diferentes exposiciones; entre las
exposiciones mas destacables sefia-
lamos: Horizontes Matematicos; la
Exposicidon Iberoamericana, que
comprendia:

1) Prehistoria de la Teoria de
Grupos en el Arte Hispano-Mu-
sulmdn, con una coleccién de
fotografias sobre la Alhambra
y la Mezquita de Cordoba, y
los estudios matematicos co-
rrespondientes, realizados por
Rafael Pérez y Miguel de la
Fuente, sobre la representa-
cién de grupos ctistalograficos
planos en ambos monumen-
tos.

2) Coleccién de Fotografias, rea-
lizadas por Pilar Moreno, so-
bre distintos lugares y situa-
ciones.

3) Exposicion portuguesa sobre
aspectos matematicos de Na-
vegacion y Astronomia, rela-
cionados con la Historia de
Portugal.

4) Panel Boliviano sobre Mate-
maticas e Instrumentos Musi-
cales.

5) Panel sobre el Geoplano Au-
reo, presentado por José An-
gel Dorta.

También en esta Zona B del pabe-
llén de Deportes estaba situada la
exposicion de los Proyectos, antes
mencionados.

Finalmente, en la Zona C del Pa-
bellon se encontraba el espacio para
los Posters de las Comunicaciones
Breves,

¢Qué informacién podia
obtenerse?

Alos largo de los 6 dias que diiré
el Congreso se editaron y distribuye-
ron gratuitamente entre los asisten-
tes varias publicaciones, entre ellas
destacan por suinterés: Newslettery
Le Colloguin Avise. ‘

Newsletter era un Boletin Infor-
mativo diario que editaba la Organi-
zacion del VII ICME, en el que se
informaba de las actividades y acon-
tecimientos destacables de cada dia,
asi como de otras noticias e infor-
maciones de interés general para los
asistentes.

Le Colloquin Avise era una publi-
cacion en tamano A-3 que editaba
diariamente la representacién de los
IREM-s franceses. En esta hoja se
informaba sobre las actividades que
los miembros de los IREM llevaban a
cabo en el VIl ICME. Ademas, habia
una seccion llamada Probleme du
Jour, en la que se proponia diaria-
mente un problema para resolver.
Un ejemplo curioso es este enuncia-
do, relacionado con el afio 1789:

"Entre todas las sumas de enteros
positivos con resultado 1789, ycual es Ia
que da un resultado mayor al multiplicar
sus términos?"

Videos, peliculas y exhibicio-
nes: Hubo cuatro sesiones dedica-
das a la proyeccion de videos y peli-
culas relacionados con las Matema-
ticas y con la Didactica de las Mate-
maticas. De las cuatro sesiones des-
taco la tercera de ellas en las que se
proyectaron las peliculas Platonic
Solids y Dihedral Kaleidoscopes,
magnificamente presentadas y de
una gran belleza de imagenes.

Estas peliculas estan inspiradas
en los trabajos del Profesor H. M. S.
Coxeter, que estuvo presente en las
proyecciones, haciendo la presenta-
cion de la segunda.

La primera trata del origen histo-
rico, construceion y propiedades de
los solidos platonicos; la segunda, a
través de un caleidoscopio, descubre
una nueva dimension desde la que
se puede construir y contemplar la
geometria y verificar algunas propie-
dades. Ambas proyecciones tienen
un alto interés didactico.
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Una exposicién muy sugerente
fue la realizada por los Organizado-
res del Congreso: -Le savoir compter:
Leecole primaire et les
mathématiques (1800-1920),
que presentaba una coleccion
de materiales escolares rela-
cionados con el curriculo de
matematicas en Canada en
las fechas indicadas.

Publicaciones: En este
Congreso es factible conseguir
catalogos y publicidad de
multitud de editoriales, casas
comerciales, librerias y ser-
vicios especializados de todo
el mundo, en donde es posi-
ble encontrar novedades, in-
formacion, revistas, catalogos
de libros, materiales
didacticos, audiovisuales,
software, etc., todo ellos re-
lacionado con la ensefanzay
el aprendizaje de las mate-
maticas. Entre las institucio-
nes que montaron un stand
informativo y de ventas du-
rante el Congreso podemos
sefialar: el National council
of Teachers of Mathematics
(USA), que presentaba su
fondo editorial de casi 300
volimenes, incorporando los
cuadernos complementarios
alos Standares Curriculares:
Adenda Serie; la Mathe-
matical Association of America, con
su serie de orientacion didactica; el
Mathematics and Sciences
Education Board; la Cambridge
University Press; la Editorial Guerin;
la Kluwer Academic Press; la casa
Lego; un stand dedicado a editoria-
les francesas; el Zentrablatt fur
Didaktik der Mathematik; la casa
Texas Instruments; Casio; Hewlett
Packard; el Software "Mathematica"
de Wolfram Research; Derve; Maple;
etc.

El estilo japonés: la participa-

cién japonesa tiene unas caracteris-
ticas especiales -cuentan con inter-

54 &w7A 13/1993

pretes particulares- y unos rasgos
sorprendentes. En cualquier esqui-
na de los edificios utilizados por el

Asistentes ojeando nuestra Revista.

Congreso, dentro de cualquier pabe-
1lon y a veces en un bar, era posible
encontrar un pequeno grupo de ja-
poneses que hacian una presenta-
cién informal de trabajos, experien-
cias didacticas, juegos, aplicaciones,
etc. Las sesiones de Origami, en las
que empleando papel y materiales
muy sencillos se lograban recursos
didacticos interesantes, tenian un
efecto sorprendente para la mayoria
de los asistentes.

Convivencia: Es muy importan-
te destacar las grandes posibilida-
des que se presentan en este Congre-
so de conocer, entablar amistad e

intercambiar informacién profesio-
nal con cientos de colegas de todo el
mundo. Estas relaciones pueden te-
ner, y de hecho asi ocurre,
continuidad posterior por
medio del correo u otros siste-
mas de comunicacion.

En este sentido es de senalar
el papel que desempefan la
hora diaria de encuentro y
convivencia, happy hour en el
argot inglés, en las que de
17'30 a 19 horas se destina-
ban a tomar una copa 0 un
refresco y entablar conversa-
cién con los asistentes; era el
momento de contactar con la
gente.

Digno de mencion es también
la carrera de 5 km., que se
celebrd durante el Congreso,
que fue ganada en categoria
masculina por nuetro compa-
triota Jestis Maria Goni
Zabalza, de la Universidad de
Euskadi.

El jueves dia 20 tuvieron lu-
gar las excursiones previstas
porla Organizacién paratodos
los participantes. Hubo una
variedad de ofertas, desde vi-
sitas a la ciudad de Montreal
hasta una excursion en barco
para ver un grupo de balle-
nas.

Encuentro de Editores de
Revistas de Educacion
Matematica

En el marco del ICME VII tuvo
lugar el encuentro de Editores de
Revistas de Educacion Matematica,
en el que se dieron cita sesenta y
tres editores de todo el mundo.

La organiacion de esta reunion
corri6 a cargo del Prof. G. Konig del
Zentrablatt fur Didaktir der
Mathematik de Karlsruhe (Alema-
nia). El proceso de preparacién de
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esta reunion comenzo6 a finales de
1991; a lo largo de esos meses se
cruzo correspondencia entre el Prof.
Koénig y varios editores de revistas,
entre los que se encontraban el Prof.
J. Pérez, editor de la Revista Epsilon
y el Prof. S. Romero, editor de la
Revista Suma. Se pudo asi preparar
el encuentro de forma eficaz, con una
agenda de trabajo bien delimitada.

Entre las cuestiones tratadas se
pueden destacar las siguientes:

1. Preparar el intercambio de
ejemplares de las diferentes revistas;

2. facilitar una hoja informativa,
con los datos mas relevantes de cada
revista;

3.realizar un debate en torno alos
siguientes puntos:

* posibilidad y conveniencia de
aceptar un lenguaje internacional en
las revistas de diferentes paises;

* activar la cooperacion interna-
cional entre los editores promoviendo
el intercambio de revistas e informa-
cioén;

* impulsar y coordinar el uso de
tecnologia durante el proceso edito-
rial, conveniencia de estandarizar un
formato, uso de correo electronico,
ete.

* Determinacion del perfil o perfi-
les de lectores de este tipo de revistas;
necesidad de atender a los investiga-
dores y a los profesores; busqueda de
un equilibrio entre los requerimien-
tos de los distintos colectivos intere-
sados e implicados en las revistas de
ensefiana de las matematicas;

* como etimular a los profesores
para que escriban?

* gscomo fomentar la retroali-
mentacion de los usuarios?

* ¢,como trabajar de forma efectiva
con otros proyectos editoriales?

Como logros de esta reunion se
pueden destacar:

Un enriquecedor intercambio de
informacion, lo que ha proporciona-
do un mejor conocimiento de reali-
dades muy diversas por su origen
geografico, culturaly econémico, por
los objetivos especificos de las dife-
rentes publicaciones, asi como por
sus medios de produccion y finan-
ciacion.

Esto ha permitido tener una vi-
sién de conjunto sobre la realidad de
la comunicacién en el Area de la
Didéactica delaMatematica que, como
cualquier otro ambito de trabajo, es
una pieza esencial para el progresoy
avance de la comunidad correspon-
diente. El encuentro ha sido un mar-
co efectivo para establecer el inter-
cambio entre revistas de diferentes
paises y crear lazos de colaboracién.
También permitié6 tomar algunas
decisiones para le proximo encuen-
tro a celebrar en Sevilla en 1996.

¢ Cualfue la actuacion espaiiola
durante este Congreso?

Ya se han mencionado algunas
actuaciones especificas de compane-
ros procedentes de distintas comuni-
dades, pero el colectivo espanol de
asistentes al Congreso de Québec
tuvo una actuaciéon mucho mas am-
plia que la consignada hasta el mo-
mento. Nuestro compafiero Miguel de
Guzman presidi6 acertadamente este
VII ICME, con intervenciones desta-
cadas tanto en la Sesién inaugural
como en la de clausura. El Presidente
y el Secretario de la Federacién Espa-
fiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas, Gonzalo Sanchezy Luis
Balbuena, asistieron a la Reunion
Internacional de Sociedades de Profe-
sores de Matematicas, presidida por
J. Egsgard (Canada), en representa-
cion de la comunidad espafola de
educadores matematicos. Nuestro
compariero José Romero, coordina-
dor nacional de la Olimpiada Mate-
matica organizada por la Federacién,
asistio alareunion de Competiciones
Internacionales de Matematicas,

presidida por P. Taylor (Australia).
Nuestros comparieros Claudi Alsina
y Luis Rico fueron invitados por el
Comité del ICMI para participar en el
Comité Internacional de Programas
para el VIII ICME de Sevilla; a este
Comité pertenecen igualmente Mi-
guel de Guz man, Antonio Pérez y
Luis Balbuena.

Una de las misiones de la Delega-
cion espafiola consistia en la presen-
tacion de Sevilla como Sede del
proximo ICME. Con esta finalidad se
organizaron diversas actividades.
Entre ellas destacamos el Stand
instalado porla Federacion en el hall
del edificio Koning, lugar estratégi-
camente situado para proporcionar
informacién a todos los asistentes.
En este Stand se presentaban las
Revistas Numeros, Epsilon y Suma,
los standares curriculares, Actas de
Congresos celebrados por diferentes
Sociedadesy otras publicaciones. La
presencia de las Revistas permitio
una difusién entre colegas de mas de
ochenta paises, que dejaron sus di-
recciones para envio posterior de
informacién.

En el Stand se presentaba tam-
bién la Exposicién de Fotografia y
Matematicas, organizada por
Evaristo Gonzalez, con trabajos
realizados por alumnos de diferen-
tes niveles educativos: EGB, BUP y
Universidad de Andalucia. Igual-
mente se proporcionaba informacion
cultural y turistica de diversas co-
munidades esparfiolas, particular-
mente de Sevilla.

El Stand constituy6 un observa-
torio privilegiado para relacionarse
con los asistentes, detectar los inte-
reses de los congresistas e informar
sobre las condiciones de la ciudad de
Sevilla y de Andalucia. Es Stand
constituyé un éxito de difusion y
contacto.

Dos dias antes de la finalizacion
del Congreso se celebraron dos actos
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relacionados con el VII ICME de
Sevilla. Por un lado, se organizo una
presentacion para la Comunidad
Iberoamericana, con mas de 200
asistentes, en la que intervinieron,
entre otros, el Consul General de
Espana en Québec, D. Carlos Ariasy
el Director del "Sevilla Convention
Brureau', D. Gerardo Quintana. En
este momento se presento el logotipo
del VIII ICME y se pas6 un video de 6
minutos de duraciéon sobre Sevilla,
montado por Manuel Selguero.

Tras concluir el acto anterior se
pasd a ofrecer, dentro del "happy
hour", una copa de vino espafnol, que
fue todo un éxito. Casi 2.500 profe-

sores de todo el mundo degustaron
el excelente vino de Jerez, donado
para la ocasion por la Division
Internaiconal de Domecq S.A. En
esta ocasién se distribuyd entre los
asistentes una invitacion del Sr. Al-
calde de Sevilla para asistir al VIII
ICME, el logotipo y un folleto infor-
mativo sobre Sevilla.

Dentro de los actos de Clausura
intervino nuestro Presidente Gonza-
lo Sanchez, cuyas palabras apare-
cieron en el namero 11 y 12 de
SUMA.

§

FESPM

Vista del Stand de la FESPM.

Acerca del Convenio
de Colaboracion
entre el M.E.C. y

la F.E.S.P.M.

De acuerdo con la intencién del
M.E.C., de favorecer la formacion y
actualizacién permanente del pro-
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fesorado, objetivo fundamental tam-
bién para la F.E.S.P.M., y que ésta
mejora incida decisivamente en una
ensefianza cualitativamente mejor,
firmaron en Madrid, de una parte, €l
entonces Secretario de Estado de
Educacién, hoy Ministro de Educa-
cion y Ciencia, D. Alfredo Pérez
Rubalcaba, y de otra, el entonces
Presidente de la F.E.S.P.M., D.

Gonzalo Sanchez Vazquez, un con-
venio de colaboracion que se encua-
dra en el plan Marco de Formacion
del Profesorado, y se recoge en los
articulos dedicados ala calidad dela
ensenanza, tituloIV delaL.0.G.S.E.

En este acuerdo se reconoce la
labor desarrollada porlaF.E.S.P.M.,
y sus Sociedades Federadas que in-
ciden en la formacién permanente
desde el punto de vista didacticoy de
actualizacion cientifica.

En general, el M.E.C., se com-
promete mediante este Convenio a
dar su apoyo econdmico, técnico,
administrativo y académico, los pro-
yectos que se realicen de acuerdo a
los siguientes procedimientos:

"a. Disefio y programacion de in-
novaciones relacionadas con la Re-
forma, para su posterior aplicacién
en los Centros.

b. Programacion y ejecucion de
actividades de formacion de profe-
sorado, mediante las siguientes ac-
tuaciones:

- realizacion directa de cursos
de actualizacion de contenidos
y de capacitacién pedagogica;

- promocion de programas de
Formacion en los Centros en-
caminados, fundamentalmen-

. te, alarealizacion de proyectos
-curriculares y la coordinacion
pedagogica de areas, ciclos y
niveles;

- difusiéon de las actividades
formativas previstas por el
M.E.C., y abiertas al profeso-
rado de los centros privados.

c. Programacion y ejecucion de
actividades de popularizacion de las
matematicas que cooperen adar a su
ensefanza un caracter atractivo,
proporcionando para ello al Profeso-
rado métodos y medios adecuados.

Redaccioén
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Jornadas Nacionales
de la A.P.M.

Los dias 24, 25y 26 de octubre de
1992 se han celebrado en Strasbourg
las jornadas de la Asociacién Fran-
cesa de Profesores de Matematicas
(fundada en 1909), bajo el titulo
Matematicas europeas - La Europa
de los matematicos de ayer, de
hoy y de maifiana. (En contraposi-
cion al titulo que animo las anterio-
res: Matematicas sin fronteras).

Aestasjornadas han asistidomas
de 700 profesores, franceses en su
mayoria, a los que tenemos que
anadir como invitados por la orga-
nizacion, representantes de Socie-
dades de profesores de matematicas
de otros paises europeos vecinos:
Espana, Italia, Suiza, Bélgica, Ale-
mania, Inglaterra, Dinamarca,
Rumania, Polonia y Rusia. Nosotros
asistimos asi en calidad de repre-
sentantes de la Federacion Espanola
de Sociedades de Profesores de Ma-
tematicas.

Los actos principales de las Jor-
nadas, ademas de la sesién de in-
auguracioén fueron las conferencias
plenarias, puesto que no simul-
taneaban su tiempo con ninguna
otra actividad. Fueron las siguien-
tes:

Jean Pierre Bourguignon, (ex-
Presidente de la Sociedad Mate-
matica de Francia) hablé de un
Centenario, no del Quinto, sino
del Segundo, del Centenario del
nacimiento de Lobatchewski:
"Geometrias no-euclideas dos-
cientos afios después de
Lobatchewski'".

Evelyne Barbin (Presidenta de la
Comision Inter IREM de Historia
de las Matematicas), hablo sobre
"Pensamiento matematico en
la historia y en la clase".

Pierre Legrand (Inspector Gene-
ral del Ministerio de Educacion
Franceés), hablé sobre la "Ense-
nanza Secundaria Obligatoria
en algunos paises europeos".

Marc Lachieze-Rey (Investigador
en Astrofisica) hablé sobre el
origen del Universao, bajo el titu-
lo "¢Instante cero: mito o rea-
lidad? (Datacién y origen del
Universo)".

Por los titulos, uno se puede ha-
cer idea del contenido, que no vamos
a desarrollar, simplemente senalar,
la claridad y amenidad expositiva,
tanto de J.P. Bourguignon como de
M. Lachieze-Rey.

Ademés de las conferencias hubo
tres espacios horarios (distribuidos
en dos dias) de unas dos horas de
duracién en los que se presentaban
las comunicaciones (ateliers=talleres
en el original francés). En cadauno de
esos espacios horarios se presenta-
ban, en diferentes lugares, aproxima-
damente quince simultaneamente. En
uno de ellos es en el que se habia
incluido el "Carrefour europeo’,
nombre que designaba la intervencion
de los representantes de las socieda-
des de los distintos paises invitados.
En el primer espacio presentaron
Suiza y Alemania, en el segundo es-
tabamos previstos Esparia y Bélgica,
y ademas intervino el representante
de Rusia, y la tercera sesion corres-
pondi6 a Italia e Inglaterra.

Tanto en estas intervenciones
como enla conferenciade Mr. Legrand,
lo que se presentaba era una pano-
ramica general del sistema educativo
del pais: limite de la escolaridad
obligatoria, horas o periodos lectivos
dedicados a matematicas en cada
uno de las etapas y cursos, grandes
temas matematicos presentes en los
programas o curriculos, nivel de for-
macion del profesorado, ...

Entre los talleres que se presen-
taban habia uno dedicado a Ma-

nuales escolares en distintos pai-
ses europeos, en el que los ponen-
tes, nos pidieron participar. Alli se
discutieron diferentes aspectos de
libros de Espanay de Gran Bretana.

Otraactividad de interés, (bastan-
te mal anunciada en los programas y
a nosostros), fue un Mesa:redonda
con participantes de diferentes paises
sobrela ensefianza delas matematicas
en cada uno de ellos; pero ... era el
lunes por la mafiana y nuestro avion
salia a esa misma hora, por lo que no
pudimos asistir.

La organizacién local estuvo a
cargo de la Regional de Strasbourg
dela A.P.M., y los loclaes empleados
eran los de la Universidad Louis
Pasteur.

Los derechos de inscripcién va-
riables segiin la fecha eran de 210
francos franceses, para los madru-
gadores y hasta 300 para los tltimos
en inscribirse (el mes anterior a las
jornadas).

Podiamos pensar los que alli
asistimos en que se celebraria una
reunion mas o menos oficiosa de los
representantes de las respectivas
Sociedades de los paises presentes.
Pues efectivamente eso sucedio: un
dia, a la hora de comer, lo hicimos
juntos, pero debido a la escasez de
tiempo y de espacio no se pudieron
tratar de manera amplia casi ningan
tema, pero, al menos, en el ambiente
flotaron algunas ideas:

La A.P.M. (Francia) se encarg6 de
recoger las direcciones oficiales
(o de representantes) de las dis-
tintas Asociaciones, asi como de
las fechas de celebracién de sus
respectivas/os Jornadas/Con-
gresos. (Esperamos que en breve
nos la envien y poderlo publicar
en esta revista).

Buscar una coordinaciéon entre
las distintas Sociedades, para
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intercambiar, materiales, exa-
menes, documentos oficiales, ...
con la posibilidad de "crear" una
Federacién Europea de Socieda-
des (Asociaciones, Federaciones,
...) de Profesores de Matematicas
para estabilizar dichos contactos
y quiza, conseguir subvenciones
a través de organismos europeos,
para realizar actividades en co-
mun. Se quedé en que cada pais
pensaria en el tema para en el
encuentro de la C.1L.E.AE.M. de
Cagliari en julio del 93 establecer
relaciones méas formales; pen-
sandose que la presentacién ofi-
cial de dicha Federacién podria
coincidir con el I.C.M.I. de Sevilla
en el 96.

LosrepresentantesdelaF.E.S.P.M. -
Ana Garcia Azcéarate

Florencio Villarroya Bullido

Jornadas Nacionales
de la A.P.M.

Podemos adelantar ya que las
jornadas de la Asociacion de Profe-
sores de Matematicas de Francia
del ano 93, tendranlugar el Poitiers,
los dias 22, 23y 24 de octubre en el
Palacio de Congresos de
FUTUROSCOPE, con el titulo:

Matematicas y Ensefianza
Pasado ...Futuro

En ellas esta ya prevista la in-
tervencion del Epistemologo Jean
DHOMBRE del C.N.R.S. y de Didier
DACUNHA-CASTELLA, Presidente
del Consejo Nacional de Programas
(de Matematicas de Francia), ade-
mas de Gilles COHEN, de la Federa-
cién Francesa de Juegos Matemati-
cos, entre otros.
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Para inscribirse habra que diri-
girse a la Regional de la A.P.M.E.P.
de Poitou-Charentes, IREM, Faculté
des Sciences, 40 avenuee du Recteur
Pineau. F-86022 POITIERS Cedex.

Florencio Villarroya
C.E.P. Egea de los Caballeros

Informacioén
complementaria
sobre la Reunién de
la A.P.M.E.P.

Algunas personas se interesaron
en tomar contacto con nosotros para
futuras colaboraciones, entre ellas
voy a sefialar algunas:

IREM DE LYON. Nicole KOGEJ es
responsable de un grupo de trabajo
"Europa" del IREM de Lyon, que
proximamente va a organizar un
Coloquio en el IREM sobre "Proble-
ma abierto", "Situacién Problema”,
"Trabajos sobre la Demostracion”,
"Analisis de errores’, intentan con-
seguir subvenciones de su Ministe-
rio con el titulo "Hacer aprender
matematicas francesas a alumnos
extranjeros", puesto que en su grupo
hay profesores que tienen bastantes
alumnos extranjeros, a menudo no
francoéfonos.

INVITAN a participar aformadores
de matemaéticas y también a profe-
sores "de base", interesados en esos
problemas.

SUGIEREN, que después, otro
pais, organizaria otro coloquio ana-
logo sobre su propia especificidad
otro afno.

Ademas esta profesora trabajaen
la realizacién de un fichero de "vo-

cabulario y resultados matematicos
en cincolenguas": Francés (bien sar),
Espanol, Inglés, Italianoy Aleman, y
de nuevo

INVITA a colaborar con ellay se
pone a disposicién de todos los inte-
resados en el tema.

Su direccion:
NICOLE KOGEJ
Lotissement du Mont d'Or
13 chemin du Tronchon
F-69410 CHAMPAGNE auMontd'Or.

RALLYE MATEMATICO DE
AQUITANIA: Un grupo de profeso-
res de la region citada, en el Sur de
Francia, organiza el citado concur-
so, para clases completas, la prueba
se realiza en un dia de clase, los
problemas se resuelven entre todos
los alumnos del grupo, participan
alumnos de Troisiéme y Seconde
(creo), es decir 12y 2° de BUP, conla
diferencia que en Francia Troisiéme
se estudia en el College y Seconde ya
en el Instituto. Lo que querrian es
extender este tipo de concurso a
"Regiones Vecinas".

Christian ARTIGUES
Résidence LE TAO B-79
Rue Ronsaro
F-64000 PAU

Es la persona que contacté con-
migoy quedo encargada de enviarme
el dossier sobre el tema (atinno lo he
recibido). Ademas me indicé que
habia contactado con personas de
Galicia y del Pais Vasco para coordi-
narse en este tema. Quiza desde las
Sociedades Navarra y Aragonesa, a
la vista del Dossier y con regiones
mas proximas se podria pensar en
participar (solicitando subvenciones
de los Gobiernos Auténomos corres-
pondientes, dela Asociacion Aragon-
Bearn, etc.).



INFORMACION

Coleccion de Examenes o de tra-
bajos de alumnos

Nicole LORRET
21 rue de 1'Unité
F-14610 EPRON

Esta interesada en recibir ejem-
plares de ejercicios propuestos en
examenes, asi como de otros tipos de
trabajos: deberes para casa, traba-
jos de investigacion, ... Con, por
supuesto, indicacién del nivel (curso
y edad de los alumnos) en que se han
propuesto.

Todas las Sociedades o miembros
de ellas, o no intersados en uno o
varijos de estos temas, podéis poneros
en contacto con las personas cita-
das, bien directamente o bien ha-
ciendo yo de intermediario.

La direccion del Vicepresidente
dela Sociedad Rusa de Profesores de
Matematicas, por si alguna sociedad
0 persona quiere contactar, colabo-
rar, viajar, etc.

EVGENY A. BUNIMOVICH
MOSCOW, school N 710
STUDENCHESKAYA str. 29
TIf.: 249-3964
103001 MOSCOW

Sociedad Rusa de Profesores
de Matematicas

Conferencia Anual
del Grupo "P.M.E."

Entre los dias 18 y 23 de julio de
1993, se celebrara en la Universidad
de Tsukuba (Japdn) la decimosépti-
ma Conferencia anual del
"International Group for the
Psychology of Mathematics Eduation”.

El tema general de la conferencia
sera "¢Coémo relacionar los aspectos
afectivo y cognitivo en la educacion
matematica?". ‘

Habra cuatro sesiones plenaria,
presentacion de comunicaciones,
grupos de trabajo sobre diversos to-
picos, etc.

La pre-inscripciones deben ha-
cerse antes del 15 de enero del 93,
(enviando 10.000 yenes), para hacer
la inscripcion definitiva en abril, di-
rigidas al Secretariado de la Confe-
rencia:

NOBUHIKO NOHDA
INSTITUTE OF EDUCATION,
UNIVERSITY OF TSUKUBA
TENNO-DAI 1-1-1, TSUKUBA,
IBARAKI
305 JAPAN
TIf. 0298-53-4693
Fax 0298-53-4693, 0298-53-6619

La nueva presidenta del Grupo es
Carolyn Kieran, dela Universidad de
Québec (Montreal), y el nuevo Teso-
rero, Angel Gutiérrez, de la Univer-
sidad de Valencia.

La siguiente conferencia se cele-
brarda un poquito mas cerca, en la
Facultad de Ciencias de Lisboa (Por-
tugal), entre el 30 de julio y el 3 de

agosto de 1994. Y mas cerca todavia

dos anos después, en 1996, se cele-
brara junto al I.C.M.E.-8 en Espaia.

Florencio Villarroya

2nd Krems Conference
on Mathematics

Didactics:
Teaching
Mathematics with

DERIVE

September 25-28, 1993,
Krems, Austria

Computer algebra systems like
DERIVE become more and more
widely available, even on simple and
affordable hardware like notebook
and plamtop PCs. It is anticipated
that computer algebra tools will
become as widespread as numerical
pocket calculators. How should
mathematics teaching be changed to
cope with this new development? The
conference aims at bringing together
people with an interest in developing
adidactics formathematics education
at grade levels 6-13 using the
computer algebra software DERIVE.
Suggested topics include (but are not
limited to):

- Using DERIVE to teach certain
subjects (elementary algebra,
functions, analytic geometry,
calculus, theory of probability,
ete.).

- Using DERIVE as a symbolic
calculator.

- Using DERIVE as a tutor.

- Didactic principles of using DE-
RIVE (white-box/black-box,
black-box/white-box, genetic,
etc.).

- Importance of DERIVE and other
computer algebra systems for the
various phases of mathematics
teaching: modelling, operation,
interpretation.

-DERIVE for visualization and
simulation.

- Computer algebra at school, at
home and for tests.

- - Comparing computer algebra
assisted teaching with traditional
teaching.
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-How is students' thinking
affected?

-How will DERIVE and other
computer algebra systems affect
the curriculum?

- Report on ongoing experiments
with DERIVE.

Authors are invited to submit 3
copies of a 4 page extended abstract
of a 30 minutes lecture to the
following address. Abstracts and
lectures may be in English or
German.

RISC-Linz/Krems'93
att. Bernhard Kutzler
(Program Committee Chairman)
University of Linz
A-4040 Linz, Austria
(Fax +43-7236-3231-30).
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All submissions will be refereed
by an international program
committee. Authors of accepted
lectures will be invited to write full
papers (10-15 pages) for publication
in the conference proceedings. For a
limited number of participants the
organizers will provide grants
covering all living expenses during
the conference (lodging and
boarding). Authors are invited to
informally apply for these grants
when submitting their papers.

Deadline for submission

of extended abstract and
application of conference grants:
March 31, 1993.
Notification of acceptance

of lectures and awarding of
conference grants: May 7, 1993.

Conference Chairman: Helmut
Heugl.

Program Committee: Barbel Barzel
(Diisseldorf, Germany), Josef Béhm
(Witrmla, Austria), Helmut Heugl
(Vienna, Austria), Bernhard Kutzler
(Linz, Austria), Rafael Minano-Rubio
(Madrid, Spain), John Monaghan
(Leeds, England), Eduard Szirucsek
(Vienna, Austria), Anthony Watkins
(Plymouth, England).

The conference will be organized
by the ACDCA (Austrian Center for
the Didactics of Computer Algebra)
on behalf of the Austrian Ministry of
Education.
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RESENAS

Para pensar mejor
Miguel de Guzman (1991)

(Barcelona: Labor, 226 paginas)

clasicos sobre los fenémenos y
los métodos implicados en la
resolucién de problemas, tra-
tando, segun el autor, de "evi-
tar largas disquisiciones técni-
cas que un tratamiento cienti-
fico profundo hubiera exigido”
y dandole un aire divulgativo.

Eltrabajo sevdivide en cin-
co partes. La primera plantea
un conjunto de situaciones de
la vida intelectual o de la vida
cotidiana que ayudan al lector
a identificar los bloqueos de
todo tipo con que se tropieza
habitualmente y que le impi-
den explorar algunos caminos
en la resolucién de situaciones
problematicas. La segunda
plantea las estrategias genera-
les de pensamiento e introduce
al lector en los protocolos de
resolucion, es decir, en elregis-
tro de "lo que haidorealizando,
lo que ha'ido pensando y los
sentimientos y situaciones
afectivas por las que ha ido
pasando”en el curso delareso-
lucién de un problema, como
medio para mejorar el modo de

¢Se puede aprender a pensar mejor?
jPor supuesto! Sobre esta base Miguel de
Guzman introduce a los lectores de su
libro "Para pensar mejor" en la aventura
de tratar de hacer mas eficaces los proce-
sos creativos del pensamiento en el
enfrentamiento con situaciones proble-
maticas.

En esta obra el autor se desmarca de
sus libros anteriores sobre recreaciones y
problemas matematicos, entrandono sélo
en el terreno de las ciencias cognitivas
sino también en otros dominios como el
afectivo y el emocional, que influyen de
forma importante en los procesos de pen-
samiento. Lo hace partiendo de su expe-
riencia, de lo que a través del trabajo le
han comunicado sus companeros y sus
alumnos y del estudio de las obras de los
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afrontar esta tares. La tercera
parte, la central y la mas larga,
la dedica a las estrategias del pensamien-
to matematico, a través de problemas que
requieren pocos conocimientos en este
campo y que dejan por tanto transparen-
tar las estrategias que se utilizan en su
resolucién. Esta parte puederesultar mas
conocida a los aficionados a la lectura de
libros sobre "resolucién de problemas” y
en ella el autor invita a entrar en las
estrategias de pensamiento describiendo
distintas maneras de familiarizarse con
los problemas. La cuarta parte, muy bre-
ve, indica la direccién en la que podria ir
la seleccion de contenidos de aprendizaje
delos diversos dominios de conocimiento,
de modo que se favorezca en el individuo
la creacion de esquemas mentales efica-
ces para abordar problemas. La quinta 'y
ultima parte la dedica a la actividad
subsconciente y en ella hace "una des-

cripeion breve muy osada, pero no infun-
dada, de lo que, en trazos extraordinaria-
mente simplificadores, puede tal vez ocu-
Tir en nuestra mente cuando se enfrasca
con un problema de cualquier tipo y llega
a tener una de esas vivencias de denomi-
namos inspiracién, para extraer a conti-
nuacién las consecuencias practicas que
derivan del aprovechamiento de todas
nuestras capacidades mentales en la ta-
rea que nos ocupa. Quiza sea ésta la
aportacién maés original y valiosa de este
libro en lo que se refiere a tratar de
comprender mejor como trabaja nuestra
mente cuando se aborda una tarea com-
pleja y creativa como es la resolucion de
verdaderos problemas.

Se trata de un magnifico trabajo que
puede ser de gran utilidad para todos los
implicados en la formacion intelectual de
los jovenes, para los estudiantes, y en
general para los que dedican gran parte
de su actividad al trabajo mental y, por
ultimo, para quienes se interesan por
conocer mejor la actividad més propia-
mente humana: el pensamiento.

Maria Luz Callejo
Departamento de Didactica de las
Matematicas. LE.P.S., Madrid
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Analisis comparativo del
curriculo de Matematicas
(Nivel Medio)
en Iberoamérica

José del Rio Sdnchez,
Luis Herndndez Encinas y
M¢ José Rodriguez Conde

Ediciones Mare Nstrum 1989

La Organizacién de Estados Ibero-
americanos para la Educacién, la
Ciencia y la Cultura, el Ministerio de
Educacién y Ciencia Espafiol y la So-
ciedad Estatal del Quinto Centenario de
Espafia han llevado a cabo desde 1991
un programa centrado, sobre todo, en el
desarrollo del Curriculum de las mate-
maticas y las Ciencias Experimentales.

También se incluye en el programa
la elaboracién de materiales y la for-
macion de docentes especializados. El
objetivo de este programa denominado

IBERCIMA -Programa Ibero-
americano de Ensefanza de
las Ciencias y la Matematica
en el Nivel Medio-, se presen-
ta en este libro de doscientas
cuarenta paginas de facil lec-
tura.

En €l se analizan, revisan
y actualizan contenidos y
metodologias de la ensenan-
za de las Matematicas y las
Ciencias a nivel medio en los
22 paises Iberoamericanos
para desarrollar actividades
de investigacion, formacién,
elaboracion de materiales
didacticos y de apoyo docente
y de movilizacién y participa-
cion de profesores y estu-
diantes, a fin de difundir una
cultura proclive al aprendiza-
je tecnolégico.

Ellibro de siete capitulos
comienza exponiendo la im-
portancia del curriculo del
nivel medio educativo en las
edades comprendidas entre
(12-13) y (17-18) arios, resal-
tando lo particularmente difi-
cil en su disefio, a través de:

- El Analisis de los curricula de
Matematicas en 1991 en cada uno de
los paises Iberoamericanos.

- La Comparacién de los curricula
analizado en cada regién.

- La Valorecién global de estos
curricula a tenor de las nuevas tenden-
cias en Educacion Matematica.

Se completa el libro con un capitulo
de conclusiones generales que con su
descripcién se puede favorecer la com-

presion diagnéstica del modelo de cada
uno de los paises en relacién con los de
Su entorno geografico, estableciendo al
final de cada capitulo, restimenes tanto
regionales como globales, a través de
valoraciones y sugerencias, a partir de
las que se puede obtener una accién
curricular, presente o futura, inmersa
en las actuales tendencias de 1a Educa-
cion Matematica,

En suma, un libro util y provechoso
donde todas las personas que han inter-
venido -representantes de los ministe-
rios de educacién, técnicos, colabora-
dores, expertos invitados y miembtos
del comité de Seguimiento del Programa
Ibercima, han conseguido que con este
programa de ensefianza se trate de fa-
vorecer no soélo la formacién de cientifi-
cos y tecnologos que el area iberoameri-
cana necesita para su desarrollo sino
también de orientar a las nuevas gene-
raciones hacia la adquisicién de una
conciencia cientifica que les permita
estar mejor preparados ante el evidente
crecimiento y presencia del binomio
CIENCIA Y TECNOLOGIA en el mundo
desarrollado actual.

Sixto Romero Sanchez
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La curiosa historia de ....

Los calzoncillos (con perdon) de Mobius

Casi todo el mundo sabe lo que es una "banda de
Moébius", la curiosa superficie de una sola cara, que se
puede construir facilmente a partir de una simple tira
rectangular de papel, pegando entre si los dos lados
cortos, una vez girando uno de ellos 180°.

Muchos menos (naturalmente) conocen los "calzon-
cillos de Mébius", que, como era de esperar en todas las
prendas de vestir de Mobius, también tienen una sola
cara (se ruega abstenerse de comentarios soeces o de
mal gusto). La figura muestra como construir estos
interesantes calzoncillos, y es facil comprobar que,
efectivamente, tienen sélo una cara.

Mariano Martinez Pérez

Mariano Martinez Pérez

Figura 1
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Los origenes del Algebra Lineal

Fernando Castro Gutiérrez

El propésito de este articulo es mostrar que una rama de la Matemaitica, relativamente
joven como el Algebra Lineal, tiene sus raices en antiguas civilizaciones. El autor revisa
elorigen del concepto de transormacién lineal en la cultura egipciay algunos antecedentes
matriaciales presentes en el quipu usado en el imperio Incaico en la época precolombina.

Introduccion

El Algebra Lineal se consolida a
mediados del siglo XIX con los aportes
de Grassmann, quien anticipa
aspectos fundamentales de los
espacios de dimension finita, tales
como la nocién de subespacio en-
gendrado, independencia lineal,
dimensién, la proyecciéon de unvector
sobre un subespacio, el Teorema
Espectral. Otros Matematicos que
hicieron notables contribuciones son
Hamilton, Cayley y Sylvester.

Sin embargo los origenes de
algunos conceptos algebraicos son
deviejadata. Consideremos lanocién
de Ley de Composiciéon -segun
Bourbaki, una de las mas primitivas
de la Matematica- es posible que
haya surgido durante la etapa reco-
lectora del hombre, en efecto, la
eleccion del mayor de dos frutos es
ya una operacion binaria: ésta que
da origen a una estructura de semi-
grupo.

A*B = max {A,B}

También hay antecedentes
estructurales en el Algebra Babil6-
nica: la gjecucion de la divisién como
multiplicacién de un ntmero por el
inverso del divisor lleva implicitos

0

rudimentos de la Teoria de Grupos.
No obstante esta via fue abandonada,
el Algebra se consagré por largo
tiempo alaresolucion de ecuaciones.
Habrian de pasar muchos siglos
antes que la Matematica retomara el
estudio de las estructuras algebrai-
cas.

Entre los conceptos del Algebra
Lineal de mas larga gestacién en la
historia de la humanidad estan los
de transformacién lineal y matriz.
En lo que sigue examinaremos sus
raices enla civilizacién egipciay en el
imperio incaico.

Las Funciones Lineales

Uno de los antecedentes mas
lejanos de las transformaciones li-
neales se encuentra en el manejo de
la proporcionalidad, tanto en su
forma geométrica como en su forma
algebraica. Estos dos aspectos
constituyen los primeros esbozos de
la linealidad, los encontramos
presentes en los aportes de Thales y
en uno de los métodos de resoluciéon
de ecuaciones de primer grado,
empleado por los egipcios. Este
procedimiento, comparable a lo que
conocemos como regular falsi, apa-
rece en el papiro Rhind y consiste en
reemplazar la incégnita por un

namero diferente de cero, luego se
compara el valor alcanzado por la ex-
presion con el valor deseado. Final-
mente, a través de proporciones, se
encuentra la solucién correcta de la
ecuacion. En términos de nuestra
notacién consideremos el siguiente
ejemplo:

X+ (1/2)x =156

Sitomamos x=2 y reemplazamos,
el primer miembro queda

2+(1/2)2=3
luego de la proporcion:
15/3 =x/2
obtenemos la solucion x = 10

Estos pasos son equivalentes ala
buisqueda del valor de A que deter-
mina la funcién lineal F(x) = Ax

Matrices

La matriz -término introducido
por Cayley en el siglo XIX- tiene sus
primeras manifestaciones en la
actividad ladica del hombre: los
tableros de algunos juegos surgidos
en distintas culturas, asi como los
cuadrados magicos desarrollados en
China son antecedentes matriciales.
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Estas creaciones llevan también
implicito el germen de un sistema de
coordenadas.

El registro de cifras en cuerdas
anudadas ha sido un recurso vas-
tamente difundido. Los Incas de los
Andes sudamericanos idearon una
interesante composicion de cuerdas
llamada Quipu, que utilizaban para
sus computos yregistros numeéricos.

MILES

CENTENAS

DECENAS

UNIDADES

4

2341

Figura 1. Representacién de un niime-
ro en un Quipu.

El Quipu esta formado por una
cuerda, que se mantiene en forma
horizontal, de la cual penden cuer-
decillas de varios colores, sobre éstas
ultimas hay grupos de nudos dis-
puestos a intervalos regulares re-
presentando unidades, decenas,
centenas, etc. El conjunto se comple-
ta con una cuerda situada en un
costado, la cual permite totalizar las
cantidadesrepresentadas enlas otras
cuerdas.

En estos registros se consignaba
toda la informacion del imperio sobre
asuntos militares, censos de pobla-
cién, inventarios de recursos mate-

riales, control de la produccion ani-
mal, etc.

Desde nuestro punto de vista el
Quipu no solo es una materializacion
de un sistemanumeérico posicional de
base diez, sino que también tiene el
caracter de una matriz, en un sentido
méas general que el estrictamente
numérico. Para los incas fue ademas
uninstrumento de comunicacion muy
versatil y de gran capacidad de infor-
macion. Estas caracteristicas permi-
ten apreciar su importancia en una
civilizacion que posiblemente no cono-
ci6 la escritura. ¢

Analizando el rol que desempena
la cuerdecilla que registra la suma
de las cantidades representadas en
el Quipu, es posible advertir que,
cuando el quipumayoc -funcionario
del imperio encargado de registrar
los datos- reunia informacion de
diferentes quipus estaba sefialando
el camino de las operaciones con
matrices.

La concepcién de un recurso
matricial es una conquista de profun-
da significacion y enormes alcances.
En nuestros dias podemos decir que

CENTENAS 1 ) 3 8 2
DECENAS

- UNIDADES 3 8 2 3 4
L

lamatriz alberga -entre otros campos
del conocimiento- practicamente todo
el Algebra Lineal de espacios de di-
mension finita.
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Fernando Castro Gutiérrez
Universidad Nacional Abierta
Venezuela

Figura 2. El nimero 742 de la cuerda F representa el total de los valores de las
otras cuerdas. Prescindiendo de la cuerda F tenemos una matriz.
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Entrevista con el Profesor
Gonzalo Sanchez Vazquez

Nuestra Redaccion se ha entrevis-
tado con el Profesor Gonzalo Sanchez
Vazquez, Presidente de la Sociedad
Andaluza de Educaciéon Matematica
"Thales" desde su creacién en 1981. Es
también Presidente de Honor de la
Federacién Espafiola de Profesores de
Matematicas, y fue su Presidente
efectivo desde su fundacién en 1988
hasta diciembre de 1992.

Eneseintervalo, el Profesor Sdnchez
Vazquez ha participado intensamente
en las actividades federativas, impul-
sando el nacimiento e incorporaciéon
de varias sociedades regionales, y pro-
moviendo las relaciones méas estrechas
y fecundas con los movimientos edu-
cativos internacionales, especialmen-
te con los iberoamericanos.

Por tratarse de un comparnero co-
nocido y estimado por todos, con una
dilatada experiencia docente y
asociativa, cuya ilusién se mantiene
intacta y al dia (a sus setenta y cinco
anos sigue dando conferencias y cur-
sos a los profesores), nos ha parecido
interesante conocer diversos aspectos
de su vida, consagrada a la ensenanza
durante mas de cincuenta afos, asi
como su opinion sobre las cuestiones
que afectan al presentey al futuro dela
Federacion.

- (Coémo fueron, amigo Gonzalo,
sus primeros estudios?

- Nacido un trece de mayo de mil
novecientos diecisiete en San Juan de
Aznalfarache (Sevilla), pronto, a los
ocho afios de edad, fui a vivir a Malaga.
Mi padre, teniente de Carabineros, fue
trasladado alli y, tanto por razones
econdmicas como vocacionales, fue mi
unico profesor durante algunos afos,
asicomo también de mi hermano Adolfo
(exiliado durante décadas en Méjico,

donde ha llegado a ser un filésofo de
reconocido prestigio).

Una anécdota a propésito de mi
fehca de nacimiento: coincide exacta-
mente con la de la aparicién de la
Virgen de Fatima. Quizés pensando en
una posible predestinacion del cliente,
los hoteleros de Portugal me han trata-
do siempre muy bien, cuando han co-
nocido a través del pasaporte esta
circunstancia.

Realicé mis estudios de Bachillera-
to en el tnico Instituto que habia en
Malaga (actualmente I.B. Gaona), en-
tre los afios 1927 y 1932. En el plan de
estudios entonces vigente se cursaban
las Aritmética, la Geometria (euclidea:
lemas, teoremas, corolarios, ...), el
Algebray la Trigonometria, como ma-
terias independientes y no simulta-
neas, desarrolladas de un modo teéri-
co-deductivo, sin ejemplos motivadores
y sugerentes, apenas sin practicas ni
problemas. jPerfectamente contraindi-
cado para despertar vocaciones mate-
maticas!

- ¢(Cuando profundizé en las ma-
temdticas y se inicié en su di-
dactica?

- Fue como consecuencia de haber
estudiado en la Escuela Normal de
Malaga en Plan Profesional del Magiste-
rio. Implantado por la II Republica en
1931, constituyé un plan renovador y
universitario, que seguia las ideas pe-
dagogicas de la Institucion Libre de
Ensenanza. Entonces conoci lo que es
una ensenanza viva, mediante los
meétidos mas modernos y activos, con
practicas continuas y en el aula, lectu-
ras y experiencias didacticas persona-
les. Desgraciadamente, el triunfo del
movimiento franquista trunco esta co-
rriente renovadora de la ensefnanza en

nuestro pais, y me dej6 a la intemperie,
aunque ello no pudo apagar una voca-
cion pedagoégica irreversible.

En aquella época, afios previos a
nuestra guerra civil, habia en Malaga
un ambiente cultural extraordinario.
Con frecuencia, era posible escuchar
conferenciantes como Ortega y Gasset,
Unamuno, Maranén, etc. Florecia la
vida literaria y las publicaciones poéti-
cas (por ejemplo, la revista Litoral)
despertaban las inquietudes de nues-
tra joven generacion. Entonces publi-
qué mis primeros versos (y tltimos),
influido por la fuerte y humanisima
personalidad de un amigo entranable,
Emilio Prados, el gran poeta malague-
fo de la Generacion del 27,

Al mismo tiempo, los estudios de
Magisterio me incitaron a interesarme
por las teorias matematicas (pienso,
como entocnces, que no es posible
profundizar en la didactica, o simple-
mente ser un buen profesor, sin poseer
un amplio bagaje de conocimientos).
Hice el primer curso de Ciencias en la
Universidad de Sevilla en 1935, como
alumno libre. Mi bautismo serio en los
estudios matemaéticos tuvo lugar con
el "Analisis Algebraico", de Rey Pastor,
obra dura para un principiante, pero
que ponia a prueba definitiva una vo-
cacion, igual que las précticas anato-
micas los hacian con los estudiante de
Medicina. Creo que éste fue el punto de
inflexién que iba a marcar mi futuro, la
entrada en el mundo de las matemati-
cas y de su ensenanza.

- ¢Cudndo y cémo se inicié como
Profesor de Matematicas?

- Terminé la carrera de Exactas en
Madrid, en 1944, tras unos afios de
post-guerra muy dificiles, en que tuve
que afrontar sumarios, depuraciones y
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represiones, y sostenerme con las cla-
ses particulares. Como no podia entrar
en la enseflanza oficial, me dediqué
intensamente a la ensefianza de las
matematicas, sobre todo de la geome-
tria, para el ingreso en las carreras de
Ingenieria, en que se proponian a veces
problemas realmente dificiles. Fruto de
mi actividad en esa época, fue la publi-
cacion de mi obrita "Lecciones de Coni-
cas", tratadas teérica y practicamente
con métodos graficos y proyectivos, no
analiticos, y dedicadas a los estudian-
tes de ciencias e ingenierias.

Cuando al fin pude opositar a Cate-
dras de Instituto, y ganarlas, marchéa
Oviedo en 1954, haciéndome cargo
también de las Matematicas en la Uni-
versidad, que carecian de profesor ti-
tular. Tres anios después, y durante
seis, dirigi el departamento de Mate-
maticas dela Universidad de Maracaibo
(Venezuela), hasta aterrizar definitiva-
mente en Sevilla, tanto en la ensefnian-
za media como en la universitaria.
Durante los tltimos treinta afios, pue-
de hacer compatible mi actividad do-
cente en el aula (todavia la echo de
menos y aforo esa labor de formacion
del alumno, despertando su curiosi-
dad mas que satisfaciéndola), conlade
la orientacion didactica de los profeso-
res, y con la puesta en marcha de
nuestra Sociedad de Educacion Mate-
maticas "Thales" (y mas tarde de la
Federaci6on), uniéndome a los profeso-
res de matematicas en un hermoso
proyecto que hoy es una realidad vigo-
rosa, y en cuya madeja continto feliz-
mente comprometido.

Enmivida he tenido la oportunidad
de haber impartido matematicas en los
tres niveles, primario, medio y supe-
rior, tanto en la ensefanza publica
como en la privada. Quizas, con esa
perspectiva universal, veo claro que el
proceso de aprendizaje de las matema-
ticas es 1inico, y resulta lamentable la
falta de conexion, incluso el desconoci-
miento, entre los diversos niveles. Pero
también creo que es necesaria en todos
ellos una formacion didactica del profe-
sorado, mejorando en algin nivel la
preparacion cientifica y, en otros, la
pedagdgica.
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- ¢Qué opina sobre la formacion
matematica en el momento actual?

- No sé si la pregunta se refiere a la
formacién cientifica de los matemati-
cos en la Universidad o a la formacion
de profesorado de esta disciplina.

En cuanto a la primera, o0 me con-
sidero un experto para valorarla, ni
mucho menos para juzgarla, salvo en
su repercusion en la formacion del
profesorado de primariay media. Com-
parando los estudios actuales con los
de mi época pienso que se ha ganado
en especializacion, que s¢ esta mas al
dia en el conocimiento de los avences
de la investigacién matematica. Pero
creo también que se ha renunciado a
conseguir una vision mas integradora
v universal de esta materia y de sus
aplicaciones. Pienso que se ha alejado
bastante, en suma, de una interpreta-
cién mas histérica, humanistica y cul-
tural, y que se hanb sepultado en el
museo del olvido conocimientos mas
generales, elementales si se quiere,
pero fundamentales, necesarios y for-
mativos para el profesor de Matemati-
cas en los niveles anteriores.

Por ejemplo, he podido comprobar,
en los cursos para profesores de estos
niveles que he desarrollado en los alti-
mos afos sobre transformaciones
geomeétricas y métodos de resolucion
de problemas gréaficos, el gradoincreible
de desconocimiento de las propieda-
des y relaciones de las figuras geome-
tricas mas elementales, y la incapaci-
dad para resolver sencillos problemas
o justificar construcciones que se en-
sefnan so6lo en las clases de dibujo, sin
la debida formacion cientifica. Y no se
trata sélo de conocimientos, sino de
métodos de trabajo, de interpretacio-
nes graficas de cuestiones algebraicas
o analiticas, de la posibilidad de cons-
truir modelos concretos en que se
puden contrastar conjeturas o abrir
un cauce intuitivo a la demostracion
de propiedades.

Sin embargo, soy optimista en
cuanto al futuro, por la actitud de
interés y deseo de perficcionamiento
del profesorado. Mas de veinte afios de

actividad de los grupos y sociedades de
profesores de matematicas, han im-
pulsado un movimiento de preocupa-
cion porlas cuestiones didacticas y por
el mejoramiento y renovaciéon de la
ensenanza de las matematicas, que se
ha extendido por todo el pais, influyen-
do enlos planes de reforma, a través de
experiencias de clase, encuentros, se-
minarios, congresos y publicaciones.

Un sintoma de que esta inquietud
esta penetrando, no soélo en la Admi-
nistracion educativa, sino en la propia
Universidad (aparte de la valiosa con-
tribucion de las actuales Escuelas de
Magisterio, que estan superando la
larga travesia del desierto que repre-
sent6 la escasa preparacion y el bajo
"status" de los maestros en buena par-
te de la época franquista), es el hecho
de que, por primera vez en nuestro
pais, se ha creado una Catedra de
Didactica de las Matematicas en la
Universidad de Granada, de la que es
impulsor y titular nuestro companero
Luis Rico. Constituye éste un signo
esperanzador y un precedente muy
importante para que la Universidad
Espafiola preste, a la problematica de
la ensenanza de las matematicas, en
un proximo futuro, la atencion que
hace tiempo es habitual en prestigio-
sas universidades de Francia, Inglate-
rra, Alemania, Italia, Canaday Estados
Unidos, a donde algunos profesores
espanoles debieron trasladarse para
realizar sus tesis doctorales en didactica
de las matematicas, en la imposibili-
dad de hacerlo en nuestro propio pais.

- (Qué opina sobre las asociacio-
nes de profesores de matematicas?

- Hay que remontarse mas de vein-
te anos para comprobar como surge
con fuerza, aunque disperso, un movi-
miento de profesores de a pie que plan-
tean la necesidad de mejorar los méto-
dos de ensenanza de las matematicas
y de perfeccionar su propia prepara-
cién. Habria que citar, entre otros, el
movimiento Rosa Sensat en Cataluna,
las Escuelas de Verano, los grupos de
Barcelona, Valencia, Madrid, Sevilla,
Tenerife, Salamanca, etc. Trabajan es-
tos gru-pos, al principio, al margen de
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la Administracién, si no frente a ella,
pues los planes oficiales permanecen
practicamente inalterables. Contra la
ensefnanza libresca y pasiva, emplean
una metodologia mas activa, con plena
participacion del alumno; una ense-
nanza motivada por el entornoy por los
intereses y la curiosidad de los autén-
ticos protagonistas del proceso educa-
tivo.

Pero la labor de los grupos, que fue
y sigue siendo muy valiosa, como van-
guardia del movimiento renovador, no
eramuy conocida por amplios sectores
del profesorado. Las necesidades edu-
cativas de la nueva sociedad democréa-
tica exigian una proyeccion mas exten-
sa, diriamos que masiva, de sus esfuer-
zos dispersos. Por ello, a fines de los
setenta y a principios de los ochenta,
aparecen de una manera natural las
asociaciones de profesores de matema-
ticas.

Hacia el curso 78-79 se gesta la
Sociedad "Isaac Newton", de Canarias,
y en el curso 80-81, la Sociedad Anda-
luza "Thales". Elmovimiento asociativo
se extiende en estos doce afios por todo
el pais, organizandose Jornadas regio-
nales y nacionales, encuentros, semi-
narios, y tanto los grupos como las
Sociedades promueven la edicion de
revistas y publicaciones. Este movi-
miento es una de las fuerzas que hacen
posible y necesaria la realizacion de
una reforma del sistema educativo, en
general, y de la ensefianza de las mate-
maticas en particular, proyectada pos-
teriormente por las autoridades edu-
cativas. La coordinacion de las multi-
ples actividades que se desarrollaban
en las diversas regiones era ya inapla-
zable, y, por ello, surgié en 1988 la
Federacion Espariola de Sociedades de
Profesores de Matematicas.

- ¢Como se consolidé la Federa-
cion Espaiiola?

- Iniciaron su puesta en marcha la
Sociedad Canaria, la Sociedad Arago-
nesa, las dos Sociedades andaluzas,
con sedes en Sevilla y Granada (que
estaban en proceso de fusién) y la
Sociedad Castellana "Puig Adam" (que

luego se retiraria, reintegrandose el
ano pasado}, asi como unarepresenta-
cién de los grupos. No puedo dejar de
recordarlos nombres de Luis Balbuena,
Antonio Pérez, Florencio Villarroya y
Alberto Aizptn, entre otros, como ges-
tores entusiastas en esa primera hora.

Una vez superados los tramites
administrativos, los dos primeros ob-
jetivos de la naciente Federacién eran
la reactivaciéon de las Jornadas Nacio-
nales, que habian dejado de celebrar-
se, y la publicacién de una revista de
educaciéon matematica, SUMA, de am-
bito estatal.

L)

Hay que sefialar que ambos se han
cumplido eficazmente. Las V JAEM se
celebraron en Castellon, en 1991, y las
VI tendran lugar en Badajoz (mejor
dicho, habran tenido lugar cuando se
publique esta entrevista), organizadas
por dos jovenes Sociedades, la Caste-
llonencay la Extremena, demostrando
asi la capacidad y la pujanza de las
nuevas sociedades federadas. Ademas
de las citadas, pertenecen a la Federa-
cion la Sociedad Navarra, la Sociedad
Madrilefia, la Sociedad Alicantina, la
Sociedad de Galicia y la Sociedad
Castellano-Leonesa. Y estan en proce-
so deincorporacién o se estan gestando
sociedades en Tarragona, Gerona y
Castilla-La Mancha. Aunque el ambito
estatutario para las sociedades fede-
radas es el autonémico, se aceptan
temporalmente sociedades provincia-
les hasta que se consolide su integra-
cién regional.

En cuanto a la revista SUMA, se
han publicado recientemente los nu-
meros 11 y 12, bajo la direccién de
Sixto Romero, que esta continuando
con éxito la brillante trayectoria abier-
ta por el primer director, Rafael Pérez.

La otra actividad estatal, que entra
yaen su cuarta edicion, esla Olimpiada
Matematica Nacional, que reune a los
finalistas de los concursos que se cele-
bran en todo el pais, en los que parti-

cipan méas de cinco mil alumnos dek
octavo de educacion general basica, y
cuya final se celebrara este afo enk ;

Andorra.

- ¢Qué acogida ha tenido la Fe-
deracién entre los profesores y las
Instituciones?

- El propio desarrollo, casi galo-
pante, de la Federacion en tod el pais,
de que he hablado anteriormente, con-
testa ala primera parte de la pregunta.
Los profesores de matematicas han
encontrado un espacio comun para
intercambiar sus experiencias, cono-
cer las nuevas aportaciones a la
didactica de las matematicas, recibir
informacién al dia de las actividades
pedagogicas que se desarrollan en Es-
pafia y en el extranjero, y conectar a
través de los encuentros y publicacio-
nes con los grupos de trabajo afines a
sus inquietudes. Es tan alto el interés
del profesorado que, con frecuencia,
ha habido que limitar el niimero de
ins-cripciones en los cursos y jorna-
das, porque las peticiones desbordan
las posibilidades materiales de organi-
zacion. Asi ha sucedido, por ejemplo,
en las recientes Jornadas Nacionales
de Badajoz.

En cuanto a la segunda parte de la
cuestién, debo declarar que nuestra
Federacion es una asociacion no ofi-
cial, independiente. Nuestro tinico ob-
jetivo es contribuir al mejoramiento de
la enseflanza de las matematicas, al
perfeccionamiento del profesorado y a
lainvestigacion didactica en esta disci-
plina. Colaboramos asi con la socie-
dad, en general, y las Instituciones, en
particular, en la desmitificacién del
"coco" de las matematicas, trabajando
en favor de una enseflanza mas atrac-
tiva, mas participativa, mas rica en
recursos, con un profesorado cada dia
mas motivado y mejor preparado.

- ¢Existen contactos mternacw- ;
nales? - ~

- No podemios vivir aislados de la
corriente mundial de la renovacion de
la ensenanzade las matematicas ues .
podrian venirnos de fuera refo y
impuestas (como paso en la in
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Estas relaciones son especialmen-
te estrechas con los paises iberoameri-
canos, a cuyos congresos asistimos y
con los que mantenemos intercambios
y colaboraciones en los ultimos afos.
Cristalizo esta conexién con la reali-
zacion del I-CIBEM (Primer Congreso
Iberoamericano de Educacion Mate-
matica), que tuvo lugar en Sevilla en
1990. A él asistieron unos ciento cin-
cuenta profesores de esos paises y
unos cien portugueses. Pudimos con-
tar con la prestigiosa participacién del
Profesor Santaldé, que pronuncié la
conferencia inaugural. El proximo
CIBEM se celebrard en Brasil en 1994,
con lo que se consolidara el movimiento
educativo matematico de nuestra area
cultural.

Asimismo, hemos participado en
los ultimos Congresos Internacionales
de Educacion Matematica (los ICMES)
que se celebran cada cuatro afos
(Budapest-1988, Quebéc-1992). Por
cierto, en el ICME de 1984, celebrado
en Adelaida (Australia), no hubo mas
que un participante espafiol, que fue el
representante de la Sociedad THALES.
En cambio, al tltimo han asistido mas
de ciento cincuenta profesores espafo-
les. Esta fuerte presencia da idea del
peso creciente de nuestro movimiento.

Otro sintoma es la designacion de
nuestro companero Sixto Romero como
miembro directivo de la CIEAEM (Co-
mision Internacional para el estudio y
mejoramiento de la ensefanza de las
matematicas), prestigiosa organizacion
internacional, a la que pertenecieron
entro otros los profesores Puig Adam y
Emma Castelnuovo, bien conocidos y
apreciados por todos nosotros.

- ¢Qué puede decirnos sobre el
presente y el futuro de la Federa-
ciéon?

- Yo creo que aunque las institucio-
nes (las autoridades educativas y la
propia Universidad), sean mas sensi-
bles en el futuro a los planteamientos
didacticos, el movimiento de profesores
debe siguir jugando un papel funda-
mental, tanto en su formacién perma-
nente como en el mejoramiento de la
ensefianza, para que ésta se alimente
delapractica diaria, delas experiencias
reales del aula y no solo de investigacio-
nes teoricas. Para ello, las sociedades
siguen siendo un cauce indispensable.

Un hecho trascendente, que forta-
lecera el futuro de nuestras activida-
des fue la firma de un Convenio por el
Ministerio de Educacion y Cienciay la
Federacion, consecuencia del prestigio
de nuestro movimiento y de la confian-
za que, tanto los profesores como las
instituciones, han depositado en él.

La Federaciéon publica periodica-
mente, ademas de la revista SUMA, el
boletin informativo "N-agono", bajo la
direccion del compariero Luis Balbuena,
nuestro Secretario General. En él se
anuncian y se resumen las multiples
actividades organizadas por la Federa-
cion, asi como las de las Sociedades.
Por ejemplo, hay que destacar entre las
celebradas, los Seminarios Monogra-
ficos sobre Disefio Curricular Base en
Primaria y Secundaria Obligatoria
(Pamplona), Popularizacién (Granada),
Alumnos Singulares (La Corufa), Los
Nuevos Bachilleratos (Alicante), Soft-
ware Educativo (Madrid) y Formacion
Cientifico Didactica del Profesorado de
Secundaria (Granada), todos ellos en
relacién con las Matematicas y su en-
seflanza.

Internacionalmente, la Federacion
tiene graves responsabilidades, en un
futuro préximo. Por primeravez, Espa-
fla, a través de nuestro movimiento ha

sido designada como pais anfitrion,
para organizar el proximo ICME, que
tendra lugar en Sevilla en julio de
1996, por el maximo organismo inter-
nacional, el ICMI (Comité Mundial para
la Ensenianza de las Matematicas), en
una decision unanime.

A este acontecimiento no han sido
ajenos dos hechos. Por una parte, el
prestigio creciente del movimiento de
educacion matematica de nuestra
aptria mas alla de sus fronteras. Por
otra, el nombramiento, también por
primera vez, de un profesor espafiol
Miguel de Guzméan, como Presidente
del ICMI, nombramiento que supone
un alto honor para él y para todos
nosotros.

Ante el reto histérico que se nos
avecina, no defraudemos la confianza
que, tanto los profesores de dentro y
fuera, como las instituciones, han de-
positado en nuestro movimiento. No
puedo olvidar el momento solemne en
que tuve que intervenir en Quebéc, en
la sesion de clausura del ICME-7. Alli
me comprometi en nombre de la Fede-
racion a que la comunidad educativa
matematica espafiola concentraria to-
dos sus esfuerzos para asegurar el
éxito del ICME-8.

Quizés ha sido ése el mensaje mas
importante que he tenido que dar enmi
vida, muy superior por su trascenden-
cia a los méritos de un modesto pro-
fesor. Pero lo hacia con la seguridad de
que mis compaferos en esta hermosa
aventura de enseflar matematicas, que
ha llenado mi existencia, no me deja-
ran en la estacada.
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1b.

Libros en que estan recopilados estos articulos:

Mathematical Puzzles and Diversions.
Penguin Books, Pelican Books, 1965.

Primera edicién en U.S.A.: The Scientific

American Book of Mathematical Puzzles and
Diversions.
Simon and Schuster, 1959.

Editado en espafnol en dos volimenes, a
partir de la edicion en inglés: Hexaflexagons
and other Mathematical Diversions. The
University of Chicago Press, 1988. Los titulos
en espanol son:

Diversiones Matematicas: Un laberinto de
estimulantes fantasias.

Mental Games: Los mejores juegos matema-
ticos del Scientific American.

Selector. Actualidad editorial. México, 1989,
1990.

Traduccién de Susana Liberti.

No esta traducida la introduccion. Hay
actulizaciones al final de cada libro respecto
de la primera edicion.

More Mathematical Puzzles and Diversions.
Penguin Books, Pelican Books, 1966.
Primera ediciéon en U.S.A.: The Second
Scientific American Book of Mathematical
Puzzles and Diversions.

Simon and Schuster, 1961.

Nuevos Pasatiempos Matematicos.

Alianza Editorial. LB-391. Madrid, 1972.
Edicién original: News Mathematical
Diversions from Scientific American.

Simon and Schuster, 1966.

Traducido por Luis Bou Garcia.

Todos los libros tienen la bibliografia corres-
pondiente a cada articulo, sin embargo este
libro en la edicion castellana no la tiene.

II

Cronologia de la columna "Mathematical Games"
de Martin Gardner en Scientific American.

4.

Los magicos numeros del Doctor Matrix.
Editorial Gedisa. Barcelona, 1986.

Edicion original: The Magig Numbers of Dr.
Matrix.

Prometheus Books, Buffalo, New York, 1985.
(Los primeros siete capitulos aparecieron en
el libro: "The Numerology of Dr. Matrix".
Simon and Schuster, 1967.

Fue ampliado hasta el capitulo 18 en el libro:
“The Incredible Dr. Matrix", Charles Scribner's
Sons, N.Y., 1976).

Traducido por Daniel Zadunaisky.

El dltimo capitulo (19) del libro "Mosaicos de
Penrosey escotillas cifradas” esta dedicadoal
Dr. Matrix y su titulo es "El regreso del Dr.
Matrix".

El ahorcamiento inesperado y otros entrete-
nimientos matematicos.
Alianza Editorial. LB-1549. Madrid, 1991.

Traducido por Gonzalo del Puerto y Gil.
Further Mathematical Diversions.

Penguin Books, Pelican Books. 1977.
Edicién original: The Unexpected Hanging
and Other Mathematical Diversions.

Simon and Schuster, 1969.

George Allen & Unwin, 1970.

Comunicacion extraterrestre y otros pasa-
tiempos matematicos.

Ediciones Catedra, S.A., 1986.

Edici6n original: Martin Gardner's Sixth Book
of Mathematical Games from Scientific
American.

W.H. Freeman and Co. San Francisco, 1971.

Traducido por Rafael Millan y Fernando
Gonzalez.

En la ediciéon espafiola falta el capitulo 15:
"Word Play".

Carnaval Matematico.
Alianza Editorial. LB-778. 1980.



10.

Edicion original: Mathematical Carnival.
Alfred A. Knopf, Inc. N.Y., 1975.
George Allen & Unwin Ltd. London, 1976.

Traducido por Andrés Mufioz Machado.

Festival Magico-Matematico.

Alianza Editorial. LB-1023. Madrid, 1984.
Edicion original: Mathematical Magic Show.
Alfred A. Knopf, Inc. N.Y., 1977.

George Allen & Unwin, Sidney-London.

Traducido por Luis Bou Garcia.
En la edicién esparola falta el capitulo 6:
"Doble Acrostics".

Circo Matematico.

Alianza Editorial. LB-937. Madrid, 1983.
Edicién original: Mathematical Circus.
Alfred A. Konpf, Inc. New York, 1979.

Allen Lane. Penguin Books, Ltd. London,
1981.

Traducide por Luis Bou Garcia.

Ruedas, vida y otras diversiones matematicas.
Editorial Labor, 1985.

Edicion original: Wheels, Life, and other
Mathematical Amusements. W.H. Freeman
and Co. 1983.

Traducido por Luis Bou Garcia.

11.

12,

13.

14.

Rosquillas anudadas y otras amenidades
matematicas.

Editorial Labor, 1987.

Edicion original: Knotted doughnuts and other
mathematical entertaiments. W.H. Freeman
and Co. 1986.

Traducido por Luis Bou Garcia.

Viajes por el tiempo y otras perplejidades
matematicas.

Editorial Labor, 1988.

Edicion original: Time travel and other
mathematical bewilderments. W.H. Freeman
and Co. 1988.

Traducido por Luis Bou Garcia.

Mosaicos de Penrose y escotillas cifradas.
Editorial Labor, 1990.

Edicién original: Penrose tiles to trapdoor
ciphers. W.H. Freeman and Co. 1989,

Traducido por Luis Bou Garcia.

Fractal Music, Hypercards and more.
W.H. Freeman, 1992.

III

Francisco Herrero Ruiz



