RECURSOS PARA EL AULA

Lo que hay cuando no queda nada

Sobre la construccién del con-
cepto de volumen, sobre sus difi-
cultades, sobre la persistencia de
ciertas ideas previas se ha escrito,
tanto por parte de los profesionales
de la ensefianza como por sicélogos
y pedagogos, lo suficiente como para
que no sea necesario escribir aquini
una linea mas recogiendo citas, re-
pitiendo ideas o haciendo pronun-
ciamientos.

Hay un cierto consenso enlo que
hace referencia a una idea previa
muy persistente cuya superacion
se haligado con determinados esta-
dios del desarrollo cognitivo y que
no podia ser otra que la de 'la
conservacion del area al modificar
el volumen" o dicho de otro modo: la
creencia "natural” de que existe una
dependencia funcional entre las
medidas de area y volumen de un
mismo cuerpo. Es decir, que si se
duplica el area se duplica el volumen
y si se triplica uno se triplica el otro,
etc.

Parece ser que llega un momento
de nuestro desarrollo sicolégico en el
que se desbanca esta idea, aunque
soy de los que piensan que persiste
siempre (muy a menudo por lo me-
nos) una idea, sino de dependencia
funcional, si, al menos, de depen-
dencia estadistica... -"Si duplicamos
el area es posible que no se duplique
el volumen pero es seguro que au-
menta. 4O no?". ¢Quién no firmaria
esta frase?
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No parece que sea necesario sa-
ber gran cosa sobre el tema, quizas
hasta sea conveniente, para bus-
carse modelos muy elementales,
para uno mismo y para sus alum-
nos, con la pretension de que fun-
cionen, por ejemplo:

- Tomemos dos cubos (exaedros)
idénticos y los unimos. El volumen
se ha duplicado. ;Qué ha sucedido
con sus areas? /Y con sus perime-
tros?

Y si los unimos por una cara.
Pensemos, por ejemplo en dos pie-
zas de Multilink, ¢cuél es la situa-
cion en la que se consigue area
méaxima? Y siuno se quiere comer el
“tarro" un poco mas ¢jcuanto vale
esa area?

- Se tiene ahora un bote de pol-
vos de talco, gqué le sucede a su
volumen, a su areay a su perimetro
sise duplica su altura? ;Y siduplica
su anchura?

Por cierto que esta pregunta tan
natural precisa para su respuesta
de un cierto dominio de procedi-
mientos geométricos y el buscar,
quizas, otras modelizaciones. Si
sorprende la afirmacion es o porque
en algtin momento hemos hecho un
uso abusivo de las formulas del
volumen reduciendo de ese modo la
geometria al algebra o porque se ha
sabido, con buen criterio, dotar a
los alumnos y alumnas de una bue-
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na bateria de procedimientos
geomeétricos para abordar el proble-
ma.

Es sin duda un buen momento
para pasar a dos dimensiones, y
ahora estoy pensando en la clase, y
retomar (si se tomo antes) el tema
de la conservacién del area al modi-
ficar el perimetro, pero no vamos a
entrar en ello.

También se les puede pedir que
tomen un folio y construyan con €l
un cilindro, con un poco de suerte
saldran de los dos tipos que nos
interesan (uno con el folio apaisado
y el otro con el folio vertical) y se les
puede preguntar acerca de cual de
ellos tiene mayor volumen. Por cier-
to, ¢mayor volumen o mayor capa-
cidad? Habra que llegar a determi-
nados consensos que nos permitan
mantener la pregunta inicial. ¢Cual
tiene mas area? ¢Y qué pasa con el
perimetro? Con un poco mas de
suerte quizas alguno construya un
cucurucho en lugar de un cilindroy
nos brinde la posibilidad de traba-
jar el volumen del cono e incluso de
plantearnos como se les puede "de-
mostrar’ o mejor qué preguntas
plantear para que vean que el volu-
men del cilindro es el triple que el de
un cono de su misma base y altura.
Por cierto, ¢es la base un ente ma-
tematico perfectamente definido?,
supongo que si puesto que lo usa-
mos mucho...
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Como podéis comprobar no he
sabido sustraerme a la tentaciéon de
escribir una larga introducciéon al
tema a base de haceros unas pro-
puestas recogidas de aquiy de alla.
Pero enrealidad lo que pretendia no
era otra cosa que plantearos un
problema sencillo, no uno de esos
problemas de llevar a clase manana
mismo, que yo no he visto escrito
por ahi lo que me hace sospechar
que o no he leido lo suficiente o no
merece la pena plantearlo (también
esto lo dijo alguien antes que yo).
Pero ahi va, con la pretension de
que os entusiasme, jahi es nadal,
porque de lo contrario no merece la
pena que lo llevéis a clase.

"Se cogen unos cuantos multi-
cubos, los suficientes para construir
un cubo de arista tres". La pregunta
es: scuantos cubitos puedo quitar del
cubo grande con la condicién de que
lo que quede tenta la misma area que
el cubo de partida?

Llegados a este punto, estimado
lector, a buen seguro que, si el
problema ha conseguido captar tu
atencién y te ha resultado sugeren-
te, te habras puesto a resolverlo de
inmediato. Por lo que te puedes
saltar estos parrafos, al retomar la
lectura, ya que estas disquisiciones
no tienen otra finalidad que la de
dilatar, lo mas posible, el momento
del sacrificio que no es otro que el de
dar una solucién al problema y con
ella "matarlo” definitivamente.

Aungque también es posible, que
a estas alturas ya hayas desconec-
tadoy no hayas llegado tan siquiera
a leer el problema, y por lo tanto a
este punto. Riesgo, por cierto, que
también se corre en clase aunque
mitigado porque el alumno no tiene
la libertad de largarse cuando le
aburrimos. O que lo hayas resuelto
sin necesidad de construirte el cubo,
nide garrapatear sobre el papel una
sola linea. En ese caso: jEnhora-
buena, eres un sesudo matemati-

col; s6lo que yo no le planteé el
problema al matematico sino al
ensefante.

En cualquier caso, ahiva..., que
se le va a hacer... una forma, como
otra cualquiera, de abordarlo.

Una posible linea de comienzo
es quitarlos cubitos de las esquinas,
que tienen la propiedad de mostrar
tantas caras como ocultan, (una
propiedad muy humana por cierto),
€S0 nos permite construir la si-
guiente tabla:

cubo de arista tres conservando el
area?

Parece claro, pues, que tenemos
una nube de puntos, que a cada
areasele puden asociar unos cuan-
tosvolimenes, pero que si aumenta
el area, dentro de ese area cabe méas
volumen o dicho de otra manera,
que si aumento el volumen necesi-
taré mas area para contenerlo. Y si
lo disminuyo? Aqui el globo, tan
unido anuestra experiencia, aporta
imagenes contundentes, por cierto,
sacerca del volumen o de la eapaci-

Tabla I

Al llegar a este punto el objetivo
esta cumplido, no hay dependencia
funcional entre area y volumen o
dicho menos pretenciosamente, a
una misma area le pueden corres-
ponder muchos volimenes diferen-
tes. Sin embargo el problema sigue
en pie: ¢ Se puede quitar mas cubi-
tos?

Dos cuestiones antes de seguir:

a) Se suele presentar un bloqueo
al llegar a esta situaciéon que es
bueno examinar a la luz de las
técnicas deresolucién de problemas.

b) Si bien se puede pensar (mas
bien erréneamente) que ha desapa-
recido la idea de la dependencia
funcional entre area y volumen (jni
el milagro de Lourdes!) persiste a
buen seguro la dependencia esta-
distica. Razones para ello no faltan:
JPodria aumentarse el volumen del

dad? Ademas, da la sensacion de
que algo sucede cuando disminui-
mos el volumen que no sucede al
aumentarlo.

Bien, pero volvamos al proble-
ma...

Hasta ahora has quitado un cu-
bito cada vez pero ¢podrias haber
quitado piezas formadas por dos
cubitos?, ¢y por tres, cuatro, etc.?
¢;De cuantas formas posibles?

Podriamos seguir por el camino
que acabamos de abrir, pero vamos a
tomar otro. Sihabiamos quitadoen el
cubo inicial un cubito en cada esqui-
na, ¢por qué no quitar un cubo de
arista dos en una de ellas?, esto su-
pone quitar ocho cubitos de una
"tacada"lo que nos lleva en la tabla a
la situacién en que la habiamos de-
jado. Pero-ahora podemos quitar los
cubitos de las otras cuatro esquinas:
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Tabla II

La figura que nos queda represen-
ta un cuerpo que ha surgido del cubo
inicial sometido a una serie de trans-
formacionesy cabe preguntarnos squé
conserva de él? Porque la respuesta
nos da una posible manera de conti-
nuar el problema y llegar mantenien-
do esa invariante a quitar algiin cubo
hasta quedarnos con 13 cubitos del
cubo inicial.

Ahora, la estructura de lo que nos
queda ya no se sostiene y esto da pie
anuevas preguntas: scual es el maxi-

mo ntmero de cubitos que puedo
quitar manteniendo una estructura
que se "mantenga en pie'? y por otro
lado ¢cuantos cubitos mas de esos
trece puedo quitar conservando el
area? Y evidentemente puedo jugar a
compensar el namero de caras ocul-
tasyal descubierto de unosy de otros
y al final me quedo con nueve que es
la soluciéon trivial y no me puedo
sustraer al placer de mostraros la
solucién que dio al problema Alvaro,
un alumno del aula ocupacional de
Arnedo en la que plantee el problema.

Figura 1

Todo problema se acaba cuando

el que lo resuelve decide que se aca-
ba y que suele ser habitualmente
cuando el problema no le aporta
retos intelectuales que abordar.
Quizas por eso éste sea un buen
momento para terminar, pero por si
te quieres seguir comiendo el "coco"
un poquito mas, te planteo a modo
de epilogo algunas otras cuestiones:
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Figura 2

En la figura 2 tenemos los nueve
cubitos colocados en una disposi-
cion que quizas pueda evocar un
problema similar en dos dimensio-
nes.Y cojo, de paso, lalupay observo
que a su vez cada uno de ellos esta
formado por otros 27 cubitos mas
pequenos y ello me permite reducir
todavia mas si cabe el volumen con-
servando el area... sen cuanto cada

vez?, Jhasta déonde?, ¢qué sucesion
de volumenes se obtiene?... No haré
mas preguntas pues a buen seguro
que si has aguantado hasta aqui
tendras mas preguntas para hecerme
tu de las que yo te pueda hacer.

Si hubiéramos seguido constru-
yendo la tabla, ésta seria ahora mu-
cho mas "continua" que antes. Pero
¢Js€e podria hacer totalmente "conti-
nua"?

Un ultimo esfuerzo, piensa en un
cubo de poliespan de aristauno (p.e.)
del que quitas en una de sus esqui-
nas un cubo de arista z la que se
quiera con tal de que O<z<1. {Por fin
la tabla es continual.

Por mi parte se acabé el proble-
ma, otra cosa es que se haya conse-
guido el objetivo, tarea siempre ar-
dua y mas para un unico problema.
Pero por si acaso eres uno de esos/
as "viciosos/as" que se enrollan con
los problemas... ¢qué le ha ido pa-
sando al perimetro en todo este pro-
ceso?, ;quedan todaviarazones para
mantener esa idea de dependencia
estadistica de correlacion positiva
entre drea y volumen de la que ha-
blaba al principio?, ¢qué debe que-
dar de ellay qué debemos eliminar?,
en definitiva: ¢...qué debe quedar
cuando no queda nada? y por otro
lado gqué otros modelos pueden
inventarxe con esta excusa?, etc.
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