IDEAS PARA LA CLASE

Euler y el numero ©

Uno de los mas prolificos matematicos,
toda la historia, ha sido el suizo
Ademas de, en nuestro caso, introducir el uso de la letra
para nuestro nimero, dio numerosas aproximac
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relacién existente entre la circunferencia y su diametro.

El presente articulo trata de explicar el ing

dos de dichas series:

- 1a serie de Jacques Bernouilli y,

- la serie de Leibniz.

Vamos a ver el ingenioso procedi-
miento seguido por Euler para cal-
cular la suma de dos famosas series:

-1a serie de Jacques Bernouilliy,
- la serie de Leibniz.

Supongamos una ecuacion de
segundo grado de la forma

- 2 =
a,-ax+ax’ =0

Cuyas soluciones seanb, yb,, por
lo que si descomponemos en facto-
res resulta:

a,ax+ax’ = a, (x-b) (x-by) =
=a, (x*x (b +b,) + bb)

Con lo cual, si igualamos coefi-
cientes, queda:

a, =a, (b,+b,)
a,=a,bb, =>a,=a,/bb,=

=a, = (a,/b,b,) (b1+b2] =
=a ((1/b) + (1/b,)

Y, si transformamos la descom-
posicion factorial, resulta:
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a, (b,-x)(b,%) = (a,/b,b,)(b,-x)(b,x) =
= a, (1-(x/b,)(1-(x/b,)

Si procedemos de igual modo que
una ecuacion de tercer grado de la
forma:

- 2_ 3 —
a;ax + ax-ax 0

Cuyas soluciones seanb,, b,y b,
resulta:

a,-aX + ax*-ax’ =
=-a, (x-b)) (x-b,) (x-by) =
=-a,(x,-X, (b +b,+b )+
+x (b,b,+b b.)-bb,b,)
Con lo cual, si igualamos coefi-
cientes

a = a,(b,b,+b b +b,b)
a,=abb b =

3717273

a3=ao/bbb =

17273

= a, =a,/b,b,b(b,b, + bb+b,b, =

17273

=a, ((1/b) + (1/b,) + (1/by)

sino el que mas, que han existido a lo largo de
Leonhard Euler (1707-1783).

griega = (inicial de perimetro)
jones mediante desarrollos en serie de la

enioso procedimiento seguido por Euler en

-as(x—bl)(x-bz)(&ba) =

= —a3(b1—x](b2—x)(b3—x) =

=a /bbb, (b,-x)(b,-x)(b,-x) =
= 30(1-(X/b1))(1~(X/b2])(1-(X/bs))

Y si procedemos de igual modo
para una ecuacion de cuarto grado
completa cuyas soluciones sean b,,
b,, b,y b, resulta

ao-alx+a2x2—a3xs+a X=

=a, (x—bl](x—bz) (x-b){x-b ) =

=a 4[X4—X3[b1+b2+b3+b J+

+x%(b,b,+b b +b b ,+b,b+b.b -
-x,(b,b,b,+b,b,b +b,b.b,+b,b,b )] =

17273 17274

Igualando coeficientes que

a, = a,(b,b,b+b bb +

17273 71 4

+b,b,b,+b,b.b))

173874 27374

a,=abb,bb =

471727874

a, =a,/b bbb, =

1727374

= a, =a,/bb,b,b,(b bbb bb+

1727374717278

+b b.b,+bb.b,) =

17374 27374

= a (1-x/b))(1-x/b,))(1-(x/b;)
(1-&x/by)
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Es decir:

- Paraunaecuacién de segundo grado
nos sale:

a, =a,b.b,
a, = a, (1/b)+(1/b,)
Y a-ax+ax? = a (1-(1/b))(1-(1/b,)

- Para una ecuacion de tercer grado
nos sale:

bbb

a, = 85D, 0,04

a, =a, (1/b)+{1/b,)+(1/b,)

Y a,-ax+a,x*-a.x® = a(1-x/b)))
(1-(x/b,)(1-(x/b,)

- Para una ecuaciéon de cuarto grado.
sale:

a0=abbbb

471727374
a, =a, ((1/b)+(1/b)+(1/b)+(1/b)

Y ao—alx+a2x2—a3x3+a X=a(l-(x/b)))
(1-(x/b)(1-(x/b,)(1-(x/b,)

...Con lo que, si generalizamos, para
una ecuacion de grado "n" nos sal-
dria:
a,=abbb,..b

n

a,=a,((1/b)+(1/b)+(1/b)+...+(1/b)

Y aiaxtax’-..+(-1)*'a x4+
+ (-1)"a x" =
= a,(1-(x/b ))(1-x/b,))+
+(1-x/b}+...+(1-(x/b )

Si empleamos este mismo proce-
dimiento para una ecuacion bicua-
drada dela forma a -a x,+a,x*=0 con
soluciones +b, y b, =

a,=a,b’b,”
a,=a, (1/b,)+(1/b,?)

Y ao—alx2+azx4 =
= a (1-x*/b,H)(1-x*/b,%)

Y si la ecuacién fuera de grado
l|2n|l

— 2K 2H 2 2
a,=ab bbb

a, =a, (1/bA+(1/bA+(1/b I+
+..+(1/b,%)

Y a,-ax*ax*-..
+ (-1)ra x* =
= a (1-(x2/b )+(1-(x*/b,2)+
+(1-x2/b+...+(1-(x*/b ?)

-1 2n-2
A1)t a x*? +

Recordando que la férmula de
Taylor para el desarrollo de una
funcién en serie de potencias en un

Si aplicamos este desarrollo a la
funcion y=senx en el punto x,=0,
resulta

f(0) = sen 0=0
f1(0) = cos 0=1
f1(0) = -sen 0=0

(0) = -cos 0=-1
fV(0) = sen 0=0
fV(0) = cos 0=1

En donde vamos viendo que las
derivadas de orden par son O,
mientras que las de orden impar son
las de la forma f<?*!(Q) = (-1)* =

punto "x," es ’ sen x=x-(x*/3)+(/51)-(x7/ 71+
_1\nf{~x2n-1 -
fi(x) o (x) +. (1) / (2n-1)Y)
fx) = fx) + (x-x,) + ——(x-x))* +
! 21 Y aunque ya sabemos que la
funcién desarrollada representa a la
(%) o (x) y=Sen x, si hacemos la representa-
+...+ : (x-x )™t + (x-x )" cion grafica se ve que cada vez mas
(n-1)! n! se confunden con la original
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Al considerar Euler la ecuacion
sen x=0 =

x-(x3/3N+(x5/5)-(x7/7)+x2/91)... =0

Y como el lado izquierdo tiene
infinitos términos = tiene que tener
una infinidad de raices que son

0,tm, £2m, £3n, £4xw, ...

Sacando factor comun resulta

x(1-(x2/31)+(x*/51)-(x8/71)+
+(x8/91)...)=0

Y como para que un producto de
dos factores sea igual a cero tiene
que ser uno de ellos o los dos igual a
cero, podemos suponer que €l se-
gundo es igual a cero =
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1-(x2/31)+(x*/5N-(x8/ 71+
+(x2/9Y)-...=0 2

que tiene por soluciones
+x, £27, £3w, t4rw, £...

Conlo que aplicando lo visto para
las ecuaciones de grado "2n" resulta
que

2)=((1-2/7))(1-(x2/47?)
(1-(x2/97%)...(1-&2/n’n?) =

1/3!=1[(1/m?)+(1/4n?)+
+(1/91)+...+(1/161%)+...+(1/nn%)] =

n2/6=(1+(1/4)+(1/9)+(1/16)+
+...+(1/n?)

que es la conocida serie de Jacques
Bernouilli.

El paso siguiente de Euler es el de
considerar la ecuacién 1-sen x=0 0
bien

1-(x/10)+x3/3)-x5/5N+x7/7Y-...

I

0
que tiene como raices

/2, - 3n/2, 51/2, -7n/2,
9n/2, -11n/2, ...

aunque cada una de estas raices es
doble ya que la curva y=sen X no
corta ala curvay=1 en esas abcisas,
sino que es tangente a ellas, pero la
misma derivada primera del lado
izquierdo se anula para los mismos
valores de x, pero no su segunda
derivada por lo tanto, recordando lo
que habiamos visto para las
ecuaciones de grado 'n"

1-sen x = 1 -(x/1)+(x3/31-(x5/5+

+x7/7Y) ...=

X X X
=[1' /2 )ll n/z}(l_ -(31:/2))

X X X
ll' -(3n/2]](1~ Br/2 }[1 Br/2 }

= (1-(2x/m))*(1+(2x/3n))?
(1-(2x/5m)>(1+(2x/7m))...

1= (2/m)+(2/m)-(2/3n)-(2/3n)+
+(2/5m+©2/51)-(2/71)-(2/77) ...

= (4/m)-(4/3m)+(4/5m)-(4/7Tm)+
+4/9n)-... =

7/4=1-(1/3)+(1/5)-(1/7)+
+1/9)-(1/11)+ ...

que esla conocida formula de Leibniz.
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