ARTICULOS

El Calculo simbolico automatico y la
Ensenanza del Algebra:
el diseno curricular base!

¢

Tomas Recio

En este articulo se persiguen dos objetivos complementarios: por una parte, la
presentacién y divulgacion de los métodos y paquetes informaticos caracteristi-
cos del Algebra por ordenador o Calculo Simbélico Automatico, atendiendo a su
futura utilidad en la ensefianza del Algebra pre-universitaria. Por otra parte, el
analisis de determinados planteamientos didacticos para la ensefanza del
Algebra-como los contenidos en el Disefio Curricular Base-desde las aportaciones
conceptuales que suponen ciertas técnicas de Calculo Simbélico.

Introduccién

El desarrollo, relativamente recien-
te, de programas de ordenador ca-
paces de operar con simbolos y otros
elementos caracteristicos del algebra,
abre una serie de posibilidades para
la utilizacién de estos programas en
la ensenanza elemental de las mate-
maticas (ciclo superior de la E.G.B.
y B.U.P.). En primer lugar, obvia-
mente, como herramienta para la
realizacion de los célculos algebrai-
cos por parte del profesor y de los
alumnos durante y después de la
clase. La utilizacién en este sentido
limitado pero importante de los pro-
gramas de calculo simbélico debe ir
precedida de un analisis de las con-
secuenciasy alteraciones didacticas

que conllevaria su empleo generali-
zado, una discusidn, en cierto sen-
tido, similar a la que suscité hace
anos el uso de las calculadoras de
bolsillo por parte de los escolares.
En segundo lugar debemos senalar
que la propia tarea de elaboracién e
implementacién de los programas
de calculo simbdlico ha supuesto y
supone en la actualidad un analisis
conceptual importante sobre aspec-
tos basicos del algebra, tan basicos
que aparecen usualmente en la en-
senanza escolar de la misma. Este
analisis conceptual arroja también
cierta luz sobre las dificultades del
aprendizaje del algebra, con posibles
consecuencias parasu didactica, que
se estudian, en el tercer apartado de
este trabajo, relacionandolas con las

propuestas del Disefio Curricular
Base. En tercer lugar, el desarrollo
teérico de los algoritmos del calculo
simbélico esta modificando la pers-
pectiva, desde un punto de vista
estrictamente matematico y no
didactico, tradicional sobre temas
tales como la geometria euclidea o
los sistemas de ntimeros, que son
materia habitual en el curriculum
escolar. El analisis de las futuras
implicaciones didacticas de estas
nuevas perspectivas cientificas es el
ultimo punto a considerar en este
trabajo.

Se observara que en lo que sigue
no se establecen propuestas didac-
ticas concretas como consecuencia
de las reflexiones y hechos que se

1 Parcialmente basado en la conferencia pronunciada en el curso “La Educacion Matematica”, Universidad de Castilla-La Mancha,
Cuenca, 5 de julio de 1989, y en los cursos de actualizacion cientifica'y didactica impartidos en los CEP de Caceres, Zaragoza y

Santander, en 1988 y 1990.
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exponen. Esta tarea, ciertamente
mucho mas dificil que la que trata-
mos de desarrollar aqui, no puede
ser emprendida seriamente por el
autor del articulo, novinculado enla
actualidad con la enseflanza de la
matematica escolar. Si se considera
que no es procedente que las orien-
taciones didacticas surjan exclusi-
vamente de las mesas de los despa-
chos universitarios, la hipotética
utilidad de trabajos como éste, de
actualizacion cientifica en un senti-
do amplio del término, radica en la
difusion de avances cientificos y
tecnologicos entre el profesorado no
universitario para que este, en ulti-
mo término, elabore y adapte las
implicaciones didacticas que proce-
dan.

Si son bien conocidas las dificul-
tades de realizacién de articulos de
divulgacion cientifica por la propia
complejidad dela tareaylafalla, casi
siempre, de préactica en los autores,
lo es menos la habitual carencia de
motivaciones, en un mundo cientifi-
co que valora sobre todo los resulta-
dos técnicos. En este trabajo y con
independencia del valor del mismo,
debo reconocer el aliento para su
elaboracion proveniente de los orga-
nizadores y asistentes a los cursos
de actualizacion cientifica y didactica
celebrados en el otofio de 1988y en
el verano de 1990 en los C.E.P. de
Caceres, Zaragoza y San-tander,
donde tuve la oportunidad de expo-
nerydiscutir alguna delasideas que
constituyen este articulo. Mi agrade-
cimiento también para los profeso-
res L. Rico y J.L. Soriano, director y
secretario, respectivamente-del cur-
s0 “La Educacién Matematica” cele-
brado en la Universidad de Castilla-
La Mancha (Cuenca, en 1989. Mu-
chas de las ideas que aqui se plas-
man se han ido formando con la
colaboracion inestimable de los pro-
fesores Carmen Da Veiga, Miguel
Soler y Juan Manuel Olazabal. Jun-
to con mireconocimiento hacia ellos,
mis disculpas si no he sabido inter-
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pretar adecuadamente sus opinio-
nes sobre este tema.

El Calculo simbélico
automatico: conceptos,
sistemas y aplicaciones

Calculo simbdlico, calculo formal,
algebra por ordenador... son alguna
de las expresiones usadas en los
ultimos veinte o treinta afos para
designar el estudio y la implemen-
tacion de algoritmos que actuian so-
bre objetos algebraicos: polinomios
en unay varias variables, fracciones
racionales, matrices de elementos
numéricos o simbélicos, funciones
elementales del analisis... Es dificil
definir con precision el ambito de
esta disciplina por vias distintas ala
de los ejemplos; una descripcion por
comparacion pondria el énfasis enla
exactitud (precision ilimitada) de los
calculos realizados en los programas
de algebra por ordenador frente ala
precision limitada de los calculos
numeéricos en los programas mate-
maticos “habituales”. Otra forma de
aproximacion al concepto de calculo
simbolico automatico podria venir
dada por la referencia a algunos
libros que tratan el tema de manera
general y basica: el volumen dos de
la conocida obra de Knuth “The Art
of Computer Programming” Addison-
Wesley, 1969, que incluye el trata-
miento de los algoritmos seminu-
méricos, puede considerarse dentro
del espiritu del algebra por ordena-
dor. Otras dos obras de referencia
obligada sonlas denominadas “Calcul
Formel” de Davenport- Syret-
Tournier, enla editorialMasson, 1987;
y la coleccion de articulos introduc-
torios, “Computer Algebra” recopila-
dos por Buchber-ger-Collins-Loos y
editados por Springer-Verlagen 1982.
Los aspectos mas estrictamente ma-
tematicos son objeto de tratamiento
especifico en el texto reciente de
Mignotte “Mathematiques pour le
calculformel” Presses Universitaires
de France, 1989.

Dos algoritmos tipicos del calculo
simbolico podrian ser el denomina-
do de Euclides, para el calculo del
maximo comun divisor de dos
polinomios en una variable con co-
eficientes enteros; o el de Hermite,
parael calculo delaintegral indefini-
da de una fraccion racional con co-
eficientes en un cuerpo (este taltimo
ejemplo de algoritmo de integracion
formal ejemplifica la importancia de
los aspectos no algebraicos, pero si
de calculo simbolico, dentro del
Algebra por Ordenador). Ambos
algoritmos se encuentran razona-
blemente dentro del ambito de la
matematica escolar pero su imple-
mentacion por ordenador (o la reali-
zacion de los calculos a mano) pre-
senta una serie de problemas carac-
teristicos del Calculo Simbélico. En
el caso del algoritmo de Euclides
aplicado a los polinomios

x8+x8-3x4-3x%+8x%+2x-5 y
3x5+5x*-4x2-9x+2

se observa que los coeficientes racio-
nales de los polinomios que surgen
de las sucesivas divisiones, expresa-
dos como cocientes de niimeros en-
teros primos entre si, son de un
tamano considerable (hasta diez
digitos en el numerador y en el deno-
minador), siendo la fraccion

1288744821
543589225

el maximo comun divisor buscado.
Por la sencillez de los polinomios
dados, es evidente que la aplicacion
directa de este método no podria
generalizarse a casos mas comple-
jos, de mayores coeficientes de par-
tida o de grados mas elevados. Asi, la
buisqueda de algoritmos para el cal-
culo del maximo comtin divisor, sin
un crecimiento exponencial del ta-
mano de los coeficientes que inter-
vienen en los pasos intermedios,
constituye una tarea tipica del Cal-
culo Simbélico. Es claro, ademas,
que la alternativa (de tipo “calculo
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numérico”) consistente en represen-
tar las fracciones involucradas por
numeros decimales aproximados
conduciria a resultados incorrectos
(y no sélo “aproximadamente inco-
rrectos”) para el calculo del maximo
comun divisor. Considérense, por
ejemplo, los polinomios
x3-8 y  (1/3)x2-(4/3)

cuyo m.c.d. es

(1/3)x-(2/3)

mientras que el m.c.d. de x3-8

y 0,333333x2-1,33333es0,000001.
En el caso de los algoritmos de inte-
gracion indefinida de funciones ra-
cionales (cocientes de polinomios con
coeficientes, por ejemplo, enteros)
recordemos -sin entrar en detalles-
que es necesario factorizar “de algu-
na forma” el denominador, descom-
poner en fracciones simples, hallar
algunas raices de polinomios... De
nuevo los errores de redondeo en el
calculo de raices o en la determina-
cion de su multiplicidad pueden dar
lugar a resultados radicalmente di-
ferentes. Surge asi el problema, fun-
damental en Calculo Simbdlico, de
larepresentacién exacta y del calcu-
lo con nameros que son raices de po-
linomios con coeficientes enteros
(tales como V2), sin acudir a su re-
presentacion decimal.

Estos ejemplos, entresacados del
libro Calcul Formel, citado arriba,
pueden servir para atisbar el con-
cepto de Calculo Simbélico en su
dimension mas proxima al Algebra.
Pero ya hemos sefalado al principio
que forma parte de ese mismo con-
cepto la implementacion de los al-
goritmos algebraicos formando pa-
quetes de programas denominados
Sistemas de Calculo Simbélico Au-
tomatico. Tras un periodo en el que
los sistemas mas capaces de realizar
tareas interesantes debian necesa-
riamente cargarse sobre ordenado-
res de un tamafio considerable, pues-
to quela contrapartida a la precision
ilimitada es la exigencia de mayores

recursos de tiempo y memo-
ria, muchos empiezan a ser accesi-
bles para un usuario con un micro
ordenador (tipo PC, con un mega de
memoria). REDUCE, MAPLE son dos
sistemas de propésito general, ac-
tualmente utilizados sobre un orde-
nador personal por numerosos gru-
pos de usuarios. Otros sistemas de
proposito mas especifico, para la
manipulacién de polinomios en una
ovarias variables, como el COCOA o
el ALPI o el MACAULAY, son tam-
bién manejables en ordenadores PC.
muMATH es otro sistema de propo-
sito general que opera sobre peque-
nas maquinas, si bien sus caracte-
risticas son un tanto limitadas. Sin
ningtin animo de ser exhaustivos
debemos mencionar entre los siste-
mas de Calculo Simbélico que exigen
ordenadores de tamafio medio a
MATHEMATICA, MACSYMAy a SAC-
2 (este ultimo especializado en
algoritmos para la eliminacion de
cuantificadores en la teoria de cuer-
pos realmente cerrados). Posible-
mente una configuracion minima
razonable para un centro educativo
no universitario consistiria en la ad-
quisicion del sistema MAPLE insta-
lado enun disco duro al que accedie-
ranvarios PCs. Estarecomendacion,
sin duda, estd influida por el esfuer-
zorealizado por los creadores de este
sistema, en la universidad cana-
diense de Waterloo, para adecuar el
mismo alas necesidades de alumnos
y profesores, distintas muchas veces
de las de los investigadores (véase el
articulo “Computer Algebra in the
Under-graduate Mathematics
Classroomt”, Char-Geddes-Gonnet-
Marshman-Ponzo, Proceedings
SYMSAC 86, ACM 1986). Otra op-
cion, empleada por el profesor
Olazabal en compania del autor de
este articulo, en los Cursos de Ac-
tualizacién Cientifica y Didactica
mencionados en el apartado ante-
rior, es lainstalacién de REDUCE en
ordenadores compatibles. En ambos
casos el software necesario puede
adquirirse en varias casas comercia-

les a un precio razonable para un
seminario o centro educativo.

Las aplicaciones de estos siste-
mas se apoyan en tres caracteristi-
cas comunes a todos ellos: una for-
mula matemaética puede ser objeto
de evaluacién numérica, cuando las
variables y parametros de la misma
hanrecibido valores numeéricos (como
ocurre en FORTRAN, PASCAL o
BASIC) y ademas puede ser objeto
de manipulacién formal como
simplificacion, derivacion, integra-
cion, factorizacion, desarrollo... de
la férmula dada.

La aritmética en ciertos dominios
basicos (enteros, racionales,...) es
exacta.

Lamayor parte delas habilidades
operatorias algebraicas basicas es-
tan incorporadas al sistema. Ade-
mas de la aritmética con polinomios,
funciones racionales, matrices... se
incluyen comandos para la realiza-
cion del maximo comun divisor, des-
composicion en fracciones simples,
diferenciacion, desarrollo en serie de
Taylor, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, determinacién
de la existencia de soluciones com-
plejas para sistemas de ecuaciones
no lineales, integracion formal, solu-
cion formal de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, calculo delimites y
series...

Ademas de la utilizacién de estos
sistemas como meras “supercal-
culadoras” de mesa, uno puede es-
cribir programas en un-lenguaje
proximo al PASCAL para la realiza-
cién de algoritmos o aplicaciones no
contempladas directamente por los
creadores del sistema.

En ambos modos de utilizacion
es claro que el Calculo Simboélico
Automatico proporciona una herra-
mienta extraordinaria para la explo-
racion de una parte importante de
las matematicas, por ejemplo, en
geometria algebraica es frecuente que
el desarrollo de ejemplos no absolu-
tamente triviales sea una tarea exce-
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sivamente pesada para realizar a
mano (piénsese en la realizacion de
un cambio lineal de coordenadas
sobre un polinomio de grado cinco,
en dos o tres variables), o para la
obtencion de resultados de natura-
leza cualitativa, por ejemplo, para
escribir un algoritmo que obtenga el
tipo topolégico (ntimero de 6valos,
por pequenos que sean, y su inclu-
sién relativa) de una curva plana
como método auxiliar en el estudio
del problema 16 de Hilbert. Otras
situaciones relativamente simples
que ilustran las aplicaciones mate-
maticas de estos sistemas se basan
en la capacidad recientemente in-
corporada para resolver sistemas de
ecuaciones algebraicas: asi se pue-
den desarrollar algoritmos para la
determinacion de las ecuaciones
paramétricas de la interseccion de
dos superficies, obteniendo por eva-
luacién numérica con coma flotante
puntos de la curva resultante; o ha-
llar las ecuaciones implicitas de un
objeto geomeétrico dado por ecua-
ciones parameétricas. Las aplicacio-
nes de estas técnicas a la Geometria
Computacional o a la Geometria So-
lida Constructiva o C.S.G. estan
siendo investigadas en la actuali-
dad. Mas sofistificadas son las apli-
caciones a algunas areas como la
planificacién de movimientos de ro-
bots 0 ala demostraciéon automatica
de teoremas. Las referencias biblio-
graficas citadas anteriormente
contienen indicaciones precisas so-
brela forma enla quelos sistemas de
Calculo Simbolico intervienen en
estas aplicaciones y sobre otras
muchas, quizas mas importantes y
con ambitos no matematicos de uti-
lizacion: fisica de altas energias,
quimica y biologia... debe pensarse
que algunos sistemas de Calculo
Simbélico fueron primariamente
concebidos para una aplicacién ex-
tra matematica concreta). Las que
hemos mencionado aqui con algan
detalle han sido elegidas por ser el
campo particular de intereses del
autor y del grupo de Algebra
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Computacional de la Universidad de
Cantabria.

El algebra escolar en el
disefio curricular base:
aspectos, tareas y
dificultades

Desde una perspectiva mera-
mente descriptiva, algebra escolar
es sinénimo de manipulacion de
letras: como dice el profesor
Freudenthal en “Didactical
Phenomenology of Mathematical
Structures” (D. Reidel Pub. Co.
1983) “the long step from arithmetic
towards algebra...is calculating with
letters rather than numbers”. Cier-
tamente el calculo literal es uno de
los aspectos caracteristicos del
algebra escolar, al que yo afadiria,
tanto por razones histéricas como
por la coincidencia en el tiempo de
aprendizaje, la manipulacion no
decimal de ciertos niimeros (radica-
les, radicales imbricados, potencias):
es decir, la realizacion de ciertas
tareas (simplificar, verificar la
igualdad, etc.), con tales ntiimeros
sin recurrir a realizar las operacio-
nes indicadas mediante la obtencion
de la expresién decimal correspon-
diente. Atin puede afnadirse al baga-
je de caracteristicas del Algebra es-
colar la introduccién al concepto de
funcion; ciertamente las letras apa-
recen aquitambiény, ademas, puede
hablarse de una tendencia didactica
(explicitada en ellibro de Freudenthal
mencionado arriba, hacia la alge-
brizaciéon de las funciones, enfa-
tizando el papel de las letras como
variables y de las expresiones
algebraicas como funciones, ofrecien-
do asi una via alternativa de apro-
ximacién al algebra, distinta de las
clasicas ecuaciones o identidades.
También, si continuamos con esta
aproximacién descriptiva al algebra,
es caracteristica de esta parte del
curriculum escolar la resoluciéon de
ecuaciones o de establecimiento
de identidades por medios forma-

les, la formulacion y resolucion de
problemas de modo que la dificultad
se encuentra fundamentalmente en
la traduccion simbélica de la si-
tuacién planteada y en la identifica-
cion de la incognita a determinar. La
frontera con la aritmeética es aqui
difusa, ya que tales problemas pue-
den ser muchas veces abordables,
también, desde una perspectiva que
podemos llamar aritmética, en la
que es posible determinar el valor de
laincognitamediantela ejecucion de
un “plan” operacional que parte di-
rectamente de los datos (véase al
respecto el analisis que se realiza en
“Problemas Aritméticos Escolares”
de Luis Puig-Fernando Cerdan, Ed.
Sintesis, 1988).

Por cualquiervia que se opte para
aproximarse al algebra escolar, otra
nota caracteristicay uno de los pun-
tos mas conflictivos de su ensenanza
es la multiplicidad de esquemas
conceptuales en los que se realiza
el calculo literal, como los catalo-
gados por Kuchemann para la utili-
zacion escolar de las letras. En todos
los casos catalogados, las tendencias
didacticas actuales, en particularlas
reflejadas en el documento del Mi-
nisterio de Educacién y Ciencia es-
panol, denominado Disenio Curri-
cular Base, preven una metodologia
para la ensefianza del algebra que
conlleva interpretar las letras como
simbolos que representan algo (nu-
meros, cantidades..); es decir, se
estima que un aprendizaje signifi-
cativo de lamanipulacién de simbolos
ha de requerir una interpretaciéon de
los mismos en un cierto referente. La
pluralidad de contextos conceptua-
les en los que surgen los simbolos se
extiende también a la realizacién de
tareas especificas: resolver debe
predicarse de las incognitas, mien-
tras que simplificar es mas propio de
las situaciones con indeterminadas.
En la practica escolar, buena parte
de los problemas que habrian de
surgir, por la sutileza de las distintas
semanticas en el uso de letras, son
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resueltos mediante la creacion en los
alumnos de meros habitos de
acomodacion condicionada a las ta-
reas repetitivas que deben realizar.
Asi, si aparece un enunciado con la
palabra I simplifica” o “factoriza” el
alumno sabe que la expresion que
debe calcular al otro lado del simbolo
= ha de ser el resultado de la apli-
cacion de ciertas reglas, sacar la
mayor potencia posible comun auna
serie de monomios, operar unos
paréntesis, etc.; mientras que si se
trata de “resolver” el simbolo = es un
mero obstaculo para comprobar su
habilidad para “pasar” la expresion
de la derecha a la izquierda de dicho
simbolo, sin que en la mayoria de los
casos se le ocurra simplificar en un
contexto deresolucion o viceversa (y,
Jque ocurriria si lo hace?:

piénsese en una ecuacion de la for-
ma x>-1=x?+3x+2 visualizada como
x-1}(x+1)=x+])(x+2), y en la que el
alumno se “confunde” de contexto y
se pone a simplificar antes de proce-
der aresolver). Tal vez este fenomeno
de mera acomodaciéon social (en el
sentido de la restringida sociedad
del aula) y también la limitacion
didactica de la ensenanza semantica
de las letras, en la que se reitera el
D.C.B., confundiendo tal vez apren-
dizaje significativo del Algebra por
aprendizaje interpretativo, o, di-
cho negativamente, tomando como
aprendizaje reiterativo el aprendi-
zaje inteligente de reglas sintéac-
ticas, pueden explicar alguna de las
tareas algebraicas con mayor indice
de fallos, singularmente semejante
en distintos niveles y cursos, pro-
puestas en los test de Algebra de
C.S.M.S. de analisis de las dificulta-
des en el aprendizaje del Algebra
escolar y aplicados en algunos cen-
tros educativos de nuestro pais por
la profesora C. Da Veiga: son aque-
llas tareas que podriamos denomi-

nar de obtencion de consecuen-
cias de ligaduras. Ejemplos de estas
tareas son: si P=R+S-T, ¢S-T=?
P-R=? 0, si A+B=C y D-B=E enton-
ces JA+D=?Y, ¢, A+3D="? Otro ejemplo
podria ser el siguiente: si

2a+1=ba+7
Ba+7=3a+1

entonces ¢J2a+1=?

Ante estas tareas no habituales,
y por tanto mas dificiles de acomo-
dar a los modelos estandarizados de
laescuela, los alumnos se enfrentan
con la necesidad de decidir el signi-
ficado de las igualdades y letras de
las ligaduras algebraicas que tienen
como dato; y ademas deben dirimir
sobre las consecuencias de adoptar
uno u otro esquema conceptual a la
hora de buscar las soluciones, las
expresiones mas pertinentes a la
derecha del simbolo = en la formula
entre interrogaciones. En el primer
ejemplo, P=R+S-T podriaindicar una
relacién de caracter funcional, en la
que P resulta ser una funcién de las
variables R, Sy T. En este caso so6lo
cabe pensar que S, T es igual a S-T,
puesto que ninguna relaciéon debe
ligar a las variables independientes
de una funcién; mientras que P-R
seria igual a (R+S-T)-R=S-T. La in-
terpretacion funcional choca, sin
embargo, con la siguiente tarea, en
la que A y D no aparecen como
funciones explicitas de las restantes
variables. Cabe, entonces, interpre-
tar ecuacional-mente las expresiones
A+B=Cy D-B=E, entendiendo que A,
B, C, D y E representan niimeros
verificando las ecuaciones dadas y
por tanto A=C-B y D=E+B (tomando
AyD comoincégnitasy despejando).
Asi A+D=(C-B)+(E+B)=C+E. Puede
pensarse que la distincién entre in-
terpretacion ecuacional y funcional

es un tanto artificiosa, en definitiva
toda expresion funcional y=f(x) pue-
de considerarse trivialmente como
unaecuacion y-f(x)=0; reciproco, pero
no trivialmente, toda ecuacién indu-
ce implicitamente cierta o ciertas
funciones y esta misma considera-
cion podria extenderse, con un ana-
lisis bastante delicado, al caso deun
sistema de ecuaciones?. De la difi-
cultad matematica del concepto de
descripcién implicita de una o unas
funciones por un sistema de
ecuaciones podemos deducir laradi-
cal diferencia de los esquemas con-
ceptuales usados, segtin se elija una
uotraaproximacion alatarea escolar
propuesta. Cabe, sin duda, una re-
duccién trivial del caso funcional al
ecuacional, como sefalamos arriba.
Pero ciertamente el considerar toda
expresion de igualdad algebraica
como una ecuaciéon entre ciertas
incognitas acarrea notables compli-
caciones. Por ejemplo, es cierto, desde
una perspectiva ecuacional sobrelos
enteros, que si x*=y* entonces x?=y?;
(v posiblemente (si se verifica el gran
teorema de Fermat), sobre los racio-
nales, x*+y"=1 implica x.y=0). Pero,
obviamente, el esquema conceptual
ecuacional para deducir estas con-
secuencias de las ligaduras alge-
braicas es fundamentalmente dis-
tinto del que usamos para resolver
las tareas escolares antes mencio-
nadas, la diferencia no radica en la
mayor complejidad de estos ejem-
plos, cuyas soluciones dependen de
la aritmética de cierto cuerpo, sino
en que, para las tareas escolares,
implicitamente, estamos conside-
rando que la solucién debe venir
dada por una especie de manipula-
ciéon abstracta de las ligaduras
dadas, sin la intervencion de otro
dominio aritmético que el generado
por los propios coeficientes de las
expresiones: es decir, estamos real-

2 Curiosamente, el profesor Freudenthal, en la obra ya citada, aboga, coherentemente con su propuesta de aproximacién al algebra
via funciones, por la introduccion de las funciones definidas implicitamente a través de ecuaciones: “give a fresh chance to the
natural operations with implicitly given functions...” Desafortunadamente, esta propuesta no es desarrollada con detalle.
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mente requiriendo una interpreta-
cion sintactica de las letras, aunque
choque conlos postulados didacticos
actuales. Por manipulacién abstrac-
ta entendemos la existencia de unas
reglas automaticas de tratamiento
de las ligaduras que conduzcan a la
resolucién, en todos los casos, de
todas las ligaduras que son conse-
cuencia de otras dadas.

Para ejemplificar este punto de
vista consideremos la dltima tarea
propuesta arriba: si

2a+1=5a+7
Ha+7=3a+1

entonces ¢2a+1=?

Una aproximaciéon desde una
perspectiva ecuacional no arrojaria
ningunarespuesta coherente, yaque
despejando “a” en la primera
ecuacion tendriamos a=-2, luego
2a+1 seria -3; pero el resultado seria
distinto si despejaramos “a” en la
segunda ecuacioén. Sin embargo,
desde la 6ptica de una manipulacion
abstracta (que en este ejemplo puede
considerarse como sinénimo del
método de eliminacion de Gauss) las
ligaduras dadas se transforman,
primero, en las ligaduras

-3a-6=0

2a+6=0
y, luego, en un sistema triangular
eliminando la letra “a” de la segunda
ecuacion

-3a-6=0

ik

2.(-6)-(-3)=0

es decir, finalmente, el sistema origi-
nal se convierte en:
-3a-6=0
#%

6=0
lo que implica automaticamente que
cualquier expresion en “a” puede ser
obtenida como una combinacién de
las dos ligaduras en las que hemos
transformado las dadas por la se-
cuencia de reglas: 1) agrupar todos
los términos a un lado del signo
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igual, 2) eliminar en la segunda liga-
dura la letra “a”. Asi 2a+1 es igual a
cualquier expresion, por ejemplo
2a+1 =3a-9, en el sentido sintactico
de que (2a+1)-(3a%-9) puede ser con-
siderado como una combinacién de
las ligaduras que aparecen en **. Asi
(2a+1)-(3a2-9)=0.(-3a-6)++(1/
6).(2a+1-3a%+9).(6). La argumenta-
cién seguida contiene, sin duda,
numerosos puntos oscuros, en par-
ticular el concepto o0 esquema men-
tal de manipulacién algebraica, so-
bre el que volveremos mas adelante
al inter-relacionar Algebra escolar 'y
Calculo Simbolico Autgmatico, pero
si creemos que pone de manifiesto
alguna de las dificultades basicas de
la ensenanza del Algebra: curiosa-
mente, el item del cuestionario de Da
Veiga con mayor niimero de contes-
taciones inconsistentes (ya gue no
puede hablarse de contestaciones
erroneas, por la propianaturaleza de
la cuestién planteada) es el que he-
mos ana-lizado en tiltimo lugary con
mayor detalle. Podria esgrimirse que
concedemos una excesiva importan-
cia a la clarificacion de determina-
dos esquemas conceptuales que
muestran sus limitaciones o contra-
dicciones en tareas mas complejas
que las que habitualmente ocupan a
los escolares, siendo, por el contra-
rio, totalmente adecuados para el
nivel de los ejercicios que deben
realizar estos; y también puede
argumentarse que la consolidacion
de unos esquemas imperfectosy aun
erréneos (por ejemplo, la sola inter-
pretacion funcional o ecuacional de
las expresiones algebraicas) es una
etapa necesaria para el aprendizaje
posterior de esquemas mas refina-
dos. Ambos argumentos entran de
Ileno en un debate sobre propuestas
concretas en el que, como ya hemos
indicado, no parece oportuno que el
autor se pronuncie, por su descono-
cimiento del tema. Perono cabe duda
de que tales problemas deben de
estar presentes en el profesorado
que ha de ensenar el Algebra en la
escuelayenel B.U.P. Es ciertamente

muy dificil, en la ensenanza supe-
rior, reubicar unos conceptos que se
refieren a aspectos basicos del
aprendizaje del Algebra y que han
sido cimentados en los niveles infe-
riores de la ensefianza...

Atn otra situacion en la que los
esquemas conceptuales funcionales
o ecuacionales plantean dificultades
es la relativa a la manipulacion de
fracciones algebraicas, como cuan-
do se pide que el alumno racionalice.

1

1+Vx-1

En este contexto, la obtencién de
otra fracciéon algebraica igual a la
dada, por ejemplo

1- Vx-1
2-X

no puede interpretarse desde la con-
sideracioén de las letras como varia-
bles de una funcion, puesto que el
reemplazamiento x=2 tiene sentido
en la primera fraccién pero no en la
segunda (a no ser que se le asigne en
ese caso el valor de la primera; pero
este recurso habitual implicitamen-
te hace uso de la igualdad entre
ambas fracciones, conlo que estamos
en el punto de partida, ¢por qué son
iguales?, o entramos en considera-
ciones sobre continuidad, que cier-
tamente no deberian formar parte de
los esquemas conceptuales precisos
para la comprension del Algebra es-
colar). Algo similar ocurre en las
tareas sencillas de simplificacién de
fracciones como (x°%y-y®x)/(x%y-y>x)
equivalente a x+y; o en los casos de
division de polinomios con coeficien-
tes literales, (x2+bx)/(ax+c), cuya
expresion formal del cociente y el
resto incluye denominadores con
potencias de “a” y no son, por tanto,
validas para todos los valores de esa
variable o parametro. En todos estos
casos parece que un esquema con-
ceptual de tipo manipulacion sintac-
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tica de los simbolos interpreta mas
adecuadamentelas tareas arealizar.

Pero atin debemos senalar en este
epigrafe una ultima dificultad del
Algebra escolar que el D.C.B. no
analiza suficientemente. Ya hemos
apuntado anteriormente que el rela-
tivo éxito de los alumnos en la reali-
zacion de determinados ejercicios de
la clase de Algebra se produce, antes
que por una comprensién racional
de lo demandado en los mismos, por
una extraordinaria acomodacion so-
cial (lo que a priori no debe desde-
niarse como recurso didactico). Un
ejemplo notable de este hecho es la
ruptura decimal que conlleva la
operatoria con radicales sin la ex-
traccion de los mismos cuando la
raiz no es exacta.

Asi, cuando leemos en algunos
ejercicios escolares algo como “sim-
plifica la expresion”

1
V2+V3+VB+V7

no resulta facil imaginar qué esque-
mas conceptuales han sido elabora-
dos en la mente del alumno que
identifica, velozmente, como “sim-
plificacién” la racionalizacién de esta
fraccion, en vez de tomar su calcula-
dora y contestar 0, xxxxxx (maxime
cuando, como en este caso, la racio-
nalizacién conlleva ocho sumandos
en el numerador, cada uno de los
cuales implica varios productos de
raices de dos, tres, cinco o siete).

Dejando aunladoela caricatu-
rizaciébn de este tipo de practicas
escolares abusivas, no cabe duda
que la utilizacion no decimal de cier-
tos nameros en Algebra, por razones
bien distintas y atin opuestas a las
del afan simplificador, exige, en mi
opinién, dos acciones en la ensefian-
za elemental. La primera es la expli-
cacidn (por via de ejemplos como los
que hemos sefalado en el apartado

de este trabajo dedicado a la presen-
tacion del Calculo Simboélico Auto-
matico) de los motivos por los que en
Algebra la representacion y manipu-
lacion numérica es esencialmente
finita, por ejemplo V5 es una estu-
penda forma algebraica para repre-
sentar al niimero positivo cuyo cua-
drado es 5; asimismo sabemos que
V2-Y3 no es cero pues el cuadrado de
la primera raiz no coincide con el
cuadrado de la segunda, una forma
bastante sencilla de hacer aritméti-
ca con estos ntimeros no decimales.
La segunda es la construccién del
esquema mental que corresponde a
este concepto de ntmero, y a su
aritmética. Tal vez esta propuesta,
implicita cuando ensenamos a los
nifnos a decidir a través de manipu-
laciones no decimales que
1

=\2+1
V2-1

choque con dos objeciones iniciales:
las tendencias didacticas actuales,
muy presentes en el D.C.B., conver-
gentes mayoritariamente hacia la
utilizacién, en el estilo del calculo
numeérico, del concepto de aproxi-
macion; y la ignorancia sobre c6mo
desarrollar sistematicamente el modo
de representacion numérica que he-
mos esbozado. Sobre ambas objecio-
nes nos extenderemos en otros
apartados de este trabajo.

Ahora bien, a esta descripcion
somera de algunos problemas di-
dacticos de la ensenanza del algebra
escolar alos que el D.C.B. no aporta,
en mi opinién, la atencién debida o
no opta por enfoque mas adecuado,
debe anadirse otra serie de objecio-
nes que se refieren a las actitudes y
los valores que predominan en la
disciplina algebraica. Asi el algebra
se distingue por su caracter de len-
guaje, con reglas para la formaciony
deducciéon de sentencias, que apre-
hende con exactitud una parte de la
realidad modelada matematicamen-
te; y es precisamente la validez auto-
matica de las operaciones realizadas

siguiendo correctamente tales reglas
lo que confiere ventajas al lenguaje,
no es necesario verificar la validez de
las interpretaciones en cada paso.
Sin embargo, en el marco del D.C.B.
Ia situacion de la ensefanza del
algebra escolar resulta aparente-
mente contradictoria, al enmarcarse
en un disefio curricular que implici-
tamente o explicitamente opta por
rechazar la enseflanza desnuda de
un lenguaje, pero que establece, en
general, los contenidos y actividades
de modo que dependen en gran me-
dida de estelenguaje. Aclaremos esta
afirmacién. Es evidente que nuestro
conocimiento de los distintos proce-
sos de aprendizaje tiene, enla actua-
lidad, un papel esencial en la organi-
zacion del curriculum, llegando al
extremo, en el D.C.B., de suscitar la
oportunidad de informar a los alum-
nos sobre su propio proceso de
aprendizaje y sobre el estadio en el
que pudieran encontrarse y las difi-
cultades caracteristicas del mismo.
Sin embargo es poco lo que se conoce
sobre los procesos de aprendizaje en
algebra y atin menos sobre la forma
de ensenar o favorecer tales proce-
s0s. La prioridad que se asigna en el
mismo documento a la trasmisiéon
oral o al trabajo manual (no escri-
to), o al cdlculo mental y a la esti-
macién como mecanismos impor-
tantes para la exploraciéon matema-
tica de la realidad, en la etapa pri-
maria; lavaloracion terminal de los
conocimientos, en la etapa secunda-
ria y primaria; el enfoque empirico
inductivo, la insistencia en la com-
prension conceptual frente a la
manipulacion automatica; la biis-
queda de alternativas pedagodgicas
recomendadas para hacer frente a
los problemas derivados de la exis-
tencia de bloques de conocimiento
“atractivos” o motivadores que, sin
embargo, dependen jerarquicamente
de otros de caracter basico y por
ende -como ocurre en general a los
lenguajes- aridos; los entronques
globalizadores y motivadores enla
ensefnanza de los distintos aspectos
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de las matematicas; todos estos da-
tos apuntan las dificultades de la
insercion del algebra en las nuevas
tendencias curriculares (puesto que
el Disefio Curricular Base no es sino
una opcioén en la linea propugnada
por la mayoria de los pedagogos y
educadores actuales). Sustituir el

caracter predominantemente escri-
insercion del algepra en las nuevas

tendencias curriculares (puesto que
el Disefno Curricular Base no es sino
una opcién en la linea propugnada
por la mayoria de los pedagogos y
educadores actuales). Sustituir el
caracter predominantemente escri-
to del algebra, su biisqueda de solu-
ciones mediante manipulaciones
exactas de los coeficientes, modifi-
car su papel como lenguaje ins-
trumental y no terminal para la
formulacion y manipulacion deduc-
tiva de propiedades, reemplazar los
habitos de ejercitar al alumno en la
adquisicién de habilidades mera-
mente técnicas {destrezas) por otros
que enfaticen el caracter conceptual
delas manipulaciones, entroncar con
problemas motivadores y proceden-
tes de otras areas de conocimiento la
rutina necesaria en la adquisicion
de las bases de un lenguaje, parece
un esfuerzo tan desmesurado que
exige realmente una reflexién sobre
la necesidad de realizarlo. Tal vez
una conclusion mas aceptable seria
la limitacion y reduccién de los as-
pectos algebraicos en la ensefianza
escolar... por coherencia didéctica.

En contradiccion con este primer
analisis, observamos, desde una
optica un tanto amplia, que en el
curriculum de contenidos concep-
tuales o procedimentales que propo-
ne el Disefio Curricular Base (y que
no es extremadamente diverso del
actual) todo lo que no es pura arit-
mética es algebra o se sustenta en
ella, por lo que esta materia se en-
cuentra extraordinariamente repre-
sentada. En efecto, la desaparicion
del concepto de limite en diversas
situaciones, impartido hoy en se-
gundo curso de bachillerato, que se
corresponderia con el ultimo curso
de la ensefnanza secundaria obliga-
toria, reduce los contenidos pro-
puestos en toda la ensefianza obliga-
toria a unamatematica discreta, cuyo

Tlerncditoaiarmacrnatiiral cac al alcalhraion

Asi este aparece en la descripcién de
las medidas de cuerpos y figuras
geométricos, en la interpretacion y
analisis de graficas y fenomenos
aleatorios, en el estudio de las pro-
babilidades, en la formulaciéon de
algunos principios de la geometria
(teoremas, movimientos de figuras),

en los algoritmos numeéricos de esti-
gCUIIleLflUUS, €Il ld lerpretdacionl y

andlisis de graficas y fenomenos
aleatorios, en el estudio de las pro-
babilidades, en la formulaciéon de
algunos principios de la geometria
(teoremas, movimientos de figuras),
en los algoritmos numeéricos de esti-
macién de raices.... Ademas, una
corriente de opinién cada vez mas
extendida aboga por equilibrar, al
menos, el caracter formativo de las
matematicas con una componente
utilitaria, que dote alos alumnos con
un cierto “know-how”. frente a las
necesidades de adaptacion a un
mundo con una creciente compo-
nente tecnoldgica. Esta componente
util implica, sin duda, no sélo el
aprendizaje de los esquemas concep-
tuales adecuados sino también el
dominio de los mecanismos pertinen-
tes de manipulacion procedimental de
larepresentacion técnica de esarea-
lidad... es decir, la destreza necesa-
ria para abordar y operar sobre los
problemas con un lenguaje y unas
reglas y estrategias efectivas. Volve-
mos, pues, al punto de partida: la

necesidad curricular de incidir en

aquellos aspectos que desde un punto
de vista cognitivo o pedagdgico nos
parecen menos convenientes si se
asumen los principios que se ex-
plicitan en el D.C.B.

Naturalmente este dilema, aun-
que tal vez planteado menos grose-
ramente, no escapa a los ojos de
numerosos especialistas en didactica
de las matematicas. Las medidas
adoptadas para resolverlo han pasa-
do en épocas pretéritas por inclinar
a ultranza la balanza en favor de la
ensenanza desnuda del formalismo
algebraico, vertiendo todos los es-
fuerzos en la busqueda de férmulas
magistrales didacticas que permitie-
ran tal ensefianza a la poblacion
escolar. Hoy, mas atinadamente, se
intentan paliar las dificultades inhe-
rentes al dilema mediante la adop-

AT Ae rmecratiernnge de alifminacian

de los llamados “excesos” del len-
guaje algebraico: el lenguaje alge-
braico como puntodellegada, atraves
dela comprensioén conceptual de sus
principios, obtenida por la manipu-
lacién de objetos aritméticos, elimi-
nacion de los ejercicios repetitivos
no significativos, necesidad de moti-
var las tareas de simplificacién o
j9]8 GJCUDUIIIUPL&LILU e u\igd\’lu;’o\. wuavco -
dela comprension conceptual de sus
principios, obtenida por la manipu-
lacién de objetos aritméticos, elimi-
naciéon de los ejercicios repetitivos
no significativos, necesidad de moti-
var las tareas de simplificacion o
resolucién algebraica, biisqueda de
métodos de estimacioén (algoritmos)
frente a la deduccion de formulas de
extraccion de raices. Ciertamente no
se indica nunca coémo ese menor
trabajo de adquisicién de destrezas
no acabara resultando en una me-
nor destreza en la utilizacion “signi-
ficativa” requerida del lenguaje!

Unarespuesta, en cierto sentido,
lo constituye el que el curriculum
que se debate en estos dias esta
parcialmente basado en ese artefac-
to llamado calculadora: gracias a su
existencia se proponen mecanismos
de estimacion y de analisis y de
aproximacion y de representacion
grafica donde antes solo era renta-
ble, didacticamente hablando, el
mero calculo algebraico. Ciertamente
el calculo numérico ha existido
siempre, pero era pedagogicamente
irrelevante como consecuencia de la
penosidad de sus métodos, realiza-
dos manualmente. El “descubri-
miento curricular” de la calculadora
ha precisado, tal vez, una quincena
de afios de trabajos semiclandestinos
de naturaleza didactica para que
ahora adquiera ese papel predomi-
nante. La critica a esta via de resolu-
cion parcial del dilema que suponela
ensenanza del algebra en la escuela
es, sin duda, la diferencia de veloci-
dad (obligada) entre los ritmos de
cambio tecnolégico y de cambio
curricular. Apoyarse sobre un arte-
facto que puede estar ya desplazado
como herramienta didactica puede
llevarnos a una situacién similarala
de un curriculum que hace afos
tenia serios prejuicios para adaptar-
lo. ¢Por qué enfatizar el interés di-
dactica de 1a anroximacion de <olii-
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ciones de ecuaciones, cuando mu-
chas calculadoras avanzadas ya
poseen una tecla que resuelve las
mismas? ¢Qué alumno con una
calculadora que posea esta opcién
va a encontrar motivadora la esti-
macién de unas raices o el aprendi-
zaje de los métodos de resolucion de
las ecuaciones de primer grado?
Desechado del curriculum el con-
cepto delimitey por endelos ntimeros
reales no algebraicos, ¢donde que-
dara la justificacion del predoniinio
didactico del sistema decimal frente
a la representacién fraccionaria de
los ntimeros si las calculadoras co-
mienzan ya a ser capaces de realizar
calculos con estas fracciones y aun
con numeros radicales, sin redon-
deo? Naturalmente esto significara
que las fracciones decimales y las
de pequenio denominador (pero no
cualquier nitmero decimal, lo que
implica un cambio en el énfasis
didactico) adquieren un papel rele-
vante, pero no s6lo por razones di-
dacticas, sino de utilidad en la vida
adulta. gPara qué esforzarse en
arribar al lenguaje algebraico, con
sus reglas tantas veces aparente-
mente contradictorias con el lengua-
je aritmético, como punto de llegada
de un largo proceso de comprensiéon
de las bases de estas reglas cuando
poseemos ya instrumentos de calcu-
lo que adectian nuestras expresio-
nes no canénicas a la formulacion
correcta? Si la calculadora respon-
diera que (3+n)* 5 es 15+5*n, en vez
de 35+n 6 cualquier otra expresion
erronea, ¢cOmoy para qué motivar al
alummno al descubrimiento significa-
tivo de una regla distributiva entre
numerosy letras que éldominayaen
el caso puramente numérico? Y por
otra parte? ;Qué razones podrian
esgrimirse para obviar la inclusién
de partes mas avanzadas del dlgebra,
como la manipulacién de polinomios
o de expresiones con radicales, en el
nivel obligatorio, si las mismas fue-
ran realizadas, frente a la compleji-
dad actual, mediante simples orde-
nes a las calculadoras? En resumen,

las propuestas curriculares que ba-
san hoy una reduccion de los conte-
nidos de lenguaje algebraico en el
curriculum en la aridez de las mani-
pulaciones y en la falta de motiva-
cion de las mismas, proponiendo
vias de alternativa basadas en el uso
de calculadoras como fuente de re-
cursos para el aprendizaje de las
matematicas numeéricas, deberan ir
un paso mas allda y concebir una
situacion inmediata en la que las
mismas calculadoras avanzadas son
una fuente de recursos de aprendi-
zaje del lenguaje algebraico y en la
que, en consecuencia, su ensefianza
puedarecibir el impulso que deman-
dan los otros contenidos de la ense-
fNanza escolar.

Sin embargo, obviadas las difi-
cultades mecanicas, quedara por
hacer la tarea de desarrollar, como
se ha hecho antano en el caso de las
calculadoras numeéricas, las situa-
ciones de verdaderarelevancia didac-
tica, la biisqueda de estrategias y
problemas motivadores, el analisis
de los mecanismos de aprendizaje y
ensefanza, la determinacion de los
auténticos esquemas cognitivos invo-
lucrados en el uso de estas herra-
mientas.

El algebra escolar desde la
perspectiva del calculo
simbédlico automatico

Como hemos sefialado en la in-
troduccion, tal vez la aplicacion mas
inmediata del Calculo Simbélico
Automatico en la clase de Algebra
sea la utilizacién de alguno de los
sistemas que desarrollan estos pro-
gramas como mero ejecutor de ta-
reas técnicas. Incluso en este senci-
1lo modo de empleo se presenta una
doble via didactica: limitando al or-
denador a actuar como una “pizarra
o encerado electronico”, bajo el con-
trol rigido del profesor, o dejando a
los alumnos interactuar con €l orde-
nador, explorando las posibilidades
de la maquina para la resolucién de

los ejercicios o la busqueda de ejem-
plos y modelos. Como ocurrié en las
fases introductorias de la calculado-
ra de bolsillo en la escuela, parece, a
primera vista, que la herramienta
informatica “escupe” simplementelas
respuestas que precisan los alumnos
a las preguntas que estos les plan-
tean. Afortunada o desafortunada-
mente esto no es asi de simple. Por
ejemplo, el sentido de la simplifica-
cién de una expresion no tiene por
qué coincidir para el alumno y para
el programa de calculo simbélico, lo
que obliga a manipular este para
obtener la solucion requerida; una
cierta expresion puede ser cero pero
no ser reconocida como tal por el
ordenador a menos que se le den
algunas instrucciones complemen-
tarias; el orden en el que se intro-
ducen las instrucciones no tiene por
qué ser necesariamente el corres-
pondiente a la expresion verbal de
las mismas, etc. En todo caso, yala
espera de que la generalizacion del
conocimiento de los programas de
Calculo Simbélico entre el profeso-
rado conduzca al desarrollo de meto-
dologias activas de uso del mismo en
la clase de algebra, conviene recor-
dar que su mera existencia obliga a
plantearse “que es cada vez mas
dificil justificar el tratar de ensefnar a
los alumnos a ser buenos manipu-
ladores de simbolos, salvo que pue-
da demostrarse, lo que no ha hecho
nadie todavia, que tales habilidades
se requieren para desarrollar la
comprension de las matematicas
subyacentes a tales manipulaciones,
cualquiera que fuere el nivel de com-
prensién deseado” (traducciéon de
parte del Apéndice “Symbolic
Mathematical Systems” del docu-
mento “An aid for teaching and
learning” en €l Simposio “The
influence - of - Computers and
Informatics on Mathemathics and
its teaching” Howson- Kahane ed.
Estrasburgo 1985). Por el contrario,
el uso de los programas de Calculo
Simbélico si podria contribuir a esa
comprensién de las matematicas
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involucradas en los calculos, al eli-
minar lo que tienen de automaticoy
al potenciar, por consiguiente, la
capacidad de manipulacion inteli-
gente. Talvez el verdadero problema,
como hemos apuntado antes, radica
en la busqueda de auténticas activi-
dades inteligentes (y que ya hemos
visto en las tareas de Da Veiga que
pueden encontrarse sin recurrir a la
interpretacion semantica) enlaclase
de algebra, que reemplacen los as-
pectos puramente operatorios (aun-
que los mismos se realicen sobre
simbolos con interpretacion).

En cierto sentido la propia elabo-
raciéon de los programas de Calculo
Simbélico supone la busqueda de
esos verdaderos aspectos concep-
tuales del Algebra, algo asi como
ensenarle el Algebra basica al orde-
nador, infinitamente menos inteli-
gente que cualquiera de nuestros
alumnos. ¢Cuales son los objetos
matematicos que deseamos mani-
pular en Algebra? jTenemos una (o
varias) formas “normales” de repre-
sentarlos? ¢Sabemos llevar cada
objeto a su forma normal, o a una de
ellas previamente establecida? Las
formas normales ¢,son tnicas? ¢Po-
demos hablar del tamafio de una
forma normal y acotar el tamafio del
resultado de operar formas norma-
les de un tamano dado? Por ejemplo,
es bien sabido por los escolares que
el grado de un producto de dos
polinomios es la suma de los grados
de los polinomios. ¢Qué ocurre si
tomamos como tamano de un
polinomio el nimero de monomios
no nulos, en vez del grado? Extién-
dase esta cuestién al maximo comun
divisor de dos polinomios, tratando
de encontrar el niimero maximo de
términos de este en funcion del na-
mero de términos de los polinomios

dadosy estaremos ante un problema
nada trivial. Otros problemas no tri-
viales se encuentran si deseamos
buscar una forma normal para re-
presentar expresiones algebraicas
con radicales (tan sencillos como Y2
6 V3). Ya hemos senalado en otro
lugar lo escasamente sencilla que
puede resultar la operacion de qui-
tar radicales de un denominador; es
posible, en todo caso, contemplar la
racionalizacion de estas expresiones
como un procedimiento de bisque-
da de formas canénicasi.e. de repre-
sentar univocamente cada namero
definido por medio deradieales. Esto
es exactamente lo que solicitamos a
los alumnos, también, cuando pedi-
mos que “simplifiquen”

5v2- 3vV50+7V288 = 74V2

Estas tareas se realizan en las
clases de Algebra desde una laxitud
conceptual, que no puede ser tolera-
da desde la perspectiva del Calculo
Simbolico, entre equivalencia de
expresiones algebraicas (como las
dos expresiones con radicales del
ejemplo de arriba, unidas por un
simbolo de igualdad que es realmen-
te el signo de una equivalencia dada
por la coincidencia del valor numeéri-
co de ambas expresiones), criterios
de simplificacién, y simplificacién
canénica. Dado un cierto criterio de
simplicidad (por ejemplo, tener me-
nos radicales o tener los radicandos
mas pequerios) y suponiendo que
tengamos un procedimiento para
aumentar, en cada paso de aplica-
cion del mismo, la simplicidad de
una expresion, cabe atn que la rei-
teraciéon de este procedimiento no
conduzca a un resultado tnico, a
una representacion de simplicidad
canonica. Por ejemplo Vo+raV2 po-
dria considerarse como una expre-

sion para la que las reglas escolares
usuales de simplificacién no produ-
cen ninguna otra expresion equiva-
lente mas sencilla. Sin embargo,
descompuesta de la forma

\/ 12+ 2. 1.2V2+22.(2)2

se observa que realmente

\/9+4\/2= 1+2v2. Asipues, podriamos
decir que los procedimientos de sim-
plificacién que suelen ensenarse a
los alumnos no conducen, en gene-
ral, a formas canoénicas (una conse-
cuencia “practica” seria que dos
alumnos pueden llegar a obtener
soluciones distintas del mismo pro-
blema de simplificacién). Notese que,
sin embargo, la determinacion de la
equivalencia entre las dos expresio-
nes radicales es muy sencilla y no
descansa sobre el calculo aproxima-
do de las raices sino que basta obte-
ner los cuadrados de las mismas (en
general, la existencia de un método
exacto y computacional para decidir
la equivalencia entre expresiones
implica la existencia de otro, que no
viene al caso, por su caracter algo-
ritmico pero ineficiente, para cons-
truir un simplificador canénico, en
este ejemplo, para las expresiones
radicales). La dificultad, atin no re-
suelta satisfactoriamente en el Cal-
culo Simboélico, de obtener un algorit-
mo practico de simplificaciéon cané-
nica para estas expresiones explica,
tal vez, que no se puedan ensefiar a
nuestros alumnos un conjunto de
reglas de simplificacién mejores; pero
creemos que incluso esas reglas par-
cialmente operativas deberian ense-
niarse en un contexto de mayor mati-
zacion conceptual, que haga referen-
cia a los tres aspectos involucrados
en el problema, a los que hemos
hecho referencia arriba en negrita.

8 Aqui, y en las lineas siguientes, las palabras “forma normal” no se emplean en sentido técnico, como una debilitacion del concepto
de forma canoénica, sino como un sinénimo de forma elegida usualmente por el profesor....
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Ademas, buena parte de las dificul-
tades mencionadas tienen su origen
en la relacion entre radicales y poli-
nomios minimos de numeros alge-
braicos, un tema de gran riqueza
manipulativa que, sin adentrarse en
la jungla terminolégica, podria ser
explorado en el Algebra escolar como
sustitutivo a los ejercicios rutina-
rios: hallar un polinomio que tenga
como raiz\2+Y3; hallar un polinomio
quetenga comoraiz 142926 \/9+4\/ 2,
que no es lo mismo... Sentarse ante
un ordenador personal con un pro-
grama de Calculo Simbolico Auto-
matico e intentar “ayudar” a la ma-
quina a simplificar radicales puede
convertirse en un ejercicio apasio-
nante.

La situacion planteada arriba no
es un hecho aislado. Se repite cuan-
do se trabaja con fracciones racio-
nales (cocientes de polinomios en
una o mas variables). Aquilos alum-
nos también se acostumbran a sim-
plificar, lo que lleva aparejado en el
contexto escolar, aunque no explici-
tamente, la busqueda de formas ca-
noénicas. En este caso se produce, a
veces, una identificacién, en la eje-
cucidn de las tareas asignadas a los
alumnos, entre simplificar una frac-
cién y factorizar el numerador y el
denominador, para luego eliminar
aquellos factores comunes. De nue-
vo, desde el punto de vista del Calcu-
lo Simbélico, tal identificacién es pe-
ligrosa, si queremos ensenarle al
ordenador a simplificar cualquier
fraccién, pues reduce un problema
de moderada dificultad (la elimina-
cion de factores comunes via el
maximo comun divisor) a un proble-
ma mucho mas dificil, como es el de
la factorizacion. Enfatizar el papel
del algoritmo del méaximo comun di-
visor es, quizas, una de las posibles
aportaciones tematicas del Calculo
Simbélico al Algebra escolar. Pién-
sese, para mencionar otro ejemplo,
en la posibilidad de obtener, usando
este mismo algoritmo con una pe-
quena variacion, la parte “libre de

cuadrados” de un polinomio dado
pX); es decir, de hallar una familia
de polinomios p,(x) tales que p(X]=H
p,x), siendo cada P, el producto de
todos los factores de p(x) de multi-
plicidad i. Por ejemplo, si p(x) es (x-
1).(x-2).(x-3)%.(x-4)?.(x-B)® entonces
p,®)=(x-1).(x-2), p,(®)=(x-3) y p,(X)= (x-
5). No es preciso factorizar ni, natu-
ralmente, calcular las raices. Solo
hace falta la nocién, formal, de de-
rivada de un polinomio; junto con la
propiedad que relaciona las raices
multiples de un polinomio y las rai-
ces de su derivada.

De nuevo, las dificultades con-
ceptuales que rodean a la simplifica-
cién aparecen en un tercer grupo de
tareas escolares a las que ya hemos
hechoreferencia antes. Se trata de la
obtencion de consecuencias de liga-
duras algebraicas. Desde este punto
de vista se trata de encontrar, a
partir de las reglas dadas por las
ligaduras algebraicas (como A+B=C
y D-B=E), la representacion mas
simple, canénica, de las consecuen-
cias que se pidan (como A+D= 6
A+3D=). Ejemplos no triviales apa-
recen cuando se calcula formalmen-
te el valor del cos(a+b) a partir de la
formula del sen(a+b) y de las relacio-
nes conocidas sen(a)?+cos(a)’=1y la
analoga para el angulo b. Si llama-
mos X, =sen(a); y1=cos[a]; x,=sen(b);
y,=cos(b); z=sen(a+b); y se tiene

X 2+y *=1
X,"y,"=1
XY, 1Y %,72

entonces 1-z?= ? La respuesta de-
seada es, naturalmente, (y,y,-X %)%
Ninguna propiedad trascendente del
seno o del coseno interviene en la
obtencién de esta consecuencia de
las ligaduras algebraicas estableci-
das porlastres ecuaciones. Lamani-
pulacién habitual, con las variante
personales, procede elevando z al
cuadrado en la forma dada por la
ultima expresion; y obteniendo asi lo
siguiente 1-z2; luego en la féormula

resultante se reemplaza x * por el va-
lor indicado en la primera ligadura y
analogamente para y ? eliminando
los paréntesis se obtiene una nueva
expresion en la que aparece 1-x,2-y,”
que se reduce a cero mediante la
segunda ligadura. Finalmente obte-
nemos el cuadrado buscado. Este
mecanismo de manipulacion alge-
braica puede generalizarse algoritmi-
camente con cualesquiera ligaduras
algebraicas y consecuencias fijadas:
se trata, groseramente hablando, de
elegir el orden en el que las distintas
variables, que aparecen en la con-
secuencia, van a ir siendo sustitui-
das por el resultado de “despejarlas”
enlas expresiones deligadura dadas.
Al llegar finalmente a una féormula
que no admite méas sustituciones
porque sus monomios no contienen
ninguna variable que pueda despe-
jarse, como ocurre en (y,y,-Xx,X,) alno
aparecer ningun cuadrado de las
cuatro variables, se afirma que esta
férmula es insimplificable y que he-
mos llegado a la forma normal de la
consecuencia pedida. Nétese que la

operacion de despejar que usamos

en este contexto se reduce a la reali-
zacion de restas y productos, elimi-
nando cualquier extraccién de raices.
Por ejemplo, si en una ligadura apa-
rece x%y-y?>=0 mientras que en la
consecuencia tenemos x*y, el signi-
ficado de “despejar” seria el reempla-
zamiento de este ultimo monomio
por xy?, sila variable x se considéera
antes que la y. No es pertinente el
detallar aqui, formalmente, el sencillo
mecanismo de manipulacion alge-
braica que puede verse, ademas de
en la bibliografia referida al comien-
zo de este trabajo, en el articulo de la
revista “L'Enseignement Mathema-
tique” (6rgano oficial de la Comision
Internacional de la Ensenanza Ma-
tematica) “The theory of Grobner
Basis” por Pauer y Pfeinhofer (tomo
34,1988). Pero si es oportuno senialar
que este algoritmo conduce a una
consideracion conceptual de las
igualdades entre expresiones alge-
braicas como reglas sintacticas de
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reescritura, al margen de las inter-
pretaciones funcional o ecuacional,
de modo que la obtencién de conse-
cuenciasresulta fundamentalmente
un proceso de reescribir las mismas
usando las reglas dadas por las li-
gaduras. Este esquema conceptual
parece resolver las dificultades que
hemos mencionado en el epigrafe
anterior y, aunque choca con las
tendencias didacticas de caracter
semantico (las letras deben significar
algo, las igualdades deben conside-
rarse en un campo de validez para
las variables que las componen), en-
tendemos que puede estar mas cerca
de la verdadera construccion mental
que se elabora en la ensefianza del
Algebra escolar. Algunas investiga-
ciones didacticas en esta linea po-
drian aclarar la validez de este pun-
to. Naturalmente, no tratamos de
sefialar como nueva linea de conte-
nidos del algebra elemental la ense-
fianza rigurosa de las reglas de sim-
plificacién canénica relativa a una
fase de un ideal de polinomios, que
eslaterminologia técnica paralo que
hemos llamado manipulacién alge-
braica de ligaduras, sino apuntar
que la existencia de este esquema
conceptual demanda cierta atencién
por parte del profesorado para desa-
rrollar versiones informales del
mismo, adaptadas a las exigencias
del nivel no universitario. En parti-
cular parece que deberia sefialarse
que ciertas ligaduras algebraicas no
conducen a la obtencién de conse-
cuencias expresables canénicamente,
como el par

2a+1=ba+7
ba+7=3a+1

pero que siempre es posible obtener
algoritmicamente nuevas ligaduras
a partir de las dadas, de un modo
similar a como obtuvimos en el epi-
grafe anterior el par
-3a-6=0

6=0
en las que las reglas de reescritura
conducen a una forma canénica (cero
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en este caso para cualquier conse-
cuencia; y por tanto cualquier expre-
sion es una forma, no canénica- de
consecuencia de 2a+1=), Debe sena-
larse que las versiones mas recientes
de la mayoria de los programas de
Calculo Simbélico que hemos men-
cionadoincorporaninstrucciones que
ejecutan tanto el refinamiento de las
ligaduras algebraicas como la
obtenciéon de formas canoénicas de
consecuencias. Es asi como hemos
analizado el comportamiento del
ordenador enlarealizaciéon del mismo
test que Da Veiga emple6 para medir
las dificultades escolares en Algebra;
ciertamente los items con mayor di-
ficultad para los alumnos fueron
también aquellos en los que la “tra-
duccién” en términos del lenguaje,
mas formal, del ordenador conllevd
mas esfuerzo por nuestra o su parte.

Pero hemos mencionado en la
introduccién un tercer aspecto a la
hora de plantear la perspectiva del
Algebra escolar desde el Calculo
Simbélico. Herramienta, analisis
conceptual de contenidos y tareas
propios del Algebra, y, en tultimo
lugar, consideracion de otros avan-
ces de caracter teorico que son una
consecuencia del Célculo Simbélico
y que suponen unareflexion en areas
de interés didactico como la ense-
fianza de la Geometria y de los siste-
mas de numeros. Para nosotros la
diferencia fundamental, entrelos dos
primeros aspectos comentadosy este
ultimo que iniciamos, radica en los
términos temporales de su aplica-
cion didactica, mas proxima para
aquellos y mas lejana para este. De-
jando a un lado los detalles técnicos,
que pueden consultarse en la recien-
te obra de S.S.Chou “Mechanical
Geometry Theorem Proving” (D. Reidel
Pub. Co. 1988), podemos decir que en
laactualidad existen varios programas
que pueden probar la veracidad o
falsedad de una gran cantidad de
teoremas de la Geometria euclidea
(incluyendo la mayoria de aquellos
que suelen plantearse en todos los

niveles de ensefianza) en unos pocos
segundos de trabajo con un ordena-
dor de tamario medio; ademas tales
programas suelen, en el caso de que
el teorema planteado sea falso, exhi-
bir las hipotesis necesarias para que
sea cierto. Estos programas no son
demostradores logicos sino que ope-
ran mediante la traduccion de las
hipotesis y tesis a términos de
ecuaciones algebraicas, introducien-
do un sistema de referencia carte-
siano, de modo que la verdad o fal-
sedad del teorema equivale a verificar
silas ecuaciones de las tesis son una
consecuencia de las ecua-ciones que
describen las hipoétesis. Insistimos en
el caracter absolutamente no matiza-
do de todas estas afirmaciones, en
aras de la claridad. Como ya puede
comprenderse, los programas de
Calculo Simbélico que hemos men-
cionado antes, de manipulacién
algebraica, sirven para resolver esta
version algebrizada de la Geometria
Euclidea. La obra de Chou contiene
unaimpresionante cantidad de ejem-
plos desarrollados por medio del or-
denador; alguno de los cuales corres-
ponden a teoremas desconocidos y
conjeturados antes de su resoluciéon
por Chou. Desde nuestro punto de
vista esta situacion debe conducir al
planteamiento de la siguiente re-
flexién: ademas de desarrollar en los
alumnos (de cualquier nivel) ciertas
destrezas, vision, capacidad de razo-
namiento y comprension, para que
sean capaces de crear sus propios
métodos de planteamiento y resolu-
cion de los problemas que se le pre-
senten, en el area de la ciencia que
corresponda, la ensenanza ¢no debe-
ria verse afectada, sesgada, influida,
(isese aqui cualquier vocablo abso-
lutamente moderado) por la existen-
cia de un método que conduce efi-
ciente-mente a la resolucién de los
mismos? Tal vez no sea ninguno de
los programas actuales ese método
ideal, todavia; pero la validez de la
pregunta no por ello queda en entre-
dicho: s6lo la urgencia de la respues-
ta aplazada.
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El segundo apunte de futuro se
refiere a la utilizacién de los niime-
ros decimales para representar nii-
meros irracionales algebraicos, un
tema que ya hemos esbozado e intro-
ducido en el epigrafe anterior, al
comentar el tratamiento momenta-
neamente distinto de estos niimeros
en las clases de Algebra. El requeri-
miento de manipularlos sin pérdida
de precisién (no admitiendo que se
tome ( 3V5- 2¥11). 1/10.000 como
cero, por ejemplo) podria extenderse
a los ntimeros racionales, relegando
su representacion decimal al papel
de indicar de forma rapida la medida
del ntimero, su tamano: 345678/
1254 nos da menos informacion en
ese sentido que 275,66028708; pero
es bien sabido que podemos realizar
exactamente todas las operaciones
aritméticas y comparaciones entre
numeros racionales sin recurrir a la
notaciéon decimal (obteniendo esta
expresion so6lo cuando se desee tener
una interpretaciéon de la medida del
numero calculado). La exactitud se
paga -ciertamente con una mayor
- :dncomodidad, si -es que -se .realizan
los «calculos con 1apiz y papel. Este
argumento, sin embargo, hoy dia no
tiene el peso necesario para compen-
sar la pérdida de precision, salvo en
situaciones muy técnicas, los orde-
nadores calculan eficientemente con
numeros enteros arbitrariamente
grandes; ademas, los programas de
Calculo Simbodlico trabajan directa-
mente con fracciones. Ciertamente,
si se deja a unlado el problema de la
medida, la conversién de los resulta-
dos de algunas operaciones con nu-
meros enteros, dividir, extraer raices,
a numeros decimales se justifica
principalmente en los ntmeros
irracionales. ¢Qué podriamos hacer
con tales operaciones sin la repre-
sentacion aproximada de los resul-
tados de las mismas? Supongamos
que alguien estima que la solucién a
un problema es la suma de las raices
positivas de las ecuaciones x2-2=0y
x2-3=0y desea saber si este resulta-
do es mayor o menor que la raiz

positiva de x2-5=0. Naturalmente es
sencillo determinar esto sin recurrir
al calculo decimal de las raices, pero
imaginese el mismo problema con
ecuaciones mucho mas complejas,
tal vez con coeficientes que son a su
vez raices de otras ecuaciones, y con
raices que solo pueden determinarse
indicando “la tercera raiz real” o “la
décima raiz real positiva” de una
cierta ecuacién. En estos casos pa-
rece que el tinico recurso es la bus-
queda de las raices mediante una
aproximacion a su representacion
decimal. (Un tema que, al margen o
complementariamente a este anali-
sis, deberia potenciarse en la clase
de Algebra) .

Existe, sin embargo, una meto-
dologia distinta y reciente, que ha
elaborado una aritmética (incluyen-
do comparaciones entre numeros y
extracciones deraices de ecuaciones
cuyos coeficientes son numeros
irracionales algebraicos) partiendo
de unarepresentacion finitista de los
irracionales algebraicos: asi V2 es
-representado como €l par (x*>-2, +) y
1a -aritmética -procede operando de
cierta forma con tales representacio-
nes exactas, esencialmente redu-
ciendolos procesos operativos ala
aritmética de nimeros enteros. El
resultado fundamental por el que el
Calculo Simbolico Automatico pue-
de resolver algoritmicamente este
planteamiento es un lema del cono-
cido matematico francés René Thom,
por lo que esta forma de representa-
cion de los ntimeros algebraicos re-
cibe elnombre de “codigos alaThom”.
(Véase “Thom’s lemma, the coding of
real algebraic numbers and the
computation of the topology of semi-
algebraic sets” de Coste y Roy,
Journal of Symbolic Computation,
vol. 5, No. 1 & 2. 1988). Desarrolla-
dos teéricamente por los matemati-
cos franceses Coste y Roy, la
implementacién de la aritmética co-
rrespondiente en un sistema de Cal-
culo Simbélico esta siendo llevada a
cabo por los profesores Olazabal y

Gonzalez-Vega de la Universidad de
Cantabria. De esta forma es posible
que en un futuro no muy lejano, al
disponer de un marco teéricoy prac-
tico en el que las operaciones entre
todos los ntimeros algebraicos pue-
den realizarse con descripciones fi-
nitas de los mismos y precision in-
finita, el esquema conceptual vigen-
te hoy para la manipulaciéon de los
numeros radicales en la clase de
Algebra pudiera extenderse a todos
los aspectos de manipulacién, en el
nivel escolar, de cualesquiera ntume-
ros, salvo para estimaciones de me-
dida. Se evitaria asi la necesidad,
presente ahora, de recurrir al infini-
to actual (definicion de un ntimero
radical como limite de las aproxima-
ciones decimales) para “entender” lo
que son ciertos numeros; la formu-
lacién con “cédigos” implica, en el
fondo, contemplar esencialmente
todos los ntimeros algebraicos como
numeros enteros o como operacio-
nes potenciales sobre los mismos...
El marco conceptual que propone-
mos, para el futuro, es por tanto
mucho mas sencillo, un retorno al
viegjo dicho de Kronecker sobre la
creacion divina de los ntimeros na-
turales ...

Se habra observado que el anali-
sis precedente excluye a los niime-
ros trascendentes, que no pueden
representarse simultaneamente con
procedimientos finitistas. Precisar el
auténtico papel que desempenan,
para la elaboracién en la mente de
los alumnos de un esquema concep-
tual global del sistema numeérico, los
escasos numeros trascendentes (e,
T) que aparecen en el curriculum
escolar, mas bien como simbolos
desprovistos de concrecion numeéri-
ca, o el caracter numérico de la
construccidn de larectareal, es cier-
tamente dificil. En nuestra opinién,
cualquiera que sea la importancia
curricular de la completacion de los
numeros racionales, en definitiva, la
introduccién del infinito actual en el
discurso del alumno, no debe ser un

awas 13/1993 25



ARTICULOS

condicionante para el estableci-
miento de aproximaciones didacti-
cas propias a la manipulacion de los
nameros no trascendentes.

Conclusiones

La utilizacién de ordenadores en
la clase de matematicas ha de ser
contemplada desde la perspectiva de
las modificaciones conceptuales
que conlleva, a veces puntuales y a
veces mas amplias, afectando a bue-
na parte del aprendizaje de un tema,
y no solo como herramienta para la
realizacion de calculos o como re-
curso didactico en el aula (yaseaen
una concepcion asistida de la ense-
flanza o como instrumento para un
aprendizaje por descubrimiento di-
rigido...). En el caso de la ensefianza
del Algebra escolar, tradicionalmen-
te poco afectada por el uso de calcu-
ladoras y microordenadores y limi-
tada al aprendizaje de unas técnicas
de manipulacién simbélica de ca-
racter aislado, aislado del contexto
cientifico escolar y de las aplicacio-
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nes, la generalizacion creciente de
programas de Calculo Simbolico Au-
tomatico que pueden ser usados en
ordenadores personales ha de tener
consecuencias en las tres lineas que
seflalamos en negrita. Tras el anali-
sis realizado en el articulo se deduce
la necesidad de reducir las practicas
manipulativas como objetivo funda-
mental, tal vez no declarado, pero si
de facto, de la clase de Algebra, sus-
tituyéndolas por una mayor explora-
cion de los sentidos de esta mani-
pulacién, tal y como son revisados
desde la perspectiva del Calculo
Simbolico Automatico. En particu-
lar, el significado de lasigualdadesy
de los simbolos algebraicos desde un
punto de vista exclusivamente se-
mantico, esto es, con una interpreta-
cién meramente ecuacional o funcio-
nal, de reemplazamiento por valores
numeéricos, deberia ser ampliado a
una interpretacion sintactica de re-
glas de reescritura, como pone de
manifiesto el estudio de la investiga-
cion, encuesta iniciada por otros pro-
fesores en el campo de las dificulta-
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des del Algebra escolar. Asimismo el
concepto, tan abundante en los ejer-
cicios de Algebra, de simplificacion
deberia ser empleado en sentido mas
restrictivo y mas vigilante del desa-
rrollo correcto de esquemas concep-
tuales de simplificacién en el alum-
no. La utilizacién de expresiones
numeéricas sin evaluacién decimal,
también caracteristico de la clase de
Algebra, podria ser clarificada desde
la consideracion global de la cons-
truccién mental del significado del
sistema numérico. La operatoria
implementada actualmente en los
Sistemas de Calculo Simbdlico per-
mitiria de forma efectiva evitar esta
dicotomia o ruptura decimal, redu-
ciendo la elaboracién del sistema
numeérico a la comprension de los
numeros decimales.
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