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El destino supremo de la matematica
consiste precisamente en encontrar el
orden oculto en el caos que nos rodea.

Norbert Wiener, 1981.
e
En el articulo se destaca la importancia de la matematica en todos los A&mbitos
de la cultura humana y en particular en las ciencias - por un lado en las ciencias
fisicas y por otro lado en las ciencias sociales.

La edad de oro, que vive actualmente la matematica, esta estrechamente
relacionada con la revolucién de informatica que vivimos.

Se plantea que la computadora ha cambiado la manera de hacer matematicas. La
matematica ha adoptado ciertas metodologias de trabajo de las ciencias experi-
mentales. Exploracién y descubrimiento a través de actividades como observar,
hacer predicciones, probar hipétesis, conducir ensayos, controlar variables, etc.,
son ahora propios de la investigaciéon de la nueva matematica experimental.

La ensefianza de la matematica también se ve afectada por la presencia de las
microcomputadoras ya que hay que revisar contenidos y métodos de ensefianza.
Esto requiere que los profesores de matematica, especialmente del nivel medio-
superior tendran que actualizarse con tdépicos contemporianeos como son las
matematicas discretas, métodos interactivos, conjuntos borrosos, fractales, caos y
catastrofes entre otras.

Se ilustran estos cambios en contenidos y métodos de ensefianza con los cursos

de Cilculo y Algebra y se insiste en la importancia de incluir computadoras y
calculadoras en los disefios didacticos para visualizar conceptos y experimentar.

En las ultimas décadas las mate-

Introduccién

Cuando Lebesgue desarrollo su
analisis de la relacién entre la 16gica
y la aritmética (Lebesgue, 1931), es-
cribi6é que la matematica fue creada
por el hombre por necesidad para
resolver sus problemas y dedujo que
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el profesor de matematicas debe ser
un profesor de "accidén". La matema-
tica es la ciencia que tiene mas co-
nexiones culturales (Howson, 1986)
y responde a las exigencias de dis-
tintas sociedades lo cual ha condu-
cido al desarrollo de nuevas ideas
matematicas.

maticas han sido reconocidas como
herramienta importante y esencial
en muchas disciplinas y desarrollos
tecnologicos.

Estamos cada vez mas cerca de
que se cumpla el suefio de Descartes
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de una matematizacién del mundo
(Davis, Hersh, 1986).

Es muy conocido que las mate-
maticas han sido esenciales en las
teorias fisicas ya que hay un parale-
lismo entre las diversas ramas de la
matematicaylas grandes sintesis de
la filosofia natural métodos mate-
maticos permitieron avanzar a los
tedricos de la fisica que a su vez
plantean problemas que llevan a
nuevas adquisiciones matematicas.
El ejemplo clasico de lo ultimo es el
‘descubrimiento del analisis infi-
nitesimal por Newton y Leibnitz,
mientras que aplicando las ideas
abstractas que 50 anos antes habian
desarrollado Gauss y Riemann,
Einstein elabor6 su teoria de la
relatividad (Bergamini, 1964).

Pero no sélo la fisica, también la
economia o linguistica, entre otras,
requieren unnuevo nivel de matema-
tizacién (Trillas, 1980). La matema-
tica surgié desde siempre del estudio
de las reglas para escudrifiar la na-
turaleza y llegar a conocer todo lo
que existe.

Labiologiay medicina como cien-
cias delavida adquieren cada vezun
caracter mas matematico. Lo mismo
sucede en la sociologia y psicologia.
Las matematicas también han llega-
do a la composicion musical, la co-
reografia, la poesia y a otras artes,
muchas veces a través de una
informatizacién. Como ejemplo, para
grabaciones de musica se filtran las
ondas mediante transformaciones de
Fourier.

Aun mas, nuestra vida cotidiana
esta impregnada por el pensamiento
matematico, de pronto de manera
trivial, de pronto de manera comple-
ja (Alvarado, 1990). Es posible en la
actualidad vivir sin musica y sin
literatura, pero sin matematicas es
imposible.

La teoria de la complejidad y la
teoria de juegos han invadido la filo-
sofiay la religion. Hay pocos campos
enlos quelas matematicas no hayan
penetrado o no puedan penetrar.

Avances de la matematicay
cambios en sus métodos de
investigacién

El impacto de la revolucién de
informacién que actualmente vivi-
mos a causa del avance tecnoléogico
en equipos de computacion se siente
enlos avances enramas tradicionales
de la matematica, en la aparicién de
nuevas ramasy en la metodologia de
trabajo de los matematicos investi-
gadores. Ademas es indiscutible el
papel crucial que la matematica jue-
ga en los aspectos teodricos de la
computacion.

Las informatizaciones, en gene-
ral, tienen un sustrato matematicoy
una computadora es un instrumen-
to matematico por excelencia.

Las computadoras ofrecen nue-
vas maneras de escritura y de calcu-
loy permiten ver las ideas mas tradi-
cionales de una nueva perspectiva.

Las areas nuevas o descubiertas
nuevamente para la investigacion en
matematicas incluyen ecuaciones no
lineales de ondas, trabajos relacio-
nados con funciones de Weierstrass,
Takagi y la funciéon singular de
Lebesgue. Las computadoras tienen
también un impacto en la teoria de
grupos, combinatoria, teoria de na-
meros, geometria y analisis mate-
matico, para mencionar los mas im-
portantes (ICMI, 1986).

Es conveniente aqui mencionar
la metafora de la matematica como
un arbol grande y frondoso con rai-
ces, tronco y ramas que crece en el
tiempo (Davis, Hersh, 1982). En las
ultimas décadas ese arbol crecio ra-
pido y sigue creciendo. Se estima

que la matematica conocida se pue-
de representar en unos 100.000 vo-
limenes de una biblioteca. La es-
tructura fina que se puede dar a
estos escritos matematicos consta
de 3.000 categorias. Segun estima-
ciones de la productividad anual de
la comunidad matematica se habla
de unos 200.000 teoremas nuevos lo
cual pone al matematico investiga-
dor ante un dilema: es imposible
mantenerse al tanto ni siquiera en
los resultados mas destacados. Este
desarrollo dinamicoy acelerado dela
matematica parece no tener fin. Sin
embargo, la cantidad de matemati-
cas "vivas" que en algiin momento
existe tiene limites por lo cual espe-
cialidades mas viejas seran des-
echadas conforme surjan las nuevas
y con ellas metodologias de investi-
gacion novedosas. :

Laidea de la demostracién mate-
matica como una cadena de deduc-
ciones a partir de los axiomas, ha
sido afectada por las computadoras
que sugierenresultados que luego se
prueban o que han realizado demos-
traciones como en el caso del teore-
ma de los cuatro colores. En ocasio-
nes se generan contraejemplos con -
la computadora y se refutan conje-
turas.

Demostraciones por computadora
a veces se critican porque se basan
en "la fuerza bruta" por ejemplo, un
analisis exhaustivo de todos los ca-
80s. Pero este método puede generar
sistemas expertos que hacen mate-
maticas para cumplir el suefioc de
Leibnitz de una "maquina calculado-
ra racional".

Algunas ramas de la matematica
como, por ejemplo, la teoria de nu-
meros siempre han sido abiertas ala
experimentacion la cual es mas fac-
tible con computadoras. Experi-
mentos llevan a conjeturas y a veces
a teoremas. En estadistica, por
ejemplo, experimentacion puede ha-
cerse a través de simulaciones o
analisis exploratorio de datos.
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Lamatematica experimental esta
ganando cada vez mas adeptos y ya
existen revistas como el "Journal of
Experimental Mathematics", algo
inconcebible hace algunos afios.

El interés en métodos iterativos
ha sidorevivido por las computadoras
y se obtuvieron resultados fascinan-
tes, como por ejemplo, la teoria delos
fractales. La necesidad de encontrar
algoritmos econémicos para la pro-
gramacion de computadoras ha lle-
vado ala teoria delas complejidades.
La existencia de paquetes simbéli-
cos alivia el trabajo "pesado" paralos
matematicos y los anima a atacar
problemas considerados inaccesi-
bles. (ICMI, 1986).

Ilustramos el impacto de las
computadoras en la ensefianza ma-
tematica con el ejemplo de un curso
clasico en el curriculo matematico, el
calculo.

Durante muchos afios, el calculo
diferencial e integral ha sido el na-
cleo de los primeros semestres de
matematicas en la universidad. La
introduccién de computadoras a la
ensenanza en las universidades
puede tener varios efectos para estos
cursos de calculo, por un lado va a
cambiar la metodologia de ensefian-
zay por otro lado el mismo contenido
delos cursos. (Seidman, Rice, 1986).

Para los matematicos el calculo
representa métodos y técnicas para
estudiar funciones que pueden ser
definidas en los niimeros reales, en
espacios euclidianos de 2, 3 6 n
dimensiones o en el plano complejo.
El calculo efrece al alumno herra-
mientas formales y abstractas para
el estudio de las matematicas supe-
riores. Por otro lado, el calculo repre-
senta las bases para aplicaciones de
las matematica a las ciencias fisicas
y las ingenierias. Todas las aplica-
ciones basadas en el calculo estan
relacionadas con modelos matema-
ticos que pueden considerarse con-
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tinuos, e.d. definidos en los ntime-
ros reales. El calculo predominaba
justamente por las numerosas apli-
caciones de las matematicas con-
tinuas.

Pero en los tultimos afios se ha
incrementado considerablemente el
interés en aplicaciones de las mate-
maticas discretas: combinatoria,
métodos de conteo, induccién, recu-
rrencia, teoria de grafos, arboles,
maquinas finitas, codificacion y
algebra booleana; este interés esta
relacionado con el uso cada vez mas
amplio de computadoras y represen-
ta un reto para el curriculo tradicio-
nal de calculo. Existen por un lado
tendencias de incluir mas métodos
numeéricos en calculo, por el otro
lado hay que tomar en cuenta la
existencia de paquetes de software
que manejan simbolos haciendo el
estudio de las técnicas de diferen-
ciacién e integracion aparentemente
obsoletos.

Los conceptos basicos del calculo
siguen siendo importantes: cambio,
razén de cambio instantaneo, rela-
cién funcional, resultados acumula-
dos, pero se pueden explorar desde
el punto de vista continuo y discreto;
por ejemplo, a los conceptos con-
tinuos como funcién, ecuacion dife-
rencial, derivacion, integral le co-
rresponden los conceptos discretos:
sucesion y serie de tiempo, ecuacion
de diferencias, diferencia y suma-
toria. Se puede observar que los
conceptos discretos son técnica-
mente e intelectualmente mas sim-
ples que sus contrapartes continuas.

Obviamente, la matematica dis-
creta no soélo tiene un impacto en los
cursos de calculo sino es una rama
de la matematica que cada vez es
mas importante. El mundo fisico se
puede modelar con el calculo dife-
rencial e integral, como el lenguaje
de los cambios continuos, pero el
mundo de la informacion necesita la
matematica discreta (Finkbeiner,
Lindstrom, 1987).

Lamatematica
contemporanea

Enlas tiltimas décadas entonces,
la matematica ha adoptado ciertas
metodologias de trabajo de las cien-
cias experimentales, sobre todo de-
bido a los medios electronicos de
computo.

Las actividades como observar,
explorar, formar discernimientos,
intuiciones, hacer predicciones, pro-
bar hipétesis, conducir ensayos,
controlar variables, simular situa-
ciones reales son cada vez mas im-
portantes. Actividades tradicionales
como demostrar, generalizar y abs-
traer no se dejan de lado, pero esta
apertura es una oportunidad parael
profesor de presentar la matematica
como una ciencia viva y en pleno
desarrollo y no como una serie de
"recetas"y conocimientos acabados.
Sin embargo, la matematica nunca
sera una ciencia puramente experi-
mental. Para el matematico investi-
gador siempre hace falta la demos-
tracion, para el alumno se puede
quedar a veces en lo experimental e
intuitivo. Tépicos de probabilidad,
estadistica y métodos iterativos se
prestan para este enfoque, tal como
aspectos modernos de la geometria
de fractales. (Goldenberg, 1989).

Es importante destacar que los
cursos de actualizacion para profe-
sores de matematicas deben incluir
tépicos de las matematicas contem-
poraneas, tales como matematicas
discretas, subconjuntos borrosos, la
geometria fractal, teoria de caos y
catastrofes, paramencionar algunos.

Subconjuntos borrosos:

La teoria de subconjuntos borro-
sos empez6 en 1965 con un trabajo
de Zadeh y se trata basicamente de
un analisis légico-funcional de la
vaguedad como contraste al analisis
de la claridad de la 16gica booleana y
la teoria clasica de conjuntos. (Tri-
llas, 1980). La teoria de subconjuntos
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borrosos permite plasmar en formu-
las, descripciones vagas en relacion
con clases mal definidas. Esta teoria
como generalizacién funcional de la
de conjuntos, en base a una logica
multivalente, ha surgido por la nece-
sidad deiniciarla escritura matema-
tica de complicadas situaciones
relacionales entre objetos vagos.
Subconjuntos borrosos son clases
con limites indeterminados en las
que la transicién de membresia ano-
membresia es mas bien gradual que
brusca. Se puede afirmar que la 16gi-
ca humana no es de dos valores sino
es una logica de verdades borrosas.
En la matematica clasica no se ad-
mite lo borroso, pero el tratamiento
sistematico de lo borroso permite
nuevos avances enlamatematizacion
de la psicologia, sociologia, ciencias
politicas, filosofia, fisiologia, econo-
mia, linguistica, etc. (Kaufman,
1982).

Fractales:

Otra rama de la matematica con-
temporanea es la teoria de los
fractales que es un auténtico nexo
entre arte y ciencia y abre la posibi-
lidad de hallar el orden que se escon-
de tras una multitud de fenémenos
caéticos que no encajaban en ningu-
na geometria. (Ruiz, 1990). La geo-
metria de los fractales es la geome-
tria que permite modelar la natura-
leza: paisajes, arboles, plantas, cos-
tas, cristales, copos de nieve, rios,
valles. Matematicamente son curvas
infinitas contenidas en una superfi-
cie finita con una dimensién frac-
cionaria que se caracteriza por la
recursividad y la autosimilaridad: el
hecho que el todo siempre esta con-
tenido enlas partes. (Peitgen, Richter,
1986).

Caos:

Cualquier proceso que transcu-
rra en el tiempo es un ejemplo de un
sistema dinamico. Estos sistemas
ocurren en muchas ciencias, en la
vida diaria y en la naturaleza. Ejem-

plos de tales sistemas encontramos
en la meteorologia, economia, astro-
nomia, quimica, etc.

Elestudio de sistemas dinamicos
tiene como objetivo predecir el resul-
tado del proceso. Algunos sistemas
dinamicos son predecibles y otros
no, se vuelven caéticos. La nocién
matematica del caos es importante,
simplemente porque permite afirmar
que sistemas dinadmicos simples y
deterministicos pueden comportar-
se en forma impredecible o caética.
La clave del estudio de sistemas di-
namicos es la iteracién: la repeticién
sucesivade un proceso“. Si el proceso
dinamico se puede describir me-
diante una funcién matematica se
generan para cadavalor dela funcién
a través de iteraciones sucesivas las
llamadas 6rbitas. Algunos sistemas
dinamicos tienen drbitas inestables
que muchas veces forman un fractal.
En la naturaleza se nos presentan
fenémenos impredecibles, que sin
embargo se rigen por leyes.

Hace mas de una décadalos cien-
tificos se dieron cuenta que ciertos
sectores del caos en la naturaleza
pueden ser descritos por leyes. Un
sistema de este tipo, que sigue por
un lado las leyes fisicas de causa y
efecto, pero que tiene consecuencias
imprevisibles es llamado en el len-
guaje dela cienciamoderna "sistema
cadtico".

Para la investigacion del caos, la
geometria fractal es un medio auxi-
liar importante.

Catastrofes:

Una descripcion matematica del
mundo requiere muchas veces una
interaccion entre continuidad y feno-
menos discretos (Arnold, 1987). Para
describir la aparicién de estructuras
discretas a partir de estructuras

suaves, regularesy continuas seusan -
términos como singularidad, bifur-

caciones y catastrofes. El desarrollo
de la teoria de singularidades en

combinacién con la teoria de la bi-
furcacién (Poincaré, 1989; Andronov,
1933) es una poderosa herramienta
con un amplio campo de aplicacio-
nes en ciencia e ingenieria. Los ma-
tematicos René Thomy E.C. Zeeman
(Thom, 1975) sugieren que la teoria
de singularidades y sus aplicaciones
deberia llamarse teoria de catastro-
fes.

La teoria de catastrofes tiene por
ende sus origenes en la teoria de
singularidades de aplicaciones sua-
vesy en la teoria de bifurcaciones de
sistemas dinamicos. En el caso de la
teoria de singularidades se trata de
una generalizacién muy amplia del
estudio de funciones en puntos
maximos y minimos, sélo se sustitu-
yen las funciones por aplicaciones
que son colecciones de varias fun-
ciones de varias variables. Bifurca-
cién quiere decir ramificacion y se
usaen un sentido amplio para desig-
nar todo tipo de reorganizaciones
cualitativas mientras que catastro-
fes son cambios bruscos que surgen
como respuesta repentina de un sis-
tema a un cambio suave en las con-
diciones externas. Habia muchos
intentos de aplicar la teoria de catas-
trofes a materias tan diversas como
el estudio del latido del corazén, la
linguistica, la economia, la geologia,
la estabilidad de los barcos, los mo-
tines en las prisiones y la influencia
del alcohol en conductores.

Conclusiones

Los contenidos matematicos han
cambiado en calidad y cantidad en
las ultimas décadas y también la
manera de hacer matematicas.

Si el investigador matematico
adopté nuevos métodos de trabajo de
exploracién y descubrimiento, con
mayor razén el profesor de matemati-
cas debe incluir estas técnicas en sus
clases. Equipo de computo y calcula-
doras son excelentes herramientas
paralograr ésto. El aprendizaje activo
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es mas efectivo y la exploracién diri-
gida hace la matematica interesante
y atractiva. Los alumnos aprenden
contenidos matematicos y habitos de
construir el conocimiento, de "mate-
matizar"y asi encontrar la utilidad de
conceptos matematicos. Laresolucion
de problemas debe ser central en el
quehacer matematico de profesoresy
alumnos.

Los cursos de actualizacién para
profesores de matematicas deben in-
cluir tépicos contemporaneos, mu-
chos de los cuales se pueden llevar
también al nivel de los alumnos.

Como ejemplo mencionamos un
trabajo de Goldenberg (1989) en el
cual se propone llevar la geometria de
fractales a la escuela secundaria y
preparatoria. Como medio grafico se
usa el LOGO (Abelson, Disessa, 1981)
de una microcomputadora. De esta
manera se incorpora una rama im-
portante de la matematica del siglo
XX al nivel medio-superior y se ilus-
tra la cultura y vitalidad de la inves-
tigacion en la matematica actual.
También el concepto de funciones
iterativas y recursivas se puede intro-
ducir en el nivel medio superior al
igual que el estudio de la funcion lo-
gistica (NCTM, 1991).

Laidea derecursién eiteracion es
basica para comprender los concep-
tos fundamentales del estudio de
sistemas dinamicos y caos y se pue-
de discutir a nivel medio-superior.
Una excelente publicacién reciente
llamada "Fractals for the Classroom"
(Peitgen, 1992) ofrece material para
el estudio de recursién, caos y frac-
tales en las escuelas.

Es urgente que los profesores de
matematicas del nivel medio-supe-
rior y los educadores en matemati-
cas que se ocupan del mejoramiento
de tales maestros intenten seria-
mente terminar el virtual divorcio
entre la matematica contemporanea
ylainvestigacion en este campo y los
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contenidos de los cursos que se ofre-
cen a los alumnos. Debemos buscar
alternativas a la vieja costumbre de
ensenar una matematica anticuada,

estatica y mecanizada de manera

anticuada, estatica y mecanizada.

Como ejemplo podemos conside-
rar los cursos tradicionales de al-
gebra. Estos cursos normalmente
ponen inicialmente mucho énfasis
en la manipulacién de expresiones
algebraicas fuera de contexto los
cuales hay que transformary simpli-
ficar segun ciertas reglas. Después
se trabaja con ecuaciones de diver-
sos tipos y problemas de texto irrele-
vantes para la mejoria de los alum-
nos. Estos cursos llevan a muchos
alummnos al fracaso y al repudio de
las matematicas que les afecta para
elresto de suvida. Afortunadamente
hay alternativas viables para reme-
diar esta lamentable situacion de la
ensefianza del Algebra en el nivel
medio-superior y en los cursos
"remediales" a nivel profesional. Un
grupo de investigadores de dos uni-
versidades de Estados Unidos ha
realizado un esfuerzo durante varios
anios para cambiar radicalmente el
enfoque didacticoy de contenido alo
que puede ser un primer curso de
algebra en la preparatoria. El pro-
yecto llamado "Computer Intensive
Algebra" utiliza herramientas numé-
ricas, graficas y simboélicas y el apo-
yode calculadoras cientificas, calcu-
ladoras graficasy computadoras para
desarrollar en el alumno las ideas
algebraicas basicas y los métodos de
razonar con expresiones simbélicas
para resolver problemas cuantitati-
vos. Procedimientos algebraicos com-
plejos se manejan con paquetes
simbélicos de algebra. Por otro lado,
alumnos que tienen problemas en
organizar y manipular relaciones
complejas entre los datos de una si-
tuacionrealista pueden usar compu-
tadoras para construir los modelos
matematicos adecuados. El enfoque
de CIA se distingue por tres caracte-
risticas:

1. Uso extensivo de modelos y re-
presentaciones para ideas
algebraicas.

2. La organizacion del algebra al-
rededor de los conceptos de va-
riable y funcién.

3. Unanuevarelacion entre cono-
cimiento conceptual y procedi-
mientos en algebra. Se hace
énfasis en un algebra aplicaday
modelos matematicos.

Si logramos cambiar contenidos
tradicionales e incluir tépicos mate-
maticos contemporaneos que se
prestan parala adopcién de un estilo
de aprendizaje visual y experimen-
tal, podriamos iniciar cambios dra-
maticos y fundamentales en el des-
empeno de los alumnos (Goldenberg,
1989).

Topicos de investigacién de fron-
tera en matematica que tienen una
gran aplicabilidad en otras ciencias
pueden jugar un papel importante
en los contenidos de la matematica
en la escuela para atraer los alum-
nos a la belleza intelectual de la ma-
tematica y su utilidad y actualidad.
Herramientas graficas de alta velo-
cidad y definicién en computadoras
pueden ser un factor importante en
esta apertura.

Si matematicos investigadores
cooperan con profesores de mate-
maticas delnivel medio-superior sera
posible darle una informacién ac-
tualizada, mejorando su cultura ma-
tematica y fomentando nuevos mé-
todos de hacer matematicas.

Lavitalidad delamatematica con-
temporanea que experimentan los
matematicos, esta en contraste a lo
que viven la mayoria de los alumnos
debido a que los matematicos tratan
de resolver problemas novedosos
mientras que los alumnos se enfren-
tan con "problemas" que sus maes-
tros pueden resolver. De ahi que la
matematica aparece como un cuer-
po de hechos y técnicas, muerto e



ARTICULOS

inerte, que heredamos de nuestros
antepasados, que no admite explo-
racion, tal que cada pregunta tiene
una y s6lo una respuesta que al-
guien ya sabe (Goldenberg, 1989).
Es tiempo que hagamos un esfuerzo
de cambiar esta imagen de la mate-
matica.
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