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El objeto del presente articulo es presentar, partiendo de juegos, algunos
problemas que incentiven el enfoque de una situacién desde distintos angulos.
Concretamente el trabajo se estructura en tres epigrafes, correspondiendo cada
uno a un juego: I. Pasar la pelota en un corro. II. El juego de las cerillas. III.
Hundimiento de barcos. En cada epigrafe se comienza planteando el problema en
forma intuitiva, introduciéndose a continuacién los conceptos, relacionados con
las cuestiones suscitadas, de los distintos campos de la matematica: Geometria,
Algebra, Combinatoria, Teoria de Grafos, Programacion Lineal, Computacién, etc.
Adicionalmente se presentan algunos resultados que facilitan el analisis del

problema.

Introduccién

Con frecuencia una misma idea puede llevar a
desarrollos muy distintos segtin el ambito en que
ésta surja o la utilidad que se le piense dar. Los
modelos matematicos mas fructiferos en el campo
del pensamiento humano son aquellos que pre-
sentan un mismo problema bajo distintos puntos
devista. Ademas, los de facil comprension, aunque
conlleven problemas dificiles, son un estimulo
parala creatividad y un extraordinario instrumento
para la ensefianza.

El objeto del presente articulo es presentar,
partiendo de juegos, algunos problemas que
incentiven el enfoque de una situacion desde dis-
tintos angulos. Concretamente el trabajo se es-
tructura en tres epigrafes, correspondiendo cada
uno a un juego: I. Pasar la pelota en un corro. II. El
juego de las cerillas. IIl. Hundimiento de barcos.

En cada epigrafe se comienza planteando el

problema en forma intuitiva, introduciéndose a
continuacion los conceptos, relacionados con las
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cuestiones suscitadas, de los distintos campos de
lamatematica: Geometria, Algebra, Combinatoria,
Teoria de Grafos, Programacion Lineal, Computa-
cién, etc. Adicionalmente se presentan algunos
resultados que facilitan el analisis del problema.

Pasar la pelota en un corro

Consideremos que se traza una circunferencia
en el patio de un colegio y sobre ella, aproximada-
mente equidistantes, se sittian n nifios que se nu-
meran consecutivamente en el sentido de las agu-
jas del reloj. El juego consiste en pasarse la pelota
cumpliendo alguna regla determinada, por ejem-
plo, cada nifio debe lanzarla al que esta d lugares
mas avanzado que él.

Sirepresentamos graficamente el juego, obtene-
mos figuras que desde el punto de vista de la
geometria reciben el nombre de poligonos. Por
ejemplo, si n = 8y consideramos los casos d = 2y
d =3, obtenemos la figuras 1y 2 que se denominen

respectivamente estrella {2 } y poligono estrellado
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8
{ 3 } Si interpretamos los nifios como vértices y las

trayectorias de la pelota como aristas entre los
vértices, las figuras anteriores reciben el nombre
grafos.
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Figura 1

Figura 2

En relacion con el juego surgen las siguientes
cuestiones. ¢En qué situaciones la pelota llega a
todos los nifios? ¢Cuantos lanzamientos hay que
realizar para que la pelota vuelva a quien inici6 el
juego? Precisamos a continuacion las ideas ex-
puestas para poligonos y para grafos.

Un poligono estrellado es la figura formada al
unir por rectas los puntos que resultan de dividir
la circunferencia en n partes iguales, partiendo de
uno dado y contando de d en d. Se representa por

{ 2}, siendo d la densidad del poligono. Para d = 1

se tiene el poligono regular de n lados. Se llama
orden o género al numero g de rectas o cuerdas
necesarias para volver al punto de partida.

Se pueden presentar los siguientes casos:

1] nes multiplo de d. En este caso se obtiene un
poligono de género, g = n/d.

A la figura que resulta de dibujar todos los
poligonos de lamisma densidad, para un determina-
do valor de n, se les llama poligono de segunda
especie o sencillamente Estrella. La figura 1 se re-
presenta la estrella correspondiente an=8, d =2,
g=8/2=4.

2] n#d, pero ny dno son primos entre si. Sea
k= m.c.m.(n,d), entonces g = n/k. En el ejemplo
de la figura 3, n =10, d = 4, m.c.d. (10,4) = 2,
g=10/2=5.

3] ny d son primos entre si. En este caso g =n
y se obtiene un poligono de n lados, en el que la
circunferencia es recorrida d veces. En el ejemplo
delafigura2, n=8,d=3 mcm. (83)=1,g=8.

é z ‘
Figura 3 Figura 4 ‘

Alos poligonos que resultan de los casos 2] y 3]
es a los que propiamente se les llama poligonos
estrellados o de primera especie. En estos casos, el
poligono se forma con una sola linea poligonal. El

poligono { 2 } se considera el mismo que { nn } pero

d
trazado en sentido inverso.

Lafigura 4 corresponde al poligono estrellado {130}

La idea de unir puntos situados sobre una
circunferencia se puede trasladar facilmente a la
teoria de grafos.

Un grafo no dirigido G = (V,E) es una estructura
que consta de un conjunto finito V de elementos
llamados vértices y de un conjunto E de pares no
ordenados de vértices llamadas aristas. Se llama
grafo complementario G de un grafo G, al grafo
formado por los vértices de G y por las aristas que
no estan en G. Al ntimero de aristas que inciden en
un vértice se le llama grado.

Algunos grafos reciben nombres especiales. Un
grafo connvértices se dice completosiy solo si para
cada par de vértices existe una arista que los
relaciona, se indica por K . Un grafo en el que todos
los vértices tinen el mismo grado se llama regular.

Un ciclo es una sucesion de aristas donde el
vértice inicialy final coinciden. C_simboliza un ciclo
de longitud n > 3. Una cuerda de un ciclo es una
arista que une dos vértices no consecutivos en el
ciclo.
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Un grafo con nvértices, n> 4, que es un ciclo sin
cuerdas se llama un agujeroy se indica por H_. El
grafo complementario de un agujero H? se le llama
antiagujero, ﬁn. Indicaremos por H_un agujero de
n vértices y cuerdas de longitud d.

Un grafo con n vértices, n 2 3, se lama tela de
arana, Ai , sl para cada vértice i = {1,2,...,n} existe
unaarista quelerelaciona conlos vértices i+d, i+d+1,
i+d+2,...,i+n-d (las sumas se toman modulo n),
siendo 1 £d £[n/2]. Al grafo complementario A‘il se
le llama antitela de arana.

Siconsideramos que los nvértices estan situados
sobre una circunferencia, siguiendo la notaciéon de -

los poligonos estrellados, un grafo completo se
representaria:

K ={,

n 12.. [n/2]}

Un ciclo tendra la notacion:

n

{,)

Mientras que la tela de arafia y la antitela de
arana quedarian, respectivamente:

Cn=Hn=

n n

Af = {d @+ .. ([n/2]-d)} y A= {1 2. (d-l)}

Para n = 7 se pueden presentar los siguientes casos:

Especie Poligono Grafo Nombre
( 7 l 2\17 Grafo desconexo
0
{ 7 ] Poligono R@ =C, Antitela de
1 arafna o ciclo
[ 7 Poligono H2 Agujero
2 Estrellado
[ 7 | Poligono H = A3 Agujero o tela
3 Estrellado de arana
I 7 } I_-IC’; = 337 Antiagujero o
12 Antitela de arafa
[ 7 ’ HZ Antiagujero
13
( 7 ' A? Tela de arana
23
{ 7 I Al Tela de arana
123
90 & 11-12/1992




RECURSOS PARA EL AULA

El juego de las cerillas

A partir de un monton de cerillas, dos jugadores
que actiian alternativamente, van retirando en
cada jugada una, dos o tres cerillas. Gana el juego
quien consigue dejar en el montén una sola cerilla.

Como veremos, €l analisis de esta situacion tan
sencilla genera gran nimero de conceptos: juego
de informacién perfecta, grafo dirigido, circuitos de
un grafo, juego de Nim, conjuntos internamente
estables, conjuntos externamente estables, ntucleo
de un grafo, funcion de Grundy.

Este juego es un ejemplo de juego de informacioén
perfecta. Un juego se dice de informacién perfecta,
cuando jugandose alternativamente entre dos o
mas jugadores, estos conocen de antemano tanto
todos los estados del juego como todas las jugadas
que se pueden realizar desde cada estado. Cuando
dichas jugadas son las mismas para todos los
jugadores el juego se dice equilibrado.

En el estudio de muchos juegos resulta muy util
su modelizacion mediante un grafo. Un grafo diri-
gido G = (V,E) es un par formado por un conjunto
finito V, cuyos elementos se denominan vértices, y
otro conjunto E C VxV, cuyos elementos se deno-
minan arcos.

Para el analisis de nuestro juego, considerare-
mos el grafo cuyos vértices son los estados del
juego, es decir, el numero de cerillas n con que se
inicia el juego y el nimero de cerillas que pueden
permanecer en el montén a lo largo de su desarrollo,

V={l,2,..,n}

y los arcos son los pares ordenados de estados
entre los que la transicion del primero al segundo
es posible en una jugada,

E={nk)/neVake Vn {n-l), n-2), m-3)} }.

Si consideramos n= 16, podemos representar el
juego mediante el grafo de la figura 5.

16 =15 1413 12 =11 =10—> 9 —>8 -7 =6 —»5 =4 >3 2]

Figura 5

Unjuego se dice que es un juego de NIM, cuando
es un juego de informacién perfecta que se puede
representar mediante un grafo dirigido. En estos
juegos resulta vencedor quien conduce el juego a
un vértice final, es decir un vértice u e V tal que
VveV, (uv)e E.

Nuestro juego evidentemente es un juego de
NIM. Muchos otros también pertenecen a esta
clase: ajedrez, damas, tres en raya, juegos de
Marienbad, etc.

Se llama circuito, en un grafo dirigido, a un
conjunto de arcos {(u, v}}, i=1,...,n, tal que v, =u,
yv,=u,,,Vi=l,...n-l. Claramente todojuego de Nim
cuyo grafo no tiene circuitos, como ocurre en
nuestro juego, finaliza con un ganador.

Nuestro objetivo es la caracterizacién de las
posiciones ganadoras del juego, es decir, aquellos
vértices que debe elegir un jugador para vencer
independientemente de las jugadas de su oponente.,

En esta direccién tienen especial importancia
los conceptos de corjunto internamente estable,
conjunto externamente establey niicleo de un grafo.
Un conjunto de vértices se dice internamente es-
table, si siempre que un jugador elija uno de sus
vértices obliga a que su contrario no pueda elegir
ningun vértice de dicho conjunto. Un conjunto de
vértices se dice externamente estable, si desde
cualquier vértice de su complementario es posible
elegir uno de sus vértices. Evidentemente todo
conjunto externamente estable contiene todos los
vértices finales del grafo. Un conjunto, S = V, que
sea a la vez externamente estable e internamente
estable se llama nticleo del grafo.

De acuerdo con estas ideas, la determinacién de
un nucleo S del grafo, si existe, proporciona una
estrategia no perdedora para el jugador que con-
siga situar el juego en uno de sus vértices. Si un
jugador A elige un vérticev, € S, obien es un vértice
final (triunfo), o bien obliga a su oponente B a elegir
un vértice v, € V - S. Entonces el jugador A puede
elegir nuevamente un vértice v, € S, etc. El juego
termina cuando uno de los dos jugadores elige un
veértice final v, y puesto que v, € S el jugador ga-
nador no puede ser B. Ademas si el grafo no tiene
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circuitos, la anterior estrategia conduce claramen-
te al triunfo.

De forma mas precisa, en un grafo G = (V, E), un
conjunto I = V se dice que es internamente estable
o independiente, siy sélo si,

uvelosuveg EAv,u) ¢ E [1]

Un conjunto J = V se dice externamente estable
o dependiente, siy so6lo si, verifica:

VugJdvedtalque (u,v)e E 2]

Un conjunto de vértices se dice que es niicleo del
grafo, siy solo si, verifica las propiedades [1] y [2].

De acuerdo con lo expuesto anteriormente,
nuestro interés debe centrarse en encontrar, si
existen, los niicleos del grafo. Ahora bien, un grafo
sin circuitos posee niicleo y ademas es tinico, como
ocurre en el grafo que nos interesa.

Una buena ayuda a la hora de determinar los
nucleos de un grafo es proporcionada por la funcion
de Grundy.

Dado un grafo dirigido G = (V,E), se define la
funcién de Grundy, como una funcién g: V. — N U {0}
cumpliendo la condicién:

gv)=Min{n/n¢ {gu/vV.ueE}]

El valor de la funcién de Grundy g en un vértice
v, es el menor de los numeros naturales, incluido
el cero, que no ha sido asignado por la funcién de
Grundy g, a ninguno de sus vértices siguientes.

Asi puede no existir funcién de Grundy y puede
no ser unica.

Un ejemplo de grafo con méas de una funcion de
Grundy es el representado en la figura 6, donde el
valor de la funcién se escribe junto al vértice
correspondiente.
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Si un grafo tiene funcién de Grundy g, entonces
tiene un nticleo
S={ve /gv)=0}

puesto que este conjunto satisface simultaneamente
[(1ly 2]
veEeSegv)=0=Min{gw/vVueE}>0
=u¢ SVue Vtal que (v,u) € E;
ve Sogv)>0=Min{gu /v,ueE}=0
=3 (vyu)e Etalqueu e S.
El reciproco no es cierto. En la figura 7 se

representa un grafo que no tiene funcién de Grundy
aunque tiene nucleo S = {d}.

a : >b
d = C
Figura 7

Un grafo sin circuitos, como el de nuestro juego,
posee una unica funcién de Grundy. Por tanto un
juego de NIM cuyo grafo asociado no tenga circui-
tos, puede analizarse completamente mediante un
mecanismo tedricamente sencillo: se calcula la
funcién de Grundy y, a partir de ella, se halla el
nucleo del grafo, que son los vértices para los que
la funcién de Grundy valen cero.

Si el punto de partida del juego es un vértice que
no pertenece al nucleo, gana el primer jugador,
siempre que en todas sus jugadas elija vértices del
nucleo; por el contrario, si el juego se inicia en un
vértice del nucleo, gana el jugador que actie en
segundo lugar siguiendo la misma estrategia.

En nuestro ejemplo, con n = 16 cerillas, la fun-
cién de Grundy se define de la siguiente forma:

gll)= gB)= g9 = gl3) = 0
g2) = g6) = g(10) = g4 = 1
g8 = g7 = g1) = g15) = 2
g4) = g8 = g(12) = g(16)= 3
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por tanto el niicleo del grafo es
S=(1, 5, 9, 13}

y puesto que el vertice inicial «16» no pertenece al
nucleo, ganara el primer jugador si sigue la estra-
tegia indicada, que en las sucesivas jugadas le
conducira a los vértices: 13, 9, b, I; independien-
temente de la actuacion de su oponente.

En general, si se comienza con n cerillas, la
funcién de Grundy queda definida por:

g(4k+1) =0 para ke N talque 4k+1<n
g4k+2) =1 'para ke N talque 4k+2<n
g(4k+3) =2 para ke N talque 4k+3<n
gdk) =3 para ke N tal que 4k <n

y el nucleo es el conjunto:
={4k+1 / ke N A 4k+1 <n}.

Por tanto, siguiendo la estrategia acertada, el
primer jugador vence si n # 4+1 y pierde en caso
contrario.

Hundimiento de barcos

A partir de un rectangulo dividido en m x n
casillas, un jugador marca un niimero determina-
do de casillas, simulando que esas posiciones
estan ocupadas por barcos, con la condicién de no
marcar casillas adyacentes. El segundo jugador,
en cada jugada, dispara sobre una de las casillas,
pudiendo ser el resultado:

a] hundir el barco, si dispara a la casilla donde
se encuentra,

b] tocar algunos barcos, si dispara a una casilla
adyacente a ellos,

c] hacer agua, si el resultado no se encuentra
entre los anteriores.

El objetivo del juego es hundir todos los barcos
con el minimo ntimero de disparos.

El juego puede representarse mediante un rec-
tangulo convenientemente cuadriculado, por
ejemplo, si m =4y n = 6 tendremos la figura 8.

Figura 8

También se puede representar por una matriz

(a),i=1,2,3,4; j=1,2,3,4,5, 6;

‘J

o bien por un grafo no dirigido, como el de la figura
9, donde los vértices son las casillas, simbolizadas
por los pares

@j),i=1,2,3,4; j=1,2,3,4,5,6;

y dos vértices estan conectados si las casillas son
adyacentes:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

) Z2 22 e am ) 2 2.5 2 (2,6)

(3,1 ;(3,2) 07 .0 2 35 (36

(4,1) (4,2) /(4,3)/(4,4) — (4,5) — (4,6)
Figura 9

Dependiendo de la representacién elegida, cada
colocacion de los barcos es un subconjunto de
cuadriculas, elementos de la matriz o vértices del
grafo, cumpliendo la condicién establecida. Sea@ la
clase de dichos subconjuntos, es decir: A € @0, s1 vy
solo si, para todo par de elementos a, b de A, estos no
son adyacentes. Claramente si A e € y B © A,
entonces B € € ; propiedad que se expresa dicien-
do que la clase & de poposiciones de los barcos es
una clase heredztaria

Si consideramos el grafo G = (V,E}, siendo
={lj)/i=12,..,4j=1,2,..,6)
((iL).s.) e Ee li-sl 1A ljtl <1

en el lenguaje relativo a grafos, la clase (!I?O esta
formada porlos conjuntos independientes del grafo.
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R IS

Consideraremos algunos problemas que se
pueden formular en relacion con este juego.

El problema de determinar el ntimero méaximo
de barcos que se pueden colocar, es equivalente al
problema de calcular el cardinal de los elementos
maximales de la clase ('130. Ntmero que puede de-
terminarse resolviendo el problema de programa-
ci6én lineal binaria:

Maximizar > X

sujeto a:
X, +x,<ldondei=1,..,4; j=1,..,6;

y siendo li-sl <1 A Ij-tI<1 (1.j) # (s,1)
con x, € {0,1}, i=1,..,4, j=1,..6

donde X, = 1 significa que en el vértice (i,j) se situa
un barco, y X, = 0 en caso contrario.

En el intento de optimizar la eficacia de los
disparos, parece razonable disparar aleatoriamente
entre los vértices que pertenezcan a la interseccién
del mayor ntmero posible de subconjuntos de la
clase (!I:O‘

Procediendo secuencialmente, si el barco blanco
del disparo n-ésimo fue elegido entre los pertene-
cientes al mayor ntimero posible de subconjuntos
de la clase @n-l' para el siguiente disparo conside-
raremos la clase Qf»n cuya construccion dependera
del resultado del ultimo disparo:

1] Siel disparo produce un hundimiento, la clase
@n se obtiene de la clase (ltm suprimiento los ele-
mentos que no contengan el barco hundido.

2] Si el resultado fue agua, la clase 'f!tn estara
formada por los elementos de @M que no conten-
ganni el barco al que se dispar6 ni a ninguno de los
adyacentes.

3] Por ltimo, si el resultado del disparo es tocé a
kbarcos, @n se formara con los elementos de (!tn_l que
contengan k barcos adyacentes al blanco del dispa-
ro.
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Siguiendo esta estrategia, realizaremos el n+l-
ésimo disparo contra uno de los barcos que per-
tenezcan almayor ntimero posible de subconjuntos
de la clase (!tn.

Evidentemente, si se fija de antemano el ntimero
de barcos, la clase @0 debe restringirse conside-
rando unicamente los subconjuntos de V que
contengan el ntiimero de barcos sefialados.

Otra cuestion a considerar en el juego es el
numero de barcos que le interesa colocar al primer
jugador y donde debe colocarlos, para obligar a su
oponente a realizar el ntimero maximo de disparos.
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