RECURSOS PARA EL AULA

Vision heuristica de la clasificacion de una
conica mediante calculadora grafica y
ordenador a nivel de 3° de BUP.

%

German Saez i Moreno

Este escrito es el relato de una experiencia matematica en la que se pretendia
hacer un programa que clasificara una cénica dada. Se comenzé con un programa
escrito en PASCAL que devolvia el centro y el radio de una circunferencia entrada
por sus coeficientes. El trabajo fue realizado por alumnos de 3° de BUP con
ordenadores y calculadoras graficas, bajo unos planteamientos heuristicos. Parte
del trabajo se hizo en clase y la mayor parte fuera de la misma con un grupo de

alumnos interesados en el tema.

Introduccién

El objetivo de este escrito es explicar una expe-
riencia que se llevd a cabo en el Instituto de
Bachillerato Menéndez y Pelayo con alumnos de 32
de BUP, tanto en clase como en horas no lectivas.
En general se pretendia dar una visién de la
matematica mas como un experimento-juego que
como un compartimento estanco y en el tema de
conicas se queria dar una vision mas completa de
la que tenian. Ademas, se trataba de introducir a
los alumnos, que quisieran, en unos conocimien-
tos basicos de un lenguaje de programacion
estructurado. Habia unos objetivos minimos muy
clarosy otros que estaban en funcion del entusias-
mo de los alumnos, de forma que se llegara hasta
donde fuese necesario y no tanto con limites de
programa, o metas parecidas. Subrayemos que
todo lo que viene a continuacién es la descripcion
de una experiencia matematica real con los defec-
tos que comporta (conjeturas incompletas,...).
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Test de la circunferencia y
determinacién del centro y el radio

Radio y centro de una circunferencia

Cuando se hace el estudio analitico de la circun-
ferencia, mas de una vez, se tiene la tentacion de
decir que las conclusiones a las que se llega son
facilmente programables. El programa es de los
mas sencillos que se pueden hacer con una maqui-
na (ya sea una calculadora programable o un
ordenador): se entran unos datos, se hace un
calculo aritmético trivial, que en esencia es una
asignacion, y se devuelve una respuesta hacia el
exterior. Este algoritmo es uno de los mas sencillos
que se pueden utilizar para introducir la progra-
macion.

Este hecho se hizo notar a los alumnos después
de dicho estudio que describe la ecuacién de la
circunferencia, y se ofreci6 la posibilidad de hacer
este programa en un lenguaje estructurado en
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ordenadores y en horas no lectivas. El lenguaje de
alto nivel escogido fue el PASCAL. Un grupo de
alumnos se puso a trabajar y a estudiar los mini-
mos conocimientos de PASCAL que se necesitaban
para programar una cuestion como ésta, a partir de
un manual muy basico.

Comenzaron por hacer un pequefio programa
sin ningtn formato de escritura ni de lectura, que
traducia el algoritmo que definen las férmulas:

que nos permiten encontrar el centro Cy el radio r
de la circunferencia de ecuacién

X+y?+mx+ny+p=0.

Este programa decia mas o menos:

program circun,;
var
m,n,p,xc,yc,r:real;

begin
readln(m);
readln(n);
readin(p);
xXci=-m/2;
yc: =-n/2;
r:=sqrt(m*m+n*n-4+p)/2;
writeln(xc);
writeln(yc);
writeln(r);

end.

Los problemas que surgieron fueron los clasi-
cos: confusion BEGIN/BEGUIN, el caracter fuerte-
mente tipado del lenguaje, 4p en lugarde 4 * p, y

sobre todo la utilizacién del entorno desde el que
trabajabamos en PASCAL. Después pasamos a los
formatos de entrada/salida:

program circun,; -

var
m,n,p,Xc,yc,r: real;

begin

clrscr; (*borramos la pantalla*)
writeln(Dame’);
write('m=);
readln(m);

* write('n=");
readin(n);
write('p=);
readIn(p);

(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una
circunferencia de ecuacién:
x2+yZ+mx+ny+p=0%)

xc: =-m/2;

yc: =-n/2;

r:=sqrt(m*m+n+*n-4+p)/2;
writeln(‘Elcentroes: (,xc:11:11,,,yc:11:11,7));
writeln(' y el radio vale: r=",1:11:11);

end.

Problemas con la raiz cunadrada: caso no circun-
ferencia, como siguiente paso en la programa-
cién (instruccién IF)

Después del ensayo con mas ecuaciones y
resefia en la libreta de clase de los resultados a
los que llegadbamos, nos encontramos con una
ecuacién que no representaba una circunferen-
cia:

+yl+xty+1=0.

De esta manera tan natural surgi6 la necesidad
de distinguir casos. Fue un intento de proteger el
programa contra posibles situaciones de error y
como analisis mas exhaustivo del resultado de
clase. Asi, llegamos a un paso siguiente en pro-
gramacion: la instrucciéon IF. Entonces quedé un
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programa que ya parecia que cerraba todo el pro-
blema planteado:

program circun,;

var
m,n,p,xc,yc,r,disc:real;

begin
clrscr; (*borramos la pantalla®)
writeln(‘Dame’);
write('m=");
readln(m);
write('n= );
readln(n); .
write('p=);
readIn(p);

(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una
circunferencia de ecuacion:
x* +y%+ mx + ny + p = 0%

Xc:i=-m/2;
yc:i=-n/2;
disc: =m*m-+n+n-4+p;
if disc<0 then writeln(‘No se trata de una
circunferencia’)
else begin
ri=sqrt(disc)/2;
writeln(‘El centro es:
(xc: 11:11,,,yc:ll:1L,));
writeln(‘ y el radio vale;
r="r:11:11)
end

end.

Representacién con calculadora grafica
de cénicas en forma no reducida

Antes de llegar a este programa que resolvia
nuestro problema habiamos planteado en clase la
utilizacion de las calculadoras graficas (en concre-
to la CASIO FX-7000G) para visualizar cénicas. El
estudio heeho en clase de la elipse, la parabola yla
hipérbola se habia hecho en unas condiciones muy
particulares. En concreto, se habia propuesto a los
alumnos ver qué dibujo formaban los puntos que
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verificaban la ecuacién (desconocida para ellos):
2x2 + 2y>—5xy + 2 =0

El punto de vista funcional de este problema
venia impuesto por la calculadora grafica (en con-
creto la funcién GRAPH), dado quelo que dibuja es
una funcién que viene definida por una ecuacién
en forma explicita. Como entrenamiento introdu-
Jimos la ecuacion de una recta en forma explicita.
Justo en este punto teniamos un problema al que
no estan demasiado acostumbrados: despejar la y
de la ecuacion implicita de este lugar geomeétrico
que queriamos visualizar. Jugando con la similitud
con el caso de la recta que también se habia dado
inicialmente en forma implicita, llegaron a la sor-
presa que estaban delante de dos funciones:

2x% + 2y°—bxy + 2 =0 & 2y? + (—5x)y + (2% + 2) = 0

5x + v 25x2 - 8(2x2 + 2)
(:>y= =
4

5x+V 9x?-16

4

Después de descubrir que se trataba de una
hipérbola que estaba en una posicion diferente de
la que nosotros habiamos estudiado basicamente
en clase, continuaron averiguando qué represen-
taban las ecuaciones:

2x% +2y?-12x + 10y + 42 = 0
4x* +y? -4xy—3x—3y+ 1 = 0
6x* + 6y>—8xy—1 = 0
x* -y +4x +2y+4 = 0
2x> +2y* -3= 0

Asi se fue conformando la idea de que toda
ecuacion de segundo grado del tipo ax? + by? + cxy
+dx + ey + f= 0 representaba una circunferencia

(imico caso que teniamos perfectamente estudia-
do), una elipse, una hipérbola o una parabola.
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Clasificacion de una cdnica
Primera aproximacion al problema

Entonces, el siguiente paso natural era intentar
ampliar nuestro programa en PASCAL, de forma
que clasificara la conica que definia una ecuacion
cualquiera: ax® + by? + cxy + dx + ey + f= 0. En este
punto hubo muchas conjeturas a propésito del
criterio que el programa tendria que utilizar para
averiguar el tipo de conica que era. A base de
ejemplos y contraejemplos (visualizados con la cal-
culadora grafica) descartaron conjeturas falsas y
llegaron a un camino claro que podia distinguir entre
los diferentes tipo de conicas. El punto clave era un
problema que la calculadora tenia continuamente
cada vez que dibujaba una cénica: el dominio de las
funciones. Haciendo calculos llegabamos a la con-
clusién de que las funciones que tenia que dibujar
eran:
ax?+by?+cxy+dx+ey+{=0 < by?+(cx+e)y+(ax?+dx+)=0 <

—CX——e + \/(cx + e)>—4b(ax? + dx + )

y: =
2b

—cx—e t \/(CZ -4dab)x? + (2ce—4bd)x + (e>—4bf)

2b

por lo que se tenia que ver para qué valores el
polinomio que habia en el radicando daba resulta-
dos negativos o positivos. El estudio se reducia a
preguntarse por el signo de una funcién cuadratica;
llamando r = ¢c—4ab, s = 2ce—4bd, t = e>—4bf.

> 0: hipérbola (fig. 1)
= 0: parabola o hipérbola (fig. 2)
< O: parabola o hipérbola (fig. 2)

’>O%SZ -4rt

> 0: parabola (fig. 3)
< 0: no tiene puntos reales (fig. 4)

ry=0—-s{=0—~>t
2 0: ??7?? (fig )
< 0: parabola (fig. 6)
> 0: elipse o circunferencia (fig. 7)
{ < 0 —s” -4rt | = 0: un punto o una recta (fig. 8)

< 0: no tiene puntos reales (fig. 9)

Esquema que es un poco pesado de traducir en
un programa PASCAL.

Figura 2

Figura 3 Figura 4

Figura 5 Figura 6
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Figura 7

Segunda aproximacion: descubrimiento de las
dos rectas como cénica «especial»

Conforme van probando el programa con dife-
rentes ecuaciones de segundo grado y comproban-
do los resultados con la calculadora grafica se van
encontrando sorpresas. En primer lugar aparece
una ecuacién de segundo grado que representa dos
rectas: 3x2 -y? + 2xy + 4x + 1 = 0, una vez seguido
el razonamiento del programa se tiene en cuenta,
para completar y corregir el esquema anterior.
Fundamentalmente se tiene en cuenta que sir >0
y s? - 4rt = 0 (fig. 2) el discriminante de la ecuacion
es un cuadrado perfecto, por lo que salen dos
rectas (no una parabola o hipérbola como nos
habia parecido al comienzo). Si estamos en el caso
r< 0y s?4rt =0 (fig. 8) solo se podra dar un valor
a la x, por lo que o es una recta vertical o bien un

Figura 10
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Figura 8

Figura 11

Figura 9

punto. ;Cémo distinguirlo? Mirando ahora la si-
tuacion desde el eje OY:
ax?+by?+cxy+dx+ey+f=0 & ax®+(cy+d)x+(by*+ey+f)=0 &

—cy—dz+ \j(cy+d]2—4a(by2+ey+ﬂ
S x= =

2a

oy - d+ V(c? - dably? + (2¢cd - 4ae)y + (d - 4af)

2a

Se observa como primer detalle que coinciden
los coeficientes de grado dos de esta funcion
cuadraticay el de la anterior, por lo que analizando
los tres posibles casos de discriminante de esta
funcién cuadratica (fig. 10, 11, 12), nos sale solo
viable el caso discriminante = O, por tanto estamos
ante un punto (fig. 11).

Figura 12
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La otra cuestién que nos queda por analizar es
la de como distinguir entre parabola e hipérbola en
el caso r > 0, s? - 4rt < O (fig. 2). Mirando las fun-
ciones con variable independiente y, al ser el co-
eficiente de segundo grado del discriminante el
mismo r, tenemos so6lo tres posibles casos: discri-
minante > O {fig. 13) que definiria una hipérbola,
discriminante = O (fig. 14) que nos daria un par de
rectas (caso imposible porque nos hubiera dado
esteresultado mirando desde OX) y el discriminante
<O (fig. 15) que nos seguiria dejando en la duda de
si es una hipérbola o una parabola. Matematica-
mente se puede ver que no puede ser una parabola:
si una recta y todas sus paralelas cortan a una
parabola, entonces la recta es paralela al eje de la
parabola. Si fuera una parabola, el eje OY y sus
paralelas cortarian la parabola (fig. 2), de lo que
tendriamos que OY es paralelo al eje de la parabola
y entonces la funcién con variable independiente y

tendria como dominio una semirecta, en contradic-
cién con r > 0.

Nuestro esquema queda:

# 0: hipérbola
>0 — s>—4rt

= 0: dos rectas
# 0: parabola

=0—s < 0: no tiene puntos reales
T =0t
> 0: dos rectas
> O: elipse o circunferencia
(< 0 = s? -4rt| = 0: un punto
! < 0: no tiene puntos reales

Y el programa que lo describe completado con el
nuestro:

program clasif;

var
a,b,c,d,e.fr,s,t,discrim,m,n,p,disc,xc,yc:real;
begin
clrser; (*borramos la pantalla*)
writeln(De la ecuacién
ax? + by? + cxy + dx + ey + f = 0 dame’);
write(‘a="); readln(a);
write(‘'b="); readln(b);
write(‘c="); readln(c);
write('d="); readln{d);
write(‘e="); readln(e);
write(‘f="); readln(f);
ri=c*c-4*+ax*hb;
s: =2*c*e-4+bx*d;
t:=ere-4xb*f;
discrim:=s#*s-4*r*t;
if r>0 then begin
if discrim<>0 then writeln(‘Es una hipérbola.’)
else writeln(‘Es un par de rectas.’)
end
else if r=0 then if s<>0 then writeln(‘Es una
parabola.’)
else if t<0 then writeln(‘No
tiene ningtn punto real.’)
else writeln(‘Son dos rectas
paralelas.’)

(*caso r<0%)
else if discrim<0 then writeln(‘No tiene
ningtn punto real.’)
else if discrim=0 then
writeln(‘Es un punto.’)

else begin
(*caso circunferencia
o elipse*)
m:=d/b;
n:=e/b;
p: =f/b;

disc:=m+*m+n+n-4+p;
if (a=b) and (c=0) and (disc>0) then
begin
(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una cireunfe-
rencia de ecuacién:
x? +4y? +mx+ny+ p= 0%)
xc:=-m/2;
yc: =n/2;
r:=sqrt(disc)/2;
writeln(‘Es una circunferencia de centro:
(xc: 11:11,7,yc:11:11,7));
writeln(' y radio: r=",r:11:11)
end
else writeln('Es una
elipse.’)
end
end.
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Figura 13

Descubrimientos posteriores,
conclusiones, caracterizaciones
no heuristicas

Posible continuacién

Una posible continuacion podria ser intentar
reproducir lo que hace la calculadora grafica para
dibujar las coénicas, pero con las posibilidades
graficas del PASCAL.

También, completar el esquema con el casob =0,
caso que no se plantean hasta que no encuentran
una ecuacion como por ejemplo x*-3x + 5y-13 = O:

# O: hipérbola
= 0: no es una coénica
b=0-¢ # 0: parabola
=0—->a{#0—e 20: un par
de rectas
=0 —d?-4af | <0: no
tiene
puntos
reales

y a partir de aqui el programa.

Se podria pensar de la misma manera el intento
de calcular los elementos mas importantes de la
conica, pero con medios elementales de 3° de BUP.

Conclusiones estrictamente matematicas del
problema planteado

Se pueden intentar deducir teoremas a partir
del programa. Por ejemplo, aplicando el algorit-
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Figura 14 Figura 15

mo que define el programa a la curva de ecuacion
X% +y? + mx+ny + p = 0se puede ampliar el teorema
que describe la circunferencia con el afiadido que
en el caso m? + n’-4p = O se trata de un punto, y en
el caso m? + n?4p < 0 no es ninguna cénica con
puntos reales (todos los tiene complejos).

También, se puede plantear el problema de
forma diferente intentando caracterizar los dife-
rentes tipos de conicas:

ax® + by® + cxy + dx + ey + f = 0 es una circunferencia <
©a=bz#0yc=0yd?+e?-4bf>0
ax? + by® + cxy + dx + ey + f = 0 es una parabola <

c? ce
<:>(a=~—yd¢——yb¢0]obien(a,e¢0yb=c=0]
4b 2b

o bien estudiar una familia de cénicas, por ejemplo
(1—e?)x? +y? + a%(e2 -1) = 0

Demostrar que no hay ninguna parabola que
pase por los puntos (1, 0), (0,1), (1,1), (0, 0), o que
las tinicas parabolas que no tienen termino en Xy
son las de eje horizontal o vertical.

Planteamiento pedagdgico de la experiencia

Se hizo un planteamiento poco dirigido de la
experiencia, por parte del profesor. Por ejemplo, la
mejora de los formatos del programa inicial que
calculabaelradioy el centro de una circunferencia,
se hizo por iniciativa de los propios alumnos, como
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unrequerimiento completamente normal para ellos,
no como algo sugerido por el profesor. Eso no
quiere decir que el profesor no estuviese encima de
los detalles que posiblemente no tuvieran en cuen-
talos alumnos (resefia en la libreta de los resultados
obtenidos, grabacion de los programas interme-
dios,...).

Es mas, el papel del profesor era el de saber
reconducir. Por ejemplo, hubo un momento, que de
forma muy natural, los alumnos querian acceder a
las posibilidades graficas del PASCAL, para poder
hacer los dibujos tal como los hacia la calculadora.
Como reaccion se hizo una reconduccién hacia un
planteamiento diferente.

Otro de los puntos que hubo que tener muy
presente fue el abstenerse de hacer indicaciones,
que podian casi cerrar todo el problema con una
solucién que a ellos no se les habia ocurrido,
sobretodo cuando estaba claro que mas adelante
ellos mismos verian esta cuestién (por ejemplo en
los errores del primer esquema de clasificacién de
una coénica, o bien que no vieran que uno de estos
casos era un par de rectas).

Dado que la experiencia se hacia fundamental-
mente fuera de clase y con alumnos bastante
motivados, se puso como objetivo que ellos encon-
traran los resultados, aunque no llegaran dema-
siado lejos. De esta manera los conocimientos los
hacen mas suyos, si son ellos mismos los que los
han encontrado.

- Trabajaron con el esquema clasico del método
cientifico: experimentacion, conjeturacién, de-
mostracion (o bien contraejemplificacién). Fue un
trabajo en un laboratorio matematico con una
vertiente muy ltdica: se jugaba a redescubrir y a
hacer de sabios,...

En cuanto al rigor matematico se opté por
avanzar aunque las afirmaciones no estuvieran
suficientemente justificadas. Como siempre no se
intent6 razonar aquello que para ellos era evidente,
ya que el objetivo en este caso no era poner en duda
estas cuestiones ni rigorizarlas. Evidentemente se
han utilizado afirmaciones bastante fuertes, sin
demostrarlas (como por ejemplo que toda ecuacion
del tipo estudiado representaba una circunferen-
cia, una elipse, una parabola o una hipérbola).

También requeria, por parte del profesor, llevar
todo el tema de conicas bien estudiado y prepara-

do, sobretodo de cara a la invenciéon de contra-
ejemplos. Era necesario tener paciencia con los
avances y los resultados: estabamos dentro de un
estadio de aproximaciones sucesivas (en todos los
sentidos: madurez, rigor, resultados,...).

Como siempre en la asignatura de matematicas,
se tenia que reconducir la motivacion externa
(informatica-matematica) hacia a una motivaciéon
puramente matematica.

Puesta en practica real

Esta experiencia se llevo a cabo con dos grupos
de tercer curso de BUP al final del estudio de las
coénicas. Hay que sefialar que no se habia hecho la
parte de Analisis y que el nivel de cénicas era el
habitual; el concepto de tangencia se habia traba-
jado bastante mediante el uso de discriminantes.

Ninguno de ellos habia manejado nunca una
calculadora grafica, y s6lo una minoria tenia nocio-
nes de BASIC. Se trabajo con quince calculadoras
graficas con la totalidad de los 39 alumnos de cada
grupo (por separado). La utilizacién dela calculadora
grafica se impone en el caso que se quiera trabajar
con todo el curso a la vez, pero también nos ha sido
muy util a la hora de rebatir instantaneamente
conjeturas falsas cuando se trabajaba con los or-
denadores (por ejemplo se conjeturd que cuando a=
b se trataba de una circunferencia, a lo que se puso
como contraejemplo 3x® + 3y? -4dxy -1 = 0).

Los alumnos que estaban interesados en los
minimos conocimientos de PASCAL eran unos 10,
aunque en las ultimas sesiones el numero bajé
hasta unos 5 alumnos. No se llegd a acabar de
escribir correctamente el tiltimo programa. A pesar
de todo el resultado fue muy positivo.
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