IDEAS PARA LA CLASE

POSIBILIDADES DIDACTICAS DE ... CUADRAR
SIN MULTIPLICAR POR SI MISMO

Aprender sin pensar es inutil.
Pensar sin aprender es peligroso.
(Coriat y otros autores)

Aburrirse y aprender es un mal mayor.
No aprender aburriéndose constituye una tragedia.
(Ana y Manolo)

Introduccion

Este trabajo -tercero de una serie (1)- pretende
ser una muestra de como, partiendo delo puramente
intuitivo, podemos abrir la puerta de la Matematica
deductiva y formalizada a los alumnos de1a E.S.O.

El punto de partida es una de las estrategias
generales que sefala el D.C.B.: la “Busqueda y
expresion de propiedades, relaciones y regulari-
dades en conjuntos de niimeros”. O, como indica el
apartado dedicado al desarrollo de actitudes:
“Curiosidad e interés por enfrentarse a problemas
numeéricos einvestigar lasregularidadesyrelaciones
que aparecen en conjuntos de ntimeros o codigos
numeéricos”.

La experiencia fue realizada con alumnos del 8°
nivel de E.G.B. de los colegios “Punta del Hidalgo”
y “Marina Cebrian” del municipio de La Laguna
(Tenerife) y, posteriormente y con mayor amplitud
de miras, con un grupo reducido de estudiantes de
12 de B.U.P.

Manolo Fernandez Reyes
Ana Negrin Hernandez

El Problema propuesto y lo que
pretendiamos

Escribimos en la pizarra la tabla que sigue y les
aseguramos que podiamos continuarla hasta donde
quisieran, sin necesidad de multiplicar los nime-
ros por si mismos. Y afadimos: "No sabemos de
memoria los cuadrados; empleamos una regla.
JQuieren intentar descubrirla?”

152 = 225
25> = 625
352 = 1225
452 = 2025
55 = 3025

No consideramos aportuno adelantarles que
nuestro objetivo era mas ambicioso. Nos propo-
niamos:

- Que descubrieran nuestra regla u otra similar.

- Que, con poca ayuda, demostraran su validez
general (para todo entero terminado en 5).

- Analizar otras posibilidades del problema (so6lo
con el grupo de B.U.P.).

Dos dias investigando
Rapidamente se dieron cuenta de que el cuadra-
do de cualquier namero entero que acabe en 5,

termina en 25, aunque no supieron explicar bien el
por que.
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Se les pidi6 entonces que vieran si en las otras
cifras de los cuadrados de la tabla existe alguna
regularidad. Trabajaron en grupos y, poco a poco,
fueron surgiendo las siguientes respuestas:

A) El 6 de 625 se obtiene sumando 4 al primer
2 de 225; el 12 de 1225, anadiendo 6 al 6 de 625
el20es 12 + 8; ...

B) Otros lo vieron asi:

25 =52 225 = 152 625 = 252 1225 =352
+ 200 + 400 + 600 + 800
225 =152 625=252  1225=352 2025 =452
C) Algunos llegaron a esto:
152 = 225 y 2 =12
252 = 625 y 6 =23
352 = 1225 vy 12 = 34

D) Y, por ultimo, unos pocos presentaron esta
conclusion:

152 = 225 y 2=1+1
25 = 625 y 6 = 22+2
35% = 1225 y 12 = 3*+3

Les felicitamos por sus hallazgos, comentamos
cada uno de ellos y pedimos que los aplicaran para
ampliar la tabla dada y que verificaran los resulta-
dos multiplicando. Conseguimos asi que ganaran
en seguridad respecto a la bondad de las reglas
descubiertas y que toda la clase se familiarizara
con las cuatro.

Como trabajo para casa les propusimos que

averiguaran si sus algoritmos son validos para
numeros de tres cifras.

Al dia siguiente

Iniciamos la clase reproduciendo una de las
tablas “domésticas” mas larga (hasta 195?) y, refi-
riéndonos a ella, dedicamos el tiempo necesario a:
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- Que cayeran en la cuenta de la equivalencia de
las reglas Ay B, lo que nos permiti6é prescindir de
la primera (esto, de comtn acuerdo y con la mayor
delicadeza, para que los autores no se sintieran
dolidos).

- Expresaran en palabras las otras tres. (2)

Para esto ultimo, fuimos escribiendo las re-
dacciones iniciales, haciendo las correcciones o
mejoras sugeridas por los descubridores u otros
companeros, retocando aqui y alld y aportando
consideraciones respecto a la necesidad de preci-
sion de lenguaje, no ambigtiedad, etc. Finalmente
quedaron asi:

Regla B.- Partiendo del cuadrado de 5, ir su-
mando sucesivamente 200, 400, 600,...

Regla C.- El niimero de centenas de cualquier
cuadrado (3) es igual al nitmero de decenas de la
base multiplicado por su consecutivo posterior.

Regla D.- El niimero de centenas de un cua-
drado cualquiera es igual al cuadrado del niume-
ro de decenas de la base, aumentado en este
numero.

Aestas alturas, el alumnado habia advertidoya
el inconveniente de la regla B, esto es, que para
calcular el cuadrado de un determinado ntimero
hay que calcular previamente el de los anteriores.
No creimos bueno distraer su atencién haciéndo-
les ver que hay una manera de evitarlo (4); prefe-
rimos aconsejarles que emplearan en adelante
una de las otras dos. Y asi, sin herir susceptibili-
dades, decidimos entre todos quedarnos con las C
vy D. (Nos valimos de un pequefio embuste. Les
dijimos que nosotros también habiamos renun-
ciado a la “nuestra”, por la que, por cierto, no
habian preguntado... |y que era la C!) )

A continuacién, propusimos cuadrar ntimeros
de cuatro o mas cifras, terminados en 5, advirtién-

"doles que debian verificar resultados y disponer el

proceso de célculo como en el siguiente ejemplo:
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Segun C:

201 52 = (201 . 202) .100 + 25 = 4060225

I I
Ne de Ne¢ de

decs. cents.

Aplicando D:

201 52= (2012 + 201) .100 + 25 = 4060225

Con alumnos de 8° de E.G.B. (2¢ de la ESO
futura), lo hecho hasta ahora puede considerarse
mas que suficiente. No obstante, dado que los
nuestros estan acostumbrados a oirnos decir que
los matematicos son desconfiados, que no quedan
satisfechos hasta que una conjetura es deducti-
vamenterazonada, es decir, hasta que se demuestra
su generalidad (en nuestro caso, “para todo entero
acabado en 5”), algunos preguntaron que como
podia hacerse la demostracién. Respondimos que
ellos mismos podian hacerla; que sdlo tenian que:
Escribir la forma polinémica de un numero ter-
minado en 5 (N = d ¢ 10 + 5) y multiplicarlo por si
mismo.

Con alguna indicacién nuestra, y corregidos
que fueron algunos fallos de expresion, la demos-
traciéon quedo escrita en la pizarra y comentada
para toda la clase asi:

N2= (d.10 + 52 =(d.10 + B).(d.10 + 5) =
d2.100 + 5.d.10 + d.10.5 + 25 =
d2.100 + d.100 + 25 = (@ + d). 100 + 25 =

(Regla D)
d.(d + 1).100 + 25
(Regla C)

Y aprovechamos para hacerles observar que, de
paso, y simplemente habiendo sacado factor co-
mun "d" en el Gltimo paso, habiamos probado la
equivalencia de los algoritmos Cy D, esto es, que
ambos son las dos caras de una regla tnica. En
consecuencia, decidimos llamarla, después de un
debate seguido de votacion, Regla de las decenaso,
en honor de nuestros colegios, y para uso exclusi-
vamente casero, GRAN REGLA CUADRATICA DE
PUNTA MARINA.

La broma nos permitio interesar a la mayoria en
el proceso de demostracion.

Ampliacién de la experiencia con los
chicos de B.U.P.

En lineas generales, lo anterior se desarroll6 en
la forma descrita, pero dada la mayor preparacion
del grupo (tercer trimestre del curso), anadimoslas
cuestiones que a continuacién comentamos
someramente. Es de advertir que trabajaron casi
sin ayuda por nuestra parte.

A) Otra demostracién de la regla de las decenas
1. Verificaciéon de igualdades del tipo
252 = (25 + 5) . (25 - B) + 5%

2. Demostracion de que la regla anterior es
valida para cualquier entero que termine en 5.

3. Demostracion de la regla de las decenas por
aplicacién de la de “sumar o restar 5

N2= (N+5).(N-b5)+5%=
[[@.10+5)+5].[(d.10+5)-5]+5 =

..=d.d+1).100+25

B) Cuadrar con niimeros triangulares

Después de jugar un rato con los nameros
triangulares, que la mayoria de los integrantes del
grupo desconocia, presentamos la formula que
permite calcular el n-simo ntimeros de este tipo:

Tn=n.(n+ 1) /2

El parecido de esta formula con la de la regla de
las decenas en su version C, les di6 la pista.

En efecto, tomando desde n = 1, resultan los
triangulares

1, 3, 6, 10,
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Y, duplicandolos, obtenemos las sucesivas can-
tidades de centenas de los cuadrados de los enteros
terminados en b, a partir del 15. Asi:

T,=1>152=(2.1).100+25= 225
T,=3>25=(2.3).100+25= 625
T,=6>35=(2.6).100 + 25 = 1225

¢Qué dificultad tiene esta regla? sPuede supe-
rarse?

C) Demostrar que el cuadrado de un entero
acabado en 2 (N = d . 10 + 2) puede calcularse
mediante la formula

N*=(d.10+2)2=10d. (10d + 4) + 4
Por ejemplo:

1562% = 10. 156 (10 . 156 + 4) + 4 = 2439844

D) Deducir una regla general para cuadrar
cualquier entero, sin tener que multiplicarlo
por si mismo.

Acertijo para el lector: EEMREEDDLE

Una pista: Tiene relacién con este trabajo
El premio: Tiene que ver con QUEBEC.

Notas:

(1) El primero publicado en el n® 1 de esta revista bajo el
titulo de, "Posibilidades didacticas... del cubo de las
caras negras". El segundo, "Posibilidades didacticas. ..
de un puzzle de estrella y navetas”, en el n® 19 de
NUMEROS, que edita la Sociedad Canaria de Profs. de
Matematicas. “Isaac Newton”.

(2) Es de destacar la conveniencia de este tipo de
ejercicios. Sorprende la disparatada manera en que, a
veces, los alumnos expresan conceptos que nos consta
han asimilado perfectamente. ¢No obedecera esto, en
parte, al excesivo tiempo dedicado en las clases de
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Lengua Espariola a cuestiones puramente gramaticales,
en detrimento del debido cultivo del “arte de hablar y
escribir correctamente"? Y en mucho, claro, se debe a la
prematuray excesiva formalizacién a que solemos some-
ter a los alumnos, olvidando que se piensa en palabras,
no en simbolos.

(8) La expresi6én “ntimero de centenas” suele tener un
significado tnico para los alumnos. Influenciados qui-
zas por la llamada descomposicién polinémica de un
NUIero, parecen Creer que, por ejemplo, 3245 sélo
puede expresarse como 3. 1000 + 2. 100 + 4 . 10 + 5.
No se les ocurre que también podemos escribir, entre
otras, esta igualdad: 3245 = 32 . 100 + 4 . 10 + 5. Y,
analogamente, respecto al “ntimero de decenas”, es tan
valido escribir: 3245=3.1000+2.100+4. 10 + 5 como
3245 =324 .10 + 5.

Para aclarar esta cuestién acudimos a ejemplos con
cantidades concretas. Por ejemplo, expresar una can-
tidad de dinero empleando todas o sélo algunas de las
unidades decimales de nuestro sistema monetario.
Después de esta ejercitacion, todos entendieron que
para representar un niimero entero cualquiera acaba-
do en 5 podemos escribir N = d . 10 + 5, es decir,
expresar todo lo que no sean unidades simples en
decenas, y que, si "¢" es la cantidad de centenas
(ntmero formado por todas las cifras que no repre-
senten decenas y unidades simples), podemos decir
que N==c.100+d. 10 + 5,

Fue esta una buena ocasién, que aprovechamos al
maximo, para profundizar en el sistema decimal de
numeracioén y medida, una estructura conceptual fun-
damental y que, sin embargo, hay todavia quien la
“ensefa” ligeramente y desde un punto de vista meca-
nico.

(4) Trabajando con los ordinales.

Manolo Fernandez Reyes

Ana Negrin Herndndez

Soc. Canaria de Profs. de Matemdaticas.
“Isaac Newton”



