ARTICULOS

CURRICULUM DE MAT EMATICAS
Y RESOLUCION DE PROBLEMAS'

En este articulo tratamos algunos aspectos del
enfoque del curriculum de matemaéticas desde la
resolucién de problemas. En primer lugar, para saber
de qué y desde dénde hablamos al referirnos a la
“resolucién de problemas” como un enfoque de la
matematica, plantearemos una serie de premisas
sobre la concepcidon de esta disciplina y de su ense-
fianza/aprendizaje. A continuacién propondremos
una estrategia didactica coherente con las premisas
anteriores y extraeremos algunas consecuencias
acerca de sus implicaciones en el curriculum. Final-
mente propondremos dos estrategias de formaciéon
permanente de profesores, en el sentido méas amplio
del término, para hacer posible su preparacién para
este enfoque.

Introduccion

En los ultimos anos han aparecido diversos
informes, recomendando la incorporacion de la
resolucién de problemas en el curriculum de ma-
tematicas. Por ejemplo, “An Agenda for Action”
(N.C.T.M., 1980) Y “Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics” (N.C.T.M., 1989)
en los Estados Unidos y el “Informe Coclkcroft”’

(Cockcroft, 1982) en Gran Bretafia. En nuestro’
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pais, la resolucién de problemas aparece como una
orientacion en los Diseflos Curriculares Base
(D.C.B.) de esta materia (M.E.C., 1989).

El documento que ha ejercido mayor influencia
ha sido “An Agenda for Action” de la Asociacion de
Profesores de Matematicas de Estados Unidos
(N.C.T.M., 1980. Contiene ocho consejos para la
ensefnanza de las matematicas. El primero dice asi:

“El N.C.T.M. recomienda que la resolucién de
problemas sea el objetivo principal de la enserianza
de las matemdticas en la década de los 80”. (p.1)

J. Kilpatrick (1981) seiiala que el documento no
especifica lo que entiende por “resolucion de pro-
blemas” y que una buena parte del mismo podria
haberse extraido con pocos cambios del informe
“Mathematics in General Education” que publico en
1940 la Progressive Education Association. C.
Gaulin (1982) considera que esta recomendacion
“ha sido formulada en términos vagos y muy gene-
rales”. Esto ha dado lugar a “interpretaciones muy
diferentes -a veces incluso divergentes” (p.47).
Ante esto nos preguntamos:

- ¢Se trata entonces de continuar haciendo lo mismo
de siempre, pero llamandole de otra manera?

1. Este articulo corresponde a la conferencia “Curriculum y resolucién de problemas”, pronunciada en los “Encuentros del
profesorado de matematicas de Madrid” de Junio de 1991, organizado por la Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas.
La autora agradece a los organizadores su autorizacién para la publicacién.
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- 0O se trata quiza de una moda pasajera que a
Espafia nos llega con un poco de retraso y por ello
aparece en los DCB de matematicas de la Reforma
actual?

- O por el contrario, se trata verdaderamente de
una renovacion importante de la educacion mate-
matica que supondra cambios sustanciales en el
curriculumy en el papel que el profesor debe jugar
en la formacioén matematica de sus alumnos?

Estas son las cuestiones que abordaremos a
continuacién.

En este articulo s6lo tocaremos algunos aspec-
tos del enfoque de la matematica desde la resolu-
cién de problemas que deberian incidir en el Disefio
Curricular. No vamos por tanto a tratar sobre el
Disefio Curricular propiamente dicho, sino de las
estrategias que se pueden poner en practica para
introducir este enfoque. Partimos también de una
perspectiva constructivista® del aprendizaje. Den-
tro de esta perspectiva se plantean dos modelos de
instruccion; unos orientados al cambio conceptual
y otros a la resolucion de problemas. Dejamos en
esta ocasion el primer grupo y nos situamos en el
segundo (Wheatley, 1991).

Pero antes de empezar a desarrollar el tema
invitamos al lector a hacer un poco de gimnasia
mental a partir de la situacion siguiente:

El juego del 7: Es un juego para dos jugadores. El
primero dice un uno o un dos. El segundo le suma
uno o dos al namero que dijo su compafiero y dice
el resultado. Asi sucesivamente, por turnos. El que
diga siete gana.

JLleva ventaja alguno de los jugadores? ¢Coémo
tiene que jugar para ganar siempre? 3

Presupuestos basicos del enfoque
heuristico de la matematica

Entre las distintas aproximaciones a la didactica
de la matematica, el enfoque heuristico es el que
mejor se adapta a nuestro planteamiento. A conti-
nuacién exponemos de forma breve los presupues-
tos de este enfoque.

Qué es la matematica

Aristételes describié la matematica como “el
estudio de la cantidad”; R. Descartes como “la
ciencia del ordeny de la medida”; F. Klein la definio
como la “ciencia de las cosas que son evidentes por
si mismas”; B. Russel la identifico con “la légica”;
D. Hilbert la describié como un “juego formal sin
significaciéon™; 1. Lakatos como “una actividad
humana que encierra en si misma una dialéctica de
conjeturas, refutaciones y demostraciones, hasta
llegar al establecimiento de la teoria o resultado
final”; y G. Polya decia que la matematica es
“«saber-hacer»” mas que “«saber”., Cada una de
estas afirmaciones supone adoptar un punto de
vista sobre las matematicas. Aqui nos situaremos
del lado Lakatos y de Polya que conciben esta
disciplina y su enseflanza desde un “enfoque
heuristico”. Esto implica:

- Por una parte, introducir los conceptos a partir de
la situacion problematica que ha dado origen a su
aparicion e introducir los teoremas de modo que no
se oculte la sucesion de tentativas que precedieron
al establecimiento de éstos (Lakatos, 1974);

-Por otra parte, considerar el proceso de btisqueda,
de creacion, de tanteos, de inferencias, de compro-
baciones, propio de la resolucién de problemas,
como el corazon de la actividad matematica (Polya,
1945).

Aqui solo desarrollaremos el segundo apartado.

2. Una exposicién sintética sobre el constructivismo puede verse en: ;/Qué es una ensefianza constructivista? T. SERRANO.

Documentos IEPS. Monografia n9. IEPS. Madrid, 1989.

3. Ademas de dar la solucién seria interesante repasar el proceso seguido hasta encontrarla e intentar relacionar los datos (1,2
y 7) con los nameros que permiten ganar, que son 1,4y 7. Por tanto lleva ventaja el primer jugador.
4. Nota previa de J.R. Newman al articulo de H. Weyl, El modo matematico de pensar. En: La forma del pensamiento matematico,

J.J. Sylvester y otros, Grijalbo, Barcelona, 1974.
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Cual es el objetivo fundamental de la educacion
matematica

En las etapas iniciales de la educacién (Prima-
ria y Secundaria) el objetivo basico de la educa-
cién matematica, es facilitar a los alumnos el
camino para “la consideracién de las matematicas
como un poderoso instrumento que permite re-
presentar, analizar, explicar y predecir hechos y
situaciones de una forma rigurosa, concisa y sin
ambigtiedades” (M.E.C., 1989, p. 486). Pero ante
todo la educacién matematica deberia ensefar a
pensar: “El profesor de matematicas no deberia
contentarse con dispensar el saber, sino que
también deberia intentar desarrollar en los estu-
diantes la capacidad de utilizar ese saber; deberia
insistir en el saber-hacer, enlas actitudes adecua-
das, enlos habitos intelectuales deseables” (Polya,
1967, p. 281). La enseflanza matematica tradicio-
nal desarrolla, en el mejor de los casos, la memo-
ria, el sentido préactico, las facultades de abs-
traccién, el razonamiento logico, el rigor, etc. Pero
lo mas importante es cultivar la inteligencia, que
es la aptitud para hacer frente a situaciones
nuevas y para establecer relaciones. Desde este
punto de vista la resolucién de problemas es la
actividad matematica mas importante.

Cémo se aprende la matematica

El conocimiento matematico no se recibe pasi-
vamente, como si la mente fuese un libro en blanco
en el que se van escribiendo los nuevos contenidos,
en el sentido mas amplio de este término, sino que
el sujeto construye activamente el conocimiento,
incorporando los nuevos contenidos a las estruc-
turas mentales que se experiencia ha ido forjando.
Esto significa que la matematica no se aprende por
transmision directa de lo que se explica en clase o
de lo que se lee en los libros de texto, sino que la
matematica se aprende en interaccion con situa-
ciones problematicas y con otros sujetos, que
obligan al alumno a ir modificando su estructura
cognitiva mediante una serie de acciones: experi-
mentando, haciéndose preguntas, particuarizando
situaciones, generalizando resultados, encontran-

do contraejemplos, etc. En una palabra, las mate-
maticas “se aprenden en gerundio”. Estos procesos
requieren un cierto nivel de intencionalidad y de
predisposicion por parte del sujeto que aprende. La
reflexion sobre la experiencia, sobre la propia acti-
vidad matematica y la de otros, esta también en la
base de su aprendizaje. Como senala el D.C.B. de
Matematicas de la E.S.O., “la construccion del
conocimiento matematico es inseparable de la ac-
tividad concreta sobre los objetos, de la intuiciény
de las aproximaciones inductivas impuestas por la
realizacion de tareas y la resolucién de problemas
particulares” (M.E.C., 1989, p. 481).

Esto mismo lo decia, hace ya algunas décadas,
G. Polya (1967) con otras palabras. Este autor se
referia entonces a tres “principios para aprender”,
sacados de la experiencia y sugeridos por la
psicologia:

- el principio de actividad, un viejo principio fun-
dado en el método socratico;

- el principio de motivacién: “para aprender eficaz-
mente, el estudiante debe encontrar interés en la
materia que estudia y placer en la actividad que
resulta”;

- el principio de las fases consecutivas. “para
aprender eficazmente, una fase exploratoria debe-
ria preceder a la de formalizacion de los conceptos.
El contenido de lo que se aprende deberia ser
asimilado en la mente de quien aprende y contri-
buir a formarla”.

Coémo se enseiia la matematica

La educacion matematica debe por tanto pro-
porcionar a los alumnos: a) contextos de aprendi-
zaje adecuados para que los estudiantes constru-
yan sus conocimientos matematicos en interaccion
con sus companeros y con el profesor y b) situacio-
nes problematicas que les den la oportunidad de
experimentar, conjeturar, refutar, comprobar, ge-
neralizar resultados, inventar nuevos problemas.

A continuaciéon vamos a tratar de esbozar los
rasgos mas destacados de estos contextos de
aprendizaje y de estas situaciones problematicas a
las que nos referimos.
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Estrategia didactica para desarrollar
este enfoque

El contexto de aprendizaje

El aprendizaje centrado en la resolucién de
problemas requiere que el profesor seleccione si-
tuaciones problematicas y trate de crear un clima
de libertad para que los alumnos puedan expresar-
se con espontaneidad. La dindmica de la clase se
desarrolla segin un ciclo que comporta varias
etapas: ‘

- Orientacién del trabajo: el profesor puede co-
menzar presentando la situacién problematica a
todos los alumnos o entregarla por escrito a cada
estudiante. Es importante que se asegure de que
todos los estudiantes la han comprendido.

- Trabajo exploratorio en grupo: los estudiantes
pueden comenzar abordando la tarea individual-
mente y luego en grupo o directamente en peque-
nos grupos de cinco o seis alumnos como méaximo.
Para que eltrabajo en grupo sea eficaz, un estudiante
hace de moderador y otro de secretario®, anotando
el proceso de resolucioén. De esta forma se promueve
la comunicacién y la discusién entre los miembros
del grupo que tratardn de encontrar juntos la
solucion.

- Confrontacién de ideas: mientras los alumnos
trabajan en grupo, el profesor sirve de guia a los
estudiantes, animéandoles a comprobar los resul-
tados, ofreciéndoles contraejemplos que les ayuden
a profundizar en sus ideas, abriéndoles nuevas
pistas, desbloqueando situaciones, sugiriendo ge-
neralizaciones. Silos alumnos siguen una linea de
razonamiento que al profesor no le resulta familiar
0 que aparentemente es infructuosa, el profesor
debera seguirla atentamente hasta verificar si es
buena o no (jpuede llevarse una sopresal).

- Revisidn: al final de la sesién se dedica un tiempo
a discutir en clase: los grupos presentan a toda la

clase, (no s6lo al profesor), sus soluciones y cémo
llegaron a ellas, para discutirlas. En el proceso de
decir a otros como se ha pensado en un problema,
se elabora, se perfila y se profundiza el propio
pensamiento. El profesor debe facilitar la libre
expresion de los alumnos y no enjuiciar las solu-
ciones, ya sean buenas o malas pues ésto bloquea
el dialogo, impide una discusiéon fluida y
presdispone a los estudiantes a buscar “la” res-
puesta esperada por el profesor (cfr. Adda, 1985),
mas que a exponer sus propios razonamientos.
Por el contrario, el profesor tratara de “negociar”
con los alumnos las soluciones propuestas y tra-
bajara con ellos para llegar a un consenso. Debe
intentar comprender las diferentes aproximacio-
nes de los estudiantes a la situacion, sean adecua-
das 0 no; en este ultimo caso tratara de ver en qué
medida pueden serlo.

- Aplicacién: se debe dar a los alumnos la oportu-
nidad de aplicar sus nuevos conocimientos a si-
tuaciones andlogas para reforzar los contenidos
claves que deben construir.

Este ciclo se puede desarrollar en una o varias
sesiones de una hora aproximadamente. El mo-
mento de la revision lo debera decidir el profesor
de acuerdo con el trabajo de los alumnos, para que
esta fase resulte provechosa. En cualquier caso,
todos los alumnos han debido disponer de tiempo
suficiente para llegar a alguna conclusién. Si se
hace en una sola sesién, no se da espacio al
fenomeno de la incubacion de ideas que, por otra
parte, es un aspecto decisivo en la resolucién de
un problema (Poincaré, 1932; Hadamard, 1934).

Las situaciones problematicas

El corazon de este tipo de aprendizaje es un
conjunto de situaciones problematicas que encie-
rranlos contenidos conceptuales, procedimentales
y actitudinales claves de la matematica y que
guiaran a los estudiantes en la construccién de los
mismos.

5. La déscripcipon del trabajo del moderador y del secretario en la resolucién de problemas en grupo puede verse en : El
pensamiento lateral; Manual de creatividad. E. DE BONO. Paidos Barcelona, 1986.
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Es obvio que todos los alumnos de una clase no
tienen la misma capacidad para las matematicas,
ni el mismo nivel de desarrollo psicoevolutivo, por
lo tanto hay que procurar que estas situaciones
problematicas sean: faciles de abordar por toda la
clase, que se puedan hacer observaciones y
constataciones, que inviten a conjeturar, a pregun-
tarse “que pasaria si...”. Pero al mismo tiempo, que
sean situaciones que se presten ala generalizacion,
de modo que los alumnos puedan trabajar en ellas
con todo el grado de profundizacién de que sean
capaces. En este sentido podemos considerar la
actividad matematica como una espiral (Mason,
Burton y Stacey, 1988): la primera vuelta de este
espiral representara el proceso de resolucion de un
problema hasta llegar a la solucion justificada de la
cuestiéon planteada; la vuelta siguiente sera el
proceso de resolucion de un problema mas general
que el problema planteado, y asi sucesivamente.
Por tanto la resoluciéon de un problema es un
proceso que no se puede acotar de antemano
porque siempre da lugar a la resolucion de nuevos
problemas. Y, por Giltimo, que sean problemas que
motiven a los estudiantes, por ejemplo que les
planteen retos, que les inciten a hacerse pregun-
tas, por ejemplo, “squé pasaria si en El juego del 7,
en lugar de llegar a 7 debemos llegar a 31y, sien
vez de anadir hasta 2 anadimos hasta 5?”.

Ejemplos de situaciones problematicas

A continuacion sugerimos algunas actividades
que reunen las caracteristicas antes expuestas:

El juego del 31: Es un juego para dos jugadores.
El que juega primero dice un namero cualquiera
del 1 al 5. El que juega segundo le suma al nimero
que dijo el primer jugador un namero del 1 al 5y
dice el resultado. A continuacion el primer jugador
hace lo mismo, es decir, suma al nimero que dijo
el otro jugador un numero del 1 al 5 y dice el
resultado. Asi sucesivamente. Gana el que primero
diga 31.

¢Tiene ventaja alguno de los jugadores? ¢Por qué?
Sialguno de los dos lleva ventaja, /como debe jugar
para ganar siempre?®

Este problema sirve para ilustrar el procedi-
miento heuristico “suponer el problema resuelto” o
“empezar por el final”. Todos los estudiantes pue-
den jugar al azar o sistematicamente, con tal de
tener conocimientos minimos de calculo. Al propo-
nerlo en clases del Ciclo Medio (7 u 8 anos) hemos
podido comprobar que muchos alumnos, son ca-
paces de descubrir que 25 es un numero clave
porque “el que diga 25 gana”. De entre ellos,
algunos se quedan ahi, creyendo haber hallado la
solucion. Otros contintian profundizando y llegan
aobtener casitodos otodos los ntimeros claves que
debe decir el primer jugador para asegurarse el
éxito (1, 7, 13, 19, 25 y 31). Cuando el profesor
invifa a alumnos del Ciclo Superior a resolver un
problema mas general, algunos cambian el nume-
ro que hay que decir para ganar o las cantidades
que se pueden anadir, llegando incluso a descu-
brir la secuencia ganadora en forma de variables,
es decir, escribiendo estos nameros en funcién del
numero ganador “n” y de las eantidades que se
pueden anadir, un ntmero entre “1” y “p”. Unos
pocos llegan a las siguientes conclusiones: el
primer niimero que debe decir el primer jugador es
el resto de la divisién del ntimero “n” entre “p+1”;
si “p+1” es divisor de “n” entonces lleva ventaja el
segundo jugador porque segun el argumento an-
terior el primer jugador deberia decir “O” para
ganary eso no esta permitido; si se pudiese anadir
solamente un numero entre “q” y “p”, siendo
“q<p”, entonces ese primer niimero seria el resto
de la divisién de “n” entre “p+p”.

Otra presentaciéon del Juego del siete es la
siguiente:

Fichas sobre la mesa. Se trata de un juego para
dos jugadores. Hay 7 fichas sobre una mesay cada
jugador, por turno, puede coger una o dos fichas.
El que coja la tltima pierde. ¢Lleva ventaja alguno
de los jugadores? /Coémo debe jugar para ganar
siempre?

En este caso las fichas que debe dejar el segundo
jugador para ganar son 7, 4y 1 sucesivamente, es
decir, los mismos nameros que eran claves en El

6. Lleva ventaja el primer jugador pues la secuencia ganadora es 1, 7, 13, 19, 25y 31.
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juego del 7. Nos preguntamos ¢/Qué pasaria si el
que cogiese la ultima ficha en lugar de perder
ganase? /Y silas fichas estuviesen distribuidas en
que cogiese la ultima ficha en lugar de perder
ganase? /Y silas fichas estuviesen distribuidas en
varios montones, por ejemplo dos, y se pudiese
coger como minimo una ficha de un montén y como
maximo una de cada montén? Tendriamos un
nuevo problema, bastante conocido, en el que se
suelen emplear cerillas:

Jugando con cerillas. Es un juego para dos juga-
dores. Sobre una mesa hay distribuidas 7 cerillas
en dos montones. Cada jugador, por turno, puede
coger una cerilla de un montén o una cerilla de
cada montén. Gana el que coja la tltima cerilla.
¢lleva ventaja alguno de los jugadores? ¢Coémo
debe jugar para ganar siempre?’

Este problema, plantea una situacién parecida
a la del anterior, sin embargo, el tratamiento mas
adecuado para llegar a la solucién es diferente
porque las cerillas estan distribuidas en dos
montones. Las “posiciones” claves son ahora dis-
tintas, dependiendo del ntimero de cerillas que
haya en cada montén. Si se representa las “posi-
ciones” del problema en un diagrama cartesiano se
obtienen facilmente las que son ganadoras y per-
dedoras. Por ejemplo, si en un montén hay 4
cerillas y en otro 3, los “movimientos” permitidos
desde cada casilla son: una casilla a la izquierda
(quitar una cerilla del montén de 4) o una casilla
hacia abajo (quitar una cerilla del montén de 3) o
una casilla en diagonal (quitar una cerilla de cada
monton). Quien llegue primero a la posicién (0,0),
hacogidola olasultimas cerillas y gana. Retrociendo
desde esta posicién a las tres que permiten acceder
a ella, tenemos tres posiciones ganadoras que
designamos con la letra “G” y que son las tres
casillas del diagrama que limitan conla (0,0) (figura
1). Retrocediendo de nuevo desde estas posiciones
se tienen como posiciones perdedoras, designadas
en el diagrama por la letra “P”, aquéllas desde las
que solo se puede acceder a posiciones ganadoras

y como posiciones ganadoras aquellas desde las
que se puede acceder a alguna posicion perdedora.
Asi, retrocediendo, se van obteniendo las posicio-
nes perdedoras y ganadoras.

sl ealalalacla
2ol plalpP]|acl|orp
1|l alaeal ol al a
7
O%G P|l G| P
0 1 2 3 4
Figura 1

Son muchaslas posibilidades didacticas de este
juego modificando los datos y generalizando el
procedimiento de solucién a otros problemas. Por
ejemplo, a partir de la representacién anterior se
puede plantear un juego moviendo fichas sobre un
tablero cuadriculado desde unas posiciones inicia-
les y dirigiéndose hacia una meta, segiin ciertas
normas.

Una generalizacion clasica de “Jugando con
cerillas” es el conocido “Juego de Nim” en el que los
objetos se distribuyen en varios montones (Ball y
Coxeter, 1974).

Algunas implicaciones enla concepcién
del curriculum

Este modo de aprender y de enseflar matema-
ticas se traduce en una serie de consecuencias que
afectan a la concepcion del curriculum de mate-
maticas. Entre ellas podriamos destacar las si-
guientes:

* Privilegiar las actitudes adecuadas para la acti-
vidad matematica (confianza en las propias capa-
cidades de aprendizaje, gusto por afrontar retos
y desafios, originalidad, fluidez de ideas, flexibi-
lidad de pensamiento, espiritu reflexivo y critico,
perseverancia en la busqueda de soluciones) ylos

7. La solucion depende del nimero de cerillas que haya en cada montén. En cualquier caso uno de los jugadores lleva ventaja. Si
las cerillas estuviesen distribuidas en dos montones de 4 y 3 cerillas, que notamos (4,3), el primer jugador lleva ventaja si deja

siempre a su oponente en una de las posiciones siguientes: (4,2), (4,0), (2,2), (2,0) vy (0,2).

30 a7 10/1992



ARTICULOS

procedimientos heuristicos sobre los contenidos
conceptuales. Como afirma M. de Guzman, “el
saber matematico resulta ser esencialmente sa-
ber de método mucho mas que saber de conteni-
do. En matematicas es mucho mas importante
familiarizarse con métodos de trabajo, con méto-
dos de abordar diferentes problemas, que cono-
cer muchos resultados dispersos. Existe, en rea-
lidad, una intima conexién entre los resultados
importantes y los métodos esenciales de una
teoria hasta tal punto que los resultados no
suelen ser sino hitos del camino que constituye el
desarrollo de los métodos propios. No en vano
método, meta odon, significé para los griegos
“segtin el camino” (Guzman, 1985. p. 32).

* Evaluar a los alumnos de modo distinto al habi-
tual por dos razones importantes: la naturaleza
de la tarea y el modo en que aqui la hemos
planteado.

- En primer lugar el éxito en la resolucién de un
problema nunca esta garantizado de antemano
porque los conocimientos que hay que aplicar no
son rutinarios: si los fuesen no se trataria de un
problema. Sabemos por experiencia que se puede
tener un dia malo en el que no se llegue a ningun
resultado interesante a priori, que ayude a encon-
trar la solucién, y eso no quiere decir que hayamos
perdido el tiempo o que no seamos capaces de
llegar a la solucion. Se trata simplemente de que la
inspiracion se puede favorecer con un trabajo cons-
ciente de familiarizacién con el problema activando
nuestros conocimientos, poniendo en juego nues-
tra experiencia resolviendo otros problemas, in-
tentando tomar consciencia de los bloqueos de
todo tipo que pueden obstaculizar el camino para
encontrar la solucion (cfr. Guzman, 1991); sin
embargo, dar con la “idea feliz” que ilumine el
problema y la via para llegar a la solucion es algo
que escapa muchas veces al esfuerzo anterior (cfr.
Poincaré, 1932). Ademas hay que contar con otro
fenémeno importante en el proceso de resolucién
de un verdadero problema, la incubacién: es ne-
cesario dejar un cierto tiempo para que tras el
trabajo consciente de familiarizacion con el proble-
ma, el semiconsciente y el inconsciente puedan
combinar libremente las ideas dando lugar en
algunos casos a combinaciones utiles y provecho-

sas para la resolucién del problema (cfr. Poincaré,
1932 y Hadamard, 1934).

- En segundo lugar, en la resolucion de un proble-
ma intervienen conocimientos de orden superior
que llevan el control del proceso de resolucion,
denominados metaconocimientos, a los que resulta
dificil acceder. Sus funciones son, entre otras, las
siguientes: elegir los conocimientos que se van a
utilizar, decidir qué estrategia seguir, asi como el
momento de abandonar un camino emprendido,
etc (Schoenfelf, 1985). Para acceder a ellos es
necesario emplear métodos refinados como la
obtenciéon y analisis de protocolos escritos o
audj'ovisuales.

- En tercer lugar en el proceso de resolucion de
problemas, ademas de los aspectos cognitivos y
metacognitivos, hay otros elementos importantes a
valorar: las actitudes de los alumnos ante la tarea
(espiritu reflexivo y critico, fluidez de ideas, flexibi-
lidad de pensamiento, perseverancia); los habitosy
la capacidad para el trabajo en equipo; 1a capacidad
de expresion, de argumentacién, de comunicacion
oral y escrita.

Podemos resumir dos cosas importantes de la
evaluacion de esta habilidad: primera, que tiene
que ser cualitativa y multidimensional: resulta
ridiculo asignar un numero de uno a diez a una
habilidad que encierra distintas capacidades; se-
gunda, que tiene que ser una medida procesual: no
se puede evaluar a un alumno proponiéndole un
problema en tiempo acotado o a partir de un solo
problema, sino que es necesario observarle duran-
te un tiempo mas menos prolongado, para poder
constatar si ha habido un progreso, esto es, si
resuelve mas problemas y los resuelve mejor.

Formacién del profesorado para este
enfoque

Este tipo de ensefianza exige una preparaciéon
del profesor diferente de la que se necesita para el
método expositivo clasico. Requiere, como ha indi-
cado M. de Guzman (1985) “tratar de acercarse al
desarrollo genético de las ideas matematicas, pre-
ocuparse por la historia, por la motivacion intrin-
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seca, por los desarrollos y aplicaciones posteriores,
preparar la estrategia de comunicacién y participa-
cion, tratar de prever como se desarrolla esta
participacién y tener dispuestas alternativas ade-
cuadas. Exige una preocupacion individual por los
alumnos para evitar que muchos queden descolga-
dos del proceso”. (p.42).

Esta imagen del profesor parece poco realista.
El profesor tiene unas ideas previas sobre las
matematicas, sobre su enseflanza/aprendizaje,
sobre los alumnos, sobre el curriculum, sobre la
programacion, que son dificiles de cambiar, y nece-
sita ayuda para reflexionar sobre su propia practi-
ca docente, para cambiar sus ideas sobre la educa-
cion matematica y para modificar sus modos de
intervencion en el aula. En algunos paises se han
diseniado estrategias de formacion permanente de
profesores de matematicas en ejercicio a fin de
prepararles para este enfoque (Simon y Schifter,
1991). Aqui sélo nos referiremos a un aspecto, la
necesidad de trabajar en grupo para llevar estas
ideas a la practica, ya sea creando un seminario
permanente con este objetivo u organizando clubs
matematicos con alumnos que se presten volunta-
riamente a esta actividad.

Los grupos de trabajo de profesores, centrados
en la resolucién de problemas (cfr. Guzman, 1987)
pueden organizarse del siguiente modo: se propo-
nen problemas que no exijan conocimientos supe-
riores, pero que demanden un cierto grado de
concentracion y de trabajo creador y de forma que
los participantes puedan utilizar en sus clases la
mayor parte de las actividades propuestas, sin que
haga falta modificarlas sustancialmente. Se re-
suelve el problema individualmente o en grupo
realizando un protocolo, esto es, registrando todo
aquello que se va pensando y sintiendo a lo largo
del proceso de resolucién, por ejemplo, las ideas
que se consideran importantes, lo que intenta
hacer, el parecer sobre todo ello, los sentimientos
de frustacion, de entusiasmo, etc. Una vez resuelto
el problema, se hace una exposicion sobre este
proceso, con ayuda del protocolo, y se discute
sobre las implicaciones didacticas: ¢este problema
se puede utilizar en clase? sen qué momento del
programa se puede proponer? ;qué puntos nece-
sitan mas atencién? ;cémo se puede intentar
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abordarlos? 4,qué generalizaciones se pueden ha-
cer? Estas sesiones de trabajo se pueden tener
también con alumnos, fuera del horario escolar, en
el marco de un Club matematico, en cuyo caso
cambian algunos de los objetivos anteriores.

Los Clubs matematicos con alumnos son acti-
vidades fuera del aula que pueden plantearse con
distintas finalidades, entre ellas brindar a los es-
tudiantes la educacion matematica que no les
proporciona la ensefianza formal de esta discipli-
na, por ejemplo, tener la experiencia de resolver
verdaderos problemas: dar vueltas a una cuestion
durante varias semanas o durantes meses, tomar
consciencia lentamente de la naturaleza de las
dificultades de resolucion, llegar a un resultado
después de un largo proceso gracias a una ilumi-
nacion que desvela la solucién. Se trata de una
aventura que queda en la memoria de todos los que
la han vivido, y del profesor que la da a gustar a sus
alumnos.

Pero otra finalidad de los Clubs matematicos es
que el profesor se forme en el enfoque de la mate-
matica a través de la resolucion de problemas,
ejerciendo su actividad con un grupo de alumnos
que se prestan a ello voluntariamente, sin las
limitaciones que impone el sistema escolar. De esta
forma el profesor planteara sesiones que se desa-
rrollaran segin la dinamica antes expuesta y
aprendera el dificil papel de moderadory guia de la
actividad de los alumnos. En una experiencia de
este tipo que yo misma conduje durante varios
anos y que he descrito en otros lugares (Callejo,
1988, 1990, 1991), tuve la oportunidad de disfrutar,
junto con estudiantes de Bachillerato de diversos
Institutos y Colegios de Madrid, de momentos
especialmente interesantes propiciados por el es-
fuerzo constante, el azar o el trabajo en grupo. Uno
de los momentos estelares fue la resolucién del
siguiente problema, propuesto en una edicién de la
“Olimpiada Matemdtica Belga”, que lo conociamos
como “El problema de la mosca”.

"El problema de la mosca. Una mosca se pasea por

las aristas de un cubo ABCDEFGH. Cuando se
encuentra en un vértice prosigue su camino hasta
el vértice de una cualquiera de las aristas que
parten del vértice en que esta. Por tanto la proba-
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bilidad de que elija una arista determinada es 1/3.
Los vértices F y G estan fumigados de un insectici-
da mortal. Si la mosca parte del vértice A, cual es
la probabilidad.

- de que llegue al vértice F

- de que llegue al vértice G

- de que no pase nunca ni por F ni por G.

A B

H G

Elproceso de investigacion dur6 un afio (Callgjo,
1988). Las conjeturas acerca de la posibilidad de
que la mosca muriese eran diversas: algunos estu-
diantes decian que seguro que la mosca moriria;
otros mantenian que no, porque la mosca se puede
pasear indefinidamente por vértices que no estan
envenenados; un ultimo grupo creia que la proba-
bilidad de que la mosca muriera era un numero
proximo a 1 porque era casi seguro que moriria. En
el proceso de comunicacién y discusion de estas
ideas algunos estudiantes cambiaron de posturay
aceptaron los argumentos de sus comparneros como
mas fiables. Para justificar las conjeturas vislum-
braron tres vias: resolver primero un problema
mas sencillo, considerar por ejemplo un tetraedro
con un solo vértice envenenado y luego generalizar
el resultado como si la probabilidad de llegar aFy
a G fuese la misma, idea que posteriormente se
revelo falsa; plantear un sistema de ecuaciones,
estrategia que abandonaron pronto y, por ultimo,
sumar la serie de término general:

a_-" probabilidad de que la mosca no llegue nia F
ni a G después de n aristas recorridas”.

Esta tultima idea fue la que mas prospero. Los
estudiantes utilizaron diversas astucias para cal-
cular esta suma. La mas ingeniosa estaba inspira-

da en “El juego de la vida” de Martin Gardner. Al
final la solucién se revelé mas facil de lo que los
participantes habian pensado: bastaba con plan-
tear un sistema de ecuaciones lineales que consi-
deraba la simetria de los vértices no envenenados
en relacion a Fy a Gy que relacionaba la probabi-
lidad de ir de un vértice a otro en un namero
indeterminado de aristas recorridas. La probabili-
dad dellegar a Fes 4/7, dellegar a G 3/7, y de no
pasar nunca ni por F ni por G es cero.

Conclusion

Gomenzamos esta exposicién haciéndonos tres
preguntas acerca del enfoque de las matematicas
desde la corriente denominada “resolucién de pro-
blemas”: ¢Se trata de continuar haciendo lo mismo
de siempre pero llamdandole de otra manera?; 4,0 se
trata quiza de una moda pasajera que a Espana nos
llega con un poco de retraso y por ello aparace en los
DCB de matemdticas de la Reforma actual?; 3O, por
el contrario, se trata verdaderamente de una reno-
vacion importante de la educacién matemdatica que
supondra cambios sustanciales en curriculumy en
el papel que el profesor debe jugar en la formacion
matemdtica de sus alumnos? Tal como la hemos
descrito, esta forma de concebir la matematica, su
ensefanza y su aprendizaje, supone un cambio
importante respecto a una practica educativa ba-
sada en el “saber” mas que en el “saber-hacer”. No
estamos pues ante una moda pasajera sino ante
una corriente que pone el acento en un aspecto
nuclear de la matematica, la resolucion de verda-
deros problemas. Esto puede significar una reno-
vacion importante de la educacién matematica en
lo que concierne a los tipos de contenidos a privi-
legiar, a la metodologia a adoptar, al modo de
evaluary a la eleccion de materiales curriculares a
utilizar tal como ha quedado expuesto. Pero este
enfoque va mas alla del curriculum de matemati-
cas, se trata de un modo de entender la educacién
en las etapas iniciales, (Primaria y Secundaria),
que supera la disciplina concreta, las matematicas.
Un tipo de educacion basada en el trabajo en
equipo, en la comunicacion, en la libertad para
expresar ideas y defenderlas en el respeto hacia las
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ideas de los otros, en el interés por la materia y en
la motivacion intrinseca. Ponerlo en practica no
es facil, pero merece la pena intentarlo.

El testimonio escrito de un profesora con quien
he compartido un grupo de trabajo centrado en la
resolucion de problemas durante el curso 90-91 es
bastante expresivo de lo que puede significar este
planteamiento en la renovacion del profesory de su
practica docente.

“‘Realizar este tipo de trabajo me ha servido para
reflexionar sobre mipropia practicay sistematizarla.
(...). He aprendido a observar y a tomar nota de lo
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