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Lo que en ocasiones pudo ser una utopfa ahora puede tornarse en rea-
lidad. Pero nada se improvisa. Desde la aparicién de los «sofiadores» que
a modo de poetas comprometidos inician la difusién de una idea hasta su
implantacién en una sociedad pasa tiempo. A veces, demasiado. En estos
casos ha sido necesario que sus esfuerzos, tan aislados como atractivos,
tan altruistas como desconcertantes, tan bellos como necesarios, calasen
en el complejo tejido social desencadenando un cambio.

Algo de esto es lo que estd ocurriendo en el campo de la Educacién
Matemitica. Baste recordar a los profesores Puig Adam y Santald, cuyos
trabajos fueron poco valorados por una sociedad que no supo, o no qui-
so, entenderlos. Parecida suerte siguieron todos aquellos que desde la dé-
cada de los sesenta comenzaron a organizar Escuelas de Verano y a or-
ganizarse en grupos'y sociedades en un intento de transformar las estruc-
turas educativas. La situacién en aquellos afios hizo que el esfuerzo fuese
enorme, pero no baldfio. Los pioneros —grupos Ceros, Sociedad Canaria
de Profesores de Matemadticas Isaac Newton, el colectivo Rosa Sensar—,
son sélo ejemplos diferentes, y no un muestrario de nombres que siem-
pre caerfa en el riesgo de olvidar a otros tan importantes como los cita-
dos. Todos merecen algo més que este modesto reconocimiento después
de tantos afios de lucha. Al canto de estos «poetas» infatigables se han
ido uniendo, poco a poco, muchisimos mds en una sociedad libre que
exige adaptar su sistema educativo a los aires frescos que corren. Asi apa-
recieron otros grupos (Azarquiel, Beta...), otras agrupaciones de profeso-
res («P. Sanchez Ciruelo», «Puig Adam», «Thales»...) que con sus publi-
caciones quisieron extender su mensaje. Nameros, L’Escaire, Epsilon, Thales,
Boletin Puig Adam, etc., son ejemplos de ellas.




Hechos recientes demandan nuevas actuaciones. Desde finales de 1985
surgen en las universidades espafiolas los Departamentos de Did4ctica de
las Matemdticas, a veces unidos en la misma 4drea de conocimiento con la
Diddctica de las Ciencias Experimentales. Todo un reto en el desarrollo
de la docencia y la investigacién en todos los ciclos. Hay abierto un pro-
ceso de Reforma de las Ensefianzas (Bdsica y Media) que exige un nuevo
perfil del profesorado. Se han abierto canales de colaborcién en el desa-
trollo de la Educacién Matemitica con otros pafses. A pesar de todo, hay
muchos profesores demasiado aislados, lejos de los canales por donde
circula la informacién, realizando un trabajo en unas condiciones poco
favorables. _ -

Parece el momento de dar un paso adelante, de aglutinar esfuerzos y
buscar una publicacién de dmbito nacional que canalice este entusiasmo
que hoy vive el mundillo de los profesores de Matem4ticas. Hubo reunio- |
nes en Mélaga, Valencia, Granada y Madrid y se formé una gestora y una
Federacién de Sociedades de Profesores de Matemdtica... y después de
muchos meses de acciones diversas y colaboraciones positivas aparece
hoy el niimero 1, al que deberdn seguir todos los otros naturales, de la
publicacién apoyada por la inmensa mayoria de todos los hasta aquf ci-
tados. i

r

SUMA nace, pues, con pretensién de ser una revista sobre la ense-
flanza y el aprendizaje de las Matemdticas, 6rgano de expresién de la Fe-
deracién de Sociedades que la edita y de los grupos que la apoyan; ttil
para la clase, plural y participativa, dedicada a todos los niveles educati-
vos y que recogeri ideas, sugerencias, informaciones, innovaciones...,
agrupadas en las distintas secciones.

— En la seccién de Articulos se incluirdn trabajos que contribuyan a me-
jorar nuestro baga]e sobre la ensefianza y el aprendizaje de las Mate-
mdticas.

— La seccién ‘anterior se complementa con la de Ideas para la clase en la
que se incluirdn artfculos con sugerencias que, de modo ficil y cémodo,
puedas incorporar a tus clases. En este nimero verds algunos traba]os
muy cortos y llenos de interés, son zdeas como las que todos tenéis que !
han funcionado bien ante unos alumnos. Tenemos mucha ilusién en que
esta seccién sea de las mds leidas por su utilidad casi inmediata y por la
gran cantidad de trabajos que esperamos recibir de vosotros.

— La importancia, actualmente reconocida, del uso de materiales di-
ddcticos en la clase nos ha llevado a dedicar una seccién que llamaremos
Recursos para el aula en la que se describirdn distintos materiales indicando
sus posibles usos did4cticos.

— Antes nos referfamos a la necesidad de difundir informaciones so-
bre miiltiples aspectos que pueden interesarnos. Congresos, exposicio-
nes, libros, etc., serdn anunciados en la medida en que se nos hagan lle-
gar o sepamos de su existencia. Todo ello definird la seccién titulada Iz-
Jformacion.




— Aunque en esta primera aparicién publica de SUMA sélo figuran
estas cuatro secciones, es nuestra intencién que en sucesivos nimeros
nazca una nueva, que llamarfamos Buzdn de SUMA, en la que incluirfamos
vuestras cartas con sugerencias, opiniones, problemas que deseéis propo-
ner, etc. Esta dltima pretende un acercamiento de la revista a nuestros
lectores.

La existencia de un Panel de Colaboradores formado por las personas que
estén dispuestas a trabajar por SUMA posibilitard la proximidad a todos
vosotros en cualquier punto de Espafia. De este modo presentamos con
orgullo nuestro Panel de Colaboradores, son las personas que van a acer-
car esta revista a todos vosotros —a quienes os podéis dirigir para hacer-
les entrega de vuestros trabajos (tan necesarios para que SUMA siga vi-
viendo), sugerencias y criticas— y van a procurar que los sucesivos nime-
ros de SUMA vayan mejorando y tengan la calidad que vosotros mere-
céis. En definitiva, no son siho una pequefia muestra del verdadero equi-
po de colaboradores en el que pronto, muy pronto, esperamos tenerte.

iStimate a SUMA!

EL CONSEJO EDITORIAL
(en funciones)







Lo que he aprendido

Francisco Herndn

Estas cosas pasan de vez en cuando. Viene a -

verte una antigua alumna que acaba de licen-
ciarse en filologfa y sabe con claridad a qué pien-
sa dedicarse: a estudiar cémo se aprenden las se-
gundas lenguas. Y te dice: «Como sé que tud estds
trabajando sobre el aprendizaje, he pensado que
podtfas recomendarme algunos libros.»

Inmediatamente piensas que tu trabajo no es
sobre el aprendizaje en general, sino sobre el de
las matemdticas en particular, y que a ella no le
interesan las matemdticas en particular sino el
aprendizaje en general. «Pues no sé; ahora no se
me ocurre ninguno.» «Pero —insiste— seguro
que has lefido cosas. Piaget, Vygotsky y otros que
td sabrds.»

Su deseo de saber te convierte de pronto en un
ignorante, asf que le dices: «Bueno, déjame que
lo piense. Te llamaré dentro de un par de dfas.»

Un hormigueo te desasosiega y empiezas a to-
marte la cosa en serio: ¢y qué es lo que yo sé
acerca del aprendizaje en general? Cuando voy a
clase y tengo previsto que tratemos tal o cual te-
ma, sé unas cuantas cosas acerca del aprendizaje
de ese tema; pero no es lo que le interesa a ella.

Desde luego —te dices; pero tendrés algunas ideas
generales, algunas hipétesis relativas a las condi-
ciones que han de cumplirse para un buen apren-
dizaje, a las dificultades iniciales, a la psicologfa
del aprendiz, independientemente de que lo que
vaya a aprender sea trigonometrfa, manejar una
cdmara fotogrifica o redactar una carta. Y esas
ideas estardn firmemente incorporadas a tu «ideo-
logfa», esas ideas tendrdn una configuracién prag-
mitica; no irds a los libros a consultarlas cada dfa;
serdn ideas «tuyas», ideas que subyacen a tu acti-
vidad diddctica. '

Asi que me dispuse a hacerlas explicitas, nece-
sitaba recordar cudles eran. Cogi unos folios y me
dije que no consultarfa ningin libro, porque no
se trata de ideas que haya leido y olvidado o de
las que importe una cuidadosa redaccién; son las
ideas que uso y que sostienen mi prictica diaria.

No tardé en darme cuenta de que no eran mu-
chas, y mientras las estaba escribiendo me iba
dando también cuenta de que la mayorfa eran bas-
tante vagas y muy empiricas; tanto, que mds que
un cuerpo de doctrina eran unas cuantas ramas
que dificilmente podria decirse que constitufan
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Francisco Herndn

un drbol frondoso a cuya sombra pudiera uno
convocar a una tribu numerosa.

Y otro inconveniente: équé hago, empleo el im-
personal «Uno aprende..», «Se aprende...», o es
mejor la primera persona de plural «Aprende-
mos...»? Algunas de las cosas que «sé» acerca del
aprendizaje las sé por auto-observacién o auto-
andlisis; de manera que serfa mds justo emplear
«yo aprendo...». Opté por prescindir de la unici-
dad del sujeto y dejar que las frases se construye-
ran sin restricciones.

S

i
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Esto es lo que logré salir flotando a la super-
ficie:

— No todas las actividades humanas se realizan
con el propésito de aprender. Ir a un concierto,
oir un chiste, salir a pasear bajo la lluvia, comerse
un melén, limpiar la cocina.

— Aprender no es siempre un acto de volun-
tad. La mayor parte de las cosas que aprendemos
hasta los seis afios, es decir, posiblemente las m4s
importantes, no son consecuencia de un acto pre-
vio de decisién consciente.

) AT ]
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74

— Aprender sin darnos cuenta es algo mucho
mis frecuente de lo que en ocasiones creemos.

— Aprender es una actividad marcadamente he-
terogéna. Aprendemos cosas de ningin signifi-
cado y mucho uso, por ejemplo, el nombre y la
graffa de las consonantes. Aprendemos cosas con
poco significado (Minnesota es uno de los Esta-
dos Unidos de Norteamérica) y més tarde las do-
tamos de un significado riquisimo (cuando estu-
dio el mapa porque voy a pasar dos meses traba-
jando en la capital de Minnesota). Aprendemos
otras en las que el significado nos importa poco o
nada; nos importa el uso que vamos a hacer de
ellas, como cuando aprendemos a conducir un
coche.

— Cuando queremos aprender algo voluntaria-
mente, parece que lo hacemos porque nos inte-
resa, 0 porque creemos que €s necesario social-
mente, 0 porque pensamos que serd personal-
mente placentero, o porque «los otros» lo saben.

— Uno quiere participar de las pequeiias y gran-
des maravillas del mundo y del pensamiento («Sélo
lo maravilloso es hermoso», dice André Breton).

— Todos tenemos cuando nifios una pasién
por saber, por preguntar, pot aprender. Algunos
tienen suerte y la mantienen durante toda su vi-
da. Otros muchos ven obstaculizada esa pasion.
Pero, en cualquier caso, pervive siempre, siempre
est4 a la espera de ser despertada.

— Informacién y aprendizaje no son, ni muchi-
simo menos, sinénimos. La informacién viene de
fuera («Las rocas sedimentarias son...», «Eso es la
via lictea»); el aprendizaje, tanto si es consciente
como si no, ocutre en #no mismo; y cuando es cons-
ciente va acompafiado de una tensién, sea en for-

Lo que he aprendido

W Ty

ma de ensimismamiento, sea en forma de olvido
de sf mismo. La soledad del aprendiz.

— Las personas necesitamos que confien en
nosotros mientras aprendemos. Cuando estoy in-
tentando aprender algo no me gusta que me di-
gan «Estds cometiendo un error, lo estds hacien-
do mal». Me gusta que me digan «Cuando necesi-
tes ayuda te puedo echar una mano, si quieres» o
«{Te parece que lo intentemos juntos?».

Mientras que se dice «ufrir un accidente», es
curioso que se diga «cometer un error», en un alar-
mante paralelismo semdntico con «ometer un de-
lito».

No creo que se cometan errores durante el pro-
ceso de aprendizaje. Cuando un nifio que estd
aprendiendo a andar pierde el equilibrio y se cae,
nadie dice que se haya equivocado. O bien se le
anima a levantarse por s solo, o bien se le ofrece
un punto de apoyo.

Cuando tantos estudiantes responden que siete
al cuadrado es catorce, lo importante no es que
hayan «cometido un error», sino que su respuesta
es sintoma de un conocimiento que.si que tienen.
Incompleto, de acuerdo; pero no una ausencia de
conocimiento. Cuando uno es#4 aprendiendo, afir-
ma poco y titubea mucho; pregunta, se pregunta,
ensaya, vuelve atrds, revisa.

— La mayorfa de las personas que he conocido
—y entre ellas yo mismo— necesitamos una re-
compensa tras al aprendizaje. Pero esa recompen-
sa no es un terrén de azdcar. En realidad son dos
recompensas; una, interior: la alegrfa de haber
aprendido algo (necesito saber que he aprendido

'y qué he aprendido); otra, exterior: la pulsién de

comunicirselo a otros; no para que sepan lo que
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he aprendido, sino por la comunicacién misma.
Uno aprende para estar en el mundo, para ser ca-
marada de otros seres humanos, para entender
juntos. Y quiere comunicarles a los dem4s que el
mundo es manejable, es inteligible, al menos en
parte. ‘ ;
— Se aprende mejor cuando lo que pasa durante
el aprendizaje tiene mds importancia que las con-
secuencias de ese aprendizaje; cuando la accién
es mds importante que las consecuencias de la ac-
cién. El temor al fracaso es el fracaso.

— Me gusta aprender cuando lo que voy a apren- ‘.

der estd en un contexto lleno de significados,
cuando la relacién entre los componentes y el to-
tal es flexible, como si ambos estuviesen empu-
jindose con los codos para encontrar el sitio en
el que estar todos c6modos. Aprender no es co-
mo afiadir pasas a un pastel, sino hacer el pastel
desde el comienzo, pasarse de harina, quedarse
corto en levadura, ver que se quema si el horno
estd demasiado fuerte... hacerlo mejor al dfa si-
guiente. Es verdad que hay cosas que se aprenden
paso a paso, pero la mayoria se aprenden por 7n-
mersion:

— Para que algo merezca el esfuerzo del apren-
dizaje ha de estar en la frontera de mis posibili-
dades: accesible, pero no en un territorio dema-
siado familiar. '

— Integro mis nuevos conocimientos entre los
que ya tenfa, y los que ya tengo son la trama so-
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bre la que necesariamente han de encontrar su
sitio los que adquiera en el futuro.

Esa es una de las razones por las que la analo-
gfa y la metdfora son instrumentos bésicos para el
aprendizaje. Ambas son esencialmente relaciona-
les; son apoyos, son traductoras, son centros de
interseccién de conceptos.

— Ley de Hofstadter: «Todo (y en particular
aprender) lleva mds tiempo del que uno habfa
pensado que iba a llevar, incluso teniendo en
cuenta la Ley de Hofstadter.»

— La belleza en el aprendizaje es aprender algo
sin darse cuenta del esfuerzo (enorme, a veces)

. que uno ha estado haciendo mientras lo aprendia.

— Pensar da resultado.
Y tan chocante es que personas distintas lle-

guen al mismo resultado como que personas dis-

tintas lleguen a resultados distintos. Ambas cosas
ocurren con similar frecuencia.

«Este pufiadito de deshilvanadas ideas ¢es todo

“lo que sabes acetca del aprendizaje?».

Pues me parece que si.

«No es mucho, ¢no te parece?».

Tal vez. Pero se extiende considerablemente si
luego lo concretas en un aprendizaje especifico,
sea el de las matemiticas o el de las segundas
lenguas.

7117 0.
_________ &k

=/




«¢Tanto como para decir, como te lo he escu-
chado a menudo, que sabemos incomparablemen-
te mds acerca del aprendizaje que lo que sabfan
Platén o Rousseau o lo que se sabfa hace treinta
0 cuarenta afios?». .

Bueno, puede que me refiriese al aprendizaje y
a la ensefianza.

«¢Qué quieres decir?».

Quiero decir que si cuando actde como profe-
sor tomo como punto de partida esas deshilvana-
das ideas, o nociones, o hipétesis, las consecuen-
cias metodolégicas, sociales y éticas son extraor-
dinariamente importantes. Por ejemplo, el mo-
delo de ensefianza por transmisién se desvanece,
y con él el modelo «profesor-alumno» que se ca-
racteriza porque el alumno, el aprendiz, intenta
imitar al profesor. Y si no se desvanece, al menos
queda limitado al aprendizaje de ciertas técnicas

Lo que he aprendido

manuales o a campos en los que predominan las
acciones petceptibles, campos de muy escasa ex-
tensién si se les compara con aquellos en los que
predominan las dcciones mentales.

Mi4s atn, supone alterar radicalmente el relato
de la historia del pensamiento humano, historia
escrita tradicionalmente pot uno de cada mil acer-
ca de uno cada cien mil.

«¢Una especie de giro copernicano?».

En efecto. Copérnico propuso un cambio de
percepcion, mis mental que fisica; después de Co-
pérnico ya no se puede «ver» al Sol moverse. Lo
que hemos aprendido en los dltimos treinta o cua-
renta afios es que ya no se puede ver al aprendiz
como un ser imperfecto que sélo alcanzari la per-
feccién cuando se convierta en profesor.

«Vale. Y ahora ¢{qué libros me recomiendas?».
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Funciones, simetria y frisos

Claudi Alsina Catala

y
Jaume Ll. Garcia-Roig

La interdisciplinariedad en la ensefianza es una
necesidad metodolégica si se pretende ofrecer una
visién global, interactiva y plural de los diversos
campos del saber que hoy inciden en la formacién
académica. En el caso de las Matemiticas no sélo
cabe atender a la incidencia de éstas en las otras
asignaturas, y viceversa, sino pensar en la propia
interdisciplinariedad entre las diversas ramas matemdticas.
Es muy bello, por ejemplo, que el estudio de una
curva sea motivado por un anilisis fisico realizado
en un laboratorio y luego ver cémo la misma curva
tiene una lectura interesante en Ciencias Sociales.
Pero serfa un grave error no integrar en el estudio
de la curva las aportaciones aritméticas, geométri-
cas, analiticas..., etc.

En el presente articulo planteamos una integra-
cién de la Geometria en el estudio de funciones, es
decit, analizar las grdficas de funciones como figuras
geométricas. Con vistas a simplificar nuestra exposi-
cién consideraremos funciones / con dominio e
imagen en los niimeros reales y denotaremos por
grafo (f) la grafica en el plano.

1. La simetria de una funcién

Traslaciones, simetrias y giros son los movi-
mientos rigidos del plano. Un primer estudio inte-
resante puede ser, dada una funciénf, ver cémo es
posible que su grifica quede invariante por tales
transformaciones, es decir, encontrar el grupo de
simetria de la grifica de la funcién:

a) Grdficas y traslaciones

Fijado un vectot (4, 5) no nulo queda definida la
traslacién
T(x,y)= (x +a,y+ b).

Que una grifica de una funcién f quede invariante
por T equivale a la condicién T/graf(f)] = graf(f), es
decir, ’
f(x + a) = f(x) + b,

para todo real x. Esta ecuacién [1] equivale a decir
que f sea periddica en la direccion (4, b) y obviamente
debe ser (4, b) # (0, 1).

Ejemplos tipicos de este caso son las funciones sin %, cos %
con (2, b) = (2m, 0).
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b) Grdficas y simetrias axiales

Fijada una recta r de ecuacién y = ax queda |

definida la simetria axial
S(x, y) = (Ay + Bx, Ax — By)

donde A=2a/(1+2a%)yB=(1-— a?)/(1+ a%. Enel
caso 4 = 0 resulta ser S$(x, y) = (x, —y) y no puede
existir' ninguna grifica de funcién invariante por
dicha simetrfa dado que, por definicién, a cual-
quier punto del dominio sélo le puede correspon-
der una dnica imagen. Si# # 0 sf que puede darse
esta simetria. Concretamente S/graf(f)] = graf(f)
equivale a la ecuacién funcional

f[Af(x) + Bx] = Ax — Bf(x).

Asi, por ejemplo, si z = 1 la condicién [2] se
reduce a,

flf(x)] = x,

es decir, / es una funcién biyectiva igual a su
inversa que se denomina znvolutiva. Este es el caso
de las funciones », —, 1/x. .

Cuando el eje de simetria es el eje OY resulta la
condicién

f(—x) = f(x),

conocida popularmente por la denominacién de
paridad. Tal es el caso de x2, cos %, %] ,...

c) Grdficas y giros

Los tnicos giros compatibles con la definicién
de funcién continua son obviamente los de 180° y
en este caso de simetria central resulta la condicién

f(2m — x) = 2n — f(x),

si (m, n) es el centro de giro. En el caso de centro
(0, 0) resulta la conocida condicién de imparidad

f—x) = —f(x)

Tal es el caso de &3, 57 x,...

Este apartado puede presentarse cémodamente
~ con transparencias y retroproyector. En una trans-
parencia se indicardn los dos ejes y la diagonal. En
otras transparencias se dispondrdn de las grificas
dex?y sin x. Mediante una transparencia sin dibujar
se podrin ensayar la traslacién, simetrfa y giro de
la totalidad o partes de x? y sin x e ir dibujando las

gréficas asi generadas. Puede ser instructivo insis- B

tir sobre la relacién entre seno y coseno via trasla-
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ciény hallar las gréficas de funciones inversas via la
simetria en la diagonal.

2. Funciones friso

En la geometria cldsica un grapo de friso F es
cualquier subgrupo del grupo de isometrias del
plano cuyos elementos dejan invariante una recta r
y tal que todas las traslaciones contenidas en F son
generadas por una sola traslacién 7' diferente de la
identidad. As{ un friro serd cualquier figura plana
que queda invariante por un grupo de friso F, Es
bien conocido que existen exactamente 7 tipos de

Srisos (fig. 1).
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Fig. 1.—Tipos de frisos. -
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Fig. 2.—Funciones friso con recta de friso el efe OX.

direccién de 7, S la simetrfa respecto de r, §” una
simetrfa de eje perpendicular ar, G el giro de 180°

Fijada la recta r si T indica la traslacién en la

alrededor de un punto de r y L la simetrfa con

desplazamiento L = 1/2 T+ §, entonces los 7 tipos
de frisos vienen generados por “

| F,=<T>,Fl=<T, 8>, Fi=<T,8> F;=<T,L>
F,=<T, G>, F} = <T, G, §>, F2=<T,G,L>.

Un estudio sugestivo consiste en analizar funciones
friso, es decir, aquellas funciones reales (definidas

Funciones, simetria y frisos

Fig. 3.—Funciones friso con recta de friso una recta distinta a los
efes.

en foda la recta real) cuya grifica es un friso. Para
este objetivo hay que distinguir tres situaciones:
Caso 1.° Con recta de friso el eje 0Y no pueden
existir funciones friso. ,
Cas02.° Con recta de friso el eje 0X sélo pue-

~ den existir 5 tipos funciones friso al estar excluida

la simetrfa respecto de 0X (fig. 2).

Cas03.° Con recta de friso una recta diferente
de los ejes cartesianos si que pueden darse los 7
tipos. Es de destacar que recientemente hemos
demostrado que juna funcién simétrica y periédica
nunca puede ser continua! (fig. 3).
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A nivel didictico puede ser interesante propo-
ner los dibujos de las funciones friso exigiendo a
prioti propiedades globales del friso. As{ si se exige
continuidad o diferenciabilidad la pieza generado-

ra del friso debe cumplir ciertas condiciones cuya

investigacién puede tener interés cara a consolidar
estas condiciones de regularidad, trabajando siem-
pre a nivel visual y gréfico. Por supuesto en una
primera aproximacién al tema, como simple tra-
bajo de grificas de funciones, cabe recortar en
cartédn un trozo de funcién y con dicha plantilla
dibujar los frisos correspondientes. Otra posibili-
dad es recortar dichos frisos en papel plegado en

forma de acordeén o utilizar dos espejos pequefios
iguales y paralelos donde al colocar un trozo de
funcién se «verd» todo el friso. En este caso puede
ser curioso ver c6mo debe ser el trozo generador
para que dé lugar a los distintos frisos.
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Algunos reflejos de las Matematicas
en la obra de Jorge Luis Borges
(Notas profanas)

Andrés Soria

«Para borrar o mitigar la safia
de lo real, buscaba lo sofiado.»

(. L. B., Un soldado de Urbina)

Fantasfa y Matemadticas son dos conceptos apa-
rentemente antagénicos. Se puede pedir para el
matemdtico imaginacién, pero no fantasfa. Los
suefios nocturnos o los que surgen enla vigilia no
se adornan de guarismos ni de vectores.

Sin embargo, el reverendo Charles Lutwidge
Dodgson (1832-1898) —experto en determinan-
tes— las abandona un buen dfa para, desdoblado
en Lewis Carroll, brindar al mundo Aliciz en el Pafs
de las Maravillas y A través del espejo*. Y con él, otros
como Holleway Hern, teérico de las estructutas,
escapan de ese cercado para dar directamente en
las creaciones fantdsticas... Pero se trata de cir-
cunstancias especiales: las viejas ciudades universi-

1 Jorge Luis BORGES con Marfa Esther VAZQUEZ en
Introduccion a la Literatura Inglesa, Buenos Aires, Columba,
1965 (traducida al inglés por Keating y Evans, London,
Robson Book, 1974), trata de Lewis Carroll con especial
carifio.

tarias inglesas, llenas de humort, melancolfa y ex-
travagancia. Motivos que, unidos, coadyuvan a
que, de vez en cuando se produzcan estas sorpren-
dentes reacciones y brote el chorro de luz descon-
certante, producido por la mente humana.

Tal vez la veta inglesa de Borges le haya llevado
a asomarse él también a ese campo, en ciertos
aspectos, contiguo al de sus mds acendradas crea-
ciones. Hay que tener en cuenta el giro de fantasia
que va a presidir lo fantdstico moderno, propio del
siglo XX, iniciado alrededor de la mitad de los
afios treinta y extendido y teorizado (con sutil
argumentacién analitica) tras la Segunda guerra
mundial?.

La fantasfa parece abandonar el cuarto de los
nifios y dejar sus ropajes infantiles, acostumbra-
dos, optimistas, para afirmarse como adulta e ins-

2 Sobre el viraje da la fantasia, véase Roger CAILLOIS,
Imdgenes, Imdgenes, Barcelona, Edhasa, 1970, pp. 9-42.
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talarse en la realidad del vivir presente, planetaria,
escéptica, pegada a la ciencia. En esta nueva direc-
cién habfa tenido destacados precursores aislados
y casi todos, en lengua inglesa.

Las breves notas reunidas aqui, se limitardn,
mds que nada a indicar unas posibilidades m4s en
la vasta obra borgiana, sefialando algunos aspectos
de ella que puedan relacionarse, mis o menos
intencionalmente con el mundo de las matemiti-
cas. Y es muy importante anticipar dos observa-
ciones previas: la primera, que siempre se estard en
clave literaria. La segunda, que el gufa de esta clave
es, ademds, ajeno al campo especifico y en todo
momento tan diferenciador, de las ciencias exactas.

Para encajar el tema, hay que considerar varios
elementos.

La obra de Borges es concentracion interna, aun-
que aparezca dispefsa. Lo mismo que las sucesivas
etapas de su larga vida, representa una variedad.
No obstante, debido a circunstancias especiales,
destacadas por bibgrafos y criticos —y algunas, por
el propio escritor— puede divisarse un camino,

18 SUMA 1/1988

cefiido a las constantes culturales del siglo, vivido
por Borges en su mayor parte. De ah{ el interés de
estas apreciaciones y la necesidad de recorrer so-
meramente la cronologia, antes de detenernos en
el punto concreto de su actividad.

Borges, en el espacio, se ha desplazado desde su
Argentina natal a Europa. También a Norteamé-
rica o a Israel. Para su desarrollo intelectual, esto
es muy importante, por haber coincidido con de-
cisivos periodos vitales.

Sus afios de formacién y de revelacién —las
primeras creaciones juveniles— se sitdan en Bue-
nos Aires, en Europa y, de nuevo, en la ciudad
portefia, en esa época, tan densa y original de los
afios veinte®. A esta etapa sucede otra, la mis
perfectamente homogénea: la que cubre ese pe-
rfodo en que, desde la orilla atldntica americana, se
sigue con interés, tensién y ansiedad y preludio
bélico protagonizada ya por Espafia y, a continua-
cién, con el intervalo de un verano, la conflagra-
cién europea y mundial. En el quehacer borgiano,
una etapa larga y fructifera (la Segunda guerra
mundial, con sus avatares y episodios, serd un
constante punto de referencia). Y al llegar la paz,
Borges tendrd también una participacién en lo que
ha sido destino de millones de hombres y mujeres:
la zozobra, el atropello, que lo lastimari como ser
humano y como intelectual juntamente.

Silos afios cincuenta, mitad por mitad, son para
él infelices y compensadores, la década de los
sesenta representa su consagracién mundial4. Es-
tados Unidos, Europa (Madrid, Ginebra, Londres,
Edimburgo...)’, en tanto que el decenio de los
setenta y el actual —hasta su muerte en 1986—
serdn, en general, afios ajetreados. En volandas de
la fama que hoy prodigan los medios de comunica-
cién de masas, aunque clausurado en su ceguera,
serd simbolo contravertido y, en parte, beneficia-
rio para el paladar comidn del boom de las letras

3 Véase Gérard de CORTANZE, «Chronologie de Jorge
Luis Borges», en Europe (1982), pp. 142-146.

4 Emir Rodriguez Monegal —hace poco desaparecido—
ha puntualizado la fecha en que J. L. B. dejé de ser inédito
fuera del mundo hispanico: 1961, cuando recibe, junto con
Samuel Beckett, el Premio Formentor (Borges por & mismo,
por Emir R. MONEGAL, trad. del francés, Barcelona, Laia,
1984), (la ed. «Ecrivains de Toujours», n. 86, Parfs, Le Seuil,
1978). .

5 En lo personal, durante estos afios, su tardio matri-
monio, su separacién y su ceguera.



americanas (que, en lo recéndito, lo reconoce
como uno de sus padres o precursores extraordi-
narios).

Al lado de la trayectoria de su vida, puede
seguirse el zig-zag paralelo representado por sus
obras. La esfera intelectual en que Borges se ha
movido, presenta, en escotzo un panorama del
siglo XX. Tan denso en el campo de las letras y las
artes como en el de las ciencias y la tecnologfa, con
interferencias que aparecen en la mente y en la
creacién borgiana. (Desde las matemdticas tradi-
cionales de principio de siglo, a la revolucién
einsteiniana, y —en un gran salto— a la cada vez
mds universal dominacién de los ordenadores, a lo
largo de toda esta centuria se han dado pasos
gigantescos y ha habido cambios muy profundos
que se han sucedido con rapidez. La «reconstruc-
cién imaginativa», como dice Bertrand Russell,
implica un esfuerzo enorme para adaptar la mente
y sacatla fuera de sus hédbitos rutinarios. Este

camino ha sido paralelo a la evolucién, la forma-

cién y el desarrollo de la obra borgiana. No lo
olvidemos.)

1.—Si un matemdtico examina con detencién la
obra de Borges, concluird juzgando negativo su
interés. En efecto, no hay ningin texto, breve o
extenso de argumento matemadtico, si bien apare-
ce la matemdtica, como veremos en alguna utili-
zacién, no demasiado original —aparentemente—
de la aporia clésica.

Se ha aludido, mas arriba, a esos matemditicos
ingleses que alternan su labor especifica con la
literatura fantdstica. Borges no puede incluirse
entre ellos, por falta de una «dedicacién» primaria
y especifica a la materia. Es decir, el camino de
Lewis Carroll (de la matemdtica a la fantasia) no
admite el recorrido inverso.

Tampoco podria comparirsele a Bertrand Rus-
sell (1870-1972). El filésofo era también matemd-
tico, sobre todo en su primera época del Trinity
College (Cambridge)

«Necesitaba yo la certeza como otros necesitan la fe
religiosa. Crefa que la certeza podia ser encontrada con
mayor probabilidad en las matemdticas que en cual-
quier otra esfera..».

As{ pensaba hacia 1910. Pero esas matematicas
no le convencen y busca «otras» —curiosamente

6 Principles of Mathematics, 1903, Principia Mathematica,
1910.

Algunos reflejos de las Matemdticas en la obra de Jorge Luds Borges.

explicadas por una fibula (el elefante y la tortuga).
Desengafio que se acentta al final de su vida
longeva: el mundo platénico, eterno, y la belleza
de las matemadticas se han disipado’.

Este descreimiento (que le permitirfa bromear,
fantasear y divertirse en sus textos divulgativos
—como el de la teorfa de la relatividad—) puede
compararse con ciertas actitudes borgeanas, que,
sin embargo, tienen un origen muy diverso.

¢Cuil es, pues, la posicién de Borges ante el
tema? En nuestra opinién es algo complejo. Inten-
taremos enfocar sucesivamente las zonas que cree-
mos deben distinguitse en su proceso.

Hay, en primer lugar, una situacién (compar-
tida, por otra parte, con otros escritores y que sin
duda se adscribe a una época muy real), que podria
llamarse de «adhesién» a la matemadtica. Una acep-
tacién deliberada del rigor, la exactitud, la 16gica,

7 B. RUSSELL, Retratos de memoria y otros ensayos, Madrid,
Alianza Ed., 1976, pp. 58-59 y 62.
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invocada por autores que se hallan dentro de la
devocién borgiana y que se encarnarfa en Paul
Valéry, definidores y propugnadores de la pureza
—la poesfa pura—, que trepite como imagen la
depuracién que respecto a la aritmética representa
el dlgebra®. Este adoptar la «actitud matemadtica»
es un indicio que revela al grupo de los que se
oponen a la irracionalidad desencadenada y galo-
pante de los afios treinta, en visperas de las guerras
y mids atn, en medio de la gran conflagracién,
cuando la sinrazén colectiva hace tambalear los
cimientos del mundo.

De aqui la utilizacién, no muy abundante, del
lenguaje matemdético —sobre todo por via de com-
paracién— que encuentra plasmaciones verdade-
ramente felices en el verso (un poema-resumen,
como muchos otros del autot, e intimista):

«Algebra y fuego, la carga de Junin en tu sangre».
(Mateo, XXV,30)
o en este otro, de un tema muy recurrente:

«No sé si volveremos en un ciclo segundo
Como vuelven las cifras de una fraccién periédica»
(La Noche Ciclica)

Y en la prosa, sefialamos, en uno de sus primeros
ensayos («La Metdfora», publicado en Cosmdpolis
(Madrid, 1921), donde dir4:
«Cuando un geémetza afirma que la luna es una canti-
dad extensa en las tres dimensiones su expresién no es
menos metaférica que la de Nietzsche» (un gato que
anda por los tejados)?.

O esta acotacién, banal, de tipo escolar, referida a

la diversidad de las traducciones de Homero:

«El estado presente de sus obras es parecido al de una
complicada ecuacién que registra relaciones precisas
entre cantidades incégnitas.»

(«Las versiones de Homero» en Discusidn)

La utilizacién de este lenguaje matemitico (co-
mo de otro cualquier lenguaje especifico) es, en
tltima instancia, cuestién de estilo y por tanto no
deja de ser significativa. iCudntas veces se prodi-
gan, al hablar de poetas y prosistas, calificativos

para destacar precisamente esas cualidades genera-

8 Cfr. la cita, no de J. L. B,, pero si de Guillermo de
Torre, muy cercano a él: Valéry, hablando de Mallarmé y su
universalidad «concibe como un dlgebra lo que los demis
piensan en la particularidad de la aritmética» (G. de TORRE,
Problemdtica de la Literatura, Buenos Aires, Losada, 1966 (3.4
ed.), p. 104,

® Véase Joaquina NAVARRO, «Jorge Luis Borges: Trau-
maturgo de la Metifora», en RHM, XXXI.
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les de las matemadticas! Por eso hemos de aumen-
tar algo mds todavia el terreno de nuestra ilustra-
cién, permaneciendo a caballo entre la opinién
critica personal del autor y el mundo matemitico.

2.—En este segundo momento se puede apre-
ciar cémo el universo de guarismos se aleja para
ser mirado con ojos criticos, pudiendo reducirse
asi: un conjunto de simbolos en el que la fantasfa
(la propia de Botges, por supuesto), puede inter-
venir,

Adn estamos en esa concentrada etapa vital de

~los afios treinta. Y la chispa borgeana salta ante

libros ajenos (pero reales).

Dos textos relacionados con las matemaiticas le
provocan sus manifestaciones, muy intencionales.
El primero es Dic Unbekannte Grisse [«La cantidad
incégnita»], de Hermann Brech, el escritor nacido
en Austria en 1886 y muerto en Estados Unidos en
1951.

El protagonista de esta ficcién es Richard Hieck,
un matemadtico al que no le interesa su propia vida,
sino el mundo de los simbolos. Sélo el suicidio de




un hermano menor le devuelve a la realidad. Pero
Borges apostilla:
«Sospecho, sin embargo, que me habrfa gustado mis el
argumento inverso: el que mostrara la invasién progre-
siva del mundo cotidiano por el mundo platénico de
los simbolos» 10, s

La conclusién apunta a la apertura de un campo,
el simbélico, platénico, arquetipico, opuesto de
manera dramética al mundo real comin.

El segundo texto resefiado por Borges es mis
elocuente y més concreto. Se trata de la obra de E.
T. Bell, Men of Mathematic (New York, 1937), una
historia de las matematicas. Para abordarla, Borges
supone poseer conocimientos previos «borrosos o
elementales».

10 Jorge-Luis Borges Textos Cautivos, Ensayosy resefias en
«El Hogar» (1936-1939), Ed. de Enrique SACERIO-GART y
Emir RODRIGUEZ MONEGAL, Barcelona, Tusquets, 1986, p.
96.

Algunos reflejos de las Matemadticas en la obra de Jorge Luis Borges.

‘Es una historia de los matemdticos «de Zenén
de Elea hasta Georg Ludwig Cantor de Halle..» ™.
No sin misterio se resaltan ambos nombres:

«Veintitrés siglos los separan, pero una misma perple-
jidad les dio fatiga y gloria a los dos, y no es aventurado
colegir que los extrafios ntimeros transfinitos del ale-
maén, fueron ideados para resolvex de algiin modo los
enigmas del griego..».

Habla de Pitdgoras, Arquimedes, Descartes «al-
gebrizador de la geometrfa», «Baruch Spinoza,
que aplic6 infelizmente a la metafisica el lenguaje
de Euclides», Gauss «que aprendié a calcular antes
que a hablar», de Jean Victor Poncelet, inventor
del punto en el infinito; Boole, algebrizador de la
l6gita; Riemann, que desacredité el espacio kan-
tiano...

(A continuacién se lamenta que un libro tan
abundante en «noticias curiosas», no hable de un
sistema binario de numeracién contenido en una
obra china, I King... [Suponemos que este final sea
una interpolacién borgeana]) 2,

Por dltimo, otra tercera resefia nos pone mis
directamente en contacto —muy breve— con la
fantasia matemaitica, que podtfa llamarse «mate-
matica ficcién» (como «ciencia ficcién»).

Con el titulo «Un resumen de las doctrinas de
Einstein», trata de una obra divulgativa en lengua
inglesa
«De las muchas cartillas que nos permiten deletrear
(siquiera falazmente) las dos teorfas de Albert Einstein,
la menos fatigosa, es acaso la intitulada Relativity and
Robénson: “La relatividad y Rodriguez” [...] Segin es de
uso en publicaciones como ésta, el capitulo més satis-
factorio es el que trata de la cuarta dimensién...».
«La cuarta dimensién fue imaginada en la segunda
mitad del siglo XVII por el plotiniano inglés Henry
More (hecho curioso, las razones que le impulsaron a
esa invencién fueron de naturaleza metafisica, no geo-
meétrica), Los partidarios de una geometria tetradimen-
sional suelen argumentar de este modo. Si el punto que
se traslada engendra una linea y la linea que se traslada
una superficie y la supetficie que se traslada engendra
un volumen, {por qué no engendrarfa el volumen una
figura inconcebible de cuatro dimensiones...? El sofis-
ma prosigue. Una linea, por breve que sea, contiene un
ndmero infinito de puntos: un cuadrado... un nimero
infinito de lineas: un cubo... un nimero infinito de
cuadrados. Un hipercubo (figura cibica de cuatro

11 Murié en Halle (1888), pero habfa nacido en San
Petersburgo en 1845.
12 Textos Cautivos, pp. 249-250.
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dimensiones) contendria siempre un ntimero infinito
de cubos. No sabemos si hay hipercubos pero sabemos
que cada una de esas figuras, estd limitada por ocho
cubos, por veinticuatro cuadrados, pot treinta y dos
aristas y por dieciséis puntos... Ello no es todo. Me-
diante la tercera dimensién, la dimensién de altura, un
punto encerrado en un circulo puede huir sin tocar la
circunferencia, mediante la cuarta dimensién, la no
imaginable, un hombre encarcelado en un calabozo
podria salir sin atravesar el techo, el piso o los mu-
ros..» 13,

El nombrzar a la cuarta dimension, parece desenca-
denar un movimiento de realidad y fantasfa. Henry
More (1614-1687), fue, en efecto, un platonizante
de Cambridge en la segunda mitad del XVII, anti-
materialista y anticartesiano, conocido por su tra-
tado de filosoffa moral y menos por su tendencia
hacia el lado teoséfico y mistico del neoplatonis-
mo. Sus escritos —como los de Borges— terminan
en fantasfa y también ha sentido la llamada cabalis-
tica —compone, a requerimiento de lady Anne
Conway— Conjectura Cabbalistica en 1653 y mds tar-
de Catechismus Cabbalisticus (1674). Asimismo, como
Borges, también escribe poemas.

Pero, al mismo tiempo, esa cuarta dimensién lo
proyecta, con toda su nebulosa mistica y fant4sti-
ca, al mundo real. Toda la discusién «tetradimen-
sional» es, pot una parte, una elucubracién, como
se ha visto, fantdstica (para engendrar la cuarta
dimensién, habrfa que mover un volumen (un
s6lido, un poliedro), pero éste deberd salir de sf
mismo en el movimiento generador, lo que reque-
rirfa un espacio de més de tres dimensiones. De
donde esta idea es analégica y privada de sentido.
Nuestra mente no puede intuir un espacio de
cuatro dimensiones... Sin embargo, en esos mis-
mos afios, las nuevas teorfas geométricas, por su
parte, se abren a nuevas perspectivas (el espacio-
tiempo como cuarta dimensién en la teoria de la
relatividad es un dato corriente). Hentry More ha
sido precursor 4,

No hay que ahondar mucho para hallar aqui el
esquema borgeano: un punto de realidad, clavado
en tierra «como la estaca pampa» (dirfamos con su
propio verso) permite atar a €l un altfsimo globo
de fantasfa surcando los cielos.

13 0p. cit., pp. 276-277.
14 R. ZIMMERMANN, Henry More und die vierte Dimension der
Raum, Wienn, 1881,
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3.—Hay en el ritmo de la escritura borgeana un
cambio, expresado por sus propias palabras:

«Pasé de las mitologias del arrabal a los juegos con el
tiempo y con el infinito» («Borges y yo») 15,

En realidad se simultanean, hasta el final, los
temas cuyo trdnsito asegura. Lo que sf es claro, se
refiere a un mayor énfasis en la recreacién o
modificacién de argumentos largamente acari-
ciados.

Al reconocert, ahora, su acercamiento lddico (en
realidad quiere decir «estético»), a dos categorias
de suyo avistadas siempre desde la ribera matemai-
tica, nos situamos, en cierto modo frente al nicleo
de lo que podria llamarse «aspecto matemaitico de
la obra borgeana». Y en una ripida sintesis —que
por fuerza ha de ser somera— atisbaremos algo de
la participacién del Borges total en estos juegos.
La fantasfa —acabamos de ver— puede estar del
lado de las matematicas. y desde ese mismo plano
matemadtico se van a proponer ciertas cuestiones,
enuncidndolas como problemas (aporias) o enig-
mas.

La segunda aporfa de Zenén de Elea, discipulo de
Parménides es el argumento matemiatico mis co-
nocido en la obra del escritor argentino. Ha mos-
trado por él su preferencia. Lo ha tratado al menos
cuatro veces. Dos de ellas son las m4s importantes,

En la primera (1932), la paradoja (la carrera de
Aquiles y la tortuga) es una joya. De ella se exaltari
la perplejidad que causa en sus receptores y el arcano
que en si encierra. Tras la exposicién del problema
con sus referencias numéricas, se ordenan las refu-
taciones, basindose en tres autores modernos (an-
glosajones): Stuart Mill, B. Russell y W. James. El
primero asume a los cldsicos Aristételes y Hobbes.
Bozrges se decide por seguir a James. la paradoja
eledtica atafie a la invulnerabilidad del espacio y a
la mds fina, del tiempo. (Salvo considerando la
idealidad de ambas categorias, Zendén es incontes-
table). El texto termina con una especie de mora-
leja:

«Tocar a nuestro concepto del Universo, por ese
pedacito de tiniebla griega? —interrumpird mi lec-
tor 16,

15 J. L. B., Antologfa Personal, Buenos Aires, Sur, 1961,
p. 194.

16 J.L.B., «la Perpetua Carrera de Aquiles y la Tortuga»,
en Discusion (1932) (en Prosa Completa, vol, I, Barcelona,
Bruguera, 1979, p. 92). : '




Algunos reflejos de las Matemadticas en la obra de Jorge Luis Borges.
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Siete afios después —nimero magico— de la
primera publicacién, se acomete de nuevo el tema,
con el texto més rico: Avatares de la Tortuga. Se
subraya aqui mds la actitud matemaitica.

Lo que se va a relatar pertenece a una ilusoria
Biografia del infinito. Sus connotaciones son todas de
esa «literatura matem4tica» que ya hemos encon-
trado (la Hidra pluricéfala de las progresiones
geométricas, las definiciones atribuidas a Nicolds
de Cusa —la circunferencia, un poligono de
infinitos lados, la linea infinita que contiene a la
tecta, el tridngulo, el circulo, la esfera...). Pasada
esta introduccién, se vuelve a narrar, ahora con
detalle, la segunda aporia y se recuerda la primera
(también alusiva al movimiento). Se presentan
detenidamente las refutaciones cldsicas. La de Aris-
tételes, que se ilustra con anotacién matemadtica,
en realidad va contra la doctrina platénica (argu-
mento del «tercer hombre»). A partir de ella hay
un desvio, el regressum in infinitum ataca los univer-
sales, sirve para demostrar la existencia de Dios en
la Summa (Santo Tomds), refuetza los escepticis-
mos (antiguo: Agripa, Sexto Empirico; moderno:
Lotze, Bradley)... Se llega hasta Lewis Carroll
(Mind) donde la aporfa, asida por el lado de la
fibula finge un didlogo entre los dos corredores,
Aquiles y la tortuga: ésta introduce la aporfa entre
las premisas de un silogismo (primera animacisn
fantéstica).

Al final se disparan las sugerencias. La esencia
de la paradoja, dice Borges es aplicable en todos
los terrenos —el estético, el epistemolégico...

¢Es vilida esta dialéctica...”? Un brochazo de
seriedad remata el juego. Detrds de estos antiguos
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problemas, se toca el problema real, que atafie a la
irrealidad del universo

«Lo hemos sofiado resistente, misterioso, visible, ubi-
cuo en el espacio y firme en el tiempo; pero hemos
consentido en su arquitectura tenues y eternos inters-
ticios de sinrazén para saber que es falso» 17,

Formidable conclusién final.

Todavia pueden sefialarse dos textos mds que
rondan el mismo tema («Kafka y sus precursores»,
de 1951, donde se compara la «infinita posterga-
cién» kafkiana con la aporfa y el Gltimo —una
breve alusién— en el prélogo de E/ Oro de los Tigres
(1972), donde con aire de reminiscencia autobio-
grifica, Borges nos cuenta c6mo se le despert6 la
vocacién filoséfica al explicarle su padre la aporia,
con ayuda del tablero de ajedrez...

No se acaban en este muestrario las intromisio-
nes matemdticas en la obra borgeana. Combina-
ciones de argumento matemitico y filoséfico con
conclusién méds o menos fantdstica —el esquema
mds frecuente— abundan. La inclusién de la pers-
pectiva matemadtica, al sesgo, produce resultados
sorprendentes (el asomarnos a la Cibala en Lz
Muerte y la Brijula, o a la broma optimista en el
Argumentum Ornithologicum...).

Estas lineas han querido ser, sobre todo, una
invitacién a explorar con mayor intensidad esta
parcela tan original en un autor que lo es en tan
gran medida. '

17 J. L. B., Otras Inguisiciones, Buenos Aires, Emecé, 1960,
p. 156. :




Poliedros ﬂexibles'

Ceferino Ruiz Garrido

Mi primer contacto con los poliedros flexibles
fue en el Seminario de Nicolds Bourbaki, en fe-
brero de 1978, cuando N. H. KUIPER ! sorprendié
a la audiencia con un enorme poliedro de aluminio
que resultaba ser flexible. Alli planted, entre otras,
las siguientes preguntas: ¢(Cudl es el nimero mi-
nimo de vértices para una esfera poliédrica fle-
xible? :

Por esfera poliédrica quiso referirse a los polie-
dros usuales para excluir a otros poliedros «raros»,
como pueden ser las traingulaciones sobre toros,
botellas de Klein, etc... Por eso, en lo que sigue,
llamaremos simplemente poliedros a las esferas
poliédricas. Hagamos una reflexién sobre la situa-
ci6n en la que se encontraba el problema. La
cuestién de saber si existe algin poliedro que sea
flexible se remonta al libro II de los Elementos de
Euclides. Un poliedro flexible, que algunos han
dado en llamar flexaedro, es un poliedro P del
espacio euclideo, para el que existe una familia

1 Kurpeer, N. H., «Spheres Polyhédriques Flexibles dans
E3 (d’apres Robert Connelly)», Séminaire N. Bourbaki, exposé
514, 1977-78.

uniparamétrica continua de poliedros P,, con P,=
= P, de manera que, para cada ¢ # 0, P, es isomé-
trico a P, pero no se obtiene de P por una isometria
del espacio euclideo. En 1813, A. L. CAUCHY?
demostré que todo poliedro convexo es rigido, es
decit, no es flexible, pero dejé abietta la conjetura de
Cauchy-Enler, en la que se establecfa que todo
poliedro de caras rigidas es inflexible. Hubo que
esperar mis de siglo y medio para que la conjetura
fuera refutada por R. Connelly.

Entre los poligonos, tanto en el plano como en

el espacio, los Gnicos que son rigidos son los

tridngulos, pues los de cuatro o mis lados son
siempre flexibles. Por tanto, para garantizar la
rigidez de las caras del poliedro, cuyo nimero, C,
estd determinado por el nimero, V, de vértices,
C =2V — 4, podemos suponer que todas ellas son
tridngulos, aunque eventualmente algunos de ellos
estén en un mismo plano formando otro tipo de
poligonos. Asf{ podemos considerar Gnicamente el

_esqueleto, formado por los vértices y las aristas

2 A, L. CaucHY, «IL* Mémoire sur les polygénes et les
poledres», J. Ecole Polytechnique, 19 (1813), 87-98.
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Octaedro de Bricard, tipo I.

Octaedro de Bricard, tipo IIL
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Octaedro de Bricard, tipo II.

que los unen, siendo el niimero de estas dltimas
A= 3V — 6, por la formula de Enler: C + V =A + 2.
Para encontrar un poliedro flexible puede comen-
zarse con la bisqueda de un esqueleto flexible.
Este esqueleto debe tener, al menos 6 vértices,
pues con 4 vértices corresponde al esqueleto de un
tetraedro, que es rigido y convexo, y con 5 es el de
dos tetraedros unidos por una cara, que por ser
tigido cada tetraedro, el poliedro es rigido. En el
caso de 6 vértices, tales que en cada uno de ellos
tienen que coincidir 4 de las 12 aristas, se obtiene
el esqueleto de un octaedro (se han evitado los
vértices rigidos en que sélo confluyen tres aristas).

En 1897, R. BRICARD? encontré todos los oc-
taedros flexibles, pero sus tres tipos de octaedros
articalados no son propiamente los esqueletos de
poliedros, ya que sus caras se cortan transversal-
mente lo que hace que si quisiéramos proyectarlo
en una esfera, los puntos de los cortes no tendrfan
determinada su imagen en dicha proyeccién; es
decir, son inmersiones poliédricas de la esfera,
pero no son inyectivas. El primer tipo corresponde
a octaedros que tienen un eje de simetria; el
segundo a los que poseen un plano de simetria que
pasa por dos vértices opuestos; y el tercero, de mds
dificil descripcién, corresponde a octaedros en los
que todos los 4dngulos tetraedros tienen sus caras
opuestas iguales o suplementarias dos a dos. Aun-
que los resultados de Bricard no resolvieron la
conjetura, posteriormente han sido esenciales para
su resolucién, pues en ellos se basa el razona-
miento.

Después de los trabajos de Bricard, el problema
estuvo parado durante largo tiempo, hasta que R.
CONNELLY 4 retomara el tema de la flexibilidad, en
1976. Desde entonces hasta ahora ha evolucio-
nado mucho el problema. La idea de Connelly
consiste en tomar un octaedro de Bricard adecua-
do de entre los del primer tipo. La raz6n por la que
los octaedros de este tipo no son rigidos es que
tienen un eje de simetria. Concretamente, si se
tiene un cuadrildtero, ABCD, que tenga iguales los
lados opuestos, cuyos vértices no han de estar
necesariamente en un plano, la recta que une los
puntos medios de las diagonales es la perpendicu-

> R. BRICARD, «Mémoire sur la théorie de Poctagdre
articulén», J. Math. Pures Appl. (5), 3 (1897), 113-148.
4 R. CONNELLY, «A counter-example to the rigidity

conjeture for polyhedra», Publ. Math. IHES, 47 (1978), 333-
338.




lar comiin a ambas y, por tanto, un eje de simetria
del cuadrilatero (fig. 1). Si tomamos un punto
cualquiera E, que no esté en ese eje, al unirlo con
los cuatro vértices del cuadrilitero resulta una
especie de pirdmide lateral que lo tiene por base.
Dicha pirdmide es flexible. Fijando dicho eje, al
realizar una flexién de esta pirdmide lateral, el
punto F, simétrico del vértice E de la pirdmide,
respecto del eje, se mueve también, manteniendo
constantes sus distancias a los vértices del cuadri-
latero, que son iguales a las distancias del punto E
a dichos vértices. Por tanto, el esqueleto octaé-
drico A,B,C,D,E,F es flexible, lo que ocurre es que
en el correspondiente poliedro, algunas caras se

cortan (fig. 2). Para construir su octaedro, Con-.

nelly parte de un paralelogramo del plano, ABCD,
y toma el punto E también en el plano, pero fuera
de las diagonales, siendo F su simétrico respecto
del centro del tridngulo. Alunir Ey F con 4,BC'y
D (fig. 3), se tiene un octaedro plano articulado,
que serd flexible, cuando se tome la arista EC
sobte FD, y EB bajo FA (fig. 4), o bien, cuando se

sustituya alguna de estas aristas por una curva

(fig. 5) que haga una especie de puente a la altura

A{'c

Fig. 1

Fig. 2

Fig. 3

Poliedros ﬂe,fz'bles

de uno de los puntos, P o Q, de interseccién de las
aristas EC con FD y EB con FA, respectivamente.
A continuacién, sobre los tridngulos ABE, EBC'y
CDE monta pirdmides laterales de base triangular,
y bajo los tridngulos ABF, FDA y FDC coloca otras
pirdmides similares. Finalmente, sitda las caras de
los tridngulos AED y CFB. El poliedro resultante
s6lo tiene Py Q como puntos dobles. Para que este
poliedro pueda realizar una verdadera flexién, es
necesario construir un hueco en alguno de los
diedros de las aristas citadas, a la altura de los
puntos P o Q (fig. 6), para que uno-de estos diedros

D i c
Fig. 4
A B
D C
Fig. 5
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pueda entrar en el otro. Esto lo consigue Connelly
al realizar su Aueco poliédrico que también se basa
en un octaedro de Bricard muy particular. Es del
mismo tipo que el anterior, pero ahora el cuadri-
latero de partida tiene los cuatro lados iguales, por
lo que, ademis del eje, posee dos planos de refle-
xién que se cortan perpendicularmente a lo largo’
del eje. Si el cuadrildtero de partida es el A’B'C’'D’y
‘el vértice considerado, E’, se encuentra en uno de
esos planos de simetria, pero fuera del eje, resulta
que F’ es simétrico de E’, tanto respecto al eje,

como al otro de los planos. De esta forma, el -

octaedro resultante tiene simultineamente las
propiedades de los octaedros-del primer y segundo
tipos, y ademds un nuevo plano de simetrfa. En
este octaedro, como en todos los del segundo tipo;-
se presenta ld dificultad de que dos de las aristas se
cortan en cualquier instante de la flexién (en la fig.
7 las aristas son C’E’y A’F’, que se cortan en R), por
lo que realmente no es un octaedro articulado
constructible, pero eso no importa, ya que para su
trabajo prescinde de una de ellas (en la fig. 7, la
A’F’). Justamente, al eliminar una de esas aristas, as{
como las dos caras que en ella inciden, lo que-
queda es el esqueleto de una superficie poliédrica
que realiza una flexién con un plano de simetria,
pudiendo acoplarse a unos huecos triangulares,
realizados con las medidas iguales a las aristas del
hueco poliédrico, en las caras de uno de los diedros
y haciendo coincidir el plano de simetria del hueco
con el bisector del diedro. El resultado es un
diedro con un hueco, como en la fig. 8, en el que

Fig. 7.—El esqueleto del hueco de Connelly.

28 SUMA 1/1988

>
e

B

Fig. 8.—El hueco de Connelly y su desarrollo.

Foto 4.—El poliedro de Connelly.




puede introducirse transversalmente, otro diedro.
Del tamafio del hueco y de la amplitud del diedro
que se desea introducir en él, dependerd la ampli-
tud de la flexién. El resultado es el Poliedro flexible
de Connelly, que tiene 18 vértices, 54 aristas y 32
cirds. La versién en aluminio mostrada por Kuiper,
que ha sido el mids difundido de los poliedros
flexibles, inclufa dos de estos huecos poliédricos,
por lo que tenfa 24 vértices, para hacer con ellos
mads vistosa la exposicién, ya que as{ puede mover-
se el poliedro a ambos lados del plano que con-
tiene el rectdngulo de partida.

A partir de aqui, mi trabajo consistié en eliminar
aquellas pirdmides triangulares que no eran estric-
tamente necesarias para la flexién, por ejemplo, si
se ha colocado el hueco en el diedro EB, las
pirdmides montadas sobre ECD y FCD, pueden
suprimirse y sustituirse por caras, ya que al mover
el poliedro estas caras se separan. También agran-
dando el hueco poliédrico hasta cubrir toda la
arista del diedro en que se ha colocado y haciendo
coincidir sus vértices con los de las caras en que ha
sido colocado el hueco, asi como deformando las
magnitudes del paralelogramo de partida cuanto
sea necesario, pueden suprimirse nuevos vértices
que no intervienen de modo efectivo en la flexién.
Con esta filosoffa llegué a obtener un poliedro
flexible con 11 vértices (foto 5) y luego con 10
(foto 6) quedando, en este Gltimo, un solo vértice
que no interviene en la flexién por incidir sola-
mente tres aristas en él. Todos los intentos que
realicé para eliminar ese vértice rigido fueron
vanos.

Ya cortfa la primavera de 1978 cuando en una
entrevista con N. H. Kuiper, en el IHES, mostré
estos resultados. En aquella entrevista participd K.
Steffen quien varios dias después me enviaba una
nota con el désarrollo de su poliedro con 9 vértices
(foto 7).

La idea de STEFFEN’® se basa en partir de dos

- discos poliédricos iguales, del mismo tipo que los

utilizados por Connelly en su hueco, y unirlos
adecuadamente por dos aristas consecutivas. El
resultado es una supertficie poliédrica que tiene en
el borde un cuadrado alabeado. Se obsetva que las
dos estructuras poliédricas, que se han unido,
pueden flexionar independientemente launadela
otra, siempre que se tomen las medidas adecuadas

5 R. CONNELLY, «A Flexible Sphere», Math. Inteligencer, 1
(1979), 130-131.

Poliedros flexibles

» Foto 5.— Poliedro con 11 vértices.

Foto 6.—Poliedro con 10 vértices.

Foto 7.— Poliedro con 9 vértices.
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a la hora de construir los huecos, ya que ambos
huecos mantienen esa longitud constante, por ser
la de la arista que se suprimié en el octaedro
articulado. De este modo, aunque fijemos la lon-
gitud de la otra diagonal del borde, la superficie
poliédrica continta siendo flexible. El resto con-
siste en colocar un diedro formado por dos tridn-
gulos iguales, a lo largo de la diagonal fijada, para
as{ cerrar la superficie del poliedro.

Hay que destacar que el ingenio de Steffen tiene
una gran simplicidad en su desarrollo y que rompe
con las desproporcionadas magnitudes que tenfan
los anteriores poliedros, es decir, vuelve a encon-
trarse la proporcién estética en este resultado
matematico.

Para comparar esta diferencia estética, puedes
realizar con-cartulina un poliedro flexible de Steffen
sirviéndote del desarrollo que aparece en la fig. 9y
construir el poliedro de 10 vértices utilizando el
recortable que contiene esta revista.

Pero la cuestién planteada por Kuiper sigue sin
resolverse. Ya tenemos un poliedro flexible con 9

vértices y también se sabe que con 7, o menos, no
puede construirse. Queda pues por dar respuesta a
la pregunta: ¢Existe algin poliedro flexible con 8
vértices?

Todos los poliedros flexibles que conozco, in-
cluido otro construido por P. Deligne con 11
vértices, que también parte del mismo principio y
que puede verse en el video de J. BRETTE y P.
HUETS, tienen la propiedad de que a lo largo de la
flexién conservan el volumen del espacio que
encierran. Esto hace que se plantee la siguiente
interrogante: ¢{Existe algdn poliedro flexible que
varie su volumen a lo latgo de la flexién?

Serfa para mi una gran satisfaccién recibir del
lector de este articulo la respuesta a alguna de las
preguntas planteadas.

6 J.BRETTE y P. HUET, Poliédres flexibles, IREM de la Univ.
Paris, 7 (1979).

Y 7

Fig. 9.—Desarrollo del poliedro de Steffen.
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Una clase sobre brobabilidad
en COU

Salvador Guetrero

Durante el estudio de los temas de probabilidad
en COU se planteé el siguiente ejercicio:

Dos jugadores A y B juegan del siguiente
modo: se lanzan dos monedas al aire y se mira
el ntmero de caras y el de cruces obtenidas al
caer. Si en las dos monedas sale lo mismo, gana
A; si sale distinto, gana B. ¢Es equitativo el
juego? : .

En una primera ronda de opiniones, la aprecia-
ci6n intuitiva era diversa, aunque con mayor pro-
porcién de los que se inclinaban por la equitativi-
dad, es decir que ellos podtian ser el jugador A sin
temer que ello fuera desfavorable. Al tener que
precisar y fundamentar esa opinién, una simple
descripcién del espacio muestral con un diagrama
en 4rbol como el de la fig. 1, y el cilculo de la
probabilidad del suceso §: «salir lo mismo en
ambas monedas», confirmé que la probabilidad
era 1/2.

1/2 Cara
1/2 Cata<
1/2

Cruz

1/2 Cara
1/2 Cruz <
1/2 ’ Cruz

Fig. 1

El ejercicio pasé a ser interesante cuando el
profesor hizo la pregunta de lo que ocurrirfa si los
datos estuvieran sesgados, y hubiese mayor proba-
bilidad de sacar cara (p.€j., 4/5) que de sacar cruz.
¢Segufa siendo el juego equitativo?

[Una primera estrategia dtil —a veces— para convertir
gjercicios en problemas (ademds del propio interés humano
del juego de azar como tema de estudio) es la de hacer
depender el resultado de un pardmetro, y estudiar la
variacion del resultado dependiendo del pardmetro.)

Otra ronda de opiniones sobre la apreciacién
intuitiva de la nueva situacién, ofrece la siguiente
discusién entre alumnos (jlos alumnos también
saben argumentar, cuando el tema les interesal):

Alumno A) Ahora tiene el jugador A mayor
probabilidad de ganar, porque hay mds probabili-
dad de que salgan las dos caras... ‘

‘Alumno B) ... Pero también hay menos proba-
bilidad de que salga cruz en las dos.

Alumno C) Entonces la del jugador B no ha
cambiado: lo que sale «cara» de mds, por lo que
sale «cruz» de menos...
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S I A I e B

con el permiso de los autores

Alumno A (el mismo A) Si no ha cambiado la
probabilidad de B tampoco ha cambiado la de A4,
porque la suma de las dos es 1.

[Con las discusiones en clase se pone de manifiesto que las
Drimeras intuiciones que construye la mente, es posible gue
no reflejen la complefidad de la situacion. Una posterior
reflexion (o0 discusidn) aunque sdlo sea cualitativa (y cuan-
titativa si es necesario) permite ir detectando ya ciertas
ncorrecciones, e ir perfilando un plan de accion. Resaltar
esto al resolver problemas e ir creando un ambiente de clase
que permita el desarrollo de estas actitudes, es mucho mds
importante que el propio resultado, porque permite un
ambiente de clase que propicia el desarrollo de las actitudes
cientificas, que hacen entender el sentido profundo del
conocimiento cientifico —conjeturas provisionales sometidas
a verificabilidad— vy, en definitiva, el valor de la ciencia.]

Sobre el mismo diagrama en 4rbol del espacio
muestral, una probabilizacién distinta de la esta-
blecida en la fig. 1, como la que se ve en la fig. 2,
permiti6 obtener que la probabilidad de que ga-
nara A era de 17/25 frente a un 8/25 de que ganara
B, o sea algo mds del doble, pero que no llegaba al
80 por 100. El profesor fuerza la situacién al
preguntar cudl es la probabilidad de ganar A si la
probabilidad de sacar cara en una moneda sélo
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fuese 1/5. La evidencia de la simetrfa del sesgo de
la moneda hacia uno u otro resultado es patente
ahora.

) 4/5 Cara

4/5 Cara <
1/5 Cruz
.-
4/5 Cara

1/5 Cruz <
1/5 Cruz

Fig. 2

Una pregunta de un nuevo alumno, que hasta
ahora no habfa expresado sus opiniones en la
discusién: :

Alumno D) Aumentando la probabilidad de sa-
lir cara, ¢siempre aumenta la probabilidad de que
gane A?

[R esuena en la pregunta el eco de un tipo de investigacion
cientifica: “¢Como varia la magnitud Y al ir cambiando la
magnitud X2\

El profesor sugiere que se estudie la probabili-
dad () de que gane A en funcién de la probabilidad
(p) de salir cara. El sencillo diagrama en 4rbol
utilizado les permite obtener ahora

y=p*+(1-p)
o sea
y=2p*—2p+1
siendo
0<p=x1

: p Cara
p Cara <
1-p Cruz
. ) Cara
1-p Cruz

Fig. 3

VY hemos pasado de “probabilidad” a “funciones”! En ¢l

. estudio matemdtico de una situacion no tienen por qué

existiv los compartimentos estancos en los que solemos
dividir los programas oficiales.]

La gréfica que nos permite ver la variacién de y
es inmediata y sencilla: es una paribola, definida
de manera natural en el intervalo [0, 1], que toma
el valor 1 parap = 0.




1/2 -

Fig. 4

PROFESOR: (Esti eso de acuerdo con nuestra
experiencia?

ALUMNO E) Claro; si siempre sale cruz en las
dos monedas, gana el que juega con los dos resul-
tados iguales. Lo mismo pasa para p = 1; también
y=1.

Asi pues, la pardbola de la grifica es decreciente
hasta p = 1/2 donde tiene el minimo, y creciente a
partir de él. El valor del minimoes2-1/4—2-1/2+
+ 1 = 1/2. Luego, para cualquier valor de p tiene
mds probabilidad de ganar que para p = 1/2. La
probabilidad (x) de B, que esx =1—y=2p — 2p?,
cuya grifica es la de la fig. 5, nos permite ver que el
jugador B estd siempre en desventaja frente al 4,
pues cualquier alteracién en la exactitud de la
moneda, beneficia al jugador A pues la grifica de
(y) estd siempre por encima de la de (x) para
cualquier valor de p salvo parap = 1/2.

1/2 4

1
|
|
|

o ————

Fig. 5 1

~
[ 5]
[y

VEI profesor estd contento! La situacion definitivamente -

aclarada..., al parecer.]

Una clase sobre probabilidad en COU

La situacién de investigacién toma una ruta
inesperada con una nueva intervencién.

Alumno E) ¢Y silas dos monedas no estdn igual
de mal hechas? Hay distinta probabilidad de ‘salir
cara en una que en otra,

Alumno F) O que la probabilidad de mds que
hay en una de las monedas, para salir cara, la tenga
la otra moneda para salir cruz.

Esta tdltima situacién tuvo defensores de que no

‘cambiaba para nada la probabilidad 1/2, pues «lo

que habfa de m4s en una, lo habfa de menos en la
otra». La resolucién fue ficil, pues era un caso mas
de los métodos usados, y la probabilidad de que
gane A se obtuvo ficilmente como ~

y=2p(l-p)=2p—2p~

Es decir, que la grifica es como la de la fig. 5, y
por tanto ahora es 4 el que sale siempre perjudi-
cado salvo cuando una moneda sea exacta, en cuyo
caso la otra también ha de serlo. Se han cambiado
los papeles de A y de B.

La pregunta del alumno E depard nuevas sot-
presas, pues el habitual diagrama en 4rbol, proba-
bilizado ahora como en la fig. 6, nos permitié

obtener . . .
y=pq+(1-p)-(1-a
y=2pq—-p—qt1

La probabilidad de que gane A depende ahora
de dos variables, p y 4.

q Cara
P ~Cara <
1 Cruz

-q

con el permiso de los antores,
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[Las dos variables han aparecido de manera natural en una
investigacion. ¢Para cudndo introducirlas en los cursos de
Bachillerato? El mimetismo bacia lo universitario hace que
5t no se introducen instrumentos de cdlculo como las deri-
vadas parciales no se puedan estudiar. Pero al estudiar
milltiples situaciones en la realidad, aparecen dichas funcio-
nes: piénsese como efemplo mds simple en el volumen de los
cuerpos, dependiendo de dos y a veces de tres variables. Hay
aqui un ejemplo mds de como el punto de vista académico
(iesos objetivos finales ocultos tantas veces negados o incons-
cientes]) influye en los programas del Bachillerato. Natu-
ralmente que se puede conocer algo sobre los valores de la
Juncidn, sin necesidad de potentes instrumentos de célculo; es
como 5t no se pudiera estudiar nada de las funciones de una
variable hasta no haber dado la derivacion. Ademds, el no
disponer de potentes instrumentos de cdlculo obliga a estu-
diar aprovechando al mdximo de lo que se dispone, es decir
ensefia a utilizar mejor el cdlculo y sacarle todo su provecho.
En definitiva, hace que desarrollemos la creatividad. ]

Es una funcién de dos variables y nada mis
natural que intentar dibujar los valores que toma
la funcién en el cuadrado de lado 1. Lo primero
fue calcular los valores en los extremos y en algu-
nos puntos de los bordes y en el del centro, de
coordenadas (1/2, 1/2), y eso permitié ya tener un
esbozo de la posible «supérficie».

[¢Pero no solo metemos funciones en un problema de
probabilidad, sino también geometria? [Los alumnos se van
a hacer un lio! Cada cosa hay que darla en su sitio. La
matematica ha sido siempre una ciencia ordenada.

¢No oyen las carcajadas de Arquimedes, de Galileo, de
Euler, de Gauss...?]

El profesor tuvo que tomar parte mds activa en
la clase para ayudar un poco en un esfuerzo nuevo.
pensaron que una manera de hacernos idea de
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cémo era seria mediante seccién por planos para-
lelos... [a lo que llamamos los planos de referen-
cia]. El profesor sugirié que cada idea geométrica
se fuese «traduciendo» a términos de cilculo:

— cortar por planos paralelos era hacer que los
valores de p o de ¢ fuesen fijos. En ese caso lo que
se obtenfa eran lineas rectas. {Cémo es su pen-
diente?

— el profesor sugirié que estudiaran lo que
ocurria al cambiar p por g7 en la ecuacién de la
supetficie. {Cambiaba? (Qué significado geomé-
trico tiene eso?

— propuso el profesor que se estudiara lo que
ocurrirfa al cortar por planos paralelos a la «base».
Lo que se obtienen son cutvas, estudiadas el curso
anterior.

El inmediato movimiento de manos y dibujos
para hacerse una idea de cé6mo era la superficie,
hizo que uno de los habituales «manitas» que hay
por nuestras clases, sugiriera el construir una ma-
queta, puesto que los cortes por los planos para-
lelos verticales eran lineas rectas que se podian
simular muy bien con hilo tenso, atado a clavos.

[¢No les viene el recuerdo de Galileo cortando una cicloide
de laton, hecha con sumo cuidado, para calcular el drea de la
ctcloide?) ‘

Una sola clase ya dio bastante de si, aunque no
habfamos hecho mds que un solo ejercicio de la
hoja de probabilidad. Pero también el final es
anecd6tico. Al sonar el timbre volvieron a la rea-
lidad (como el cuento de la Cenicienta).

Alumno B) ¢Pero esto dltimo que hemos dado
no entra en el programa'de selectividad? Me ha gus-
tado, pero ya lo investigaré cuando tenga tiempo.

iSerfa bonita una ensefianza sin el agobio de la
selectividad! ¢Serfa posible?




«Donald en el Pafs de-las Matemdgicas»
o el aprovechamiento didactico

de una pelicula

José del Rio Sdnchez

1. Introduccién

No abundan demasiado las peliculas didacticas
en Matemdticas y, a veces, su calidad es bastante
discutible. Walt Disney produjo una pelicula en 16
y 35 milimetros titulada Donald en ¢l Pafs de las
Matemdgicas que ahora esté disponible en los video-
clubes dentro del volumen 5 del Canal Disney,
distribuida por Filmayer Video (Martires de Alcal4,
4; 2815 Madrid; Tfno. 2489205). Se trata de un
film corto (25 minutos), muy rico en contenidos
diddcticos, que puede ser utilizado como mera
motivacién del apetito matemético de los alumnos
pero también como fuente de una variada gama de
actividades complementarias. En los parrafos que
siguen describo una experiencia de este segundo
tipo, en la que se trabaja, de una manera asequible,
con el bello pero dificil tema del Ndmero de Oro.

2. Redaccién y encuesta

En uno de los primerps dias del curso pasado,
hice que los alumnos de 1.° de BUP viesen esta
pelicula y, a continuacién, en la misma clase, les
pedi que redactaran sus impresiones en una hojay

también que escribieran, al final, dos o tres pre-
guntas sobre aspectos de la pelicula que no hubie-
ran entendido o que, habiéndolos entendido, qui-
sieran saber mds sobre ellos. Los resultados, a
tenor de la experiencia, demuestran que la curio-
sidad de los alumnos es tan amplia como intere-
sante.

Resumo a continuacién sus variadisimas pre-
guntas, agrupdndolas en cuatro temas genéricos y
expresindolas con sus mismas palabras:

A) E! rectangulo de oro

1.—¢Quién lo inventd?

2.—¢Por qué se llama asf?

3.—¢Qué significé la estrella de cinco puntas 'y
el rectdngulo de oro para los antiguos?

4.—¢{Cémo sale la espiral de los rectingulos
dureos?

5.—¢Cémo se descomponen en rectingulos
dureos los objetos? (Cémo se acopla el rectingulo
dureo en formas no rectangulares, como templos,
estatuas...?

6.—¢Cémo se relaciona el rectingulo de oro
con el cuerpo humano?
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7.—¢Qué tienen en comin los nimeros con las
figuras?

B) Los juegos

8.—¢Hay alguna férmula para acertar siempre
en el billar?

9.—¢Influye la fuerza del tiro en el billar?

10.—¢Qué tienen que ver las matemdticas con
el ajedrez?

11.—Quiero saber mds sobre las matemiticas y
los juegos.

C) La bistoria

12.—¢Cémo fueron acogidas las matemadticas de
Pitdgoras?

13.—¢Cuédndo y dénde se utilizaron por primera
vez las matemdticas?

14.—¢Cémo tuvo Pitdgoras la idea de pensar en
las matemaiticas?

D) Aplicaciones de-las matemdticas

15.—Quiero conocer algin invento basado en
las matemaiticas.

16.—¢Cudl es la ley que hace que los planetas
estén colocados como estdn?
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17.—¢Cémo se construye la lira?

18.—¢En qué se diferencia la matemdtica pura
de la aplicada?

19.—¢En qué ciencias se usan las matemaiticas?

20.—¢Se seguirdn descubriendo mds matem4-

ticas? ' 0

Seme ocurrié que estas 20 preguntas me podian
servir para programar actividades de clase encami-
nadas a satisfacer la curiosidad despertada ya por la
pelicula. Tenfa dos posibilidades de organizacién:
tomarlas como centro de interés y desarrollar en
torno a ellas los contenidos del programa habitual

o utilizarlas como fuente de actividades comple-

mentarias. Opté por esta dltima posibilidad y les

dediqué una sesién de clase cada quince dias con
alumnos de 1.° de BUP. A continuacién, describo
brevemente mi expertiencia.

3. ¢Quién inventd el rectingulo de oro? ¢(Por
qué se llama asi? ¢Qué significé la estrella de
cinco puntas y el rectdngulo de oro para los
antiguos?

Contesté a estas preguntas mediante una expo-
sicién de los conocimientos adquiridos por mi en

“un rastreo por los libros de BOYER (1986), CaAs-

TELNUOVO (1963), GHYKA (1983), Grupo GAUS
(1985) y PEDOE (1979).

Luego me di cuenta de que hubiera sido mejor
plantear una investigacién por equipos (adaptando
un poco el esquema de RODRIGUEZ ROJO, 1987)
utilizando los alumnos esa misma bibliografia y
explorando también en la realidad actual dénde se
encuentra la estrella de cinco puntas y qué signi-
ficado tiene (signos militares, politicos, publici-

dad...).

4. (Cémo sale la espiral de los rectingulos
dureos?

Es curiosa esta pregunta, no s6lo por el interés
que tiene en si misma, sino por la siguiente cit-
cunstancia: ningtin alumno me pregunté cémo se
construfa un rectingulo dureo o cémo se recono-
cfa si un rectdngulo era 4ureo o no; sorprende que
se pregunte por la construccién de la espiral y no
del rectingulo que la engendra. (O es que la
construccién de ese rectingulo queda clara en la
pelicula?

Pasé de nuevo esta secuencia de la pelicula a mis
alumnos y les pedi, a continuacién, que dibujasen
un rectingulo dureo. Nadie fue capaz de hacerlo.
Repet{ la experiencia y les hice la misma proposi-




KiTween

cién. Surgi6 en seguida en todos la siguiente pre- |

gunta: (Cémo se dibuja un pentdgono regular?

Les indiqué dos métodos «empiricos»:

2) Con un transportador de dngulos, medimos
sobre una circunferencia un arco AB de 72°y luego
lo llevamos con el compis sobre ella (fig. 1). Cabe
exactamente 5 veces. Unimos estos puntos y ya
tenemos construido el pentdgono regular. (Por
qué sucede esto?

Fig. 1.—Construccion de pentdgono regular con compas.

b) Partimos de una tira de papelde4 65 cm. de
ancho, hacemos un nudo, aplastamos, cortamos lo
sobrante, y el nudo plano resultante ABCDE nos
sitve para trazar el contorno de un pentigono
regular (fig. 2). (Los alumnos ante la evidencia que

tenfan en sus manos, no dudan de que este poli-

gono fuese regular. Preguntarles la razén tedrica
de este hecho hubiera resultado demasiado arries-
gado.)

A

Fig. 2.—Construccion de un pentdgono regular con una tira de papel.

“Donald en el Pais de las Matemdgicas”

Una vez que tenfan dibujado su pentigono re-
gular, ya trazan ficilmente la estrella correspon-
diente y luego, tal como muestra la pelicula, cons-
truyeron los rectidngulos dureos «abriendo» (con
el compis) los lados de los tridngulos que aparecen
en la estrella (fig. 3).

P

Fig. 3.—Rectdngulos durevs.

SUMA 1/1988 37




José del Rio Sdnchez ,

Proyectamos de nuevo la pelicula y la paramos
en la imagen de la espiral. Fijindose en ella, los
alumnos fueron capaces de descubrir su proceso
de construccién (fig. 4).

Fig. 4—Espiral,

Les hice notar que esta espiral se encuentra
frecuentemente en la naturaleza, como muestra la
pelicula, pues es una forma de crecimiento armé-
nico de la materia viva (GHYKA, 1983).

Aproveché esta situacién para tratar de buscar
un criterio que nos sirviera para decidir si un
rectingulo es dureo o no, y procedi de la siguiente
manera:

Como cada alumno habfa tomado un tridngulc
distinto en la estrella, también fueron distintos los
rectingulos obtenidos. Les pregunté: {Qué es lo
que tienen en comidn todos esos rectingulos?

Contestaron: que tienen la misma forma.

¢Y qué determina la forma de un rectngulo?,
segui preguntando. Respondieron: sus lados, las
dimensiones de sus lados. Hice que los midieran y
les pregunté: ¢(Qué es lo comin a esas distintas
parejas de longitudes, de nimeros? {Su cociente!,
dijeron. En efecto, el cociente entre la longitud
mayor y la menor eran nimeros que oscilaban
entre 1,45 y 1,75 en todos los casos. Estas diferen-
cias fueron atribuidas al método de construccién y
empezamos a discutir sobre cuil serfa el ndmero

mis representativo de esa «tabla». Las opiniones

se decantaban hacia «el valor medio» y hacia el

‘ndmero que «mds se repite». Ambos vinieron a

coincidir en 1,6 aproximadamente, y con ese valor
nos quedamos. De este modo habfamos descubiet-
to un criterio empirico para determinar si un
rectingulo era dureo: el cociente entre la longitud
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mayor y la menor ha de ser 1,6. (Este tratamiento
permite conectar con el tema de la semejanza de
figuras y con las medidas estadisticas de centrali-
zacién.)

5. {Cémo se descomponen en recténgul/os
dureos los objetos? :

La pregunta es muy amplia y una contestacién
completa requerirfa un tratado de Estética, como,
por ejemplo, el de Matila C. GHYKA (1983). Me

- conformé con proponer a mis alumnos que, en

fotografias de edificios, de cuadros, de cerdmicas,
etcétera..., tratasen de localizar algin rectdngulo
dureo, uniendo puntos o enmarcando aspectos
significativos de la obra, como hace la pelicula con
el Partenén, con la Gioconda o con la catedral de
Notre-Dame. Muy ttil en esta tarea les fue el
compds dureo, que construyeron con dos palitos
afilados (de helado, por ejemplo) unidos de modo
que la razén sea 1,6.

Les hice también otra pregunta relacionada con
ésta y que, sin duda, completa la formulada antes
sobre el significado del rectingulo de oro: ¢Por
qué los artistas emplean en sus obras el rectingulo
de oro con relativa frecuencia?

Pegué en una pared de la clase 6 cartulinas
rectangulares grandes, numeradas, del mismo co-
lot, cuyas razones entre sus lados eran, respectiva-
mente, 1, 1’2, 1’4, 1’6, 18 y 2, y les pedi que, en
votacién secreta y sincera, escogieran la que m4s
le gustaba. La mayorfa se decidié por la de razén

1’6. Luego, ellos sacaron las conclusiones de este
hecho.

fmenoR—

1. Compis 4urco doble,
de puntas extensibles
y con tornillo fijable,

~

.-Compis dureo doble,
curvo, para didmetros -
o calibres.

3. Compis durco

doble, recto.

4. Compis dureo de
tres puntas.




[
i simm
-\

Cénones y proporciones humanas de LEONARDO en base a medidas iguales. por
comparacion.

6. ¢{Cémo sé relaciona el rectdngulo de oro con
el cuerpo humano?

Yo cref que, en la pelicula, quedaba claro este
aspecto, pero observé que no era asi, puesto que
los alumnos crefan que habia que enmarcar en un
rectdngulo dureo el cuerpo humano o alguna de
sus partes. Les expliqué que esto no era necesario
y que bastaba con medir longitudes: del ombligo a
la cabeza, del ombligo a los pies, de las rodillas a
los pies, etc., y luego hallar sus cocientes. Aclarado
esto, les pedi que recogieran fotografias de per-
sonas y/o esculturas y que, en ellas, corroboraran o
rechazaran las hipétesis que hacfa la pelicula sobre
las propotrciones del cuerpo humano, y que trata-
sen de encontrar otras.

7. ¢Qué tienen en comin los nimeros con las
figuras?

Esta pregunta me sorprendié enormemente por
su profundidad: buscar la relacién, lo que hay de
comin, entre ndmeros y figuras, entre nimeros y
‘realidad, es uno de los cometidos mis importantes
- de la Geometria, y en general, de todas las ciencias.

En una actividad anterior, habfamos comproba-
do experimentalmente, midiendo, que la razén
entre los lados de un rectingulo dureo era 1°6,
aunque algunos alumnos hubieran obtenido 1’56,
1’62, 1’57, 1’63, etc. ¢Serfa posible calcular la
razén exacta sin necesidad de medir los lados del
rectingulo dureo? ,

Pedi a los alumnos que analizaran los tres tridn-
gulos que utiliza la pelicula para obtener el rectin-
gulo dureo (fig. 3): el primero es un tridngulo
is6sceles cuyos dngulos miden 36°, 72° y 72° res-
pectivamente; el segundo es también isésceles, sus

“Donald en el Pais de las Matemdgicas”

dngulos miden 36°, 36° y 108°, y junto con el
tridngulo FEG, que tiene a su derecha, constituye
otro tridngulos is6sceles seniejante al primero; el
tercero es del mismo tipo que el segundo y tam-
bién junto con el tridngulo FHI, que tiene a su
izquierda, forma uno semejante al primero.

¢Qué relacién existe entre los lades de un tridn-
gulo isésceles de 36°, 72°, 72°?

El siguiente razonamiento, realizado por mi
sobre una transparencia, y, al mismo tiempo, por
los alumnos osbre su cuaderno no fue compren-
dido por la mayorfa (fig. 5):

Fig. 5

«Tomemos como segmento unidad la base BC
del tridngulo. Al trazat la bisectriz BR del 4ngulo B,
el tridngulo RBC obtenido es semejante al total,
ABC, puesto que son respectivamente iguales sus
tres 4ngulos. Por lo tanto, deberd verificarse:

AC _CB .
CB CR’

‘como, ademds, por la construccién de la bisectriz,

resultan ser isGsceles los tridngulos ARB y RCB, se
verifica también que: BC = BR = 1 y que CR =
= AC — 1. Sustituyendo arriba se obtiene:

AC__ 1 aci-AC-1-0;AC=1F
1 AC-1

Luego la razén exacta entre los lados del rec-
tangulo de oro construido a partir de este tridn-
+

2‘/5 = 1,6180...

"5

1
gulo es
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Si partimos del segundo tridngulo, DEF, como
EF = EC, la relacién entre DE y EF vuelve a ser
1+y/5

2
mejante al ABC que acabamos de estudiar. Y lo
mismo sucede, si partimos del tridngulo FGH.

En resumen, la razén entre el lado mayor y el

1+ 45
2

, puesto que el tridngulo total DEG es se-

menor de un rectdngulo dureo es ; ¥ esta

propiedad sirve para definir y caracterizar a los
rectangulos 4ureos.

El nﬁmeroL—zﬁ fue llamado por Leonardo

da Vinci Nimero de Oro, y Divina Propozrcién
por su amigo Lucca Pacioli quien escribié un libro
exaltando las propiedades tanto geométricas como
aritméticas. Se suele representar por la letra @ vy,

A B o
1G

L TR

v,
‘ R

-
.
—— - — - — - - -

S 1
2
Fig. 6
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cuando la razén entre dos segmentos es el nimero
de oro, se dice que el menor es la seccién durea del
mayor.»

Finalmente, les presenté una transparencia con
la fig. 6 y les pedi que, a partir de ella, interpretin-
dola, aprendieran a construir el rectingulo de oro.
Aunque con ayuda, al final, todos lo consiguieron.
Constatamos, asi, que habfamos cerrado el ciclo
que iba de la figura (el rectingulo de oro) al
numero y de éste a la figura de nuevo.

No pudimos realizar ninguna actividad mds por
falta de tiempo, pero la experiencia resulté muy
positiva tanto para mf como para los alumnos y

_creo que puede ser trasladada formalmente a cual-
quier otro nivel educativo entre los 12 y 16 afios.
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Posibilidades diddcticas...
del cubo de las caras negras

M. Fernindez Reyes

I. Introducciéon

En congresos y todo tipo de reuniones de pro--

fesores de Matematicas, asi como en la abundante
bibliograffa sobre la ensefianza-aprendizaje de es-
ta disciplina, se insiste, entre otras cosas, en la
conveniencia de plantear a nuestros alumnos pro-
blemas abiertos y ejetcitarlos en la visualizacién
espacial. Sin embargo, tengo la impresién de que
todavia estas sanas ideas no se estdn llevando a las
aulas con la generalidad y frecuencia que mere-
cen. Es mids, creo que, en muchos de los casos en
que se hace, no se intenta aprovechar al miximo,
" bajo diferentes enfoques, el problema o la activi-
dad en cuestién. Por otro lado, no conozco —aun-
que no afirme que no exista, claro— bibliografia
que dé nortes claros de cémo hacetlo.

Lo que sigue pretende, con sincera modestia, y
por si resultare de utilidad a algdn lector, de una
parte, exponer una forma de ensefiar que me estd
dando resultados aceptables; de otra, animar a
que sean dados a conocer trabajos similares de
mayor entidad.

II. Preparacion de la actividad

Hace unos dfas propuse a mi hijo David, alum-
no de 8.° de EGB, el problema del cubo de las
caras negras que, por si algin lector no conoce,
transcribo a continuacién:

Tenemos un cubo o hexaedro de madera, pintado de ne-
gro en todas sus caras. Lo cortamos en 27 cubitos iguales.
¢Cudntos de ellos tendrdn pintadas de negro tres caras, dos
caras, una cara y ninguna? (Tal como aparece en Ma-
riano Mataix, Nuevos divertimentos matemdticos, Maz-
combo, Barcelona).

Después de recomendarle que leyera detenida-
mente el enunciado y asegurarme, a través de sus
respuestas a las oportunas preguntas, de que lo
habfa comprendido, le hice las siguientes consi-
deraciones: )

— Debes intentar resolverlo sin mi ayuda. Tan-
to si lo consigues como si no, te sentirds con-
tento, pues habrds descubierto muchas cosas y te
encontrards mejor preparado para atacar este ti-
po de problemas.
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— Quizd te convenga plantearte previamente
uno parecido, pero mds sencillo.

Pasados unos minutos me dijo, mds bien inte-
rrogando que afirmando: Tengo los de 3 caras ne-
gras y los de 2. Son 9y 13’5,

Es evidente que pensé, lamentablemente con-
dicionado por la todavia tan frecuente forma de
ensefiar: Este es de dividir. |Y dividié!

Le contesté que no eran esos los resultados co-
rrectos, y afiadf: Pero, {por qué no seguiste ade-
lante?

Porque si divido entre 1 me da 27, que son to-
dos los cubitos, y eso no puede ser. Ademds, si di-
vido 27 entre 0, {(qué hago con eso?

No consideré adecuado el momento para ex-
plicarle qué es eso de «dividir entre cero» (m4s
bien, qué no es). Le animé diciéndole que, aun-
que su solucién no era vilida, su razonamiento
me gustaba. Y afiadi: Este problema no es de divi-
dir; es mds, ni siquiera es necesario saber dividir
para resolverlo. S6lo necesitas imaginarte dénde

estdn situados los cubitos de cada clase, tanto los .

de fuera como los de dentro, y contarlos mental-
mente. Témate el tiempo que quieras. Y, por si te
sirve de ayuda, construye un cubo con una patata
(«papa» en Canarias) sin piel, y pintalo con un
rotulador.

Construido que hubo el que dimos en llamar
«cubo papal», se dispuso, influido tal vez por el
nombrecito, a hacer movimientos a modo de cru-
ces con la mano, alrededor del cubo. Cortando...,
sin cortar, ‘

Estaba ya en el buen camino. Répidamente des-
cubrié que:

— dando 2 cortes horizontales, podia obtener
3 porciones iguales, que convinimos en llamar
«planchas»;

— con 2 cortes mds, perpendiculares a la cara
superior y en el sentido delante-atrés, y otros 2,
también verticales, de izquierda a derecha, conse-
guirfa partir cada plancha en 9 cubitos y, por tan-
to, obtendria los 27.

Me sorprendié entonces con este comentario:
Si, pero si tuviera que dividir el cubo en muchas
mds partes serfa mucho mds dificil. (No hay algu-
na manera de saber cudntos cortes tendria que
dar y c6mo darlos, sin tanto rollo? '

Si, le dije, pero tienes td que descubrirla. ¢Te
pones a ello o contindas con el caso de nuestro
cubo hasta averiguar cudntos cubitos de cada cla-
se-salen?
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Decidié que mejor esto dltimo.

Le eché entonces un pequefio cabo haciéndole
estas recomendaciones:

— Piensa s6lo en la plancha de arriba; olvida
de momento las otras dos.

— Clasifica los cubitos por su situacién. Por
ejemplo, tantos «esquineros», etc.

— Si lo crees necesario, haz un dibujo de la su-
petficie de la plancha.

Observé cémo se concentraba imaginindose la
plancha. No tardé mucho en decir, lentamente,
revisando mientras hablaba: Hay 4 cubitos en las
esquinas, 1 solo en el centro y otros 4 que no sé
cémo decir dénde estin. :

Dibtjame las caras superiores de esos 4.

Presentd este dibujo:

l 1 -
.

Y, como ya lo tenia pensado, dijo: Hay 4 esqui-
neros con 3 caras negras, 4 en cruz que tienen 2y
1 central con 1 cara negra. Y la plancha de abajo
tiene que ser igual. .

Imaginar la plancha central le costé un poco
més. Fue rellenando un cuadriculado representa-
tivo de la plancha, que al final quedé asf:

E/ del centro

o cathro

24727 &)
[ 0\1/7 da Qh\rq W\QM\ ab«\o\
2[4 12] "o lienn i regsnes

(oo {\_O_C&LC\

El del centro de esta plancha
no tiene ninguna cara negra.

Hizo entonces el cdlculo global y dio como so-
lucién: 8 de 3 caras negras, 8 de 2,2 de 1y 1 de
0, pero, dindose cuenta que asi resultaba un total




de 23, revisé y me dio finalmente la correcta: 8,
12, 6 y 1, respectivamente.

Y... si el cubo de dividiera s6lo en 8 cubitos,
écémo serfan?

Todos tendrfan 3 caras negras, contestd casi
inmediatamente.

Y si se dividiera en 100, preguntd.

¢Estds seguro que se puede dividir en 100? Ve-
te pensando en esto. Buscaremos la respuesta en
clase, junto con tus compaiieros. También inten-
taremos resolver entre todos el problema que td
planteaste.

OI. Repeticién y ampliacién de la experiencia
en el aula

En clase, con las naturales diferencias inheren-
tes al trabajo en grupo, el desarrollo de esta acti-
vidad inicial fue similar a como queda relatado.

Un ndmero considerable de alumnos resolvié
el problema casi sin ayuda mfa o de sus compaifie-
ros. En general, todos mostraron interés y traba-
jaron con gusto. Algunos hicieron sugerencias o
comentarios que me proporcionaron ideas para
diseflar nuevas experiencias.

En dias sucesivos, dedicamos parte del tiempo
de clase a tratar las cuestiones, nacidas del pro-
blema de partida, que siguen:

1. Descubrimiento y simbolizacion de una sencilla ley
matemdtica

Vamos a contar el nimero de divisiones he-
chas en estos cuadrados y el nimero de partes
iguales que han resultado en cada caso.

N
[
w N

‘ﬁ N
I
[ SN}
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¢Qué parece ocurrir siempre?

Y, cada uno a su modo, contesté que siempre
resultaba una parte mds que el ndmero de divi-
siones.

Pedi, entonces, que completaran esta frase:

E! ndmero de partes es igual al ndmero de divisiones...

No les supuso ningin esfuerzo entender que,
segun el c6digo acordado (representar con 4 el ni-
mero de divisiones hechas y con p el de partes re-
sultantes), esto se expresa en lenguaje matemi-
tico asf:

p=d+1

Un sencillo e inocente ejercicio que me sirvié
para: '

— Darle cardcter de descubrimiento a algo en
lo que quizd no habfan reparado.

— Insistir en la necesidad de tener especial cui-
dado al enunciar un hecho matemadtico en len-
guaje ordinario. En este sentido, hubo en princi-
pio algunas maneras equivocas, incompletas e, in-
cluso, totalmente carentes de sentido, de comiple-
tar la frase. Al fin, todos estuvieron de acuerdo en
que afiadiendo aumentado en 1 resultaba una expre-
sién clara, entendible por cualquiera.

— Por tltimo, que les resultara.digerible el pro-
ceso a seguir hasta llegar a formular una propie-
dad matemdtica.

Creo que son todos aspectos importantes que
se deben trabajar cada vez que tengamos ocasion.

2. (Qué hay que hacer para que las partes, ademds de
iguales, sean cuadrados?

Les propuse que, aprovechando los cuadrados
que tenfan ya dibujados, trazaran ahora divisiones
de izquierda a derecha.

I

A
I
N =
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¢Cudntas?, dijeron casi a coro.

Las que cada uno quiera; lo nico que hay que
respetar es la condicién de que las nuevas partes
sean iguales entre sf.

Una vez revisadas las construcciones, y para no
hacer excesivamente largo el ejercicio, les mostré
una ldmina en la que yo habfa dibujado diez cua-
drados; unos donde las partes eran a su vez cua-
drados y otros donde resultaban rectdngulos no
cuadrados. Fui entonces remarcando los casos de

partes cuadradas y les pedi que contaran el nd-

mero de divisiones hechas en una direccién y en
otra. Luego, que hicieran lo mismo en los casos
de rectdngulos.

Z . . . €
Después de algunas consideraciones, especial-

mente dirigidas a la precisién de lenguaje, escri-
bieron, mds o menos, esto:

Salen cuadrados cuando se hacen las mismas divisiones
de izquierda a derecha que de arriba a abajo.

Comenté que no me gustaba mucho lo de /s
mismas divisiones y acordamos sustituir esta expre-
sién por e/ mismo nimero de divisiones.

A continuacién, les hice recapitular por escrito

lo descubierto hasta ese momento, indicdndoles

que nos servirfa para saltar del plano al espacio,
esto es, para retomar el cubo.

3. (Es vdlido todo lo anterior para el cubo?

Para que lo averiguaran, les pedf que rellena-
ran la siguiente ficha. '

— (Cudntas divisiones horizontales se han he-
cho en este cubo?

/[T7
7
N

NANAY

N
~ T -
.
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— ¢Cudntas verticales en el sentido cara fron-
tal-cara dorsal?

— ¢Cudntas verticales de izquierda a derecha?

— Si has contado bien, te ha tenido que resul-
tar el mismo ndimero. Recuerda que este ndmero
comin lo estdbamos representando por 4. Com-
pleta ahora esta igualdad: 7 =

— Completa: Como el ndmero de divisiones de
cada una de las tres clases es el mismo @=3), el
cubo queda partido en...

— Como es = 3, el nimero p de planchas es ...

—d =3 =p =4 (Es ésta la traduccién al len-
guaje matemdtico de lo dicho en el punto ante-
rior?

— En cada plancha hay ... cubitos. ¢Cudntos
hay en las 4 planchas?

4. Actividades de refuerzo y para otros fines

— Dibujar un cubo de 8 cm. de arista. Trazar
las divisiones necesarias para que quede dividido
en 8 cubitos.

— Calcular el 4rea de una cara y el 4rea total.

— ¢Qué volumen tiene cada uno de los cubitos?

— Si las aristas interiores del cubo miden 7,999
centimetros, {qué cantidad de agua cabrfa en éI?

— (Cudnto pesarfa el cubo si fuera de plomo?
Y si fuera de aluminio?

— Construir tres cubos de cartulina y cuadricu-
lar sus caras de manera que resulten divididos,
respectivamente, en 8, 27 y 64 cubitos.

— Para investigar en casa: (Pueden obtenerse
menos de 8 cubitos de un cubo? ¢Pueden obte-
nerse 10?

5. En busca de la formula de David

Recordé a los chicos que, en palabras del pro-
pio David, la cuestién era ésta:

St tuviera que dividir el cubo en ‘muchas mds partes
seria mucho mds dificil. ¢ No hay alguna manera de saber
cudntos cortes tendria que dar y como darlos, sin tanto
rollo? .

Hay una manera, les dije, y la vamos a averi-
guar. Pero antes, vamos a hacer otra cosa. Y afia-
df: También los matemdticos, para evitarse tanto
rollo, tienen que hacer antes otras cosas.

Les pedi entonces que contaran las baldosas de
la clase. Una vez me dieron el ndmero, les dije




que cada baldosa era un cuadrado de 30 cm. de
lado y que calcularan su drea en m?. Finalmente,
que determinaran el drea del piso.

(Como era de esperar hubo algunos errores de
célculo; la mayorfa, de paso de una unidad a otra.
La clase del dfa siguiente se dedicé integramente
a la medida.)

Esperé entonces que alguien me dijera... ipero
hay una forma mds facil! Y, en efecto, alguien me
lo dijo.

Claro, midiendo el largo y el ancho del piso, y
empleando luego la férmula del 4drea del rectin-
gulo, dije. Y afiadi: Sabembds ya cémo dar los co1-
tes para que resulten cubos: haciendo el mismo
ndmero 7 de cortes de los tres tipos. Nos falta
s6lo averiguar cudntos cortes hay que dar para obtener
un nimero determinado de cubos. Vamos a intentar
descubrir la férmula que nos permita calcular ré-
pidamente ese nimero.

Les entregué entonces cubos de cartulina con
las caras cuadriculadas en 4, 9 y 16, es decir, cu-
bos divididos en 8, 27, y 64 cubitos, respectiva-
mente.

Acordamos luego emplear la siguiente simbo-
logfa:

.C = Nimero de cubitos resultantes.

p = Ntmero de planchas.

J = Ndmero de divisiones de cualquier tipo que
es necesario para obtener los C cubitos.

¢ = Ndmero de cubitos resultantes en cada una
de las planchas.

Pasaron luego a completar la tabla que sigue:

d p ¢ C
2 4 8§=2%

[SSIN SR

Después de verificar la correccién de la tabla
de cada uno, les pedi que hicieran en casa este tra-
bajito:

__ Estudiar bien el funcionamiento de la tabla
y continuarla hasta 4 = 10.

— Razonar por qué el ndmero minimo de cu-

bitos posible es 8. Escribir el razonamiento he-
cho, cuidando de que lo que escribieran respon-
diera exactamente a lo que pensaban. (Al dia si-
guiente analizarfamos una por una las frases.)

— Idem respecto a la pregunta (pot qué no se
puede obtener un nimero cualquiera de cubitos:
por ejemplo, 20?

Posibilidades diddcticas... del cubo de las caras negras

A la siguiente sesién, la mayoria present6 la ta-
bla hasta 4 = 10 correctamente hecha.

Sin tener que insistir demasiado, consegui que
vieran claramente que de la tabla podfa deducirse
que, siempte, el nimero de cubitos resultante es igual al
cubo del nimero de planchas. O, lo que es lo mismo,
ol cubo del niimero de planchas es igual al nimero de cu-
bitos.

Y, pasando al lenguaje de los matemadticos y
alevines de mateméticos, / formula buscada:

C =p?, y dindole la vuelta, p> = C

Para reforzar visualmente lo estudiado en los
apartados 3 y 5, dedicamos una media hora a ju-
gar con el «decimetro ctbico desmontable».

Uno de los juegos que mds les interesé fue éste:

Les mostré el cubo completo y uno de los cu-
bitos y les pregunté si crefan que del grande po-
dian cortarse 1.000 pequefios. La mayorfa dijo
que no. En cuanto a los que dijeron que s, sos-
pecho que acertaron porque alguien habfa usado
el cubo desmontble para explicarles el SMD.

Procedimos entonces a comparar «cubito» con
«barra», «barra» con «plancha» y «plancha» con
«cubon, es decir, a determinar los factores de con-
versién. Y, al paso, a multiplicar. Resultado: 1.000.

Vamos a comprobar ahora si nuestra férmula
mégica funciona. Recuerden que sélo hay que con-
tar el ndmero de planchas... y elevarlo al cubo.

Hay 10 planchas y 10° es 1.000 iPerfecto! iLa
f6rmula antirollo es buenal . - :
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Hubiera sido una ldstima no aprovechar el de-
cimetro cdbico que tenfa en las manos para ha-
cetles ver «por dentro» el por qué de la reglita,
tal vez aprendida de memoria, «para pasar de dm?
a cm’ se multiplica por 1.000».

También hubo ocasién de ver experimental-
mente, con un decimetro cdbico hueco, que
1dm’ tiene una capacidad de 1 litro. Y, como
dato interesante, explicarles el significado del c.c.
de los productos farmacéuticos.

6. J¢Qué es eso de “en funcion de’?

Les dije que los matemi4ticos emplean a veces

expresiones que nos parecen muy misteriosas y

que, en realidad, significan cosas muy sencillas.
Por ejemplo, nosotros hemos calculado el nime-
10 de cubitos, en funcion del nimero de planchas, es
decir, sabiendo (conociends) el nimero de planchas. Otro
ejemplo: Para calcular el 4rea de un tridngulo ne-
cesitamos conocet lo que mide un /ado caalquiera y
la altura de dicho lado. Pues bien, si queremos ser un poco
mds <finos» decimos: El drea de un tridngulo se puede
calcular en funcidn de un lado cualquiera y su al-
tura.

{Por qué digo en este dltimo ejemplo «se pue-
de calcular»? Porque también se puede calcular
conociendo los tres lados, esto es, ex funcion de los
tres lados.

Nota bistrica.—Heron de Alejandyiu fue un matemd.
tico griego que vivid hace un monton de siglos. No estd
muy claro si fue el descubridor de la formula que leva su
nombre o el primero que la demostrd. Sea como Suere la
seguimos llamando «formula de Heron». Es éita:

A=V —a)p =5 o).

En la férmula de Herdn, p representa el semi-
perimetro, y 4, 4, ¢ las medidas de los lados. Un

. dfa de éstos la usaremos.

7. ¢Se puede calcular el nidmero de cubitos en funcion del
nidmero de divisiones que se le hagan al cubo?

Podfa haberles demostrado —mds propiamen-
te, ayudado a demostrar— que sf, siguiendo paso
a paso este proceso: ,

1.° En la igualdad 20 = 2 - 10 podemos susti-
tuir el 10 por 8 + 2 y escribir 20 = 2 (8 + 2).

2.2 No pasa nada si en la igualdad 3% = 9 cam-
bio 3 por 7 — 4. Tendrfa entonces que escribir la
igualdad asf: (7 — 4)? = 9.
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3.° Recordemos que el nimero de planchas ®)
es igual al namero de divisiones de cualguier clase (d)
aumentado en 1. Es decir,p =4 + 1.

4.c (Cémo quedard nuestra férmula C = p?si
sustituimos p por 4 + 1, que es lo mismo que p?

Quizd asf hubieran acertado a escribir

C=@+ 1) .

No lo sé.
Pero, preferf no ser tan explicito, a ver si ocu-

rrfa lo que presentfa: que concluyeran escribien-
doC=d+ 13

Y asi fue. Todos —todos los que llegaron a una
conclusién, porque algunos, afortunadamente
muy pocos, no concluyeron «né»— cayeron en la
trampa que les tendf.

Dije entonces: Me van a ayudar a demostrar que
esa férmula no es correcta. Y lo vamos a hacer de
dos maneras.

1.» Empleando la férmula de las planchas (n-
mero de cubitos en funcién del nimero de plan-
chas, insistf), que ya hemos sometido a pruebas y
comprobado que es buena, vamos a calcular, por
ejemplo, el nimero de cubitos que resulta al par-
tir un cubo en 5 planchas. Serd:

C=pr=C=5"=125

Vamos a ver qué ocurte ahora con la férmula
que yo sostengo que es falsa. Hay que tener en
cuenta que si el nimero de planchas es 5, el de
divisiones de cada clase es 4. Entonces:

C=d+13=>C=4+1"=4+1=5

Y, como 125 es el resultado correcto, el 5 no
lo es. Por tanto, tampoco sirve vuestra férmula.
I'm sorry, coleguillas.




2.2 Un cubo no puede ser dividido en menos de
8 cubitos, Una de las formas de demostrarlo es
ésta: Para obtener 8 cubitos hay que obtener 2
planchas. En consecuencia, para obtener menos
de 8 habrfa que hacer menos de 2 planchas, es de-
cir, s6lo una plancha. Pero, haciendo una plan-
cha... queda nuestro cubo tal como es; no resulta
seccionado en cubitos.

Esta es, como digo, una de las formas de de-
mostrar que e/ nidmero minimo de cubitos que se puede
obtener es 8. No es, desde luego, una manera muy
matemdtica de demostratlo. Es un rollo, éverdad?
Pues bien, os voy a dat ocasién de que descubrdis
otra ley matemdtica. Haced esto:

1. Recordad lo que hemos llamado n#mero cua-
drado perfecto y deducid lo que es un ndmero cubo
perfecto.

2.° Mirad la tabla que construimos al princi-
pio y fijaos en los valores de C.

3.0 ¢Es 5 un cubo perfecto? {Lo son los nimeros
2,3,4,5,6y 7? (Cudl es el menor nimero entero
distinto de 1 que es cubo perfecto?

4> Completad correctamente lo que sigue y
podréis presumir de haber descubierto una doble
ley matemadtica:

U cubo no puede ser dividido en un niimero cualquiera
de cubitos. Solo puede seccionarse en un nidmero de cubitos
que sea...

El menor nimero de cubitos en que puede partirse un
cubo es..., porque 8 es el menor ndmero entero distinto de
1 que ¢s...

Al dfa siguiente revisamos todo lo hasta ese
momento visto y les recordé que habfamos de-
mostrado la incorreccién de la expresién C =4 +
+ 13, pero que adn no habfan obtenido la expre-

Posibilidades didacticas... del cubo de las caras negras

sién correcta. Y les advert{ que no se trataba de un
mal razonamiento, sino que su error consistia en
no haber tenido cuidado en expresar debidamen-
te su descubrimiento. ' ’

Con ejemplos numéricos sencillos les hice com-
probar que sumarle a un nidmero el cubo de otro no es
igual que Aallar ¢l cubo de la suma de esos ndmeros. Es
decir, que

a+b># (a+b)

Y asi, llegamos por fin a la férmula que per-
mite calcular el nimero de cubitos en funcién del
ndmero comun de divisiones:

: C=@+1)

Como ejercicio para casa les propuse verificar
los valores de C de nuestra tabla, empleando la
nueva férmula.

En una clase normal (de programa «oficial»)
aproveché que, al parecer, habfa quedado clara la
diferencia entre # + >y (@ + b)> que, como re-
fuerzo, les ensefié a leer respectivamente asi: «
mds..b al cubo» y «z mds b..al cubo», haciendo
una pausa larga en el lugar de los puntos suspen-
sivos, apoveché, digo, para insistir en las diferen-
cias entre cada una de las expresiones de diversas
parejas de expresiones similares a la estudiada.
Por ejemplo, entre «2 potr ... mas b» y «2 pot...4
mds b», esto es, entre 2 c2 + by 2+ (@ +b).

Y, metido ya en harina, hablarles de la distri-
butividad o no distributividad de una determina-
da operacién respecto a otra, fuente tan frecuen-
te de errores. Ejemplos:

(@ b)" = 4" b" (Distributividad de la potencia-
cién respecto a la multiplicacién.) :

(@ + by # 4" + b" (La potenciacién no es distri-
butiva respecto a la adicién.)

V1625 =+/16-+/25 =4 -5 = 20 (¢Es distri-
butiva la radicacién respecto a la multiplicacién?)

VI6+25 # 16 ++ 25 (¢Qué significa esto?)
IV. Cuestiones, problemas y sugerencias sobre

otras posibilidades diddcticas del cubo negro

1. Imaginate un cubo con la cara superior pin-
tada de rojo,la lateral izquierda de verde y las otras
de amarillo. Cértalo, usando tu mente a modo de
sierra, en 64 cubitos. Contesta, en el orden que
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creas mds conveniente, a las siguientes preguntas:

4) ¢Cudntos cubitos bicolores resultan?

) (Cuéntos sin pintar?

¢) ¢Cudntos tienen 2 caras verdes?

4) (Hay cubitos verdiamarillos?

¢) {Cudntos cortes horizontales tendrfas que
dar para obtener los 64 cubitos? ¢(Cudntas divisio-
nes en total? :

2. Un cubo se ha dividido en 125 cubos pe-
quefios. Empleando la férmula de las planchas,
calcula el nimero de éstas. Calcula, también em-
pleando una férmula, el ndmero de divisiones de
cada tipo que ha habido que hacer.

3. Estudia muy bien lo que sigue, porque te
permitird descubrir otra ley:

ce. 8=23

27 =33
216=2%.33
9.261 =33 . 73

Hemos visto ya que un cubo no permite que-se
le divida en el nimero de cubitos que cada uno
quiera. Tiene el individuo esa manera de ser y hay
que respetarla. Con los nimeros 8, 27, 216 y 9.261,

por ejemplo, es tolerante. Pues bien, fijate en lo

que ocurre cuando esos niimeros se expresan co-
mo producto de nimeros primos. Si deduces lo
que yo —y yo no estoy equivocado, claro— esta-
tds en condiciones de ganar siempre si juegas con
un amigo a averiguar si un cubo se puede dividir
en el ndimero de cubitos que td o él propongan.
Pero..., cuidado, ganard el que no se equivoque
en eso de expesar un nimero como producto de
nimeros primos.
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4. De nuevo con la importancia de evitar ex-
presiones equivocas: Releyendo la cuestién ante-
tior me di cuenta que cuando digo y yo no estoy
equivocado, claro, alguien pudiera pensar que quiero
decir que yo no me equivoco nunca, que soy un ver-
dadero coco. ¢Cémo me corregirfas la frasecita
para que nadie tuviera esa falsa impresién?

5. Valiéndote del decimetro ctibico desmonta-
ble explicale a un compafiero la simplificacién de
fracciones. Construye otros cubos que te permi-
tan hacerlo con fracciones no decimales.

6. ¢(No crees que usando esos mismos cubos
podrfamos entender muy bien por qué, por ejem-
plo, sumando 1/2 y 3/8 resulta 7/8? Inténtalo en
clase.

7. Revisa todas tus notas y dedica un fin de
semana a inventar problemas y juegos sobre el cu-
bo de caras pintadas.

8. Desempolva y juega con el cubo mdgico de
Rubik. Quizd lo que has aprendido estos dias te
sitva para elaborar una buena estrategia.

Dedico muy carifosamente este traba-
Jo @ mis alumnos de 8.° del Colegio
Peo. “Punta del Hidalgs”. Tenerife,
octubre de 1988.




El Tangram

Grupo Azarquiel

1. Introduccién : La finalidad del juego del Tangram es construir
con estas piezas figuras de todo tipo, geométricas,

El Tangram es un rompecabezas que consiste en animales, personajes, objetos, etc. Como predece-
siete piezas geométricas que juntas forman un  sor de este tipo de rompecabezas estd el Sto-
cuadrado y muchas otras figuras (fig. 1). machion o Loculus de Arquimedes (fig. 2). En
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1899 M. Suter, de Zurich, encontré una versién
drabe de un libro de Arquimedes en el que propo-
ne: «Descomponer un cuadrado en catorce ele-
mentos cuyas 4reas estén en razén racional respec-
to del cuadrado inicial». :

En el libro de Joost ELFFERS' se puede encon-
trar alrededor de 1.600 figuras diferentes realiza-
das con las siete piezas del Tangram. Segin se
cuenta en este libro, los primeros textos impresos
sobre el juego del Tangram aparecen en China
hacia 1800, aunque el juego podria ser muy ante-
rior. En 1818 aparecen las primeras publicaciones
sobre el Tangram, simultdneamente, en EEUU, en
Alemania, en Inglaterra, en Francia, en Italia y en
Austria, consiguiendo el juego un éxito arrollador
que nos recuerda el mas reciente del cubo de’
Rubik.

También de forma similar al Cubo de Rubik
aparecen estudios e incluso tratados matemdticos
relacionados con el Tangram. Uno de ellos tenfa el
rimbombante titulo: Nuevas demostraciones matemd- (
ticas de geometiia sencillas y accesibles a los jovenes con la i
dnica ayuda de las piezas del juego comsinmente llamado I
puzzle chino.

Sin embargo, durante mucho tiempo, el juego
solamente fue utilizado en su forma lddica como
puede corroborar el que W. W. Rouse Ball en su
conocido libro Mathematical Recreations and Essays
(acaba de salir la decimotercera edicién en la
Editorial Dover), resta toda importancia matemad-
tica a este juego.

Por el contrario Martin Gardner en 1959 escri-
be en su columna de Juegos Matemiticos de Scien-
tific American: «Puzzles de este tipo provocan oca-
sionalmente problemas de matemdticas nada tri-
viales como, por ejemplo, ¢Cudntos poligonos con-
vexos se pueden construir con las siete piezas del
Tangram?».

En este mismo articulo Martin Gardner muestra
los 13 dnicos poligonos convexos que existen
(fig. 3) como fue demostrado en 1942 por dos
matematicos chinos en el American Mathematical
Monthly. Una adaptacién de esta demostracién
puede verse en (1). Posteriormente, en la misma
seccién de la misma revista, pero en 1974, Martin
Gardner clasifica el uso del Tangram en tres ca-
tegorias:

1 Joost ELFFERS, E/ Tangram. Juego de formas chino, Labor,
1982 (Barral, 1976). El libro va acompasiado de un juego de
pléstico.
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1.—Construccién de una figura dada o demos-
tracién de la imposibilidad de construirla con las
piezas del Tangram.

2.—Diseflo de nuevas figuras, artisticas o hu-
moristicas: siluetas de animales, figuras humanasy
otros objetos.

3.—Resolucién de una gran variedad de pro-
blemas de geometria combinatoria, como el pro-
blema anterior de los poligonos convexos.

También muestra, Martin Gardner, algunas fi-
guras creadas por Loyd (fig. 4-a) y Dudeney (fig.
4-b) que son verdaderas pradojas geométricas. To-
das estin construidas con las siete piezas del Tan-
gram.

Actividades relacionadas con el Tangram

Hasta aqui no se ha sugerido nada sobre la
utilizacién en nuestras aulas del juego del Tan-
gram. Es en 1971 cuando Dale Seymour se expre-
saba con las siguientes palabras: «Debido al re-
ciente énfasis sobre el aprendizaje de los concep-
tos matemdticos a través de la manipulacién de
materiales, unido a la natural fascinacién de los

E! Tangram

puzzles, no sorprende que el puzzle llamado Tan-
gram, se haya convertido en una herramienta po-
pular para el profesor en sus clases.»

En su libro Tangramath?* este autor presenta una
gran cantidad de actividades matemdticas relacio-
nadas con el Tangram; actividades dirigidas a un
amplio espectro de edades y niveles educativos a
través de las cuales se desarrollan conceptos geo-
métricos, poligonos, dreas, equivalencia de poli-
gonos, convexidad y concavidad, no olvidando al
mismo tiempo a lo largo de todo el libro el aspecto
ladico.

En Espafia, la primera utilizacién diddctica del
Tangram, que nosotros conozcamos, ‘es la que
presentan Puig Adam y Rey Pastor en su libro
Elementos de Geometria (Madrid, 1945) para mostrar
la equivalencia de figuras.

Ha pasado mucho tiempo desde entonces y, sin
embargo, la utilizacién en clase del Tangram sigue
siendo minoritaria. Ultimamente empiezan a apa-

2 Dale SEYMOUR, Tangramath, Creative Publications, Inc.
Palo Alto, California, 1971,

¥X

Fig. 4-a.—Figuras de Loyd.

FF

Fig. 4-b.—Figuras de Dudeney.
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recer, en los libros de texto, en los materiales para °

el aula, timidas referencias al Tangram. As{, por
ejemplo, entre otros, se encuentran actividades
con el Tangram en:

— Libro de 6.° de EGB de la Editoriala Barca-
nova que introduce la medida de superficie con el
juego.

— Libro de 5.° de EGB de Teide (Coleccién
Grad) para el estudio de poligonos, dreas y peri-
metros.

— Libro para ciclo superior de EGB Matemati-

cas 1 de la Coleccién «en Accién» de la Editorial |

SM, para clasificar poligonos e introducir el con-
cepto de equivalencia de figuras.

— Volumen III de Logo: Metodologia y recur-
sos educativos, publicado por el MEC (dentro del
Programa de nuevas Tecnologias, Proyecto Ate-
nea), utiliza las figuras del Tangram con orde-
nador.

Sugerencias

Exponemos aqui unas breves propuestas de te-
mas que se pueden desarrollar con la ayuda del
Tangram:

— Reconocimiento de figuras geométricas: tridn-
gulos, cuadriliteros...

— Equivalencia de figuras (nétese que todas las
figuras hechas con las siete piezas del Tangram son

Fig. 5.—Figuras monocromdticas.
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equivalente. No obstante es conveniente hacer
uso al principio de un ntimero menor de piezas).

— Areas de figuras: tridngulo, cuadrado, rectdn-
gulo, trapecio, paralelogramos, etc...

— Introduccién a la semejanza.

— Estudio de las transformaciones geométricas,
en particular de la simetrfa. La existencia del rom-
boide, figura no simétrica, propicia la compren-
sién y el estudio de figuras simétricas. En C.
PELLEGRINO ? sugiere actividades con un Tangram
de «doble-cara», es decir, que cada pieza sea de un
color por cada cara, por ejemplo, negra por un
lado y roja por el otro. Entonces se pueden clasi-
ficar las figuras en monocromdticas (fig. 5), aque-
llas que s6lo admiten solucién de un color (hay
tantas figuras negras como grises), y bicromadticas.
Asimismo, propone el estudio del teselado del
plano utilizando las piezas, o figuras, del Tangram

~como teselas.

BIBLIOGRAFIA

En tiendas de juguetes, grandes almacenes, etc..., se
pueden encontrar diversas versiones del Tangram de siete
piezas, por ejemplo las fabricadas por las casas Cayro y
Ocydesa. Existen, ademds, otros modelos de Tangram dife-
rentes, con mds piezas o recortadas a partir de un circulo o
un 6valo.

3 Actas del Congreso «Gioco e Matematica», Bolonia,
1986.
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La importancia de los Recursos
en la clase de Matematicas

Luis Rico Romero

Que el panorama de la Educacién Matemdtica
en nuestro pafs estd experimentando cambios
considerables es algo palpable, si bien los especia-
listas saben cudntas horas de trabajos y esfuerzos
cuesta. Un objetivo claro en este momento con-

siste simplemente en homologarse, también en’

este Area de Conocimiento, con los paises de la
Comunidad Europea en la que aspiramos a des-
empefiar un papel culturalmente activo. Por esto
debemos alegrarnos cuando en un espacio de tiem-
po inferior a un mes aparecen cuatro libros dife-
rentes, sobre una misma temdtica pero escritos
desde perspectivas distintas. Nos referimos, y por
orden alfabético, a:

C. ALSINA; C. BURGUES y J. M. FORTUNY, Materia-
les para construir la Geometria, 168 pags. Edito-
rial Sintesis, Serie: Matemdticas, Cultura y
Aprendizaje, 1988, ISBN: 84-7738-011-2, Ma-
drid.

CASCALLANA, M. T., Iniciacion a la matemdtica. Mate-
viales y recursos diddcticos, 228 pags. Editorial
Santillana, Aula XXI, 1988, ISBN: 84-294-
2789-9, Madrid.

HERNAN, F. y CARRILLO, E., Recursos en el aula de
matemdticas, 171 pags. Editorial Sintesis, Serie:
Matematicas, Cultura y Aprendizaje, 1988,
ISBN: 84-7738-032-5, Madrid.

VALLES, Diddctica de la Matemdtica en el Ciclo Inicial,
263 pags. Editorial Onda, 1988, ISBN: 84-
7552-198-3, Barcelona.

Los cuatro volimenes tienen algunas caracte-
risticas en comun: hablan del material para la en-
sefianza de la matemdtica y de los recursos que
un profesor de matemdticas puede utilizar en el
aula; son libros dirigidos al profesor; estin escri-
tos con un lenguaje directo que permite una lec-
tura facil; nos dicen cosas que podemos hacer ya
en clase; y cada uno en su linea, nos presentan
una filosoffa de trabajo en matemdticas. Aqui es
donde comienzan las diferencias y lo que hace in-
teresante la lectura de los cuatro manuales, ya
que, aun cuando coincidan en algunos de sus t6-
picos, las reflexiones que hacen sobre el material
y el encuadre que se da en cada caso es total-
mente distinto, sin que ninguno de ellos agote el
tema. Pasemos a hacer un breve comentario de
cada uno de ellos.
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En Materiales para construir la Geometria 1o que
puede llamar la atencién mds de inmediato son
las 120 fichas, describiendo cada una un material
distinto para trabajar en geometrfa, acompafiado
de una lista de actividades posibles a realizar que
definen el interés didactico del material presen-
tado. Sin embargo, los autores no se han limitado
a elaborar un extenso catdlogo de materiales, que
abarcan desde la sufrida pizarra hasta el «Hacha
india», las «curvas bordadas» o el «Harmond-
grafo». Ademis de recordarnos otras utilizaciones

-del material m4s conocido, recordarnos bastantes

materiales que tenfamos olvidados y presentarnos

algunos otros que no conocfamos, nos ofrecen una .

clasificacién muy sugerente para todos estos ma-
teriales. Las ideas de geometrfa visual, geometria
construida, geometrfa dibujada, geometria medi-
da y geometria lddica presentan por s{ mismos
todo un plan de trabajo. Las fichas de actividades
y la descripcién de talleres a desarrollar a partir
del material ofrecen una visién did4ctica seria y
bien fundada para recuperar el aprendizaje de la
geometria en nuestras aulas.

Iniciacion a la Matemdtica presenta una opcién
distinta. Su autora selecciona diez materiales co-
nocidos: dbaco, tangram, regletas, balanza, etc., y
cinco familias de juegos: nimeros, cilculo, sime-
trias, formas geométricas y probabilidad, y sobre
cada una de estas quince ideas hace un desarrollo
diddctico en cuatro etapas. Cada uno de ellos lle-
va: Descripcién; Actividades de construccién;
Actividades de Aplicacién y Orientaciones pricti-
cas para su empleo.

Las quince ideas elegidas tienen la ventaja de
ser ideas importantes, de bastante peso en el cu-
rriculo de matemdticas y ejemplificadas con ma-
teriales muy difundidos y conocidos por el profe-
sor en ejercicio. En cada caso se nos recuerdan las
actividades més destacadas de cada material con
bastante detalle y un acompafiamiento muy cui-
dado de grificos e ilustraciones. Si algo echamos
en falta es el escaso empleo de actividades creati-
vas y de empleo no estindar de los materiales pre-
sentados. Una presentacién al comienzo sobre ca-
racteristicas del pensamiento infantil y el papel
de la matemdtica en los procesos cognitivos pro-
porcionan el marco tedrico que va a servir a la
autora para encuadrar los distintos materiales.

Recursos en el Aula de Matemdticas es un libro sin-
gular, cuya lectura resulta atrayente y que no estd
escrito para organizar el material sino para ejem-
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plificarnos exhaustivamente cudntas ideas mate-
maticas pueden desarrollarse si se echa imagina-
cién, creatividad, intuicién e interés tomando u
material como pretexto. '

Por supuesto, la seleccién de los materiales no
es arbitraria ni las actividades que se sugieren son
inocentes, ya que todas ellas tienen una misién
declarada: convencernos de que el aprendizaje de
las matemdticas puede ser una actividad apasio-
nante y que, por tanto, la ensefianza debe estar al
servicio de las capacidades del individuo y su po-
tenciacién; que ya es hora de olvidarnos de esa
visién pacata de la ciencia como algo vilido sélo
para elites e iniciados.

Los autores saben que articular estas ideas en
un proyecto did4ctico es el reto de nuestra época,




ol

et

y que tampoco es algo sencillo. El libro que nos
ofrecen es un eslabén mds, y valioso, en esta ca-
dena.

Diddctica de la Matemdtica en el Ciclo Inicial es una
buena guia didéctica relativa a los principales t6-
picos de matemiticas en el Ciclo Inicial: Geome-
trfa, Légica, Cantidad, Calculo, Numeracién y Me-
dida, con algunas consideraciones sobre Proble-
mas, Combinatoria, Probabilidad y Estadisticas.
Cada uno de los conceptos que se presentan so-
bre estos diferentes apartados consta de unas
Orientaciones Did4cticas y unas Actividades suge-
ridas, en donde el empleo de materiales y las su-

La importancia de los recursos en la clase de Matemdticas

gerencias de trabajo para los alumnos son multi-
ples y variados. El principio de actividad, el hecho
de que el proceso de aprendizaje lo hace el pro-
pio alumno siguiendo una determinada secuencia
y reflexionando sobre lo realizado estd extensa-
mente documentado y se aprecia la experiencia
en el aula del autor. Compartir los logros conse-
guidos con los propios alumnos después de una
planificacién reflexiva y cuidada es un tipo de ac-
tuacién que debemos intensificar dentro de la co-
munidad de Educadores Matemiticos, y uno de
los méritos de este libro es haber logrado ese ob-
jetivo.

¢
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| CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA
(24-30 de Septiembre)
SEVILLA-1990

PRIMER ANUNCIO

El | Congreso Iberoamericano de Educacién Matematica se celebrard en Sevilla del 24 al 30 de
Septiembre de 1990, organizado por la Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica «Thales», en re-
presentacién de la Federacién Espafiola de Profesores de Matemdticas. ‘

Cuenta con el apoyo de la Conferencia Interamericana de Educacion Matemadtica, y de la Asocia-
cién Portuguesa de Profesores de Matematicas.

Los idiomas oficiales del Congreso serdn el portugués y el espafiol, y en el se discutiran y desarro-
llaran los temas mds actuales del drea cultural iberoamericana en Educacién Matemadtica.

El segundo anuncio, mas detallado, sobre la organizacién y programacién del | CIBEM, se enviard
a todos los interesados, en el primer trimestre de 1989, que deberdn solicitarlo enviando a la S.A.E.M.
«Thales», debidamente cumplimentada la parte inferior de este primef anuncio.

I CIBEM

APELLIDOS NOMBRE
NACIONALIDAD
DIRECCION
PAIS TELEFONO
DATOS LABORALES.

PROFESOR DE {Indique nivel)
CENTRO DE TRABAJO
DIRECCION

Desea recibir el Segundo Anuncio sobre el | CIBEM

Remitir el anterior Boletin a la Direccién:

I CIBEM

SAEM «THALES» - Facultad de Matematicas
Apdo. 1160

41080 Sevilla (Espafia)

COLABORA: AREA DE CULTURA
AYUNTAMIENTO DE SEVILLA.




ICME-6

Claudi Alsina

Budapest ha sido la sede del Sexto Congreso
Internacional de Educacién Matemitica (27 julio-
3 agosto, 1988). Dos mil seiscientos participan-
tes provenientes de todos los pafses del mundo
han hecho posible de nuevo que este macrocon-
greso de periodicidad cuatrianual vibre otra vez
al son de las nuevas tendencias, innovaciones y cri-
ticas. Sirva el presente articulo como breve cré-
nica del evento.

1. Sesiones plenarias

El centro de convenciones de Budapest ha aco-
gido en su desorbitante auditorio las cinco confe-
rencias plenarias de F. Nebres, G. Vetrguand, L.
Locdsy, A. Ershov y J. P. Kahane, versando las
mismas sobre la Matemdtica en la escuela de los
noventa en paises en desarrollo, psicologfa de la
educacién matemdtica, matemdtica algoritmica,
la computarizacién y la figura de George Pélya.
Rasgos comunes a destacar en estas presentacio-
nes son la preocupacién por el impacto de las
nuevas tecnologfas en la educacién matemdtica,
los cambios curriculares, las influencias econémi-
cas en el desarrollo educativo..., etc.
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2. Grupos de accién

Los trabajos paralelos de los grupos de accién
se correspondieron con las problemdticas en los
diferentes niveles educativas: 4-8, 7-12, 11-16, 15-
19, mds los niveles universitarios, de formacién
de profesores y de adultos. Los grupos de accién
basaron su desarrollo en la exposicién de expe-
riencias realizadas en cada nivel y las consecuen-
tes discusiones y preguntas. Palabras claves en di-
chos grupos fueron: aprendizaje a largo plazo,
errores, tecnologias, problemas, revitalizacién, im-
pacto cultural, influencia, curriculum...

\

|
3. Grupos temdticos

Los temas escogidos en esta ocasién fueron to-
dos ellos de rabiosa actualidad: la profesién de
ensefiar; computadores y la ensefianza de la Mate-
mdtica; resolucién de problemas, modelizacién y
aplicaciones; evaluacién y la prictica de ensefiar e
investigacién en diddctica; Matemdticas y otros
temas; Curriculum para el afio 2000. Merece es-
pecial recuerdo la provocadora conferencia de
Margaret Brown sobre «Ensefiantes como Traba-
jadores y Ensefiantes como Aptrendices» o las pa-
labras claras e inspiradas de G. Howson sobre los
condicionantes politicos y, demogrificos, sociales
y tecnolégicos que afectardn a la educacién mate-
mdtica del 2000.

4. Areas tépicas

La oferta de tépicos monogrificos fue amplia:
videos y peliculas; visualizacién; competiciones;
problemas de estudiantes con limitaciones; edu-
cacién comparativa; probabilidad y estadistica, de-
mostraciones, justificacién y conviccién; lenguaje
y Matemadtica; estudiantes de gran habilidad; jue-
gos y recreaciones; mujeres y matemadticas; teorfa
de la educacién matemdtica; espacios y geome-
tria; informacién y documentacién, cooperacién
entre teorfa y prictica en la educacién matem4-
tica. Estos tépicos tuvieron un cardcter mds in-
formativo y elaborado y en algin caso presenta-
ron tendencias realmente alternativas: tal es el
caso de los temas de visualizacién en general.

5. Presentaciones nacionales

Por invitacién del Comité Internacional de Pro-
grama de la Conferencia tuvieron lugar presenta-
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ciones panordmicas de la situacién de la educa-
cién matemadtica en Argentina, Bulgaria, Malawi y
Espafia. A este cronista le correspondié el honor
de realizar la presentacién espafiola que se basé
en el documento «La Educacién Matemitica en
Espafia» fruto de la colaboracién de muchos cole-
gas y cuyo texto serd publicado en el boletin del
ICMI.

6. Matematicas, Educacién y Sociedad

El quinto dfa de congreso fue dedicado mono-
graficamente a este tema con andlisis rigurosos,
apocalipticos y esperanzados en torno de los con-
textos culturales y proyecciones sociales que la
Matemadtica de nuestros dfas presenta. Quizd la
pregunta de J. Kilpatrick: ¢Saben los educadores




matemiticos lo que estdn haciendo? fuese de las
mds inquietantes. Y el NO, como respuesta, el
gran reto para actuaciones futuras.

7. Posters y comunicaciones

204 comunicaciones y 216 presentaciones-pos-
ter vinieron a rellenar un programa absoluta-
mente denso y compacto. Unos cientos de expe-
riencias explicadas oralmente o presentadas grafi-
camente o en forma de taller hicieron evidente,
una vez m4s, el enorme capital creativo que hoy
posee la educacién matemadtica en todos los nive-
les y en todos los lugares de la Tierra. Uso de
computadoras y nuevos curricula en el eje de este
apartado.

8. Programas especiales

Asambleas de grupos internacionales sobre His-
toria y Pedagogfa de las Matemadticas; Organiza-
ciones de mujeres; Psicologia de la Educacién Ma-
temdtica; exhibiciones de videos, peliculas, libros
y materiales; anuncios de congresos como el I
Congreso Iberoamericano de Educacién Matem4-
tica (Sevilla 1990) y un largo etcétera de progra-
mas especiales se desarrollé en horas complemen-
tarias a las sesiones ordinarias. Una exposicién bi-
bliografica espafiola estuvo presente en Budapest.

El aplauso mids largo y emocionado del con-
greso se lo llevé Paul Exdés al término de su con-
ferencia «Problemas ficiles de plantear pero muy
dificiles de resolver», memorable exposicién que
s6lo Erdos desde su larga vida de ingenio y maes-
tria podia ofrecer.

9. El congreso se divierte

La enumeracién sistemdtica de los contenidos
del ICME-6 hace ya intuir la complejidad de su
organizacién y la densidad de su horario. Feliz
contrapunto al agotamiento psiquico fueron la re-
cepcién gubernamental, el dia de excursién o el
aire refrescante del Danubio a las puertas de una
universidad un tanto incémoda de asientos y es-
tructura.

ICME-6

' 10. Visién global del ICME-6

El lector ya puede intuir que las ofertas del con-
greso permitfan a cualquier participante encon-
trar su propio programa de acuerdo con sus inte-
reses. Bs dificil por ello, y sin los «proceedings»
publicados, hacer una globalizacién de conclusio-
nes. Sin embargo este crohista cree que s hay al-
gunas ideas que han presidido las diversas aporta-
ciones del congreso:

4) El impacto tecnolégico jugard un papel de-
cisivo en la educacién matemdtica de nuestros
dias.

) El cambio de curriculum y las reformas son
comunes a casi todos los pafses.

¢) Existe una preocupacién prospectiva nota-
ble; a las respuestas para la escuela de los noventa
se formulan ya directrices para la situacién del
2000.

d) Los procesos de visualizacién de todo tipo
van tomando cuerpo como medios alternativos a
la presentacién formal usual.

¢) No existe ninguna férmula mdgica de re-
planteo educativo: nadie cree ya en los cambios
globales (como en su dfa representé la teorfa de
conjuntos) sino en las adaptaciones, retoques y

énfasis diversos.

f) Existe mds preocupacién por el profesorado
de Matemadticas. Si hace afios las caracteristicas
psicolégicas, formativas..., etc., de los alumnos
centraron la atencién, hoy se habla mds del reci-
claje, la evaluacién, la formacién..., del profeso-
rado.

g La terminologia «educador matematico» estd

~ superando otras denominaciones anteriores y, mds

alld del término, la preparacién de este educador
parece exigir ciertos cambios que superen las ac-
tuales «maestrias-licenciaturas».

h) La investigacién en Didédctica de la Mate-
mdtica parece consolidarse con luz propia: una
rama del conocimiento con todas sus caracteristi-
cas peculiares y posibilidades enormes cara el fu-
turo inmediato.

[.]

Cuando el congreso se acaba los educadores
matematicos llevan consigo dos identificadores
colgados en su chaqueta: el del ICME-6 y otro
que dice ICME-7, Quebec, 1992.
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Exposicion itinerante
«Horizontes Matematicos».
Presentacion

Florencio Villarroya

Concebida por un equipo de investigadores y
de ensefiantes de matema4ticas del centro de Fran-
cia (Orléans, Tours, Bourges), agrupados en los
IREM (Instituto para la investigacién de la ense-
fianza de las matemdticas) y en la APMEP (Aso-
ciacién de Profesores de Matematicas de la Ense-
fianza Pdblica), ha visto realizada su versién defi-
nitiva en 1984 por la Cité des Sciences et de I'ln-
dustrie de LA VILLETTE, en Paris, como punto
de partida de la creacién del espacio matemdticas
en La Villette.

A través de diferentes manipulaciones, imige-
nes y textos, la exposicién pretende varios obje-
tivos:

— Permitir a todo tipo de publico, nifios y adul-
tos, «hacer matemiticas con placer».

— Favorecer la reunién entre investigadores y
ensefiantes y la gran mayorfa de publico no espe-
cialista.

— Mostrar que las matematicas son una ciencia
en plena evolucién.

— Ofrecer a los ensefiantes instrumentos peda-
gégicos variados. |

HORIZONTES MATEMATICOS, por el cardc-

ter concreto, lddico, interactivo de las actividades
que propone, permite un modo nuevo de aproxi-
marse a los conocimientos cientificos, accesible
a todos.

La Exposicién tiene, esencialmente, una fun-
cién «diddctica» que predomina ampliamente, ex-
cluyendo toda funcién «mundana» como la que
se puede encontrar a veces en las exposiciones
artisticas. Por ello atrae a un publico fuertemente
ligado con las clases medias y que mantiene con
las matemiticas una fuerte relacién de rentabili-
dad inmediata.

Por otro lado, las matemdticas, nacidas y desa-
rrolladas en pafses con culturas muy diferentes,
constituyen un tema universal que permite que
esta exposicién tenga un gran éxito en todos los
paises que visita.

En una superficie de 200 m? la exposicién pro-
pone més de 60 manipulaciones reagrupadas en-
torno a diez temas que evocan algunos de los
grandes problemas de las matemdticas.

La Federacién de Sociedades de Profesores de
Matemidticas, en colaboracién con distintas enti-
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Florencio Villarroya

dades e instituciones, es la encargada de presen-
tar esta exposicién en Espafia.
Breve descripcién de los 10 kioskos:

— Anamorfosis y perspectivas

Anamorfosis cilindricas y puzles. Hombre sen-
tado. Sator, arepo, Gpera, rotas.

Perspectivas cénicas y puntos de vista.

La mirilla de Durero.

Un cubo visto de lejos.

— Nudos

Clasificacién de nudos. (Qué nudo es éste?
Cémo hacer un nudo.

Metamorfosis; del nudo chino al turco.

— Apilamientos y simetrias

Apilad los discos: écudl es el apilamiento mds
denso?

El problema de Hilbert de las 13 esferas.

Granos de café y granos de arena.
Caleidoscopios esféricos e hiperbélicos. Mosaicos
hiperbélicos.
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— Dibujos y repeticiones

Mosaicos islamicos y caleidoscopios.

Los mosaicos de Escher.

Pavimentaciones no periédicas de R. Penrose.
Fractales y curvas del Dragén.

— Curvaturas y superficies
Paraboloide hipetbdlico.
Curvaturas y supetficies regladas.
El tap6n universal.

¢Cudl es el camino mds corto?
La Tierra vista desde un satélite.

— Formas y estructuras

El teorema de los 4 colores. Pintar con el menor
ndmero posible de colores.

La férmula de Euler-Poincaré.
Apilamientos de pirdmides.
Construye tus propios poliedros.

— Grafos y caminos

Euler: los puentes de Konigsberg.

El vigilante nocturno. Laberintos.

Un cubo y una serpiente hamiltonianos.
Arrinconar a la reina.

— Azar y sondeos

iNadie juega a suertes como el azar!

La curva «campana de Gauss».

El aparato de Galton. '
¢Estamos seguros de los sondeos? —Haz tu pro-
pio sondeo.

Los azares de la vida: échico o chica?

Si es mds grande que td, pierdes.




\ — Matematicas y fisica

Caida de cuerpos. —Bolas y tobogan

Circuitos automovilisticos. ¢Cudl es el me)or?
Llenado, curvas y recipientes.

Encontrar una linea o una superficie minima: la
naturaleza es perezosa.

— Pyzzles y Pitdgoras

Superficies equidescomponibles. —2 supetficies y
3 formas.

Tangram chino.

Puzzle pitagérico. —Comprueba la f6rmula: «cua-
drado + cuadrado = cuadrado».

Pitdgoras, Diofanto, Fermat: 3> + 43 + 5% =63,

Exposicion itinerante “Horizontes Matemdticos”.

Descripcion técnica

— La exposicién se dirige a todos los publicos
a partir de 10/12 afios.

— El 4rea de la exposicién debe de ser de 200
a 250 m? para los 10 kioskos.

— Cada kiosko tiene una base de 1,5 X 2 m. y
mide 2 m. de altura.

— No se necesita ninguna iluminacién espec1a;1

Paises visitados por la Exposicién

En Francia, m4s de 60 ciudades desde 1984.
1985/88: mas de 10 paises ya visitados (Togo,
Benin, Costa de Marfil, Mali, Mauritania, Burki-
na-Faso, Niger, Guinea, Senegal, Camerdi...).
1986/88: Alemania Federal Portugal y Brasil,
Sudeste Asiitico. W
1988/89: Europa del Este, Indla Italla, Espana... '

Ciudades espaifiolas que visitaré

- Desde el pasado 19 de sept1embre ‘se exh1be én -
Pamplona, primer enclave de Horizontes Mate- =
méticos en Espafia. Desde ah{ recotterd prictica-
mente todas las Comunidades Auténomas én don-
de las distintas Sociedades de Profesores de Mate-
miticas irdn anunciando su llegada 'y organizando
las visitas de los escolares. El recorrido se hara du-
rante todo el curso 88-89.
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I GIBEM

EVILLA - 90

| CONGRESSO IBEROAMERICANO DE EDUCAGAO MATEMATICA
(24-30 de Setembro)
SEVILLA-1990

PRIMEIRO COMUNICADO

O | Congresso Iberoamericano de Educacdo Matemdtica celebrar-se-a em Sevilla do 24 a 30 de
Setembro de 1990, organizado pela Sociedade Andaluza de Educacdo Matemdtica «Thales», en repre-
sentacdo da Federacdo Espanhola de Professores de Matemadticas.

Conta com o apoio da Confederacdo Interamericana de Educacéo Matemdtica, e da Sociedade
Portuguesa de Professores de Matematicas.

As linguas do Congresso serdo o portugués e o espanhol, e em ele discutir-se-Go e desenvolver-se-ao

‘os temas mais actuais da area cultural iberoamericana na Educacdo Matemética.

O segundo aviso, mais detathado, sobre a organizacéo e programacédo do | CIBEM, serd enviado
a todos os interessados, no primeiro trimestre de 1989, que deverao solicita-lo enviando & S.A.E.M. «Tha-
les», devidamente preenchido, a parte inferior deste primeiro comunicado.

I CIBEM

APELLIDOS NOMBRE
NACIONALIDAD
DIRECCION
PAIS __- - TELEFONO
DATOS LABORALES.

PROFESOR DE (indique nivel)
CENTRO DE TRABAJO
DIRECCION

Desea recibir el Segundo Anuncio sobre el | CIBEM

Remitir el anterior Boletin a la Direccién;,

1 CIBEM

SAEM «THALES» - Facultad de Matemdticas
Apdo. 1160

41080 Sevilla (Espafia)

COLABORA: AREA DE CULTURA
AYUNTAMIENTO DE SEVILLA.
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Editan: Arthur F, COXFORD y Albert P, SHUL-
TE: The ideas of Algebra, K-12, 1988 Yearbook
National Council of Teachers of Mathematics.

Un alumno escribfa: «El Algebra es bastante
pesada y sin embargo, muy educativa, el 90 por
100 de las veces es muy frustrante, hay que em-
plear muchas horas y no consigues entender casi
nada». As{ comienza el Yearbook del 88 editado por
el «national Council of Teachers of Mathematics» *.

Desde que en 1985 el NCTM publicé como
libro del afio The Secondary School Mathematics Cu-
rriculum, se propuso como objetivo it recorriendo
temas concretos del curriculum de matemaéticas.
En el prélogo del libro podemos leer que la ela-
boracién y posterior edicién del presente libro es
un reconocimiento, por una parte, del hecho de
que el Algebra es una de las partes de las Matemi-
ticas que m4s tiempo ocupa en los curricula de la

1 Consejo Nacional de Profesores de Matemdticas de
América.

ensefianza secundaria, y por otra, a que investiga-
ciones recientemente realizadas han puesto de
manifiesto que el aprendizaje del Algebra presenta
especiales dificultades entre la mayorfa de los
alumnos.

El libro estd d1v1d1do en cinco partes, en las que
se abordan diferentes aspectos relacionados con la
ensefianza-aprendizaje del Algebra.

La primera parte del libro tiene como objetivo
presentar algunos de los errores mds frecuentes
entre los alumnos (interpretacién de las incégnitas
como nimeros desconocidos y no como variables,
ausencia del concepto de funcién, mal manejo de
las reglas algebraicas...) y analizar algunas de las
causas que mds directamente pueden influir en la
existencia y persistencia de estos errores.

En los capitulos incluidos en la segunda parte
se estudian algunos de los conceptos aritmé-
ticos que por su repercusién en el aprendizaje del
Algebra los alumnos deberfan tener asimilados
previamente, ddndose sugerencias para su ense-
fianza; por ejemplo: sugiere que se trabaje la pro-
porcxonahdad a partir de la raz6n de una propot-
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cién; que se trate la igualdad como una equivalen-
cia y no como unién de una operacién y su resul-
tado. Para trabajar las propiedades de operaciones
numéricas se cuenta una experiencia basada en el
uso de la calculadora.

En las partes tercera y sexta del libro se presen-
tan ideas concretas de aula para la ensefianza
de los temas mds usuales del Algebra: ecuaciones,
* sistemas, polinomios, desigualdades, funciones,
problemas con enunciado... Es importante sefialar
que estos temas se abordan en més de un capitulo
y desde enfoques didicticos distintos, pudiendo
encontrarse experiencias que estin en un contex-
to mads matemdtico —resolucién de ecuaciones
como situaciones de equilibrio siguiendo el prin-
cipio «hacér-lo mismo en amos lados»— y otras
donde el contexto es mds prictico y relacionado
con el mundo real —resolucién de ecuaciones en
problemas concretos por medio de tanteos, con-
feccién de tablas y otros—. Asimismo estos temas
se presentan desde niveles diferentes estando al-
gunos encaminados a los principios del aprendi-
zaje del Algebra (ciclo superior de la EGB y 1, 2.0 de
BUP) y otros para cursos mds avanzados (3. de
BUP y COU).

La cuarta parte centra su atencién en los proble-
mas con enunciado. Presentando algunas de las
dificultades mds usuales entre los alumnos y ddn-
do sugerencias para la mejora de su ensefianza,
en esta parte cabe destacar el capitulo 12 donde se
defiende la idea de la introduccién del Algebra a
través de este tipo de problemas y a partir de aqui
ir trabajando los aspectos mds manipulativos y
operativos.

La parte quinta, capitulos 15-24. Plantea ‘el uso
de microordenadores como herramientas para la
ensefianza del Algebra, se cuentan experiencias
concretas para: cilculo de raices de polinomios,
representacién de funciones, logatitmos...,, mu-
chos de ellos incluyen los programas de ordenador
utilizados.

Cabe destacar que en muchas de las ideas
que se plantean a lo largo del libro es frecuen-
te el uso de calculadoras (de 4 operaciones y
cientificas) no sélo como instrumento para aho-
rrar cdlculos, sino como herramienta fundamental
para el aprendizaje de conceptos.

Echamos en falta algdn capitulo que dirija su
atencién al Algebra como Lenguaje, aspecto éste
que ha sido estudiado por varios autores (Freu-
denthal lo hace en el capitulo 16 de su libro
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Didactical Phenomenology of Mathematical Structures),
poniendo de manifiesto que las reglas del Algebra
son mucho mds estrictas que las de cualquier
lenguaje donde pequefias modificaciones en una
oracién no influyen en su s1gn1f1cado mientras que
en el Algebra esto no es as: (6 —x #x — 6). Lo que
corrobora que la ensefianza-aprendizaje del Alge-
bra es una tarea en la que hay muchos aspectos a
tener en cuenta.

Como resumen, podriamos decir que este libro
estd pensado para los profesores que en sus aulas
ensefian Algebra, tanto en los primeros afios de
la ensefianza secundaria, como en los afios anterio-
res a la universidad. Pensamos que de su lectura se
pueden sacar ideas pricticas y variadas para utilizar
en nuestras clases.

Grupo Azarquiel

Efrain FISCHBEIN: Intustion in Science and Mathe-
matics. And Educational Approach, 225 pags. Ma-
thematics Education Library. D. Reidel Pu-
blishing Company, 1987, ISBN: 90-277-2506-3
Dotdrecht, Holland..

«La matemdtica, como una expresién de la men-
te humana, refleja la voluntad activa, la razén con-
templativa y el deseo de perfeccién estética. Sus
elementos bdsicos son: 1égica e intuicién, andlisis
y construccién, generalidad y particularidad.» (Cou-
rant/Robbins, (Qué es la Matemadtica?.) La cita con la

- que comenzamos supone una sintesis elegante de

los rasgos distintivos que algunos matematicos,
preocupados por el sentido y significado de su dis-
ciplina, suelen atribuir a las matemdticas. Sin em-
bargo no todos ellos tienen el mismo peso real en
la produccién cientfifica, libros y revistas, dedica-
dos a la matemadtica. Todo educador matemadtico
conoce algunos libros de 16gica e incluso 1égica
matemadtica, ha trabajado con mds de un manual
de andlisis, ha utilizado argumentos de tipo cons-
tructivo y es capaz de reconocer y utilizar genera-
lidades o particularizaciones en sus razonamien-
tos. Nada de esto ocutre con la intuicién: ¢dénde
hay libros de matemaiticas que hablen de la intui-
cién?, écudndo se utiliza la intuicién como criterio
en un argumento?, ¢qué aplicaciones matemadticas
tiene la intuicién? Todos parecen estar de acuerdo
en que hay una parte oscura, antes de que se orga-
nicen las ideas, de la que surgen los motivos sobre
los que trabajar; y a la que en términos generales
se le llama intuicién. Parece también que, por mo-




tivos principalmente retéricos, conviene hablar de
intuicién cuando se caracteriza la matemdtica co-
mo forma de pensamiento. Pero igual se supone
que la matemitica no debe decir nada sobre la in-
tuicién, que en todo caso es materia como mucho
para fil6sofos y ensayistas en general. Puede que la
Matemitica no tenga mucho que decir, salvo reco-
nocer que es una de sus fuentes de inspiracién,
pero la Educacién Matemitica s{ debe tener que
decir y mucho sobre este concepto; si se tratase de
una simple figura retdrica, lo mejor es prescindir
de ella.

El libro que presentamos viene a poner claridad
sobre este término, elaborar y organizar los con-
ceptos relacionados con la intuicién y poner de
manifiesto el papel real que desempefian las intui-
ciones en la comprensién, formacién y adquisi-
cién de conocimiento matemdtico. La obra estd
dividida en dos partes. La ptimera de ellas est4 de-
dicada a elaborar una teoria sobre la intuicién.
Después de enumetrar y comentar la visién que dis-
tintas escuelas filoséficas han tenido sobre la in-
tuicién (principalmente Descartes y Spinoze), el
autor elabora el concepto de intuicién a la que
define como «un tipo de cognicién caracterizado
por las siguientes propiedades: auto-evidencia e
inmediatez; certeza intrinseca; estabilidad o perse-
verancia; coercitividad; estatus te6rico; extrapola-
bilidad de informacién; globalidad e implicitud».
El anjlisis de cada una de estas caracteristicas es
profunde, extenso y detallado, pero quizd lo mis
importante para el educador matemdtico consiste
en que dicho anilisis estd elaborado sobre ejem-
plos de conocimientos matemdticos. El cardcter
intuitivo de muchas de las nociones que conside-
ramos bdsicas en matemdticas y la dificultad que
supone el argumentar sobre las mismas, si prescin-
dimos de este soporte intuitivo; es una reflexién
seria sobre los fundamentos y las limitaciones de
nuestro conocimiento. La segunda parte estd dedi-
cada a los factores que conforman la intuicién.
Para ello, en primer lugar estudia las relaciones
entre experiencia e intuicién, destacando que «la
experiencia desempefia un papel fundamental en
la formacién de intuiciones llegando a producir a
largo plazo un sistema estable de representaciones
que implican programas estructurados de acciones
y expectativas». Como ejemplo destacado de la
practicidad de los significados intuitivos estudia el
caso de los ndmeros negativos. La conclusién de
que los ndmeros negativos deben servir como un
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primer ejercicio y ejemplo de estudio formal de
un concepto, pot su catencia de base intuitiva es
una consecuencia sorprendente de un andlisis de-
tallado de la fundamentacién del concepto de ni-
mero entero.

Continda con una clasificacién detallada de los
tipos de intuiciones atendiendo a dos criterios fun-
damentales: segin el papel que desempefian las
intuiciones en primer lugar, y en segundo lugar
segin los origenes de la intuicién.

El papel de los modelos en el conocimiento in-
tuitivo y su empleo en matemadticas constituyen
otra parte considerable de este trabajo. Se clasifi-
can los modelos en tipos; se estudia el papel de las
analogfas en la construccién de modelo; se estu-
dian el empleo de modelos analégicos en matemad-
ticas y se sefiala su papel en la formacién de no-
ciones falsas. Los modelos paradigmadticos y los
diagramas constituyen una parte muy interesante
de este trabajo con una consideracién especial so-
bre la representacién gréfica de una funcién.

Finalmente estudia algunos mecanismos que se
han identificado como participantes en la forma-
cién de intuiciones. Los conflictos y compromisos
que pueden establecerse sobzre la base de las intui-
ciones cierran la amplia y completa reflexién teé-
rica que este libro realiza. El libro estd escrito en
un estilo preciso y directo, resulta de lectura ficil
y agradable, tiene gran riqueza de ejemplos, en su
casi totalidad matemadticos, y proporciona multi-
ples consideraciones didécticas para el profesor de
matemdticas. No creemos que el libro agote el te-
ma: mds bien nos proporciona una base sobre la
que comenzar el trabajo para comprender la enor-
me complejidad que encierra el concepto de Intui-
cién en el campo de la Educacién Matemadtica.
También nos ofrece un modelo de c6mo realizar
un analisis profundo sobre un concepto bidsico,
integrando informacién procedente de muy diver-
sas disciplinas formales —Psicologfa, Matemadti-
cas, Pedagogfa y Filosoffa— sefialando un camino
que estd atin por recorrer con la mayor parte de las
nociones importantes de Area Diddctica de la
Matemadtica.

En la larga lista de libros necesarios para la Edu-
cacién Matemdtica que esperan ser traducidos al
castellano para su difusién y uso por el profeso-
rado, este que comentamos es uno de los que nos
parece debiera tener prioridad.

Luis Rico Romero
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La Olimpiada Thales

al encuentro de los escolares

José Romero Sdnchez
Coordinador Regional. Olimpiada

v
o=

 “THALES”

Hi A \

La Sociedad Andaluza de Educacién Matemi-
tica «Thales» en un intento de conseguir una
mayor apertura del alumnado de EGB hacia acti-
vidades que permitan mejorar la imagen tradicio-
nal de la asighatura, presentando otros aspectos:
lidico e imaginativo de la Matemdtica; estd orga-
nizando desde el curso 1984-85 las Olimpiadas
Matemdticas «Thales».

La Olimpiada Thales estd dirigida a los alum-

- nos de octavo de EGB que cursan sus estudios en
centros de la Comunidad Auténoma de Andalu-
cfa. Consta de dos fases:
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2) Una primera provincial, donde se seleccio-
nan varios escolares que destacan sobre los demds.

b) Una segunda regional, en la que participan
los ganadores provinciales. Hasta la fecha se han
celebrado cuatro, siendo el lugar de celebracién,
respectivamente, Sevilla, Mdlaga y en dos ocasio-
nes El Rocio (Huelva). '

Objetivos

Los objetivos de la Olimpiada «Thales» se cen-
tran: ‘

— Mejorar la ensefianza y al aprendizaje de las
Matemdticas:

— Apoyar la renovacién en la forma de hacer
Matemiticas en los colegios, con el fin de que en
ellos la actividad sea creativa y lidica.

— Desarrollar capacidades de intuicién, razo-
namiento, imaginacién, deduccién...

— Impulsar y motivar a los profesores y alum-
nos.

— Proponer problemas que puedan servir de
ayuda a muchos de los profesores interesados en
este cambio.




Finalistas, acompariadas por sus profesores y organizadores de las
Olimpiadas “Thales”, en El Rocio (Huelva). Curso 1987-1988.

N

Historia

Primera Olimpiada: Fase Provincial 720 nifios
procedentes de 150 colegios. Fase Regional 24
nifios.

Segunda Olimpiada: Fase Provincial 2.096 nifios
procedentes de 342 colegios. Fase Regional 56
nifios. _

Tercera Olimpiada: Fase Provincial 3.500 nifios
procedentes de 415 colegios. Fase Regional 40
nifios.

Cuarta Olimpiada: Fase Provincial 5.000 nifios
procedentes de 625 colegios. Fase Regional 40
nifios.

V Olimpiada Matemdtica «Thales»

Participantes: Podrdn inscribirse todos los alum-
nos matriculados en 8.> de EGB en el presente
curso 1988-89 en Andalucia.

Fases

Provincial, A celebrar a mediados de febretro
1989 en todas las provincias andaluzas.

Regional

A celebrar en Granada durante los primeros
dias de abril 1989, A esta fase acudirdn cinco re-
presentantes de cada una de las provincias anda-
luzas.

Problemas: Todos los participantes resolverin
en cada fase ocho ejercicios. A modo de ejemplo
dos de los ejercicios propuestos en la IV Olim-
piada.

1.° Una mdquina trituradora de fracciones ha-
ce lo siguiente: Si una fraccién F entra en la mé-
quina, la procesa y sale la nueva fraccién

(1—F)

(1+F)
Por ejemplo, entra 1/2 y sale 1/3. Ahora bien, si
entra 2/3 a la mdquina, y si la fraccién que sale
entra nuevamente, y ésta se sigue procesando has-
ta completar 1.000 procesos, écudl es la fraccién
que sale nuevamente?

2° La figura te muestra una via muerta circu-
lar de la estacién de Cérdoba.
PP»

_ ‘ L
; |

O representa un vagén de ovejas, C' un vagén
de caballos, L una locomotora y. PP un puente
metdlico sobre la via férrea.

Un maquinista tiene problemas a la hora de in-
tercambiar las posiciones de los vagones con ca-
ballos y ovejas, y, al final, volver a colocar la lo-
comotora en la via principal.

Se me olvidaba decirte, ademds, que la altura
del puente PP es pequefia y s6lo puede pasar la
locomotora y no los vagones. Ayuda al maqui-
nista a resolver esta situacién.
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REVISTA SOBRE ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS é@%

Nombre y Apcllidos: | Suscripcion

Calle:

Los miembros de cualquiera de

Poblacién: CDP.: las Sociedades que componen la
Provincia/Pais: Tfno.: ( ) Federacién reciben la Rcv1.sta
por el mero hecho de ser socios.

Profesién: D.NI/CILF. Si no pertenece a ningua Socie-
Centro de trabajo: Nivel: dad Y fl'esca reci bir SUMA en su
domicilio envfe, debidamente

Firmado: Fecha: cumplimentado, el boletin adjun-
Firma: to a Revista SUMA, Apdo. de

Correos 1017, 18080 Granada
(Espafia).

La suscripcién le serd renovada
al finalizar el perfodo inicial in-

¢

Desco suscribirme por: O un afio (3 nimeros) [ ndmeros a partir del nimero

Cuyo importe haré efectivo mediante: Estado espafiol: Particulares: 2.500 Pts. dicado si no nos comunica, por
[ Cheque bancario adjunto Centros: 3.000 Pts. . L

L . ) esctito, su deseo de causar baja.
O Domiciliacién bancaria Europa: 40 $ idem. '
O Giro Postal N.° Fecha Resto del mundo: 55 § idem.
O Transferencia a c.c. 6719644, Caja Postal, Urb. Camino de Ronda, Granada

- o -} LY 4

_ Domiciliacion
Sefiores, les agradeceré que con cargo a mi cuenta cortiente/libreta atiendan al recibo que anualmente Ba ncaria

les presentard la revista «SUMA® correspondiente al pago de mi suscripcién 2 la citada revista,

(S6lo para el Estado Espafiol) Si decide suscribirse a SUMA,

Banco/Caja: puede optar por cualquicra de

) las formas de pago que aparecen
Agencia: en el boletin de suscripcién. No
Calle: obstante nos permitimos suge-

. rirles Ja domiciliacién bancaria
Poblacién: C. Postal: como forma mis cémoda de ha-
Provincia: cer efectivo el importe de la sus-

cripcién. En ese caso rellene con
letra clara los datos bancarios
que aparecen en el boletin.

N.° Cuenta/Libreta:

Titular:

I
I
I
|
|
I
I
|
l
l
I
I
I
I
|
|
O Contra reembolso |
'
I
l
l
l
|
|
l
I
|
l
|
l
l
I
l

Firmado: Fecha:

Firma: %

Agradecetfamos el envio de direccién postal de Centro/Institucién o persona interesada para
enviarle informacién sobre la presente publicacién

Nombre y Apellidos/Centro:

Provincia: Pafs:

I
I
|
Direccién: CP.: - l
I
I
I




III CONGRESO INTERNACIONAL SOBRE
LA DIDACTICA DE LAS CIENCIAS
Y DE LAS MATEMATICAS

Santiago de Compostela 21 a 23 de septiembre de 1989

ENSENANZA

DE LAS CIENCIAS

Revista de investigacion y experiencias didicticas

LA INVESTIGACI()N DIDACTICA Y EL TRABAJO EN EL AULA

Presentacion

Una de las sugerencias en que mas
han insistido ultimamente los subs-
criptores de Ensefianza de las Ciencias,
asi como los asistentes al 2° Congreso
celebrado en septiembre de 1987, ha si-
do, sin duda, la necesidad de aproxi-
mar la investigacion didactica al trabajo
del aula. No basta —se sefiala acer-
tadamente— con poner en evidencia la
existencia de graves errores conceptua-
les, analizar criticamente la vision del
trabajo cientifico que la escuela trans-
mite o denunciar las actitudes negati-
vas hacia la ciencia que la ensefianza a
menudo genera: es también necesario
elaborar propuestas positivas de actua-
cién en la clase. Dicho de otrpo modo:
cabe esperar que la investigacién di-
ddctica abra y fundamente perspectivas
de innovacion. De hecho, el trabajo de
numerosos equipos internacionales de
investigacion estd traduciéndose hoy en
la elaboracién y experimentacion de
materiales de ensefianza/aprendizaje.

Hemos considerado, pues, convenien-
te, centrar este 3er. Congreso en la pre-
sentacion de propuestas concretas de
trabajo en el aula, fundamentadas en
la investigacion diddctica y dirigidas a
cualquier nivel de ensefianza incluido
el de Formacion del Profesorado.

Avance de programa

De acuerdo con la idea que preside la
presente edicion del Congreso; su es-
tructura serd distinta a la de los cele-
brados hasta aqui: su nicleo central es-
_ tard constituido por Talleres relativa-

mente extensos (dos sesiones de dos ho-
ras) que permitan a distintos grupos
presentar sus propuestas «en acto», es
decir, en forma de auténticas sesiones
de trabajo. De este modo, los asisten-
tes a los talleres podran vivenciar las
propuestas y proceder posteriormente

a su andlisis critico y discusion.

Para completar la presentacién de pro-
puestas de innovacién se organizara
una exposicion de materiales diddcticos
que intentard recoger, junto a las que
puedan aportar los asistentes al Con-
greso, las mds relevantes en el ambito
internacional.

Se podrdn presentar también trabajos
de investigacion e innovacién en la di-
déctica de las ciencias y de las matemad-
ticas en forma de Posters, para cuya
discusion se organizardn scsiones.espe-
cificas de trabajo.

Calendario para la preinscripcion y
propuestas de talleres, comunicaciones
y materiales para la exposicion

La preinscripcion habrd de realizarse
antes del 30 de enero de 1989, remiticen-
do el boletin que se reproduce mas
abajo.

Quienes deseen presentar una comuni-
cacién (en forma de pdster) habrdn de
enviar junto al boletin de preinscripcion
un resumen de dos hojas grandes (des-
tinadas a ser reproducidas directamen-
te, previa reduccidn) en las que la su-
perficie escrita ocupe 23 por 31 cm.,
destinando 6 cm. de la primera para el
titulo, nombre de los autores y lugar de
trabajo. Se encarece que la necesaria se-

leccion de referencias bibliogrdficas
(jno una simple lista bibliografica fi-
nall) se ajuste a las normas estableci-
das para el envio de originales a Ense-
Aanza de las Ciencias.

Quienes deseen proponer un taller pue-
den utilizar hasta cuatro hojas de las di-
mensiones arriba indicadas, de forma
a dar una idea lo mds clara posible del
contenido del taller (tema, tipo de ac-
tividades...) y de su fundamentacidn.

En hoja aparte se indicard el nimero
minimo y mdximo de asistentes al ta-
ller, asi como el material audiovisual
que se precisa (retroproyector, proyec-
tor de diapositivas, video). El resto del
material necesario para el desarrollo del .
taller habrd de ser aportado, en princi-
pio, por los organizadores del mismo.
Rogamos igualmente que se indique la
posibilidad o no de hacer mds de una
presentacion del taller (para el caso en
que las peticiones de asistencia asi lo
recomendaran).

Importante:

S6lo podran ser aceptadas las propues-
tas de comunicaciones y talleres debi-
damente fundamentadas, que sean pre-
sentadas en el formato indicado, con
original en impresion de calidad y dos
copias, para hacer posible su reproduc-
cién en un volumen, que ha de enviar-
se a los congresistas con la debida an-
telacidn para permitirles la preparacion
del Congreso.

Cuando varias preinscripciones inclu-
yen una misma propuesta de comuni-
cacién o taller, ello se indicard explici-
tamente en cada preinscripcién, pero se




enviard exclusivamente un solo original
y dos copias. Es necesario igualmente
dejar bien claro, cuando un trabajo es
de varios autores, quién o quiénes se
preinscriben para asistir al Congreso.

Quienes deseen presentar materiales di-
dédcticos para la exposicién prevista, ha-
bran de remitir un ejemplar de los mis-
mos. Por otra parte, consideramos que
para facilitar un mejor conocimiento de
los materiales expuestos, seria 1itil po-
ner a disposicion breves presentaciones
de dichos materiales. Invitamos, pues,
a los autores a que elaboren dichas pre-
sentaciones (incluyendo un boletin de
solicitud de los materiales) y llevar al
Congreso cuantas copias de la presen-

tacién se consideren convenientes.

Seleccion de talleres, comunicaciones y
solicitudes de asistencia

Antes del 30 de marzo de 1989 se co-
municard el resultado de la seleccién de
talleres y pdsters propuestos, asi como
el de solicitudes de asistencia (atendien-
do a criterios de implicacién en tareas
de investigacién e innovacién diddc-
tica).

Inscripcion definitiva

La inscripcién definitiva deberd reali-

zarse antes del 15 de mayo de 1989, me-
diante el pago de los derechos de ins-
cripcién. Estos derechos han sido fija-

dos, atendiendo a los costos de orga-
nizacién y a las ayudas previstas, en
12.000 ptas. (10.000 para jes subscrip-
tores de Ensefianza de las Ciencias).

Algunos aspectos organizativos de
interés

El volumen con los resiimenes de los ta-
lleres y pésters se enviardn a los con-
gresistas durante el mes de julio, para
hacer posible su estudio con la debida
antelacién. Al mismo tiempo se remi-
tird un formulario para organizar la
asistencia a los distintos talleres, de for-
ma que al iniciarse el Congreso cada
cual sepa los talleres a los que puede
asistir,

¢

BOLETIN DE PREINSCRIPCION
AL TERCER CONGRESO INTERNACIONAL DE INVESTIGACION DIDACTICA
ORGANIZADO POR ENSENANZA DE LAS CIENCIAS

Rellenar con tinta negra para facilitar las fotocopias y remitir a:
Ensefianza de las Ciencias / ICE Universitat Autdbnoma de Barcelona / 08193 Bellaterra (Barcelona)

Datos personales .
Nombre. ¥ apellidos ......coccoverivsieseeeeeee oo e st e et a et et e et eereen

Calle O PlAZA ..ot e e e e Coédigo postal

PODIACION .o oo Teléfono ..o, S

Datos profesionales y curriculares
THULACION .ovvvveess et e S OO SR

Puesto de trabajo (describir brevemente)

DIHFECCIOIL ..o ee oo e e e e e e oo

(Forma parte de algin grupé de trabajo? Si D No D
En caso afirmativo indicar nombre, institucién a la que estd asociado y principales lineas de trabajo:

si ] No [

En caso afirmativo adjuntar una seleccién de titulos recientes, utxlxzando el formato habitual de las referencias en Ensefianza
de las Ciencias.

(Ha publicado previamente trabajos de investigacién y/o innovacién diddctica?

Propuestas de talleres, pdsters y exposicién de materiales diddeticos
(Hace alguna propuesta de taller?  S{ L] No D
(Hace alguna propuesta de péster?  Si ] No D .

En caso afirmativo adjuntar resiimenes confeccionados en la forma descrita mas arriba e indicar, en su caso, quiénes de los
coautores se inscriben también al Congreso.

(Hace alguna propuesta de exposicidén de materiales diddcticos?  Si D No D
En caso afirmativo adjuntar un ejemplar y, en su caso, modelo de folleto informativo que se piensa distribuir a los congresistas.




Recomendaciones

Las siguientes indicaciones tienen por objeto conseguir una paula-
tina normalizacién en el estilo de presentacién de los textos. No
deben ser consideradas como obsticulo o dificultades afiadidas a las
generalmente ya de por si precarias condiciones en que se realizan
los trabajos sino como metas a las que debemos ir rendiendo.

La propias indicaciones son susceptibles de altéracién en funcién
de los medios tecnolégicos de impresién de que la redaccién pueda
ir disponiendo.

1. Indicaciones de caricter general

Todo texto presentado deber ser (fisica o conceptualmente) legi-
ble, coherente (en contenido y en notacién) y manipulable —para
propésitos de imprenta— por personas no versadas en el tema de
que el texto trate.

Se aconseja explicitamente, a quienes envien artfculos, piensen
que €l lector medio no sabe tanto del tema como cllos mismos. Se
puede tener consideracién hacia el lector de muy diversas maneras;
por cjemplo, cabe

a) redactar una introduccién (no necesariamente limitada al pri-
mer pirrafo) que sitde informalmente el contenido del articulo en
un contexto generalmente mis conocido;

b) plantearse si el esquema «definicién-teorema-demostracién» no
podria ser sustituido por otro mds «amigable»;

¢) atender al hecho incuestionable de que muchos lectores prefe-
rirdn enfrentarse a textos claros y concisos antes que a ristras de
férmulas;

d) estructurar el articulo de modo que el hilo conductor no
quede ahogado por divagaciones...

2. Indicaciones especificas
2.1. Escritos

Los escritos deberfan presentarse por duplicado, en papel DIN-
A4, escritos a mdquina por una sola cara.

El titulo debe ser descriptivo y corto.

En hoja aparte, figurard un breve resumen en castellano y la tra-
duccién de éste al inglés (independientemente de la lengua utilizada
en ¢l articulo).

Es deseable que la longitud de los articulos no sobrepase las 15
piginas; sin embargo, este nimero jamds serd un requisito de acep-
tacién o de rechazo. (La redaccién se reserva la posibilidad, en arti-
culos mis largos, de publicarlos en dos entregas de la revista si los
autores muestran su acuerdo.) Se invita a los autores 2 ser escuctos,
peto sin abusar de sobreentendidos.

Tanto la pigina del resumen como fa primera pigina del articulo
deben contener el nombre y apellidos y centro de trabajo de quienes
lo han realizado.

Siempre deberd figurar una direccién completa a la que deba
remitirse la correspondencia y, en su caso, pruebas de imprenta.

2.2. Stmbolos y unidades

-

)

Todos los articulos deben ser coherentes en lo relativo a simbolos
y a unidades. Si no son de uso comun, deben aparecer adecuada-
mente definidos.

Los simbolos matemdticos pueden ser escritos 2 mano o a mé-
quina y no deben surgir ambigiiedades. Los simbolos poco usuales y
las letras de un alfabeto como el griego deben ir anotadas al margen.
Distingase muy bien la letra O del nimero 0, la letra / del ndimero 1

y de la prima, la letra & de la letra kappa, etc. Empléese una notacién
coherente para vectores (por ejemplo: negrita o indicacién de esto
con un subrayado sinuoso) o para numerar expresiones matemdticas
(por ejemplo: nimeros entre paréntesis a la derecha de la expre-
sién).

2.3. Referencias bibliograficas

Toda referencia a obras previamente publicadas debe ir numerada
entre corchetes ([ ]) a lo largo del texto. Al final de éste aparecerd
la lista completa de citas en el mismo orden numérico.

Los articulos de revistas se citardn con la siguiente pauta:

Auntor/a/es: Nombre (inicial/es) y apellido(s).

Trtudo: (el que corresponda).

Revista: Nombre o abreviatura cominmente utilizada para refe-
rirse a ella.

Niimero: (el que corresponda, subrayado).

Pdginas: (ntimero de la pagina inicial)-(nimero de la pigina final)
ocupada(s) por el articulo.

Apo: (cuatro cifras).

Los libros se citardn con la siguiente pauta:

Autor: ...

Titulo: ...

Editorial: ...

Lugar de edicién: ...

Afio de edicién: ...

2.4. Notas a pie de pdgina

Deben ir correlativamente numeradas con superindices a lo latgo
del articulo.

2.5. Listados de ordenador (programas, tablas, etc,)

Se enviardn listados originales (evitense rigurosamente las fo-
tocopias) que se reprografiardn para evitar errores. También sc
aceptardn negativos en blanco y negro de listados originales.

2.6, Llustraciones

Aunque las ilustraciones interrumpirdn el texto publicado, deben
remitirse en hojas separadas del manuscrito con indicacién de la
colocacién 6ptima. Los autores deben asegurar la calidad de los tra-
zos, de los simbolos empleados y, en general, de todos los elementos
de las ilustraciones teniendo en cuenta que éstas se someterin a
reprografia directa en escala proxima a 1:2.

El ntmero de ilustraciones no estd limitado; se ruega eviten re-
dundancias en el material grifico.

2.7. Fotografia en blanco y negro

Sélo podrin publicarse fotografias remitidas con negativos. Si las
fotografias requieren algin comentario, leyenda o simbolo espedial,
se numerardn y en folio aparte se indicard el contenido de tales
adiciones.

2.8. Enviar a cualquiera de las personas que figuran en el Panel de
Colaboradores 0 a

Revista SUMA

Apdo. 1017

18080 Granada.

ESPANA







