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Un somero analisis de la bibliografia utilizada por
los estudiantes de Bachillerato e incluso de
Universidad, pone de manifiesto que existen
todavia lagunas en la definicion del concepto de
punto de inflexion, asi como errores de
procedimiento para hallar estos puntos, que en
ocasiones pueden generar confusion.

Mediante varios ejemplos y contraejemplos, el
articulo demuestra que las dificultades que surgen
en la distincion entre los puntos de inflexion y los
puntos angulosos son facilmente superables a nivel
de Bachillerato.

Palabras clave: Investigacion didactica, Calculo
diferencial, Punto de inflexién, Punto anguloso,
Bachillerato.

Consequences of the Lack of Rigour in the
Definition of Point of Inflection

A shallow analysis of the bibliography used by the
students of secondary school and even of
University, it reveals that lagoons still exist in the
definition of the concept of an inflection point as
well as mistakes of procedure used to find these
points and that in occasions can generate
confusion.

By means of several examples and
counterexamples, the article demonstrates that the
difficulties that arise in the distinction between the
points of inflexion and the angular points are easily
surmountable to level of secondary school.

Key words: Didactic investigation, Differential
calculus, Inflection point, Angular point, Secondary
school.

Consecuencias de la falta
de rigor en la definicidn
de punto de inflexion

AUREL MUNTEAN

] presente articulo esta enfocado a destacar, a tra-

vés de ejemplos, algunas sutilezas que presentan
los puntos de inflexién y que pasan desapercibidas
por los libros de texto de Bachillerato y algunos
textos universitarios, causando confusién en los es-
tudiantes e incluso en los profesores.

Tras realizar un analisis comparativo de la diversidad
de definiciones del concepto de punto de inflexion
proporcionadas por los libros de texto universita-
rios, en base al criterio de influencia sobre profe-
sores como fuente de contenido curricular, y ex-
trayendo una serie de observaciones, llegamos,
finalmente, al disefio de una definicién propia y de
un procedimiento practico a seguir para hallar di-
chos puntos.

Motivacion para investigar un concepto
clasico

Reflexionando sobre el concepto de punto de in-
flexiéon y el uso de un algoritmo para hallar tales
puntos, como docentes nos preguntamos:

¢Podemos confiar en la definicién que ensefiamos?
é¢Usamos el algoritmo apropiado?
¢Se podria haber escogido otro?
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A la hora de escoger la definicién adecuada para
poder fijar con claridad y precision el concepto de
punto de inflexién tan diferentemente reflejado en
la bibliograffa matematica, consideramos necesario
clarificar previamente dicho concepto que,
por asi decirlo, resulta dudoso para estudiantes e
incluso profesores.

Distintos autores definieron ese concepto clasico
o trataron de hacerlo, aunque en ocasiones de
forma confusa. Explicaremos por qué tratando de
clarificarlo todo lo minuciosamente que nos sea

posible.

Trabajos que abordan el concepto

Dada la gran cantidad de materiales impresos o dis-
ponibles electrénicamente que abordan la cuestion,
las citas mencionadas a continuacién no resultaran
exhaustivas. Es preciso, entonces, hacer algunas acla-
raciones previas sobre los trabajos referenciados a
fin de no generar equivocos en los lectores.

Buscando respuesta a las preguntas planteadas, de-
finiciones precisas, validas y fiables para el estudio
del concepto que nos ocupa, las formulaciones mas
interesantes provienen de los libros de texto uni-
versitarios.

Las propuestas de definicién del concepto de punto
de inflexién que se encuentran en los libros de
texto universitarios en castellano son numerosas y
se caracterizan por alinearse con propuestas de
otros autores.

El marco bibliografico referencial que utilizamos
para orientar nuestra posicion valorativa de lo que
es una conceptualizacion adecuada del término al
que nos referimos se deriva de los trabajos clasicos
de Piskunov (1969), Courant y Fritz (1999), Leithold
(1998), Thomas y Finney (1998).

Para contrastar y explicar nuestros argumentos, las
definiciones demasiado simplificadoras y que no
aportan elementos de interés para su discusién en
el tema objeto de estudio no han sido recogidas, ya
que suelen tener enfoques parciales y referirse a de-
terminados aspectos o partes de la cuestion.

AUREL MUNTEAN

Definiciones imperfectas debido
a un requisito insuficiente

Detengamonos por un momento a refle-
xionar sobre la definiciéon de ese concepto
clasico: ¢qué entendemos por punto de
inflexion? La siguientes son algunas defi-
niciones propuestas por distintos autores
en libros de texto universitarios:

Definicidn 1. Un punto de una curva se llama
punto de inflexion si en él la curva pasa de
concava hacia arriba a concava hacia abajo o
viceversa (Stewart, J., 2001, p. 298).

Definicion 2. Los puntos x en los que una fun-
cion f pasa de cdncava a convexa o viceversa
se llaman puntos de inflexion de f (Fernandez
Novoa, 2001, p. 258).

Definicién 3. Se dice que un punto x, € D es
un punto de inflexién de f si la curva si cambia
de concavidad en x, (Pérez Carri6 et al., 2004,
p. 256).

Definicion 4. Un punto de inflexion de f es un
punto x, € Dom(f) donde la curva cambia de
concavidad (pasa de concava a convexa o vice-
versa), es decir, la curva es convexa en (xo—a,
xo) y concava en (xo, X, + 0) o viceversa, para
algin 0>0 (Garcia Lépez et al., 1998, p. 308).

Conclusion 1. Consideramos que esas cuatro
caracterizaciones de un punto de inflexién
por el cambio de curvatura son definicio-
nes demasiado liberales e imprecisas, ya
que desde nuestra perspectiva no basta
con cambiar de concavidad en un punto
para que dicho punto sea de inflexion.
Veremos que hay funciones para las que
esto es cierto y funciones para las que no.

Una definicién clara e inequivoca deberfa
tocar aspectos referentes a la continuidad
y la derivabilidad en dicho punto y si en
¢l la grafica de la funcién debe tener una
recta tangente.

Iustramos mediante contraejemplos las
carencias de estas definiciones. Lo que
iremos sefialando nos permitira proponer
una definicién mas rigurosa e inequivoca.



La hipdtesis de continuidad
debe ser tenida en cuenta

Contraejemplo 1

Consideremos la funcidn de variable real:

—x? 41, #x<0

J)= —Jx, st x>0

cuya primera y segunda derivadas son:

—2x, sx<0

fa=1 1

—, x>0
2
-2, st x <0
"X — 1
77 —, x>0

Es obvio que esta funcién es concava en
(—00,0) y convexa en (0,+00). Por lo tanto,
segun todas las definiciones anteriormente
citadas, el origen serfa un punto de infle-
xion, aunque la funcién ni siquiera es con-
tinua en ese punto (véase la figura 1).

Imagen 1

Conclusion 2. Este ejemplo pone de mani-
fiesto que la continuidad de la funcién es
completamente imprescindible para que
dicha funcién tenga puntos de inflexion.

Punto anguloso vs punto de inflexién

Contrejemplo 2

Consideremos la siguiente funcién continua:

2 .
. x°, st x <0
Si)= .
arctg(x), st x>0

cuya primera y segunda derivadas son:

2x, s x <0

Slg=1 1 o si x>0
(1—|—x>

2, st x <0

=1 T G0
(1)

Para hallar las derivadas laterales de la funcién en
x=0 resulta mas comodo hacer uso de una conse-
cuencia del teorema de Lagrange:

£'(07)=Lin f'(x)=0
x<0
£(0%) = Lim p1x) =1
x>0
Esta funcién es convexa en (—00,0) y concava en
(0,400) y cumple las definiciones 1, 2, 3 y 4. Sin em-
bargo, el origen no es un punto de inflexién, sino
un punto anguloso. En él, la grafica de la funcién
posee dos semitangentes (imagen 2): y = 0 (semiceje
negativo) e y = x (bisectriz del primer cuadrante).

Imagen 2



e Contraejemplo 3

La siguiente funcién de variable real es continua::
2 .
x°, sx<0

J)= &, st x>0

Su primera y segunda derivadas:

25, 5 x<0

S= L st x>0

25’

2, si x <0
f'=1 1
4oen/x”

Aplicando una consecuencia del teorema de La-

six >0

grange, deducimos que:

40

f'(o*):fﬂf'(x):o
/(0%)= Lin f'(x)=+oo

Esta funcién es convexa en (—00,0) y concava en
(0,400) y cumple las definiciones 1, 2, 3 y 4. Sin em-
bargo, el origen no es un punto de inflexion, sino
un punto anguloso. En ¢€l, la grafica de la funcién
tiene dos semitangentes perpendiculares: el semieje
negativo OYy el semieje positivo OY (imagen 3).
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Imagen 3

Contraejemplo 4

También la funcién siguiente es continua en todo
su dominio de definicion.

flx) =l -1
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Sus correspondientes derivadas:

2x, s x€(—00,~1)U(1,+00)

A —2x, sz'x€<—l,1)

2, s x€(—00,~1)U(1,+00)

S)= —2, i x €(—1,1)

Las derivadas laterales de la funcién en
x=—1 son:

S(=10)= Lin f ()= =2
x——1
x<—1
S(=1)= Lin f'(x)=2
o
x>—1
Nos encontramos con que, en x =—7, esta
funcién pasa de convexa a concava vy, sin
embargo, ese punto no es un punto de
inflexién, sino un punto anguloso. Algo
parecido sucede en x =7, solo que aqui

la funcién pasa de concava a convexa:

F(U)=Lim fr)= -2
x<1
S(17)=Lin f1() =2
.
No obstante, ese punto tampoco es un

punto de inflexién, sino que se trata de
un punto anguloso (imagen 4).

Imagen 4



Contraejemplo 5

Vamos a construir una funcién que des-
tacara por sus infinitos puntos angulosos.
Para ello, tomemos la funcién «distancia
al entero mas proximoy, que se define,
dado #€Z, mediante la expresion:

t—n, Si tE

1
n,n—+—
2“
dempz‘(z‘)z
n+1—t¢t, site

Definimos ahora G : R—[0,1/2] mediante
G(x)=demp(>*). Potr una parte, esta funcion
es continua en todo R al ser la composi-
cién de dos funciones continuas: la funcion
x” vy la funcion dempt(x). Por otra, es una
funcién par y su grafica es simétrica con
respecto al eje de ordenadas. En conse-
cuencia, sera suficiente estudiar la funcién
restringida al intervalo [0,+00) y que puede
definirse de la siguiente forma para #»EZ:

X" —n, 5l x €

g(x)=1

n+1—x?, sdx€

Esta funcién g(x) es derivable en:

— —
" _ p+1
R\{Jn,\/mz neN}_R\{\/Z \peN}

0.5 4

0.4

0.3

02 -

0.1 -

1
ﬂ—l—,ﬂ—i—l‘
2

N /ﬂﬂ
o2

Sus primeras derivadas vienen dadas por:

2x, §ix €

—2x, §x€E

1
Jﬂ—i—z,\/n—{—l]

2, 5t x €

g"(x)=1
—2, S xE€E

En consecuencia, en todos los puntos del tipo:
1
x' z\/n—i—g, neN

la grafica de g(x) pasa de convexa a concava. Y pasa
de concava a convexa en los puntos del tipo:

x" =Jn+1, neN

Obviamente, esta funciéon cumple las definiciones
1, 2, 3 y 4 en un conjunto infinito numerable de
puntos angulosos, y ain as{ carece de puntos de in-
flexion. Nuestro analisis se confirma observando
la grifica de la funcién g(#) en [0,4+00) (imagen 5).

Conclusion 3. Por medio de los contracjemplos ante-
riores vemos que se tiene que imponer la condicién
de que la funcién tenga derivada finita (funcion de-
rivable) o infinita (funcién no derivable) en el punto,
para que dicho punto sea un punto de inflexion.

i T T T T T T T T T i
1 L5 2

Imagen 5



1o La derivabilidad no es imprescindible
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Veamos ahora otras definiciones de punto de infle-
xi6n:
Definicion 5. Un punto de inflexién de una funcion deri-

vable es un punto en el que la tangente atraviesa la grafica
de la funcién (Riaza y Alvarez, 1996, p. 308).

Definicion 6. Sea f una funcion definida en un intervalo
abierto /, y sea a€l en el que f es derivable. Tiene sentido
considerar la recta tangente a f en a, de ecuacion
y=g(x)=f(a)+f’(a)(x—a). Se dice que a es un punto de infle-
xién de f si existe 9 tal que si xé(a—@,a), entonces
f(x)-a(x)>0; y si x&(a, a+0), entonces f(x)—g(x)<0,0 vice-
versa (Galindo Soto et al., 2003, pp. 177-178).

Contraejemplo 6

Consideremos la siguiente funcién de variable real
continua en todos los puntos:

42 [iR=R, f(x)=Ux

78 Su primera y segunda derivadas son:

six =0

b
fle) =1 33x*’

+oo, #x=0

2
F'(x) = e Vx € R—{0}
Lo que tiene de original esta funcién es que no es
derivable en x = 0, por lo que no cumple las defini-
ciones 5 y 6. Sin embargo, f presenta en el origen
un punto de inflexién con tangente vertical. {Y ni
siquiera es una funcion tan raral (imagen 6).

Imagen 6
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Contraejemplo 7

Ta funcién:

= D <
FRSR, f(x)= x, $x<0
\/;, si x>0

es continua y tiene por primera y segunda
derivadas:

1 )
2’ 5i x <0
, —x
Sl(x)=
—, x>0
2
—# 57 x <0
" An)—x
Sl (x) =
1 .
st x>0

4x& ’

Utilizando la definicion de las derivadas
laterales obtenemos:

f<0 ):x—>0 X :%iff)f —X -
x<0 x<0
—J/—x 1
= Lim = Lim =400
x—0 \J—x N —X x—0 \/—x

0" )= Lim =Lim———=
f(07)=Ln A rede
x>0 >0
IR B

x—0 X OJr
x>0

En consecuencia, y aunque no es derivable
en el origen, esta funcidon presenta exac-
tamente en ¢l un punto de inflexién con
tangente vertical (imagen 7).



Conclusion 4. La derivabilidad de la funcién
no es una condicién necesaria para que
dicha funcién tenga un punto de inflexion.
Hay casos en que la funcién es continua
en un punto y tiene un punto de inflexion
en ese punto, aunque la funciéon no sea
derivable en él. Este es precisamente el
caso de funciones con derivada infinita.

Una conceptualizacion ade-
cuada de punto de inflexion

Definiciones adecuadas de punto de in-
flexién se encuentran en trabajos clasicos:

Definicidn 7. Un punto donde la grafica de
una funcion tiene una recta tangente y donde
la concavidad cambia se llama punto de in-
flexion (Thomas 'y Finney, 1998, p. 211).

Definicion 8. El punto (c,f(c)) es un punto de
inflexion de la grafica de la funcion fsi la gra-
fica tiene una recta tangente en ese punto, y
si existe un intervalo abierto / que contiene a
c tal que si x estd en /, entonces:

f”’(x) <0six<cyf”’(x)>0six>c;obien:
f’(x) >0 si x<c y f’(x)<0 si x>c

(Leithold, 1998, p. 233)

Estas definiciones nos sirven de pauta
para la reformulaciéon del concepto de
punto de inflexién, que proponemos a
continuacién, atendiendo las considera-
ciones precedentes:

0.5+

-0.54

Imagen 7

Definicion 9. Sean ICR un intervalo, f : | — Ry x,&lnt(l).
Al punto x, le llamaremos punto de inflexién de la funcién
f sise cumplen las siguientes condiciones:

1) f es continua en x,
Z)Hf'(xo)eﬁ
3) en x, la funcién cambia de concavidad

Obsérvese que la segunda condicién de nuestra pro-
puesta de definicion expresa, en un lenguaje formal,
la condicién de que, en el punto de inflexién, la
grafica de la funcion debe admitir una recta tangente,
independientemente de que su direccion sea hori-
zontal, oblicua o vertical.

Seguin esta propuesta, la funcion representada en la
figura 7 posee un punto de inflexiéon en x = 0 pese
a tratarse de un punto cuya tangente es vertical y
tiene pendiente infinita.

Procedimiento practico con un enfoque
diferente

El valor anadido de todo lo anterior: ¢Cémo evitar
errores de procedimiento en el calculo de los puntos
de inflexion?

Un procedimiento frecuentemente empleado para
hallar los puntos de inflexion es el siguiente:

a) Calculamos la segunda derivada f(x).

b) Resolvemos la ecuacion f”(x) = 0 y obtenemos
los posibles puntos de inflexion.

¢) Estudiamos el signo de la segunda derivada /”(x)
alrededor de los valores obtenidos antetiormente.

d) De los puntos hallados en (b), aquellos donde 1a
segunda derivada cambia de signo son los puntos
de inflexién de /.

Conclusion 5. El procedimiento anterior no es co-
rrecto, ya que los puntos de inflexiéon pueden pre-
sentarse en las siguientes situaciones:

(3F ') A "(x)) 0 bien £ = 0.

El procedimiento correcto que nos permite dar, fi-
nalmente, respuesta al asunto que nos ocupa es un
resultado clasico del Calculo de Piskunov:

MaRrzo
2015
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Vinnzo Teorema 1. Sea y = f{x) la ecuaciéon de una curva. Si
f7(a) = 00 f”(a) no existe, y la derivada /”(x) cambia
de signo al pasar por el valor x =4, entonces el

2015

punto de la curva de abscisa x =a es el punto de
inflexién (Piskunov, 1969, p. 191).

En las palabras de Thomas y Finney (1998, p. 211),
«un punto de inflexiéon de una curva es un punto
donde y” es positiva en un lado y negativa en el

otro. En tal punto, y” es cero o no esta definida.

Esta es la idea que vamos a utilizar para encauzar el

procedimiento.

Contraejemplo 8

Sea la funcién:

FR-R, f(x)=3x—143x+1

Esta funcién es continua en todo R, siendo sus dos

44 primeras derivadas

()= &
o=

" __2
6=

+

)

son las siguientes:

S0 = Lim f(x) =400

)

Las derivadas de esta funciébn en x =—7 yen x =1

F')= Lin f'(x)=+00

Mediante la tabla siguiente indicamos la variacion

de la funcion:

Vx € R—{-1,1}

Vx e R—{-1,1}

X (-o0,-1) | x=-1| (-1,0) | x=0| (0,1) | x=1| (1, +o0)
(x) crece —3/5 crece crece i/i +00
£(x) + | oo | 4+ + |t |+
/(x) + i - + 7 -
Cur-vatur.a’y puntos U Pl n P U P n
de inflexion

AUREL MUNTEAN

En consecuencia, fpresenta en x =—7y
en x = 7 dos puntos de inflexiéon con tan-
gente vertical.

Ademas, como la ecuacion f7(x) = 0 posee
una tnica soluciéon x = 0, y la funcién pasa
de concava a convexa en ese punto, po-
demos concluir que la funcién dada posee
tres puntos de inflexion.

Aplicando el procedimiento mencionado
antes tan solo habriamos obtenido el
punto de inflexién del origen de coorde-
nadas (véase la imagen 8).

Conclusiones

A pesar de que el concepto de punto de
inflexion es clasico y muy estudiado, con-
sideramos que merece le pena echar una
mirada reflexiva sobre algunas de sus su-
tilezas, ya que, aun admitiendo que sus
distintas definiciones han sido establecidas
a partir de unas consideraciones geomé-
tricas intuitivas y adecuadas, las deficien-
cias que presentan todavia causan confu-
sibn en los estudiantes e, incluso, en
algunos profesores.

1.5
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-1.5

Imagen 8



Desde una perspectiva educativa mas amplia
creemos que este trabajo podtria resultar de
interés para profesores, a modo de ejemplo,
para analizar distintos topicos cuando se
trata de juzgar la eleccion de materiales re-
comendados para cubrir la demanda cog-
nitiva que exigen, sobre todo, los estudiantes
con altas capacidades matematicas.
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