Este articulo presenta un método original que
utilizando procedimientos algebraicos, permite
determinar los elementos mas importantes de
funciones algebraicas de una variable real entre los
que se encuentran sus valores extremos y la gréfica,
sin utilizar el tratamiento tradicional propuesto en
el calculo diferencial.
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Alternative method for the graph of algebraic
functions

This paper introduces an original method that by
using algebraic procedures, allow to determine the
most important elements of algebraic functions of
one real variable among which are its extreme
values and the graph without using the traditional
treatment proposed en the calculus.
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Método alternativo
para la grafica
de funciones algebraicas

JOsE ALBEIRO SANCHEZ CANO

or lo regular, una grafica se dibuja trazando unos

cuantos puntos y conectandolos por medio de
una curva suave, pero existe el problema de que fa-
cilmente la curva pueda presentar oscilacién y el
trazado no lo detectaria. Este método se aplica tam-
bién en calculadoras y sistemas de algebra compu-
tacional. De aqui que el calculo diferencial resulte
fundamental en la obtencion de las graficas de fun-
ciones. Mediante la primera derivada se obtienen
los puntos criticos, que pueden ser maximos o mi-
nimos, y usando la segunda derivada los puntos de
inflexion, que dan el cambio de concavidad.

El método que se propone en este articulo es pura-
mente algebraico y no requiere del conocimiento
de la primera derivada, pero tiene una limitacion:
solo se aplica a funciones algebraicas. Este procedi-
miento puede servir como preambulo para un curso
de calculo, aunque de ninguna manera pretende des-
plazar al curso en si mismo. Mas bien se ofrece
como un buen entrenamiento algebraico previo al
estudio del calculo.

Dicho método consiste en introducir un parametro
que se iguala a la funcion algebraica dada de manera
que ésta, mediante manipulaciones algebraicas, se
convierte en una funcién polinémica. Luego se
busca un valor extremo (si existe) con lo cual se



«obliga» a la ecuacion polindmica resultante a tener
dos raices reales e iguales. Aqui es donde se aplica
el método, desarrollado inicialmente para funciones
polinémicas, pero que extendemos a funciones al-
gebraicas. Dicho desarrollo se encuentra en Sanchez
(2011).

Los ejemplos que utilizaremos en este trabajo fueron
extraidos de textos clasicos de Calculo Diferencial,
entre ellos Leithold (1987) y Larson (2006). Esos
ejemplos se crean de manera que los sistemas de
ecuaciones para obtener los extremos resulten rela-
tivamente faciles de resolver, en particular para los
polinomios de grado mayor que tres.

Se puede partir de cualquier texto de calculo, s6lo
hace falta que las funciones a derivar sean facilmente
resolubles por algebra, en el caso de encontrar los
puntos criticos. En general, los sistemas de ecua-
ciones resultan imposibles de resolver en forma
exacta, pero en estos casos se utilizan métodos nu-
méricos.

El teorema siguiente sera crucial para el desarrollo
del articulo, fue construido precisamente como so-
porte al método expuesto y su demostracion se en-
cuentra en Sanchez (2011).

Teorema. La grafica de la funcién polinémica de
grado 7,

fx)=x"4ax""+.+a_x+a, [

tiene una recta tangente horizontal en el punto (a.,
k) si y solo si la ecuacion polindémica fix)— & = 0
tiene una raiz real de multiplicidad algebraica dos, x
= o. Es decir, f{x)— £ = 0 puede escribirse como:

Je)—k=(x—a) P (x), P ()=0 [2]

donde P ,(x) =0 es un polinomio de grado #-2 'y
viene dado por:

Pa()= " 4 (20 4 )7 4 (30 + 2a0t ) 4 (40 300’ + 2aj0 ka0
w((r=2)0 + (1= 3) a0 + (1= 4) a0+ 430,07+ 20, ta,)x

Obsérvese que si P (a) = 0, el punto (a,
f(a)) es un punto de inflexion.

Como el objetivo de este trabajo es en-
contrar los extremos de funciones alge-
braicas sin el uso del cilculo diferencial,
requerimos las definiciones siguientes de
extremos relativos.

Definicion. Se dice que la funcion f tiene
un valor maximo relativo en ¢ si existe un
intervalo abierto que contenga a ¢, en el
cual festé definida, tal que f{¢) = f{x) para

toda x en ese intervalo.
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Figura 1: maximo

La figura 1 muestra parte de la grafica de
una funcién que tiene valor maximo rela-
tivo en ¢. En (A) la pendiente de la recta
tangente en es cero (tangente horizontal),
mientras que en (B) tiene recta tangente
vertical, termina en «picow.

3]



Definicion. Se dice que la funcién f tiene
un valor minimo relativo en ¢ si existe un
intervalo abierto que contenga a ¢, en el
cual festé definida, tal que f{¢) = f{x) para

toda x en ese intervalo.
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Figura 2: minimo
La figura 2 muestra parte de la grafica de
una funcién que tiene valor minimo rela-
tivo en ¢«. En (A) la pendiente de la recta
tangente en es cero (tangente horizontal),
mientras que en (B) tiene recta tangente
vertical, termina en «picon.

Método

Sea funa funcién algebraica. El objetivo es
determinar los extremos de dicha funcién.
El método funciona como sigue: igualamos
la funcién dada fa un parametro £ por de-
terminar y que, en caso de que exista, sera
el valor 6ptimo. Esto significa que pode-
mos escribir la siguiente igualdad:

f(x)=+Fk, x€I CR

La igualdad anterior se convierte, por tanto, en un
polinomio. Sea P(x;£) dicho polinomio de grado 7.
Aplicando ahora el teorema 1, esto es, pedimos que
el polinomio resultante P(x;&) tenga dos raices reales
e iguales. Usando la notacion del teorema:

F(x)—k=P(x,£) = (x —a) P_, (x:£)
P_,(ck)=0

donde P ,(x;&) es un polinomio de grado 7-2.

En el caso de que P(x;£) sea un polinomio de grado
dos, luego lo que se exige es que el discriminante
de la ecuacion cuadratica resultante sea cero. En
general, en el discriminante aparecera una ecuacion
en la variable £ . Como en principio el discriminante
debera ser mayor o igual a cero, de aqui se desprende
el tipo de extremo. Es decir, si £ = 4, entonces £ =
a sera el valor minimo; y si & < b, entonces &£=b
sera el valor maximo. La desigualdad estricta no
produce valor extremo.

Para los otros casos, esto es, si P(x;&) es un polino-
mio de grado mayor que dos, entonces el valor mas
grande de £ asumido dentro de un conjunto de va-
lores, sera el valor maximo; y el valor mas pequefio
de £, sera el valor minimo.

Sila funcién fdada es polindmica, entonces se cum-
ple la nota 1y (o, £&) sera un punto de inflexién
cuando P (o, &) = 0. Pero cuando la funcion es
algebraica este criterio puede fallar.

Ejemplos

Los ejemplos siguientes fueron extraidos de varios
textos de calculo, entre los cuales estan Leithold
(1987) y Larson (20006). Las soluciones calculadas
por nuestro método podran ser comparadas con
las proporcionadas por dichos autores.

Ejemplo 1
Determinar los extremos relativos de la funcién:

4
=" =0
X



Solucién

Observar primero que la funcion es siempre positiva
y simétrica con respecto al eje y, pues es par. Hace-

mos f(x) = £

x4—i—l_
, =
X

Esta dltima ecuacion puede verse como una «cua-
dritica» en la variable 57 :

2 /é:l: /é2_4
i O

De [4] se observa que:

B —4>0 & k<2 V £>2 [5]

De [5] concluimos que £ = 2, ya que f(x) = £ > 0.
Se tiene que el valor mas pequefo que toma esa £
en ese conjunto es precisamente £ = 2, esto es, el
valor minimo absoluto.

Al reemplazar £ = 2 en [4] se obtiene x = 7. Luego
los puntos donde ocurre el valor minimo £ = 2 son:
~1,1)y (1, 2) (ver tigura 3).

f(x) = (x" + 1)/

° 4
(-1, 2) (1, 2)

-3 -2 -1 ] 1 2 3 4

Figura 3
Ejemplo 2

Realizar la grafica de la funcién:

X

fer=sm—

x = +1

k, k>0, x =0 x' —kx*+1=0, x=0

Solucion

Observar que la funcién es impar, ya que

J=%) == 1.

Hacemos f{x) = £ para obtener:

XD — kT B =0

Como exigimos que las raices sean reales
e iguales, usando el teorema 1, podemos
escribir:

=B+ :(X—OL)2<X—B):
:X3—<B+2OL)X2 +(2OLB+OLZ)X—OLZB

Igualando coeficientes, se obtiene el sis-
tema:

B+2a=£" [6]
208+’ =0 [7]
—a’B=£"  [8]

De [7] se tienen dos posibilidades:

a=0o0a=-203

Caso oo = 0. Al reemplazar el valor nulo
de o en [8] se obtiene £ = 0. Estos valo-
res introducidos en el polinomio P,(x) =
x+2a—k (ver [3]) dan que P(a)=0,
con lo cual el punto (0, f{0)) = (0, 0) es un
punto de inflexion.

Caso oo ==2 [3. En [6] se obtiene:

luego:

_2%
3

=

[9]

Substituyendo estos valotes de a y
en [8]:

3)? 3 o7
__% _’é; :/é3=>/é::|:</27
3 3 4



Estos son los valores 6ptimos. Reempla-
zandolos en [9] vemos que ocurren en:

X:C)L::l:\/g

Luego:
_\/53 — 0 z y Jg, N g
4 4

son los puntos de minima y maximo, res-
pectivamente (ver figura 4).

Observemos ahora el comportamiento de
la grafica. Para ello utilizaremos los si-
guientes limites:

Lim f(x)= Lim————— = +00

x—1t x—1" \3/X2 — 1

Lim f(x)= Lim

X
= —00
x—1" x—1" \3/X2 —1

x——17F 3 XZ —

Lim f(x)= Lim % = 400
x——1"

Lim f(x)= Lim = -0

x
it e
En resumen, la grafica de esta funcion (fi-
gura 5), ademas de los puntos de maxima
y minima mencionados, presenta un punto
de inflexion en el origen de coordenadas
y dos asintotas verticales en las rectas x =
Tyx=-1.

Ejemplo 3

Encuentre los intervalos donde la fun-
cion:

! 3,
flx)=x" ——x
2
es creciente y los intervalos donde la fun-
cion es decreciente. Encuéntrense los ex-
tremos de la funcion al igual que el (los)
puntos (s) de inflexion.

Solucién

Hacemos f{x) = £ :

Como exigimos que las raices sean reales e iguales,
al menos dos de ellas, podemos escribir:

3 3, 2
x _EX —/é:(x—OL> (X—B):

— (B—}— 2u)x2 + (20(64— uz)x —ao’3
Igualando coeficientes, se obtiene el sistema:

B—|—20¢:; [10]

203+’ =0 [11]
—a’B=—k [12]

De [11] se tiene: @ =0o oo ==2B.Si a =0, al
reemplazar en [10] se obtiene B =3/2;yen [12],
se tiene £ = (. Esto nos dice que en el punto (0, 0)
hay tangente horizontal y, por tanto, un extremo.

Andlogamente, para o = -2 f8 , al reemplazar en
[8] se obtiene B =—7/2;yen [10], se tiene £ =—1/2
y o = 1. Esto nos dice que en el punto (7, —7/2)
hay tangente horizontal, esto es, un extremo.

Figura 4



Para encontrar los puntos de inflexion, trabajamos
con el polinomio:

Pl(x):x—{—Za—z

1
P1(OL):3OL—§:O = OLZE

Luego la grafica de fpresenta un punto de inflexién
en (1/2,—1/4). Ademas, el punto (0, 0) es de maxima
y (1,—1/2) de minima (Ver figura 5).

Ejemplo 4
Encontrar los extremos de la funcion:

4x
x2 41

Sx)=

Solucién

Obsérvese primero que la funcién es impar y su
dominio es todos los reales. Hacemos f{x) = £:

4x
x 41

=k = k' —dx+k=0

Si &£ =0, entonces x = 0 y asf la grafica pasa por el
otigen. Para £ # 0, resolviendo x mediante la fo1-
mula cuadritica, se tiene:

4+ 16— 44
2%

X

de donde se sigue que x = 2/4, el cual se logra
cuando:

4—F">0 & k=42

1

05 3
o2

(1, -0.5)

-1

Figura 5

Se concluye que la funcién toma el valor
maximo £ = 2en x = 7y su valor minimo
en x =—7, con valor minimo £ = -2 (Ver
figura 6).

Obsérvese que se debera cumplir la des-
igualdad 4 — & 2 0, con lo cual £ -2, 2]
y esto no es mas que la extension de la
funcién, es decir, su rango.

Desafortunadamente, en este problema el
método falla para encontrar los puntos
de inflexién. Aunauge, al fin y al cabo, las
cuadraticas no tienen puntos de inflexion.

Obsérvesa que la grafica presenta una
asintota horizontal en y = 0, pues:

. . 4x
Lim f(x)= Lim —; =0
x—o00 x—oo ae” 1
34
1,2
24 °( ) y= 4x
x4+ 1

Figura 6
Ejemplo 5

Encuentre los valores de # y & que hacen
que la funcion:

ax +b

x?—1

S(x)=

tenga un extremo local en (3, 7). ¢El valor
extremo es un maximo o un minimo lo-
cal? Justifique la respuesta.
Solucidn
Haciendo f{x) = £ se obtiene:

ax +b

x =1

=k, x==+1



O bien:
ke —ax —(k+5) =0
Resolviendo para x:

ak o+ 4k(k+D)

X =
2k

El método supone que £ es el valor ex-
tremo, el cual ocurre cuando:

x=— [13]
donde £ verifica la ecuacién:

&+ 4k(k+1b)=0 [14]

Por un lado se tiene que £ =7 (k es el va-
lor extremo), que ocurre en x = 3. Asi que
reemplazando estos valores en [13] en-
contramos:

xzi:m:m)@):é

Ahora, £=1y a=06 se reemplazan en
[14] para obtener /:

a +4k(k+1)=0
36+4(1)(1+5)=0
b=—10

Asi que la funcién pedida es:

f(x)zéxz;lo, x= 1
x° =1

¢Coémo saber qué clase de extremo es?
Reemplazamos los valotes « = 6y b =—10
en la siguiente desigualdad:

a* + 4k (k+1b) >0

y obtenemos:

E—10£+9>0 = £<1 V £<9

Como nos dan £ = 7, segtin la desigualdad
menor o igual tenemos un maximo.

Ejemplo 6
Analizar y dibujar la grafica de:

f(x):zgjj_;g), x= 42

Solucién

Haciendo f{x) = £:

J:,é & (2—)x" =18—4x, x=£2

De la tltima ecuacion, se tiene que:

o 18 —44
2—k
Para garantizar la existencia de extremo, la cantidad
bajo el radical, debera ser igual a cero, y, para saber

si es de maxima o minima deberemos ver la des-
igualad que verifica £. Mas claro:

18 —4£
2—k

=0 & £<2V /ézz

Luego se tiene lo siguiente:

a) El valor minimo es £ = 9/4 y ocurre en x = 0. El
punto (0, 9/4) es de minima.

b) No tiene valor maximo, pues se tiene desigualdad
estricta £<2.

c) La grafica presenta asintotas verticales en x = £2:

Lim 2()22 _9) =—00, L 2<>22_9) =400
x—-2" xT—4 x—2t Xt —4
Lz'mz(xz_g)——f-oo, Lim 2(X2_9>——oo



d) La recta y = 2 es una asintota horizontal, pues
k<2 esto significa que la porcion de grafica se
abre por debajo de la recta y = 2.

e) La grafica pasa por los puntos (0, 9/4), (=3, 0),
(3, 0) (ver figura 7).

S_
7
64
‘ 2% -9
Lo =g
4 { 1)
x=-2 31 x=2
y=2 24
14
0
7 6 5 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7
-1+
21
-34
4
Figura 7
Ejemplo 7

Determinar los extremos relativos de la siguiente
funcion y realizar su grafica.

2_
fo)= T

x—2
Solucion
Al hacer f{x) = £llegamos a la siguiente igualdad:
x? —(2—1—/%)9«—{—4—}—2/%: 0

La formula cuadratica da:

2+/éiJ<2+/é)2—4(4+2/é)
.
2

De aqui se tiene el punto donde ocurre el extremo:

24k
2

x
Y se logra cuando:

4R — 4k +12>0 = k€ (—00,—2|U[6,+00)

Observemos que £ =—2 es el valor ma-
ximo, y por tanto la abscisa del punto
donde se alcanza es:

24k
2

0

X

Es decir, que en el punto (0, —2) ocurre el
maximo. Analogamente, en el punto
(4, —6) ocurre el minimo. Presenta asintota
vertical en x = 2:

Lin x> —=2x+4 _
x—27 x—2
Lim xt—2x+4 _

x—2% x—2

“+00

Veamos que presenta una asintota oblicua.
De hecho, esto se logra observando que
el grado del numerador supera en una uni-
dad al grado del denominador. Para en-
contrarla escribimos la ecuacién fix) = £
en la forma equivalente:

4

flx)=+F,k & x+ =k
x

& 4 =k—x, x=2
x—2
De la dltima ecuacion se tiene que £ 7 x,
lo que significa que la funcién no debe
tomar puntos sobre la recta y = x, por lo
que la grafica presenta una asintota oblicua

en y = x (ver figura 8).

& T
(4,6) '
G o y=x
4
W —2x 44

f _—

) x—2 2
ol

8 & 4 2 o 2 4 & 8
-2
44
5 x=2
54
Figura 8



Ejemplo 8
Analizar y dibujar la grafica de
x
f(x)= m , x€R
Solucién

Haciendo f{x) = £:

iﬁlzzééx:éW£+2

De la ultima ecuacién, elevando al cua-
drado y resolviendo para x, tenemos:

2

x ==k
1—4&

Para garantizar la existencia de extremo
la cantidad bajo el radical deberia ser igual
a cero. Pero en este caso nunca sera nula.
Entonces, £ debera satisfacer:

1-# <0eke(-1, 1)

Luego se tiene lo siguiente:

a) La grafica de la funcién no tiene extre-
mos relativos.

b) Las rectas y =—7 e y = 7 son asintotas
horizontales.

) La grafica no presenta asintotas verti-
cales, con Dom(f)=R.

d) La grafica pasa por el punto (0, 0).

e) La grafica estd en la banda determinada
por las asintotas horizontales, es decir,
el intervalo: (7, 7) (ver figura 9).

Figura 9

Ejemplo 9

Analizar y representar graficamente:

20x 1
5 —— . x=0
x +1 x

S(x)=

b

Solucién

Para obtener los extremos de la funcidén hacemos
f(x) = £y realizamos operaciones algebraicas:

20x 14 Akx

5 = =0
x°+1 X

b

Al simplificar llegamos a una ecuacion cuibica en la
variable x

kx? =195 + kx+1=0 [15]

Tenemos dos casos:

Caso 1: £ = 0. De [15] se obtiene:

x:iJ1ziQ%
19

Luego la grafica pasa por los puntos:

SERRER

Caso 2: £ #0. En [15] podemos dividir por £ % 0
para obtener:

x%f?¢+x+1:Qézo [16]
k £

Como exigimos que las raices sean reales e iguales,
podemos escribir:

1
=5t xt+—=
k

:x?’—(B—i—Zoc)xz —I—(ZOLB—}—OLZ)—OLZB

Igualando coeficientes se obtiene el sistema siguiente
(en el que £ # 0):



B—I—Z(x:lZ [17]

203+’ =1 [18]

g _1
oB=— 1)

De [19] se tiene que:

Reemplazando estos valores en [20] se
obtiene:

1 + 2f
—\/ ~ +0,0919948

6+f

Y, por lo tanto, para:

1 . 11+2./35
=P 11+2f 19

\/ ’ 6+/35

obtenemos el siguiente valor de 4:

Analogamente, de (17):

1 B+2a
£ 19 114235
Igualando estas dos expresiones: k= m ~9,04572
B+2a= _19(126 Mientras que para:
O bien:
11 + 2J35
11+ 235
(T e P 6+f
1419
Reemplazando [20] en [18]: Obtenemos:
/11 +2435
2 40 _\; 19
o= =1 k= A~ —9,04572
1+190” 19(6+/35)

Simplificando, queda la ecuacién: Los puntos (—1.0962174, —9.04572) y

(1.09621, 9.04572) son de minima y ma-

9o =220 —1=0 xima, respectivamente (ver figura 10).
La cual puede ser resuelta en la forma: 2
, 114235 f(x) = 220* 1 0 (1.09621,9.04572)
Q== T1 x
19
0
Se ha omitido el signo negativo en la formula cua- -3 -2 -1 0 1 z

dratica (es claro). Por lo tanto, tenemos las raices
L

de la ecuacion polinémica [16]: (-1.09621, -9.04572)

11 +2f o

—a= iJ ~ +1,0962174 _
Figura 10



Observemos ahora el comportamiento de
la grafica. Para ello utilizaremos los si-
guientes limites:

20 1
Lim f(x)= Lim 2x ——=-—00
x—0" x—0" x —|—1 X
20x 1
Lim f(x)= Lim —— =400
x—0" f( ) x—0" XZ +1 X
20 1
Linm f(x)= Lim 5 ——=0"
x——00 X——00 K¢ —|—l x
2 1
Lin f(x)= Lim ZOX — =0
x—-+00 x—+too 5+ 1 x

En los proximos ejemplos se aplicara el
método a expresiones de la forma x™",
con 7z<nu. Si un extremo existe en x = 0,
la grafica terminara en «pico» ahi.

Ejemplo 10

Dibujar la grafica de la funcién:

f(x)= Sac’ —

Soluciéon

Hacemos el cambio de variable #» = x'/’ y
obtenemos una ecuacion algebraica de
grado cinco:

W =54+ k=0

Como exigimos que dos de las rafces sean
reales e iguales, podemos escribir:

w50+ k=u —<20L+u))ﬂ4
+(OL2 + Zocw-l-n)zf
—<u2w+ 20m—|—6)u2
—|—(0L2’T]—|— 2@6)%—@26
Donde los valores de @, 1y o , son

como antes. Igualando coeficientes, se
llega al sistema:

20+ w=0 [21]

o’ +2aw+m=0 [22]
w+2am+86=5 [23]
a’n+2a8=0 [24]
Qo =—#£ [25]

De [21] se tiene @ =-2 o, que al ser reemplazada
en [22] proporciona:

Reemplazando @ =-2a y n =3 a?en [23]:

az(—204)+20¢<30c2)+6:5 = §=5—40"

Sustituyendo @ =—-2a, n =3a’*y 6 =5+4a’
en [24], obtenemos:

0(2(30L2>+2OL(5—40L3):0 = a=0,a=32

Y reemplazando 6 =54 a’en [25], con a =0,
se tiene £ =0. Pero #= a =0, luego, x = 0. Asi
que tenemos un extremo en x = 0 con valor extremo
k£ = 0. En este caso en el punto (0, 0)la grafica ter-
mina en «pico». Andlogamente, reemplazando &
=54 a’en [25],con o =23 se tiene:

£=33/4

Pero # = o y u = x'°, as que tenemos un extremo
en x = 2 cuyo valor extremo es ese £ (véase la figura

11).

<] (2,3v4)

o

f(x) = 5% — %3

Figura 11



Ejemplo 11

(Minimizacién de un parametro). Encuentre el valor
minimo de la constante positiva 7 que hara que:

1
mx —1+—
X

sea mayor que o igual a cero para todo valor positivo
de x.

Solucion

Inicialmente, llamamos:

P(X):wx—l—i-l
x

Luego hacemos P(x) = £y segun la condicion £ de-
bera ser mayor o igual a cero. Asi que:

mx—l—kl:/éz()

X

Después de organizar esta ultima ecuacioén, nos
queda:

mf—@+@x+1:Qézo

Resolviendo x se obtiene:

X:7
2m

Y donde £ verifica lo siguiente:

(k+1) —4m>0

O bien:

E>20Um—1V k< —=2Um—1

Tomamos la primera de estas desigualdades, pues
lo que se requiere es un valor minimo, asi que el va-
lor minimo es & = 2\m—1. Luego el valor de x para
ese minimo es £ =2/ . Como se requiere el valor
para el cual £ = 0, en consecuencia:

k=2¢w—120=>mz%

Ejemplo 12
Analizar y dibujar la grafica de:

[ 2
Flx)= X—’_jjl—i_l, = —1
x
Solucidn

Haciendo f{x) = £y realizando operacio-
nes, obtenemos:

Jxt 41 :/é(x—f—l)—x

Antes de resolver para x, veamos la region
en la cual se encuentra la grafica de la fun-
cion f. Para esto debemos observar que
k(x+1)-x>0, o bien, despejando £:

1
r>1———

x+1

Esto ultimo indica que la grafica de fse
encuentra en el interior de la regién aco-
tada por la grafica de (ver grafica 12):

1
y=1=
x+1

rs

3

Figura 12

Continuando el proceso, elevando al cua-
drado en ambos miembros de la ecuacion
[26] y simplificando para x, tenemos:

k(k—2)x" =2k (k—1)x+ (£ —1)=0



Analicemos los siguientes casos: £ =0y
k=2. El caso £=0 no se cumple por
[26], v para £=2 en [20] se tiene x
=—3/4. Asi, la grafica de f pasa por el
punto (~3/4, 2). Supongamos entonces
que k(k-2)# 0, con lo que la abscisa

donde ocurre el punto extremo es:

Y donde £ verifica la desigualdad:

/é(/é—l)zo S A<OVE>T

Luego el valor minimo es £ = 7 y ocurre,
sustituyendo en [27], en x = 0. Observe-
mos que no tiene valor maximo (por la
desigualdad estricta).

Luego tenemos lo siguiente (véase la fi-

gura 13):

a) La grafica de la funcion tiene un punto
de minima en (0, 7).

b) La recta y = 2 es una asintota horizon-
tal.

c) La grafica presenta asintota vertical en
x=1.

d) La grafica pasa por el punto (~3/4, 2).
e) El recorrido de la funcién es el siguiente:

(—oo, O)U [1, +oo)

44
3-
: _1_:1:+\/xg+1
y=2 : 5 YT
x=-1
.................................... I
_ 1
0 Y x+1
-4 3 2 1 [ 1 2 3 4 5
-14
-2 4
-3
Figura 13
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