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Las matematicas que ensenamos

ucho se ha escrito al respecto de cudles son las matemdticas que debe-
mos ensefiar para formar a los ciudadanos del siglo xx1. Todo el mundo
coincide en pensar que igual que la realidad ha cambiado, también las
necesidades de los ciudadanos han cambiado, y por tanto, los contenidos
de matemdticas que deberiamos ensefiar a nuestros alumnos tendrian que
estar sujetos a cambios. Hay ciertas matemdticas que antes se enseiiaban
y que ahora no se necesitan. También hay ciertas matemadticas que antes
no se podian enseriar y que ahora los medios tecnoldgicos permiten ense-
fiar. Y por ultimo, hay ciertas matemdticas que antes no existian y ahora
es necesario enseriar para mejorar en la comprension del mundo. Podemos
recordar con cariiio algunas clases de segundo curso de bachillerato, cuan-
do alguna profesora nos enseriaba el método de cdlculo del logaritmo de un
numero, como determinar su caracteristica y su mantisa, y la necesaria
interpolacion a partir de las tablas logaritmicas para aproximar a los
decimales necesarios. Esto hoy en dia queda obsoleto ya que la necesidad
del cdlculo queda suplido por la calculadora. La tecnologia nos permite
obtener un resultado mucho mds exacto y de manera mds rdapida y efecti-
va. Esto no quiere decir que no debemos enseriar el concepto de logaritmo
y el papel de la funcion logaritmica, pero hoy en dia no es necesario como
herramienta para realizar ciertos cdlculos.

Por otro lado, los profesores de matemadticas pecamos de proponer activi-
dades y ejercicios a los estudiantes cuyos cdlculos estdan lo suficientemente
‘preparados’ para que el resultado sea exacto o no arniada dificultades al
cdlculo. Esto no favorece el contacto con la realidad, ya que ésta no es siem-
pre exacta, y en los problemas reales suelen intervenir niimeros cuyas
expresiones decimales no son necesariamente enteras o con decimales fini-
tos. Sin embargo, la tecnologia hoy en dia nos permite hacer los cdlculos
facilmente sin necesidad de centrar nuestra atencion en la dificultad de las
operaciones o de los valores numéricos sino en el método de resolucion.
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Podemos hacer muchos cdlculos en muy poco tiempo, manejar expresiones
con muchas cifras decimales y por tanto enfrentarnos a problemas que
antes no podiamos por las dificultades que suponian los largos y tediosos
cdlculos.

Pero el reto profesional que se nos plantea hoy en dia no estd centrado en
los contenidos conceptuales o en el uso de la tecnologia. Pensamos que no
se ha avanzado suficiente en el método que favorece como se aprende.
Siguen existiendo en nuestras aulas prdcticas mds centradas en el apren-
dizaje de algoritmos que en la comprension de los mismos, en la transmi-
sion de saberes mds que en la estimulacion por el descubrimiento, asi como
en la memorizacion de formulas y expresiones.

Sin embargo, las propuestas metodologicas actuales nos orientan a que
centremos mds nuestra atencion en los procesos de aprendizaje de los con-
tenidos. Cuando hablamos de procesos nos referimos a los mecanismos
mentales que permiten enlazar el conocimiento que se tiene adquirido con
el nuevo conocimiento, mediante el razonamiento. Esto deberia implicar
que se favoreciera entre los estudiantes la busqueda de pautas y regulari-
dades, el andlisis exploratorio de los datos mediantes grdficas y esquemas,
la posibilidad de enfrentarse a verdaderos problemas y no solamente a
resolver ejercicios, la resolucion de situaciones proximas a la realidad de
los estudiantes lo menos artificiales posibles, etc. Actualmente existen los
medios necesarios para llevar adelante propuestas de trabajo en cualquier
etapa educativa que permita a los alumnos descubrir por ellos mismos el
conocimiento matemdtico y aprender a aprender. Asi, por ejemplo, pode-
mos descubrir lo que ocurre cuando hacemos cdlculos iterativos, o como
utilizar ciertos materiales que sirven de modelo conceptual.

La legislacion actual en vigor pide al profesorado que trabajamos dentro de
etapas escolares obligatorias que dotemos a nuestros alumnos de la com-
petencia matemadtica necesaria para ser ciudadanos del siglo xx1. Pero esta
idea no debemos interpretarla solamente en términos de qué contenidos
matemdticos se deben saber, sino también qué técnicas y métodos, propios
de las matemdticas, deben dominar todos los ciudadanos. Y estas técnicas
y métodos que conocemos como heuristicos y que se utilizan en los contex-
tos de resolucion de problemas, van ligados directamente a como se apren-
de, pues haciendo se aprende a hacer. ]
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Realidades de GeoGebra

Palabras Clave: GeoGebra, Modelos de la realidad, Secundaria, Aprendizaje y Educacion.

Realities from GeoGebra

Key words: GeoGebra, Reality models, Secundary, Learning and Education.

ntroducci(')n

Todas las imagenes incluidas en este capitulo corresponden a
construcciones realizadas con GeoGebra que se pueden usar
directamente en la pdgina web de G4D™.

Los programas que permiten construcciones dindmicas e
interactivas son los responsables, sin duda, de un considera-
ble y generalizado aumento del interés por el aprendizaje de
la geometria en todos los niveles académicos. La animacién e
interactividad con que dotan a las cldsicas y estéticas figuras
geométricas, tanto en el proceso de observacién y andlisis de
los conceptos como en el de la resolucién de problemas geo-
métricos, estan revolucionando el modo de acercar a los estu-
diantes los contenidos matematicos. Un destacado ejemplo lo
encontramos en Intergeo?, el proyecto a cuatro anos (2007-
2010) puesto en marcha en la Unién Europea con una impor-
tante dotacién econdmica. Su objetivo es, precisamente, faci-
litar la disponibilidad, uso y evaluacién de contenido digital
geométrico de calidad en la ensefianza de las matematicas
mediante la creacién de una plataforma comin que puedan
compartir desarrolladores, profesores y estudiantes.

De entre los diversos programas que ayudan de esta forma al
estudio y aprendizaje de la geometria, GeoGebra destaca por
poseer algunas ventajas que podemos resumir en dos pala-
bras: facilidad y conexién.

Facilidad para casi todo: para aprender a manejarlo y desen-
volvernos con rapidez en su intuitivo entorno, bastando un
par de sesiones para adquirir autonomia en su manejo, para
usar los comandos y buscar ayuda en nuestro idioma (practi-

Este articulo fue publicado en: MSQ Conections Vol9 No 2 May—July
2009. Agradecemos a sus editores la autorizacion para publicar su
traduccion.

José Manuel Arranz
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camente, sea cual sea), para crear nuestras propias herra-
mientas, para seleccionar en cada caso las herramientas per-
mitidas a los alumnos, para convertir nuestras construcciones
en paginas web interactivas, y sobre todo, para redefinir los
objetos en cualquier momento sin necesidad de recomenzar
toda la construccién.

Ademas de facil, GeoGebra consigue conectar distintos ele-
mentos que lo convierten en una aplicacién diferente: asocia
las expresiones graficas a las simbdlicas, la medida a la canti-
dad, la propiedad geomeétrica a la ecuacién algebraica; combi-
na la precisién con la estética, el dlgebra y el célculo con la
geometria. Todo en GeoGebra parece disefiado y desarrollado
alrededor de esta idea: la coordinacién de los distintos cédigos
de informacién que se usan en matematicas e informatica.

La facilidad de aprendizaje y uso es muy importante para su
rapida y eficaz implantacién en el aula. La conjugacién de las
expresiones visuales potencia enormemente las capacidades
didacticas ayudando tanto a la comprensién de las variaciones
observadas como a la profundizacién en los conceptos rela-
cionados. Los variados y muy didacticos comandos de analisis
funcional permiten aprovechar su uso en el aula tanto para el
aprendizaje de la geometria como del dlgebra y el célculo.

Y es gratuito.

En este capitulo se mostrardn diversas posibilidades de
GeoGebra para estudiar modelos de la realidad. Este término,
realidad, se suele identificar con la realidad fisica, mientras
que aqui deseamos referirnos a una realidad mds general. Por
ello, en adelante usaremos el plural, realidades, especificando
en cada caso a qué tipo de realidad aludimos.

Efectivamente, existe una realidad fisica, dimensional, neutra.
Pero también existe una realidad légica, de razonamientos y
estructuras ideales, comunicativa, humana pero objetiva. Y
por ultimo existe una realidad perceptiva, estética, subjetiva.

Estas tres formas de realidad se entremezclan no solo en cada
persona sino también entre ellas. Para el profesor y sus alum-
nos constituyen lo que denominaremos simplemente “reali-
dad de la clase de matematicas”

GeoGebra es una herramienta que facilita la exploracién de
todos estos tipos de realidad. Evidentemente, GeoGebra fue
creado y concebido para favorecer la ensefianza y el aprendi-
zaje de la geometria y el cdlculo en particular y de las mate-
maticas en general. Sin embargo, como toda herramienta, su
utilidad depende en gran medida del objetivo perseguido y de
la forma de emplearla.

Una forma de uso consiste simplemente en trasladar las cons-
trucciones matematicas de los libros de texto al espacio dind-

mico de las ventanas de GeoGebra. La posibilidad de observar
cémo varian tanto expresiones numéricas o algebraicas como
graficas (jal mismo tiempo!) al efectuar algiin cambio en los
valores iniciales, anade un inmenso valor pedagégico. De esta
forma, el estudiante puede comprender mds répida y facil-
mente la naturaleza de las relaciones representadas en el
modelo, y el profesor puede formular preguntas mds profun-
das acerca de las mismas.

Otra forma de usar GeoGebra es bajo la consideracion del
aprendizaje de las matemdticas como medio para un fin més
ambicioso: la comprensidn, andlisis y construcciéon de mode-
los de las realidades.

En cualquier caso, es recomendable que la metodologia
empleada se ajuste al principio del descubrimiento gradual.
Esta graduacidn facilitaré el asentamiento de las ideas y ayu-
dara a atender a la diversidad de alumnos. Empezaremos por
mostrar un ejemplo de esta metodologia.

Matematica = Método

Una forma de ensenar el teorema de Pitdgoras consiste en
mostrar su veracidad por cualquier medio: demostracién
rigurosa, comprobacién en casos particulares, disecciones o
transformaciones geométricas... Es decir, se presenta el resul-
tado y se comprueba que es cierto.

Otra forma, mas profunda, es relacionar previamente los con-
ceptos de perimetro, drea y simetria mediante ejemplos que
nos conduzcan hacia el teorema:

Actividad 1. Hallar el area del decdgono (porque es un deca-
gono, ;verdad?) que aparece en la figura, sabiendo que cada
casilla mide un centimetro cuadrado. ;Qué estrategia serd la
mejor para calcularla?

Es importante observar que para realizar con éxito esta acti-
vidad no es preciso el conocimiento previo de ninguna fér-
mula de dreas, ni siquiera la del rectangulo. Basta saber divi-
dir y sumar, o multiplicar y restar.

Presentar actividades como la anterior lleva segundos con
GeoGebra. Ademads, como la construccion es dindmica, pode-



mos proponer con toda facilidad diversas figuras mds o
menos complicadas.

Ahora se pueden proponer actividades orientadas a la com-
probacién de que, normalmente, si solo conocemos las longi-
tudes de dos lados de un tridngulo no podemos averiguar el
tamaiio del tercer lado, pues no queda determinado con esos
datos. En cambio, si ademds sabemos que el tridngulo es rec-
tangulo ya disponemos de suficiente informacién.

Actividad 2. En la figura aparece un rectdangulo de lados 2.5 y
6 unidades, junto con una de sus dos diagonales.
+ ;Todos los rectangulos que tengan lados de 2.5 y 6 unida-
des son congruentes, es decir, iguales en tamano y forma
(si se recortasen se podrian superponer)?
« ;Las diagonales de todos ellos medirdn lo mismo?
+ ;Pasard lo mismo con todos los rectangulos cuyas dimen-
siones coincidan?

Si las cuestiones anteriores tuvieron respuesta afirmativa,
deducimos que la longitud de la diagonal de cualquier rectan-
gulo queda determinada por la longitud de sus lados, o lo que
es lo mismo, la hipotenusa de un tridngulo rectangulo queda
determinada por los catetos. Pero... ;cémo calcular la longitud
de esa hipotenusa a partir de la longitud de los catetos?

Actividad 3. En la figura hay cuatro tridngulos congruentes
(en verde) y un cuadrado rojo (porque es un cuadrado, ;ver-
dad?).
+ ;Cudnto miden los catetos de cada triangulo rectiangulo?
+ ;Cuanto vale el drea del cuadrado rojo?
« ;Se puede deducir, a partir de esta drea, cudanto mide la
hipotenusa de cada tridngulo?
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Podemos aprovechar para comentar el momento histérico en
que aparecen este tipo de problemas. Procedimientos simila-
res a este, es decir, solo validos para tridngulos rectangulos
particulares, ya los empleaban en la Antigua Babilonia para
hallar el valor de la hipotenusa, milenios antes del nacimiento
de Pitagoras.

Obsérvese la relacion entre las tres actividades propuestas. Es
esta relacion la que es “rica en ideas’, mas que la simple for-
mulacion del teorema. Después de estas actividades, estamos
en condiciones 6ptimas para exponer distintas comprobacio-
nes, demostraciones y aplicaciones del teorema.

Modelar la realidad

Los siguientes ejemplos ilustran cémo se pueden presentar con
GeoGebra algunos tipos de problemas bastante conocidos.

Ejemplo 1. Angulos y proporcionalidad

La imagen corresponde a una construccién que permite
observar las relaciones de proporcionalidad entre las veloci-
dades de las agujas de un reloj y comprobar los dngulos que
forman en cada momento. El reloj, un objeto cotidiano, sirve
de puente entre la abstraccion y la realidad.

Ejemplo 2. Variaciones funcionales

La siguiente imagen muestra sucesivos instantes en el uso de
una construccién pensada para distinguir entre comporta-
miento local y global en distintos tipos de funciones.

El coche azul recorre la trayectoria de la curva como si estu-
viera en una montafia rusa y en un lugar determinado desca-
rrila y sale por la tangente, movimiento que es representado
por el coche verde. Todos los pardmetros son modificables en
segundos: el punto de descarrilamiento, los coeficientes y el
tipo de funcién. Gracias a esta construccidn, los alumnos pue-
den apreciar una funcién como “la ley que rige un comporta-
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miento determinado en cada momento” y contrastar ese
modo de comportarse entre distintos “momentos” y funciones.
La diversidad de funciones facilita la comparacién en su estu-
dio global y local, permitiendo introducir ideas como la conti-
nuidad o la derivabilidad en el punto de descarrilamiento.

Si la construccién anterior sirve de ejemplo para introducir
esos conceptos, la siguiente construccién propone el analisis
de las ideas que se derivan del estudio de la continuidad y
derivabilidad de una funcién en un punto.

Se pretende averiguar para qué valores de los pardmetros by
¢ la funcién es continua y para cudles es derivable, cuando la
variable independiente vale 1. El dinamismo propio de este
tipo de construcciones permite realizar numerosos y rapidos
ensayos para observar el correspondiente visual al calculo
algebraico habitual, completando la orientacién algebraica
con otra mds intuitiva.

La Realidad Fisica

La palabra geometria significa, como sabemos, “medida de la
tierra” La medicion de longitudes y angulos es imprescindible
para resolver la mayor parte de los problemas fisicos.

Pero, tradicionalmente, el proceso de medir era muy costoso.
¢Cémo medir la distancia entre dos ciudades? No es que no se
supiese como hacerlo, el verdadero problema significaba lle-
var la teoria a la practica. Los antiguos medios de transporte,
las penosas condiciones en que se realizaba y la relativa exac-
titud de los instrumentos de medicién originé que la elabora-
cién de mapas precisos costase mucho tiempo e ingenio.

Hoy contamos con sofisticadas herramientas que nos permi-
ten visualizar ficilmente amplias regiones terrestres. Lo que
antes era una arriesgada aventura de anos, ahora lo podemos
hacer en unos minutos.

Ejemplo 3. Mediciones directas

Dentro de ciertos margenes, podemos considerar algunas
superficies terrestres como practicamente planas. Si dispone-
mos de una foto a escala conocida tomada desde el cenit, o
préximo a él, importandola a GeoGebra podremos realizar
diversas mediciones: distancias, areas y dngulos. La siguiente
imagen corresponde a la medicién del drea de una darsena
usando los comandos Poligono y Area de GeoGebra.

Ejemplo 4. Optimizacién

Tal vez no deseemos medir, sino buscar un punto determina-
do que cumpla una serie de requisitos. También aqui
GeoGebra nos puede ayudar. En este ejemplo se desean inter-
conectar tres ciudades mediante una autopista de forma que
la longitud total sea minima, para ahorrar costes. La solucién
tedrica se conoce como punto de Fermat (o primer punto de
Fermat).



Normalmente, las restricciones impuestas por la presencia de
poblaciones, accidentes geogréficos y naturaleza del terreno,
no permiten ubicar el enlace de las vias en la posicidn exacta
del punto de Fermat. Pero podemos apreciar en la imagen que
la solucidén tedrica, donde los dngulos que forman las semi-
rrectas hacia las ciudades son iguales, no se aleja mucho de la
encontrada por los ingenieros.

Ejemplo 5. Esquemas

A veces las dimensiones de los objetos implicados no permi-
ten una correcta visualizacién proporcional, es decir, a escala.
Un conocido ejemplo es la representacion habitual de los pla-
netas orbitando alrededor del sol. Deberemos entonces susti-
tuir la escala por un esquema.

En la siguiente imagen tenemos un ejemplo. Se desea calcular
la distancia entre los ojos de una persona (situados en la ima-
gen a 100 m sobre el nivel del mar) y la linea de horizonte. La
elevacion de la persona es muy pequeiia con relacién al radio
de la Tierra, asi que, con el fin de crear una figura que nos
ayude en la resolucién del problema, diseiamos la construc-
cién de forma que los objetos no sean proporcionales.
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Lo importante es que la mirada del estudiante se dirija hacia
dos claves: el angulo recto que forma la linea de visién con el
radio de la tierra en el horizonte y la diferencia de altura con
respecto al centro del planeta. El teorema de Pitdgoras se
encarga del resto.

De forma similar, el siguiente esquema permite averiguar qué
porcentaje de la superficie lunar es visible desde nuestra posi-
cién en un momento dado. Un sencillo ejercicio para iniciar-
se en la trigonometria.

Ejemplo 6. Observaciones cotidianas

Todo el mundo sabe, o al menos sospecha, que la imagen vir-
tual correspondiente al reflejo de su cuerpo que ve al otro lado
del espejo tiene sus mismas dimensiones. Pero desde el punto
de visién del que asi se contempla, lo que ve sobre el espejo es
una imagen mas pequeiia. ;Cudnto mas pequena? ;Cudnto
mide la imagen que se forma en el espejo? La construccién
correspondiente ayuda a entenderlo mejor. Primero observa-
mos que la longitud de la imagen en el espejo no varia, da igual
lo cerca o lejos del espejo que situemos a la chica. Después
intentamos descubrir por qué. La semejanza existente entre
los dos tridngulos que comparten angulo en el ojo de la chica
nos da la respuesta.

Los espejos no solo plantean problemas. También ayudan a
resolverlos. La siguiente imagen muestra una mesa de billar y
sus reflejos especulares. La bola roja también ha sido refleja-
da. El objetivo que se presenta es averiguar en qué punto debe
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golpear a la primera banda o bien qué angulo deberd mante-
ner el taco al golpear la bola blanca para que esta contacte con
la roja después de rebotar en tres bandas.

La construccién permite relacionar la simetria de los angulos
de incidencia y reflexién con una simple linea recta, facilitan-
do tanto la resolucién del problema como su comprension.
Este mismo enfoque también permite resolver facilmente el
célculo de la ruta de minimo recorrido entre dos puntos situa-
dos en caras distintas de un poliedro, por ejemplo, como en el
problema de la araia que quiere atrapar a la mosca.

Ejemplo 7. Lugares

El GPS es un sistema de localizacién basado en un receptor
que usa el tiempo que tarda en llegar las sefiales procedentes
de como minimo tres satélites (cuatro si se desea precision)
para determinar la posiciéon que ocupa en el espacio (latitud,
longitud y altura).

Este sistema, muy conocido y usado actualmente, tiene un
precedente en dos dimensiones. Se conoce como navegacion
hiperbdlica. Todavia hoy lo utilizan muchos barcos para cono-
cer su posicion en el mar.

Los emisores de las sefiales son radiofaros situados en la
costa. Todas las emisiones estan sincronizadas, algo funda-
mental para el funcionamiento del sistema. Desde el barco se
puede medir la diferencia de tiempo entre la recepcion de la
sefial procedente de un radiofaro y de otro y traducirlo a dife-
rencia de distancia. La curva de los puntos cuya diferencia de
distancia a dos puntos permanece invariante es una hipérbo-
la, asi que tres radiofaros -Cabo de Pefias, Santander y
Donostia- generan tres hipérbolas, pues cada par genera una.
Alli donde se corten estas hipérbolas estard el barco. En la
imagen, las lineas discontinuas corresponden a los puntos
equidistantes de cada par de radiofaros (mediatrices).

La realidad 16gica

Para un efectivo aprendizaje de las matematicas es necesario
desarrollar las capacidades de observacién y razonamiento, de
andlisis y argumentacién. Estas competencias son requeridas
para la correcta comprension de la realidad, para la resolucién
de los problemas y para la comunicacién eficaz de las ideas.

El dinamismo que caracteriza las construcciones de
GeoGebra propicia la facil comprobacién de nuestras conje-
turas e incluso, como veremos mads adelante, la creacién de
nuevas conjeturas.



Por otra parte, el poder de la imagen como recurso de apren-
dizaje es enorme. Incluso cuando no existe una imagen evi-
dente correspondiente a una propiedad o relacién, intenta-
mos buscar alguna otra imagen que ayude a su comprension.

Ejemplo 8. Interconexiones matematicas

En la siguiente imagen se muestran cuatro fases de la misma
construccién dindmica disenada para encontrar la férmula del
area de un circulo. De nuevo, las ideas de perimetro, drea y
simetria se encuentran conectadas.

En el siguiente ejemplo se muestra una construccién geomé-
trica que representa el producto de dos numeros reales. La
relacion 5 (-2) = -10 se puede escribir como -2/1 = -10/5. Se
trata pues de una proporciéon que puede interpretarse como
una relacién de semejanza entre dos tridngulos... jincluso res-
petando la regla del producto de signos!

En el siguiente ejemplo, la criba de Eratéstenes nos sirve de
soporte para observar cémo los mdltiplos de cada primo se
encuentran sobre hélices cilindricas si se interpreta el grafico en
tres dimensiones, o sobre sinusoidales si se interpreta en dos.
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Ejemplo 9. Proyecciones

Aunque GeoGebra no dispone (al menos de momento) de un
entorno tridimensional, es posible realizar proyecciones de
puntos espaciales mediante el uso de listas que recojan las tres
coordenadas de cada uno. Luego nos servimos de un calculo
automdtico (el producto por una determinada matriz) que
realiza la proyeccién usando uno, dos o tres angulos como
parametros. La variacién de estos dngulos permitird la rota-
cién de la construccién como si diésemos vueltas a una esfera
(por un solo circulo maximo, como el ecuador, si usamos un
angulo, también por los meridianos si usamos dos dngulos y
por cualquier circulo méximo si usamos tres dngulos).

Tanto en los ejemplos anteriores de “la arafia y la mosca” y el
cilindro de Eratdstenes” como en los ejemplos siguientes se
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han empleado dos dngulos de rotacién, 4 (horizontal) y b (ver-
tical). Asi, para un punto P representado por una lista con tres
coordenadas, el punto proyectado es:

P’ = (Elemento[P1] sin(a) + Elemento[P,2] cos(a), — Elemento[P,1] cos(a)
sin(b) + Elemento[P,2] sin(a) sin(b) + Elemento[P,3] cos(b))

La siguiente construccion se inicia con un icosaedro y permi-
te la observacion de las transformaciones que sufre el polie-
dro al someterlo a un proceso continuo de truncamiento
mediante secciones planas perpendiculares a los segmentos
que unen el centro del poliedro con los vértices. Vemos asi
cémo van apareciendo distintos poliedros irregulares, y algu-
nos semirregulares como el icosaedro truncado (figura) y el
dodecaedro truncado, hasta llegar al poliedro regular dual del
icosaedro que es el dodecaedro, y a partir de este de nuevo
hacia el icosaedro.

Incluso podemos ir mds alld, y explorar en el plano, pero tam-
bién en el espacio, objetos que en principio solo tenian dos
dimensiones, como el cuadro Las Meninas de Veldzquez. Para
ello, basta asignar a cada objeto o personaje del cuadro sus
correspondientes coordenadas en la estancia. Asi, podemos
intentar determinar la posicién de los reyes en el cuadro
introduciendo en nuestra estancia virtual un personaje invita-
do (infiltrado) y observando cémo se comporta en las distin-
tas posiciones.

Las proyecciones también permiten analizar la flexibilidad o
rigidez de estructuras de puntos y barras. Es conocido que un
triangulo es rigido, mientras que un cuadrilatero no lo es, es
decir, el cuadrilatero mantiene algin grado de libertad inter-
no, es flexible. En la siguiente construccién se muestra una
estructura espacial formada por 12 barras de igual longitud
conectadas entre si como lo harian en un “cubo sin caras”.
Observemos que los vértices de los cuadrilateros que rodeari-
an cada “cara” no tienen por qué ser coplanarios. La ausencia
de caras rigidas dota de flexibilidad a la estructura (si bien
existen poliedros flexibles incluso con caras rigidas). El anali-
sis de cuantos grados de libertad internos mantiene esta
estructura constituye un excelente ejercicio matematico.




Ejemplo 10. Mecanismos

La construccién anterior recuerda a un artilugio mévil. En
efecto, en muchas ocasiones es posible crear modelos de la
estructura basica que permite a un mecanismo cumplir con el
fin para el que fue disefiado. Estas construcciones son parti-
cularmente notables por mostrar el uso que se hace de las
propiedades geométricas para conseguir el funcionamiento
deseado. A su vez, el estudio de esas propiedades resulta para
muchos alumnos més atractivo si aparecen relacionadas con
un propdsito especifico y conocido.

Ejemplo 11. La estrategia de Pulgarcito

El potente zoom de GeoGebra es una magnifica herramienta
para dejar marcas del trayecto en puntos precisos que formen
un rastro, al estilo Pulgarcito. Este modo de proceder es de
gran utilidad para determinar lugares geométricos desconoci-
dos a priori.

En la siguiente construccién se mide, por diseccién del circu-
lo amarillo de radio variable, el porcentaje de drea de inter-
seccion de este circulo con el tridngulo acutingulo ABC.
Movemos el circulo y observamos como varia ese porcentaje.
Cada vez que encontramos, para distintos valores del radio, el
valor mdximo del porcentaje dejamos una marca (puntos
blancos). Observamos que la trayectoria nos conduce del
incentro I hacia el circuncentro O.

Podemos imaginar la figura como un intento de optimizar la
iluminacién de una regién triangular con un foco de luz de
alcance limitado y perpendicular a ella, como una linterna o
una farola. En cada marca, el drea iluminada es méaxima.
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La precision alcanzada nos permite asegurar que tales puntos
no estan ni en la misma recta ni en la misma circunferencia,
sino en una hipérbola equildtera que pasa por el incentro, el
circuncentro y los tres excentros y por el punto simediano, lla-
mada hipérbola de Stammler. De esta forma tan sencilla
hemos determinado un lugar geométrico que sin esta ayuda
serfa dificil descubrir.

La realidad perceptiva

Ejemplo 12. Estimacion versus medicién

Las mediciones son necesarias para averiguar distintas carac-
teristicas de un objeto, como areas, volimenes, inclinaciones,
pesos, etc. Pero ademads evitan que nos dejemos engafar por
nuestra percepcién visual.

En la siguiente construccién las superficies amarilla y verde de
las mesas son congruentes: tienen la misma forma y dimen-
siones. Sin embargo, percibimos la superficie amarilla como
“menos ancha y mds larga” que la verde, percepcién que se
mantiene incluso girando la figura completa. Una rotacién
dindmica de solo una de las mesas nos puede sacar de nuestro
error.
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Ejemplo 13. Construccién versus dibujo

Las construcciones geométricas no son simples dibujos sino
expresiones gréficas de la variacién o permanencia de ciertas
propiedades, dependiendo del proceso constructivo empleado.

En la parte superior de la siguiente imagen podemos ver lo
que parecen cinco cuadrados iguales, solo diferenciados por
su posicioén y color. Pero tnicamente el de la izquierda lo es.
Es decir, si movemos los vértices libres de cada uno, el de la
izquierda permanecerd cuadrado, mientras que los demads
descubrirdn realmente qué tipos de cuadrilateros son: rectan-
gulo, rombo, romboide y trapecio rectangulo. Existen mads
posibilidades: un trapecio isdsceles, un trapecio cualquiera,
un cuadrilatero cualquiera e incluso la proyeccién plana de
una infinidad de objetos tridimensionales.

Ejemplo 14. Percepcion tridimensional

La siguiente imagen muestra distintos puntos de vista de la
misma construccién dindmica. Se trata de una réplica del
logotipo de una galeria de arte. Podemos observar el uso de
los planos de simetria para producir el efecto de cubo con solo
siete aristas.

Ejemplo 15. Fotografia y cine

La posibilidad de introducir en escena cualquier imagen, ya
sea para emplearla como fondo sobre la que trabajar como
para usarla como un objeto geométrico mas, permite aumen-
tar tanto la calidad estética como el atractivo de algunas cons-
trucciones.

En la siguiente figura se ve el resultado de aplicar una homo-
tecia a una imagen. Observemos las tangentes comunes a las
circunferencias correspondientes al London Eye. El centro y
los radios de la noria también estin construidos con
GeoGebra.

Ejemplo 16. Artes plasticas

Al poder incorporar imagenes de fondo, GeoGebra nos per-
mite analizar la composicién de distintas obras artisticas.

En la siguiente figura, podemos observar las lineas funda-
mentales de la composicién del cuadro Anunciacion de
Leonardo da Vinci. El lado mayor se ha dividido en cinco par-
tes iguales. La franja central determina un cuadrado, con dos
de sus lados definidos por dos cipreses, utilizado para hacer
entrar la luz y dirigir la mirada del espectador hacia las mon-
tanas. Las figuras del angel anunciador y de la Virgen estdn
enmarcadas por tridngulos isdsceles congruentes, con sus
vértices superiores equidistantes del centro.




Ejemplo 17. Estética del movimiento

Variando de forma continua el valor de un pardmetro, pode-
mos dotar a las construcciones de movimiento. Asi podemos
no solo observar las variaciones entre dos imdgenes consecu-
tivas sino el movimiento completo como objeto propio de
exploracién.

En la siguiente imagen se muestra una “instantanea” de la ani-
macién producida por la vibracién de una cuerda de una gui-
tarra al ser pulsada. La compleja curva resultante no es mds
que una suma baremada (las cinco primeras parciales de la
serie de Fourier) de las distintas funciones sinusoidales
correspondientes a los armdnicos del sonido emitido.

La realidad en la clase de matematicas

Hasta ahora hemos ejemplificado las realidades mediante una
coleccién de situaciones matematicas que podemos encontrar
en la mayoria de los curriculos de matematicas escolares de
secundaria y que son susceptibles de ser tratadas con
GeoGebra en clase. El profesor puede construir sus propios
disefios o tomarlos de ejemplos encontrados en Internet que
han sido evaluados por otros profesores en sus clases (ver
Recursos® de Intergeo). En otros casos los mismos alumnos
habran podido realizar sus construcciones.

Un breve resumen de los conocimientos de tipo conceptual
tratados en los apartados anteriores seria:

+ Geometria clasica: elementos y formas de la geometria
sintética, medida de dngulos. Areas: medida, estimacién
y célculo.
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+ Tridngulos semejantes, proporcionalidad (fracciones),
teorema de Pitdgoras, trigonometria.

» Estudio de funciones, continuidad, derivabilidad. Series
de funciones.

+ Movimientos en el plano y en el espacio: isometrias y
homotecia.

+ Geometria del espacio: poliedros, truncamientos.
Proyecciones. Simetria.

« Flexibilidad y rigidez de las construcciones.

También se han disefiado ejemplos con GeoGebra que se diri-
gen mas al corazoén de la actividad matematica: como se hacen
las matematicas. La mirada se ha enfocado desde el principio
de este articulo hacia la forma de hacer partiendo de la iden-
tidad matemadtica = método. Esto nos ha permitido introdu-
cirnos en temas como:

« Acercar al estudiante a la forma de pensar del matemdtico.

» Proponer una coleccién de situaciones de modelizacién
matematica y resolver problemas de optimizacién.

» Abrir un amplio abanico de conexiones de las matemati-
cas con otros campos de conocimiento: con la tecnolo-
gia, la fisica, los juegos y las distintas manifestaciones
artisticas (musica, pintura, arquitectura, etc.).

Como hemos visto, la geometria dindmica ha resultado muy
util cuando queremos provocar el acercamiento a un concep-
to matematico, sugerir un método para la resolucién de un
problema o proporcionar practica en ciertas destrezas. Pero
atn hay mas, GeoGebra puede convertirse en una herramien-
ta fundamental en el trabajo de la clase de matematicas y pro-
vocar cambios en la misma organizacién de la clase. Lo vere-
mos en un ejemplo en forma de investigaciéon que se inicia
desde un punto de partida muy abierto que se puede modelar
en clase para alumnos de distintos niveles.

Ejemplo 18. Investigaciones en clase. La mitad

El enunciado no puede ser mas sencillo para un curso de
secundaria ya que intentaremos que todos los estudiantes pue-
dan entrar en el juego propuesto en la clase las matematicas:

Enunciado

Dado un cuadrado, una forma de
construir, dentro de él, un poligono
cuya drea sea la mitad consiste en
tomar los puntos medios de dos lados
opuestos y unirlos con un segmento.

Investiga otros procedimientos.
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El problema, ademads de ser inicialmente facil de abordar, con-
tiene una intencionada ambigiiedad que permite cuestionarse
una coleccion de preguntas. ;Valen curvas? ;Se pueden cruzar
las lineas? ;Qué entendemos por procedimiento? ;Qué enten-
demos por poligono? ;La solucién ha de darse dibujada,
expresada verbalmente, nombrada por el poligono resultante
o las tres cosas a la vez? ;Cémo demostrar que es realmente la
mitad? ;Qué significa demostrar para un alumno de secunda-
ria? ;Cudndo daremos una demostracién por valida? Y asi un
sinfin de preguntas que profesor y alumnos deben responder
como corresponde a una investigacion.

Es muy sencillo obtener en clase distintas soluciones a la pre-
gunta planteada y dibujar poligonos dentro del cuadrado cuya
area sea la mitad; los alumnos obtienen como soluciones dis-
tintos tipos de tridngulos, cuadrilateros y poligonos con
mayor nimero de lados. GeoGebra también puede ofrecer las
mismas soluciones que el dibujo sobre papel con igual o
mayor facilidad. La aportacién principal que ofrece es la posi-
bilidad de obtener soluciones dindmicas, es decir, permite que
dejemos uno o varios puntos libres y hacer que la construc-
cién dependa de ellos con lo que realmente estamos yendo
mds alld en la busqueda de procedimientos.

En el siguiente applet tenemos la version fija de algunos pro-
cedimientos en la que el poligono esta estrictamente determi-
nado por las condiciones de la construccién. Junto a ella a su
derecha se ha disenado la version animada en la que se han
dejado puntos méviles representados con un estilo grueso y
en color rojo.

Hasta ahora hemos centrado el punto de vista en la idea de
poligono, de esta forma:

« Pasamos del rectdngulo inicial (puntos medios de lados
opuestos) a otro rectangulo que tiene por base la mitad
del cuadrado y por altura el lado del cuadrado.

« Transformamos el tridngulo isdsceles (que tiene dos vér-
tices en un lado del cuadrado y el tercero en el punto
medio del lado opuesto) en un tridngulo escaleno al con-
siderar que el tercer vértice puede estar en cualquier
punto del lado opuesto.

+ El paralelogramo formado por dos vértices opuestos y los
puntos medios de dos lados opuestos se ha convertido en
otro paralelogramo distinto que solo ha de tener por
altura el lado del cuadrado y por base su mitad.

+ El rombo formado por dos tridngulos iguales que tienen
por base una diagonal y por altura la cuarta parte de la
otra se transforma en un cuadrildtero cualquiera toman-
do un par de paralelas.

Todas estas ideas tienen un componente algebraico afiadido al
geométrico. Pero ademdas podemos dirigir la mirada a un pro-
ceso matematico de otro nivel como es el de la generalizacién
y ver coémo unas soluciones no son en realidad mas que casos
particulares de otras mas globales: el rectdngulo del enuncia-
do o el tridngulo rectingulo e isdsceles (unir dos vértices
opuestos con un segmento) no son mas que casos particulares
del trapecio construido al tomar una linea recta que pase por
el centro del cuadrado.

Ejemplo 19. Isometrias

GeoGebra proporciona una excelente herramienta para estu-
diar los movimientos en el plano. Uno de los lugares mas
espectaculares para hacerlo es el andlisis de las simetrias en
los mosaicos. Con geometria dindmica no solo podemos ver
cémo un mosaico queda invariante por una traslacion, una
rotacion, una simetria axial o una simetria con deslizamiento,
sino que ademds podemos idear secuencias animadas para
representar estas transformaciones en el mosaico.

Ejemplo 20. Mosaicos con medio cuadrado

El que hayamos buscado la mitad de un cuadrado da pie a pro-
poner una nueva situacién con el punto de vista afiadido de
los movimientos en el plano. ;Qué pasaria si coloreamos el
poligono (mitad) obtenido y hacemos copias como si fuera
una celosia?

Aqui vemos lo que le ocurre a un trapecio rectangulo cuando
lo giramos cuatro veces alrededor de uno de sus vértices y des-
pués trasladamos la baldosa asi obtenida en dos direcciones:



La utilizacién de distintos procedimientos y movimientos da
lugar a soluciones sorprendentes como la que encontramos
para el hueso de la Alhambra de Granada y también para
generar otras baldosas que encontraremos en los mosaicos
nazaries como el avién, un par de estrellas, la aguja o la hoja.
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Como en el mosaico de los trapecios rectangulos, también en
las siguientes construcciones de baldosas se ha dejado algin
punto con un cierto grado de libertad representado por el
punto mas grueso de cada uno de las figuras.

La investigacién se inicié6 con medio cuadrado y ya estamos
construyendo mosaicos mediante isometrias. Un paso mas y
podemos analizar los mosaicos a partir de sus elementos de
simetria, comprobar que cada uno de estos mosaicos corres-
ponde a uno de los 17 grupos cristalogréficos, que pueden
disponer de centros de rotacidn, ejes de simetria y de simetria
con deslizamiento y dos vectores de traslacién independien-
tes. Podemos realizar una construccién con GeoGebra en la
que aparezcan paso a paso tanto el mosaico como sus ele-
mentos de simetria.

Ejemplo 21. Mosaicos de la Alhambra y de Escher

En el ejemplo anterior han aparecido baldosas utilizadas en la
Alhambra por los gedmetras nazaries. El paso siguiente con-
siste en visitar los trabajos de uno de los grandes admiradores
de estos mosaicos: M.C. Escher dedicé gran parte de su obra
a crear originales recubrimientos periddicos del plano.

GeoGebra facilita la creacién de secuencias que se inician con
un poligono (lo mas pequeno posible) al que se deforman los
lados para ir convirtiéndolo en una baldosa que normalmente
representa un animal o un objeto; seguidamente las simetrias
hacen surgir nuevas copias de esta figura para rellenar el
plano.
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Ejemplo 22. Arte matematico

Para finalizar, un ejemplo que condensa en una sola imagen
todas las realidades que hemos mostrado: fisica, logica, per-
ceptiva y su desarrollo en el aula. Se trata de un embaldosado
muy particular. La posibilidad que brinda GeoGebra de crear
herramientas personales, como los Dardos y Cometas de
Penrose que configuran este disefio, facilita enormemente la
creacion de construcciones en las que intervengan procesos
iterativos. |

NOTAS

! http://geometriadinamica.es
2 http://i2geo.net/xwiki/bin/view/Main/
3 http://i2geo.net/xwiki/bin/view/Main/

Este articulo fue recibido en Suma en octubre de 2010 y aceptado en abril de 2011
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ntroducci()n

En Espana existe una practica docente muy afincada en las
primeras edades de escolarizacion que consiste en acceder a
los sistemas externos de representaciéon —sobre todo nimeros
y letras escritos— sin asociarlos a su comprension, es decir, se
tiende a ensefiar de forma mecdnica los signos sin considerar
otros conocimientos y formas de representacion preliminares
—concretas y pictdricas— que faciliten su comprension. Desde
esta perspectiva, una de las pricticas mds habituales en
muchas aulas de Educacién Infantil consiste en que los nifios
y nifias resigan, copien o dibujen ntimeros a partir de un
modelo dado. Esta actividad todavia tan arraigada proviene
de perspectivas que histéricamente han atribuido un cardcter
estrictamente instrumental a los sistemas externos de repre-
sentacion (Tolchinski y Solé, 2009).

Sin embargo, desde hace ya bastantes afios las directrices
curriculares apuntan en otra direccion. Asi, por ejemplo, ya
en el marco de la LOGSE, el Real Decreto 1330/1991, de 6 de
Septiembre, por el que se establecen los aspectos bdasicos del
curriculo de la Educacién Infantil, se ofrecian las siguientes
orientaciones:

En lo que se refiere a la forma de representacién matemati-
ca, hay que tener en cuenta que el origen del conocimiento
l6gico-matematico estd en la actuacion del nifio con los obje-
tos y, mds concretamente, en las relaciones que a partir de
esta actividad establece entre ellos (...). Por esto, la aproxi-
macion a los contenidos de la forma de representacion mate-
matica debe basarse en esta etapa en un enfoque que conce-
da prioridad a la actividad préctica; al descubrimiento de las
propiedades y las relaciones que establece entre los objetos a
través de su experimentacion activa” (pag. 29622).

En las directrices curriculares surgidas a raiz de la LOE
(Orden ECI/3960/2007, de 19 de diciembre, por la que se
establece el curriculo y se regula la ordenacién de la
Educacioén Infantil) se sefala:

El gusto e interés por manipular textos escritos en diferentes
soportes (libros, revistas, periddicos, carteles o etiquetas),
participando en la interpretacién de imdgenes e inicidndose
en la diferenciacion entre las distintas formas de expresiéon
grafica (dibujos, numeros, lengua escrita)(pdg. 1029).

Angel Alsina

Universidad de Girona
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Desde este marco, este trabajo se propone analizar la practica
en el aula para comprender mejor cémo se aprende a repre-
sentar los numerales escritos, e indagar a partir de los resul-
tados obtenidos cudl es el momento mds adecuado para
fomentar su aprendizaje.

El aprendizaje de los numerales escritos

Marti (2003) establece que la construccién de los sistemas
externos de representacion se extiende, en las culturas occi-
dentales, desde los 2-3 afnos hasta los 9-10 anos aproximada-
mente, y distingue las notaciones como objetos gréficos y
como objetos semiéticos. Este autor senala que, desde el
punto de vista grafico, en primer lugar es imprescindible dife-
renciar los sistemas figurativos (dibujos, imdgenes) de los sis-
temas arbitrarios (especialmente escritura y numerales escri-
tos).

Respecto a la evolucién de la notaciéon numérica, Scheuer,
Sinclair, Merlo de Rivas y Tieche-Christinat (2000) sostienen
que se trata de un proceso lento y complejo, en el que los usos
de formas convencionales y no convencionales conviven
durante un largo periodo.

La evolucion de la notacion
numeérica, se trata de un
proceso lento y complejo, en el
que los usos de formas
convencionales y no
convencionales conviven
durante un largo periodo.

El primer eslabdn del itinerario de adquisicién de la notacién
numérica es la correspondencia término a término (Sinclair,
1991). En este nivel los signos varian segtn los nifos (formas
geométricas, dibujos, etc.), pero no dependen de la edad.
Estas primeras producciones notacionales se refieren exclusi-
vamente a la cantidad; la notacién se compone de caracteres
discretos, alineados; y en muchas producciones, un mismo
signo es repetido varias veces. Marti (2003) indica que el
siguiente paso es la produccién de un signo tnico como
representante de la cantidad. Se trata de un rasgo inherente al
sistema de numeracién decimal de dificil comprensién, dado
que se usa un solo signo para designar a toda una coleccién.

El hecho de que exista un objeto semidtico ya elaborado —los
nimeros escritos— que se transmite culturalmente ayuda a
esta construccién, y no es hasta que los nitlos comprenden
que un solo signo puede representar una pluralidad cuando

empiezan a usar los niimeros escritos. A partir de este momen-
to los niflos pueden comprender de forma progresiva las reglas
del sistema (Lerner, Sadovsky y Wolman, 1994). En este nivel, la
comprensiéon del valor cardinal (una unica expresién para
representar una cantidad) es fundamental, puesto que constitu-
ye el punto de partida para que los nifios puedan ir adentran-
dose en la comprensién de las reglas del sistema de numeracién
decimal: valor posicional, etc. Otros estudios se han centrado
en el andlisis de los distintos tipos de notaciones que realizan
los nifios y nifias durante el itinerario de adquisicién (Hugues,
1982, 1987; Pontecorvo, 1996; Scheuer et al., 2000).

No es hasta que los nifios
comprenden que un solo signo
puede representar una
pluralidad cuando empiezan a
usar los niimeros escritos.

Los estudios de Hugues y Pontecorvo, a pesar de que mantie-
nen algunas diferencias como por ejemplo el hecho de no
contemplar la representacion de la correspondencia biunivo-
ca entre los signos y los objetos a ser contados por parte del
primero, mantienen un cierto paralelismo respecto a los nive-
les posibles en la representacién de la cantidad: el primero, en
la que no existe sensibilidad o precisién hacia los aspectos
cuantitativos (representaciones idiosincrésicas); el segundo,
donde se pone en correspondencia un signo de representa-
cién con aquello que se representa (representaciones picto-
graficas e iconicas); y el tercero, donde se usa el numeral con-
vencional, aunque no siempre en un modo exclusivo (repre-
sentaciones simbdlicas).

El estudio de Scheuer et al. (2000) se centra en las estrategias
que utilizan niflos de edades comprendidas entre los 5 y 8
afios, con diferente historia escolar y familiar, en tareas en las
que se les pide anotar diferentes nimeros.

Un andlisis cualitativo de las respuestas de los 162 nifnos de la
muestra permite identificar siete categorias de notaciones que
van revelando la laboriosa adquisicion del conjunto de reglas
convencionales que subyace a la representacién numérica de
las cantidades.

Se trata de categorias mutuamente excluyentes, atin conside-
rando que un mismo sujeto puede presentar varias estrategias
alavez:
+ notaciones numéricas convencionales acordes con los
numerales convencionales;



.

notaciones multiples, en las que se regulan el nimero de
formas graficas en la notaciéon de acuerdo al nimero de
elementos en la coleccién basandose, por lo general, en
procedimientos de correspondencia uno a uno (una
forma gréfica para cada elemento);

.

formas para nimeros, que consisten en la produccién de
una Unica grafia arbitraria; formas para clases de ntime-
ros, que registran caracteristicas particulares de los
numeros pero la notacién no identifica de forma conclu-
yente el niimero representado;

.

notaciones logogramicas, que resultan del establecimien-

to de una correspondencia estricta entre la forma oral de
un namero y su notacién; notaciones compactadas, en
las que ademds de la correspondencia anterior, se empie-
za a integrar el principio de notacién posicional;

+ y otras notaciones, que incluyen formas que se desvian de
las descritas debido a errores suplementarios o de otras
particularidades, o bien producciones que registran la
naturaleza de los objetos que forman la coleccién en
lugar de su cantidad.

Metodologia

En este estudio, que forma parte de una investigacién mads
amplia en la que se analizaron las concepciones del profeso-
rado respecto al aprendizaje de la notacién numérica, partici-
paron 221 nifos y nifias y nifias de 3 a 6 afos de tres centros
escolares publicos de Girona. Se trata de nifios y nifias que
provenian mayoritariamente de sectores socioecondémicos
medios (los padres habian completado la escolaridad primaria
como minimo) y el resto de sectores altos (con estudios
secundarios o universitarios). De todos los participantes, 73
cursaban 1° de Educacion Infantil (3-4 afios); 75 eran de 2° de
Educacién Infantil (4-5 afos) y 73 estaban escolarizados en 3°
de Educacién Infantil (5-6 afos).

En las aulas de Educacion
Infantil espariolas existe la
costumbre de exponer los
numerales del 1 al 9 a través
de murales, con dibujos que
representan las cantidades.

Al afectuarse el estudio, los nimeros escritos estaban muy
presentes en las aulas ya que en las aulas de Educacién Infantil
espaiiolas existe la costumbre de exponer los numerales del 1
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al 9 a través de murales, con dibujos que representan las can-
tidades (se puede observar la grafia 2 junto con dos patitos,
por ejemplo). En los tltimos meses del 2° trimestre, cuando se
realizé el estudio, se trabajaba con los numerales 1 a 9, propi-
ciandose en general un pasaje rdpido de las colecciones con-
cretas a través de la manipulacién de materiales hacia la sim-
bolizacién convencional mediante practicas que consistian en
copiar, seguir el trazo o bien dibujar numerales escritos en
cuadernos y fichas. En algunos casos, se detecté también un
uso informal de los numerales escritos.

Instrumentos y procedimiento

Siguiendo el mismo procedimiento que en estudios prelimi-
nares (Scheuer et al., 2000) se emple6 una tarea sencilla de
produccién de notaciones. Se proponia al nifio que anotara
las siguientes cantidades, en el siguiente orden: 1 -2 -3 -4 en
1° de Educacién Infantil 1- 2 - 3 -4 -5 -6 - 7 en 2° de
Educacién Infantil y 1-2 -3 -4-5-6-7-8-9en 3°de
Educacién Infantil: todas las cantidades eran dictadas oral-
mente, en cataldn, a partir de la siguiente instruccién: “Te voy
a ir diciendo unos nimeros. Quizds ain no los hayas aprendi-
do en la escuela, pero seguro que tienes ideas para escribirlos”.
La eleccion de estas cantidades responde al hecho de que en
la mayoria de aulas de Educacién Infantil existe la creencia
que debe ensefiarse a escribir los nimeros hasta el 4 en 1° de
Educacién Infantil; hasta el 7 en 2°; y hasta el 9 en 3°.

Se optd por un interrogatorio de tipo clinico, ya que cuando
un adulto requiere a los niflos y nifas tareas notacionales, es
frecuente que éstos no empiecen ofreciendo su respuesta mas
idénea. En funcién de las respuestas de los sujetos, eventual-
mente se modificaban o introducian algunos items. Ademads,
se exploraban las posibilidades de los nifos para integrar dife-
rentes intervenciones de apoyo si era necesario (repeticion,
propuestas de comparacién de notaciones diversas, etc.)

Se analizaron las notaciones de los niflos. Cada notacién fue
analizada de acuerdo a dos criterios. El primero, de caricter
conceptual, intentaba especificar los aspectos numéricos que
el nifo integraba en su notacién (correspondencia término a
término, cantidad, palabra numérica, etc.). El segundo era el
andlisis morfoldgico, que especificaba las formas empleadas
(numeral convencional, signos como por ejemplo cruces, etc.)
Al analizar cada notacién se tuvieron en cuenta los gestos,
comentarios, notaciones previas o sucesivas del nino, lo que
resultaba indispensable para dar a las interpretaciones el
mayor grado posible de coherencia y objetividad. La clasifica-
cién de cada produccion se triangul6 con cada maestra tuto-
ra de forma independiente, con un acuerdo superior al 90%.
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Resultados

Partiendo de la base que para realizar el estudio se usé una
tarea notacional muy simple en la que los nifios anotaban
numeros que se dictaban oralmente, el nivel de producciones
no fue idéntico en todos los casos, sino que fue variable. Pese
a esta produccidén desigual de respuestas, ligada fundamental-
mente a la edad y al curso, a partir del criterio conceptual se
clasificaron las notaciones en tres grandes categorias, que se
muestran en la Tabla 1.

Notacion de la cantidad

Los nifos usan dibujos para representar can-
tidades.

En sus representaciones, que son concretas,
Nivel 1: ausencia de|realizan una correspondencia término a tér-
cédigo simbdlico mino: se trata de un sistema de notacién adi-
tivo.

Por ejemplo, para representar que se han roto
dos huevos, dibujan dos huevos rotos.

Los nifios usan simbolos pictéricos para
representar cantidades, realizando de nuevo
una correspondencia término a término. Por
ejemplo, para representar dos huevos rotos
usan diferentes tipos de representaciones que
todavia mantienen la correspondencia térmi-
no a término:

Nivel 2: aparicién de
cédigo simbélico

/I XX oo

Los ninos usan cddigos simbdlicos, transmiti-
dos culturalmente, para representar cantida-
des. Estos simbolos tienen una particularidad
“muy abstracta”> un solo simbolo permite
representar muchos objetos. Por ejemplo,
para representar dos huevos rotos usan el
nimero convencional 2.

Nivel 3: consolidacién
del cédigo simbolico
(alfabetizacién)

2

Tabla 1. Niveles de produccién notacional de nimeros presenta-
dos oralmente

El nivel 1 se caracteriza por la ausencia de cédigo simbdlico.
En esta fase los participantes demostraron tener ya un cierto
conocimiento de los nimeros, dado que habian recibido for-
macidn en la escuela, pero su conocimiento era sobre todo de
tipo pragmatico, es decir, habian memorizado el valor del
ndmero, pero para representarlo necesitaban que la instruc-
cion se acompariase de una contextualizaciéon. En consecuen-
cia, el tipo de representacion que realizaban los nifios eran
sobre todo dibujos. Como se indica en la tabla, en esta prime-
ra fase los nifos realizaron mayoritariamente una correspon-
dencia término a término, por lo que emplearon un sistema
de notacion aditivo. A pesar de esta similitud a nivel concep-
tual, a nivel morfoldgico las producciones de los nifos fueron
muy distintas. Aunque en todos los casos se trataba de dibu-
jos, éstos fueron diversos debido sobre todo a la contextuali-
zacién que se acompaiaba a la instruccidén.

En el nivel 2, en la que ya aparece el c6digo, los niflos mayori-
tariamente usaban un signo arbitrario como por ejemplo una
cruz para representar las cantidades. Durante esta fase se
observé también que, a nivel conceptual, los ninos estudiados
eran capaces de realizar una correspondencia uno a uno, aun-
que a nivel morfolégico hubo mucha disparidad, tanto en
relacién al uso de signos diversos como al tamano de los sig-
nos y su disposicidn en el papel: cruces, circulos u otras figu-
ras geométricas, palitos, etc. La tendencia mas habitual, sin
embargo, fue alinearlos en disposicién horizontal, uno detras
de otro.

En el nivel 3 los nifios utilizaban una notacién numérica con-
vencional. La Tabla 2 presenta la distribucién de las respues-
tas en los cursos objeto de estudio, de acuerdo con los tres
niveles de produccién notacional presentados.

1° Educacién | 2° Educacién | 3° Educacion
Infantil Infantil Infantil
(3-4 afios) (4-5 afios) (5-6 afios)
Nivel 1 Ausencia de o o o
cédigo simbolico 51 (69,9%) 6 (8%) 6 (8%)
Nivel 2 Aparicién del o o o
cédigo simbélico 9 (12.3%) 11 (14.6%) 8 (11%)
Nivel 3
Consolidacién del 13 (17,8%) 13 (17,8%) 62 (89%)
codigo simbdlico
Total de respuestas 73 (100%) 75 (100%) 73 (100%)

Tabla 2. Frecuencias y porcentajes de las respuestas para curso

Al analizar la tabla 2 se observa que las respuestas del nivel 1,
basicamente dibujos, fueron muy habituales en primero de
Educacioén Infantil, al ser necesario contextualizar, en cambio
en tercero ningn nifo necesit6é ya una contextualizacién vy,
por lo tanto, no usaron dibujos para anotar los niimeros.
Respecto a las respuestas de nivel 2, en el que se usan repre-
sentaciones pictoricas, el porcentaje de uso fue relativamente
escaso en los tres grupos de edad. En relacién a las respuestas
del nivel 3, en primero de Educacién Infantil hubo pocas
notaciones convencionales, pero se incrementaba considera-
blemente con la edad y el curso. Por su relevancia, se quiere
hacer notar que en este ultimo nivel se detectaron dos tipos
de producciones a nivel morfoldgico: independientemente del
tamano, un grupo reducido de nifios anotaron niimeros en su
disposicién convencional, mientras que la mayoria tendfan a
invertir alguna de las grafias de los nimeros, como se mues-
tra en la tabla 3.



1° Educacién | 2° Educacién | 3° Educacion

Infantil Infantil Infantil
(3-4 anos) (4-5 anos) (5-6 anos)
Notacién convencio- 0 (0%) 16 (27,6%) 21 (33,9%)

nal

Notacién convencio-

0,
nal invertida 13 (100%)

42 (72,4%) | 41 (66,1%)

Total de respuestas 13 (100%) 58 (100%) 62 (100%)

Tabla 3. Frecuencias y porcentajes de respuestas convencionales

Conclusiones

Los resultados ponen de manifiesto, como en trabajos prece-
dentes (Marti, 2000; Pontecorvo, 1996; Scheuer et al., 2000,
entre otros), que la adquisicidn de la notacién numérica es un
proceso que sigue diversas fases. Aunque en todos estos tra-
bajos no existe una coincidencia unidnime en relacién a dichos
estadios, a grandes rasgos hay un acuerdo generalizado en que
las primeras notaciones de los nifios son concretas (dibujos,
etc.) y parten de una correspondencia uno a uno, para pasar
posteriormente a utilizar notaciones pictdricas (cruces, etc.)
en las que se mantiene todavia una correspondencia término
a término y, finalmente, se usan ya los numerales escritos con-
vencionales.

Hay dos aspectos de los resultados que son especialmente sig-
nificativos: por un lado, en todas las aulas en las que se ha rea-
lizado el estudio, la ensefianza de la notaciéon numérica es una
practica educativa muy establecida que se realiza, sobre todo,
a través de estrategias diddcticas que responden a una meto-
dologia tradicional (copiar, seguir el trazo o dibujar nimeros
escritos). Por otro lado, debe resaltarse también el alarmante
numero de niftlos de mayor edad y nivel que siguen realizando
inversiones de numerales escritos.

El elevado nivel de inversiones de niimeros podria ser un indi-
cador que desde un punto de vista estrictamente evolutivo la
etapa de Educacién Infantil no es la etapa escolar mas ade-
cuada para aprender la notacién escrita de los numerales, tal
como indica Berdonneau (2008):

La caligrafia de las cifras no es indispensable en educacién
infantil, y es mejor esperar a la etapa sensible propia de cada
nifio, es decir, el momento en que estd realmente maduro
para este aprendizaje, que se realizard de forma mds rdpida,
facil y segura (péag. 295).

Este aspecto se sefial6 ya en el Real Decreto 1330/1991, de 6
de Septiembre:
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El acceso a los codigos convencionales, que como criterio
general debe realizarse en el primer ciclo de la educacion pri-
maria, es un largo proceso en el que las posibilidades evolu-
tivas del nino y la intervencion pedagdgica del educador han
de estar en relacion para un tratamiento educativo adecuado
(pég. 29622).

Como puede apreciarse, ya desde la década de los noventa del
siglo pasado las directrices curriculares que dirigen la inter-
vencion en el drea de matematicas senalan que el acceso a los
cédigos convencionales deberia realizarse como criterio gene-
ral en el primer ciclo de la Educacién Primaria. Asimismo, se
senala también, como se ha puesto de manifiesto en la intro-
duccion, que durante la etapa de Educacién Infantil la aproxi-
macidn a los contenidos de la forma de representaciéon mate-
matica debe basarse en un enfoque que conceda prioridad a la
actividad préctica.

En sintesis, pues, en este trabajo se concluye que:

a) La ensefianza formal de la notacién numérica deberia
retrasarse hasta el primer ciclo de Educacién Primaria,
mientras que en la etapa de Educacién Infantil —tal como
ya sugieren las directrices curriculares— unicamente
deberia iniciarse a los alumnos en este aprendizaje, ayu-
déndoles sobre todo a diferenciar las distintas formas de
expresion gréfica;

b) Los modelos tradicionales, que han enfatizado la ense-
fnanza de la notacién numérica a través de practicas
pedagégicas como por ejemplo copiar, dibujar o seguir el
trazo numeros, repercuten sobre todo de manera negati-
va en la alfabetizaciéon matemadtica en las primeras eda-
des, por diversos motivos: porque se propicia que los
alumnos escriban ndmeros sin garantizar su compren-
sion, cuando en realidad sé6lo deberian representar sim-
bélicamente aquello que comprenden; y porque la repre-
sentacion del cédigo escrito convencional implica habili-
dad motriz, es decir, los nifios y ninas deben aprender la
direccionalidad de los signos, representarlos en espacios
limitados, etc. Este tipo de aprendizaje “consume” mucho
tiempo, puesto que los nifios y nifias de las primeras eda-
des, tal como se ha justificado, no tienen la suficiente
madurez para realizar este tipo de aprendizaje.

Es necesario, pues, seguir realizando en el futuro nuevos estu-
dios que traten de analizar, sobre todo, las concepciones del
profesorado entorno a este tema para intentar promover una
transformacion de éstas, y, como no, informar sobre las prac-
ticas educativas mas adecuadas durante la etapa de Educacién
Infantil para avanzar hacia una ensefianza de los numerales
escritos menos instrumental. |
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Searching mathematical models: “The bad marks case”
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lgunos modelos matematicos

El origen de la experiencia lo podemos localizar en algunas
de las actividades, unas cotidianas y otras no tanto, de cual-
quier profesor o profesora:

+ Al modificar una nota final, a algtin estudiante, en algu-
na sesion de evaluacién.!

« Al participar en el proceso de seleccién de aspirantes a
profesores® de Secundaria (obligatoria, ESO, y Bachille-
rato) y plantearse la modificacién de las calificaciones
obtenidas por los participantes.

+ Al leer una revista de diddctica de las matematicas y
encontrarnos con una referencia expresa al problema del
que estamos hablando, concretamente en Arcavi (2007)
podemos leer:

Un estudiante de escuela secundaria regresé a su hogar contan-
do que su maestra/profesora de matemiticas estaba desconten-
ta con las calificaciones de sus alumnos en una prueba escrita
que habian realizado sobre funciones, atribuyéndolo a que quiza
las preguntas propuestas habian sido un tanto dificiles. La maes-
tra decidié “ajustar” esas calificaciones usando un factor de
correccion de esta forma: si la calificacion original era x, en una
escala de 0 a 100, pasaria a ser 10Vx. Es decir, si la calificacién
inicial fue x=81, la corregida seria y=90.

Este dltimo pérrafo nos interes6 desde el primer momento, ya
que mencionaba una funcién radical apenas mencionada en
el aula (reciproca de una polinémica de segundo grado, muy
utilizada en clase). También nos parecié motivador el uso de
la teoria de funciones a la hora de enfocar las posibles solu-
ciones del problema y, por dltimo, nos animé a profundizar
en el tema la conexién de la situacién con el proceso de
modelizacién matemadtica.

Algunos resultados matematicos

Antes de pasar a presentar la propuesta didactica, llevamos a
cabo un estudio, desde un punto de vista puramente matema-
tico, para descubrir, por nosotros mismos, los principales
resultados que se pueden obtener a partir del problema inicial.

Abraham Arcavi

Weizman Institute, Israel.

Constantino de la Fuente Martinez
IES C. Lopez de Mendoza. Burgos
Enrique Hernando Arnaiz

Colegio La Merced - Jesuitas. Burgos
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En primer lugar, hay dos cuestiones que, aunque van apare-
ciendo a lo largo del proceso, conviene acordar inicialmente:

+ Por un lado, parece 1égico que los modelos o factores de
correccion fde los resultados de un examen deben cum-
plir lo que a partir de ahora denominaremos la norma: si
el rango posible de notas es el intervalo [a, b] se debe
cumplir que, fla)=a que f(b)=b y que fla)=a<fix)<f(b)=b,
Vxe [a, b], es decir, las notas corregidas no deben salirse
del intervalo de notas permitidas.

« Por otra parte, otra condicién que deberan cumplir nues-
tros modelos de correccion es la condicién que llamare-
mos de justicia: una nota inferior en la prueba no puede
resultar, una vez hecha la correccién, por encima de
notas originalmente superiores, es decir, si x <x, =
¥,=fx,)<y,=flx,). Esta condicién puede controlarse facil-
mente al hacer un estudio grafico de la funcién de
correccion pues la pendiente de la gréfica no puede ser
negativa. ;Serd justo que la pendiente pueda ser cero, es
decir, que notas inferiores igualen (no superen), una vez
corregidas, a notas superiores? Admitiremos en un prin-
cipio que no* Otra cuestion a tener en cuenta en este
punto es la siguiente: si la idea es que la nota corregida
nunca sea menor que la original —queremos mejorar las
malas notas, es decir, que el factor de correccion aplica-
do beneficie siempre al alumno—, tenemos que ampliar
esta condicién de “justicia” con una segunda condicién
(de muy fécil y eficiente verificaciéon grafica ademas): el
grafico de la funcién del factor de correccién que usemos
no so6lo debe ser mondtono creciente (condicién ante-
rior), sino ademads estar por encima del grafico de la fun-
cién identidad fx)=x (salvo para el valor maximo, y algu-
nas veces para el minimo, segun queramos o no aumen-
tar el cero). Para el caso en que queramos bajar las notas
de un examen muy facil habria unos criterios anélogos.

Centrandonos ahora en el problema inicial, el de Arcavi
(2007), vamos a adaptar esa situacién al contexto espanol. Las
principales conclusiones de ello las presentamos en los
siguientes enunciados:

» Como comentaba el profesor Arcavi®, parece que un fac-
tor radical, como el que utiliz6 la profesora aludida en
esta historia, no serd de los primeros que nos vengan a la
mente, al abordar la cuestién de la modificacién de los
resultados del examen. Lo normal es que empezasemos
valorando modelos del tipo proporcional, mucho mas
sencillos, que conviertan la maxima nota que se obtuvo
en la prueba, a, en el mdximo valor posible a priori N,
cambiando las demds de forma lineal; es decir, modelos
del tipo®:

donde xe [0, N] es el valor de la nota original, y P ¥ (x) el
valor de la nota modificada, o también los que hemos
visto utilizar a compaiieros/as profesores/as:

— Subir a todos una misma cantidad fija ¢, y=x+c
— Aumentar un porcentaje, r, cada nota,

rx
y=x+——=|1+—— [
100 100
— Redondear la nota al nimero entero mds préximo, que
sea mayor que la nota, y=Ent[x]+1 .

Sin entrar a valorar las debilidades y limitaciones de estos
modelos, cuestiéon que dejamos como uno de los cometidos
de la propuesta diddctica, si sefialaremos que son los que
habitualmente surgen en clase al plantear esta cuestion.

Modelos con funciones radicales

Volviendo al modelo de correccidn radical, si las notas conse-
guidas pueden oscilar en el intervalo [0, N], siendo N la nota
maxima, légicamente, el modelo de correccién analogo al de
la profesora israeli serfa’ y:\/Nix donde y(0)=0, y(N)=N, cuyo
dominio es el intervalo [0, N] y en la que imagen, rango o
recorrido también se mantiene dentro de este intervalo®. En el
caso de notas pertenecientes al intervalo [a, b], tenemos que
el factor de correccién andlogo a y=10Vx serd flx)=
V(x—a)(b—a) + a con x€ [a, b]. Téngase en cuenta que fno exis-
te para valores de x menores que 4, ya que se cumple que:
(x—a)(b-a) 20 =>x(b—a)- a(b—a)=0=>(bza) = x(b—a)za(b—a)
= x>a.

Ademas la funcién cumple la norma, es decir, fla)=a, fib)=b,
es siempre creciente (por ser b>a), y cumple que la nota
corregida que nos proporciona es siempre mayor que la origi-
nal(VNx>x siempre que x<N, légicamente), condiciones que
se deben cumplir en todos los factores de correccién. Este
ultimo modelo puede ser muy util (y aprovechable) de obte-
ner tras un interesante trabajo en la clase.

Por otra parte, si nos planteamos la construccién de otros
modelos de correcciéon andlogos a y=VNx, podemos utilizar
las ideas de Hofstadter (1990) sobre algunos aspectos del pro-
ceso de creaciéon y descubrimiento en matematicas, concreta-
mente las que él denomina giros de botén®. En nuestro caso las
variables, que son las que componen la estructura del proble-
ma inicial, serian: indice de la raiz, exponente de N y/o expo-
nente de x. En este caso podriamos llegar a dos familias de
modelos de correccién que cumplen la norma: dejar inva-
riantes los valores 0 y N. Concretamente:



F,(x)=YN""%,G,(x)=YNx"" siendo xe [0,N]

Vamos a estudiar en profundidad las principales caracteristi-

cas

3

.

.

.

.

de esta familia de factores, que hemos denominado F,y G :
F (0)=0, F (N)=N. También G (0)=0, G (N)=N.

La forma en que varian estas funciones la apreciamos
gracias a sus derivadas:

en las que se descubre una curiosa simetria que parece
dar pie al estudio del papel del coeficiente y del expo-
nente en cada una de ellas.

También se verifica que:

’ ’

. _ . 1
lim F, (x) =+ey lim F,(x) =

x—0+ n

Por tanto el crecimiento de F, es mayor cuanto mds cerca
estamos de la nota 0 y menor cuanto mds cerca estemos
de la mayor nota, N.

Por otro lado:

lim G, (x) =+ey lim G, (x) _nd

x—=0+ x—>N- n

Si nos fijamos en las representaciones graficas de algunas

funciones F y G, figura 1, para notas en el intervalo
cerrado [0, 10], que es el intervalo de variacién de las
notas en Espaiia, un sencillo estudio comparativo nos da
idea del comportamiento de los factores de correccién
en relacién con la funcién y=x, que representa el factor
de correccion identidad (el que no modifica la nota).
Como podemos ver en la figura 1, los factores F, aumen-
tan cada vez mas las notas, a medida que aumenta , con-
trariamente al efecto de los del tipo G, que las suben
cada vez menos al aumentar el indice n. Esto lo podemos
resumir utilizando la idea de limite:

) 0six=0 )
£meﬁl(x):F(x)= N si xe (O,N];},T:G"(x)zG(x)zx
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Figura 1

Podriamos decir que la funcién F2(x):G2(x):\/m separa las
funciones que tienden a llevar todas las notas a la nota maxi-
ma, las F, de las que tienden a dejarlas como estaban inicial-
mente, las G,. Ademads el modelo F,=G, es el tinico factor de
correccion que pertenece a las dos familias de modelos.

«» Otra cuestién de interés es averiguar, para cada #, la nota
que se transforma en un aprobado raspado, N/2 , para
cada uno de los dos tipos de modelos, F vy G,
Resolviendo las ecuaciones:

y obtenemos los valores de x para cada uno de los mode-
los:

1 1
F——x=—N,yparaG,—x=——N
2;1 2n/n—1
Al ir variando el indice del radical, podemos ver cémo se con-
cretan los diferentes valores de x que se transforman en la
menor nota satisfactoria:

. N N | N N
Sin=2——x, =—, x; =—,sin=3——x, =—, x; =—,
4 4 8 J8
. N N
Sin=4—ox,=—, X; =——...
16 V16

Se dirfa, por tanto, que los factores G, no benefician tanto a
las notas muy bajas, como los F,. Con F, aprueban notas
menores que con G, excepto cuando #=2, en donde los dos
factores hacen que aprueben las notas a partir del valor'! N/4.

Como el factor verifica que si x=N/2" entonces F (x)=N/2 y
como:
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la nota que se transforma en N/2 puede ser todo lo pequeia
que queramos, con tal de tomar un indice # suficientemente
grande.

De forma andloga, como el factor G, verifica que si:

entonces G, (x)= N y como lim nAn[_l N
2 ng 2

_ N
x= 2n/n—1

la nota que se transforma en N/2 esta tan cerca de N/2 como
queramos, con tal de tomar n suficientemente grande, es
decir, podemos hacer que se apruebe con la nota que nos
parezca razonable, por debajo de N/2 y tan cerca de ese valor
COmo queramos.

» También podemos plantearnos una situacién distinta a la
anterior, aunque relacionada con ella: encontrar el indice
con el que se conseguird que una determinada nota c se
transforme en la menor nota de aprobado, N/2, tanto
para los modelos F, como para los G,. Se trataria de cal-
cular el indice # de la raiz para que se cumpla que si
ce[0, N], entonces F (c)=N/2. Resolviendo la ecuacién
correspondiente, despejando # y teniendo en cuenta que
es un numero natural, debe ser:

n = Ent[M}+l

Ln(2)

Analogamente, haciéndolo para las funciones:

G,(x)=YNx"" resultan :Ent[ Ln(N)—Ln(c) j|+1

Ln(N)—Ln(c)-Ln(2)

Como vemos, lo que hemos conseguido con estos resul-
tados de n es que tengamos la seguridad de que:

E(e)2 2y que G, (¢)>

|z

s6lo obtendremos la igualdad cuando c sea un valor para
el que 7 sea un numero natural, que no siempre lo ten-
dremos asegurado; de ahi la necesidad de ayudarnos de
la funcién parte entera.

» Otra cuestién interesante podria ser la siguiente:
¢Cuantas veces serd mayor la nota corregida respecto de
la antigua? Se trata de analizar los cocientes:

.

3

X X X
_ G, _YNe T _(NY
X X X

Silo queremos, por ejemplo, para p=2, podemos calcular
x para que la nota modificada por F sea igual a 2x. En
este caso tendriamos:

LN
P

Para el caso general, cuando:

N N
=| — = X =
p (x) %—1

Haciendo lo mismo para G,, obtenemos que:

(N i N
q: _ = X =

n

El estudio anterior, aunque en algunos momentos pudie-
ra parecer artificial, ha permitido familiarizarnos con los
modelos F, y G, y, como resultado de todo ello, hemos
encontrado una nueva familia de modelos que engloba a
las dos anteriores y generaliza la situacién. A estos nue-
vos modelos los denotamos por:

H(x)=XN's"" neN, iefo,1,2..n-1]

En este nuevo contexto, generalizacién de los modelos F,
y G, volvemos a situar los factores de correccién cono-
cidos hasta ahora, verificindose que:

— Para i=1, obtenemos los factores G .

— Para i=n -1, obtenemos los factores F,.

— Para i=n/2, obtenemos el factor F,=G,.

— Para i=0, obtenemos el factor Identidad y=x.

De esta forma, hemos conseguido generalizar el modelo
de correccién de notas que, inicialmente, era una fun-
cién radical de indice dos, a una familia de funciones, del
mismo tipo o andlogas, que contiene a todas las obteni-
das anteriormente.

Por dltimo, si las notas de un examen se distribuyen en el
intervalo [0, a], siendo a<N la maxima nota obtenida en
la prueba, podemos encontrar un factor de correccién
analogo a los anteriores que transforme la nota « en la
maéxima nota posible a priori, N, y a las demads notas las
modifique como lo hace el factor radical. Este factor sera:

N AR (AR



Como podemos observar, el factor H ' es el resultado de ope-
rar, mediante la composicion de funciones, los modelos:

P (x) N, ylos H) (x)=4N'x""

a

es decir, que:
H, (x)=H,[ P" (x)]

El colofén de todo lo anterior es una linea de trabajo que sim-
plemente dejamos apuntada y que es muy interesante:

Si las notas del examen fueran muy altas y la profesora qui-
siera modificarlas a la baja; es decir, deseara disminuir los
valores de las calificaciones obtenidas, ;qué modelos podria
utilizar?

Después del estudio anterior, la respuesta es sencilla: las fun-
ciones reciprocas de las anteriores, para la composicién de
funciones, sirven para ese cometido, ya que son funciones
potenciales, polinémicas'!, y son simétricas de las funciones
radicales respecto de la bisectriz del primer cuadrante, por lo
que sirven para disminuir los valores de las notas.

Llegados a este punto podria parecer que el tema esta agota-
do, pero no es asi. Siguen apareciendo nuevas preguntas que
surgen de manera natural:

¢;Podrian servirnos, como modelos de correccion de las notas
de ese examen, otros tipos de funciones?

La respuesta a esta pregunta nos ha permitido obtener unos
cuantos resultados nuevos, algunos de ellos realmente curio-
sos, a la vez que nos ha obligado a profundizar en el tema y a
utilizar de nuevo los giros de boton. Para no extender excesi-
vamente el articulo, presentamos los principales resultados
conseguidos:

Modelos con funciones logaritmicas
Deben ser funciones f de tipo logaritmo, que cumplan, por
supuesto, la norma: f(0)=0; fIN)=N, y no sean decrecientes en
ningun intervalo de su dominio. Podrian ser de la forma'
fx)=log (bx+1), (a>1). Claramente f{0)=0. Para que f{N)=N se
debe cumplir:
alN -1

N

log,(bN+1)=N=aN =bN +1= b=

Por tanto podemos considerar la funcién, que depende de la
base a, a la que podemos denotar por:

fa(x):loga(ﬂlzv_lx+1]

Para el caso de disminuir las notas, podriamos considerar la
correspondiente funcién exponencial®® (figura2).
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Figura 2

Modelos con funciones trigonométricas

La bisqueda de funciones trigonométricas que respondan a la
cuestidn inicial del cambio de notas es un problema muy inte-
resante desde el punto de vista matemdtico y, con la ayuda de
un programa informdtico de representacion grafica, podemos
hacer que el proceso tenga caracteristicas experimentales, sea
mucho mads agil y nos permita identificar de forma rapida los
modelos que son coherentes con la situacion inicial y la
resuelven; posteriormente vendra el analisis de los puntos
fuertes y débiles de cada modelo. Aqui vamos a presentar
algunas familias de modelos de este tipo que, con el fin de dar
la mayor generalidad posible, se han obtenido dependientes
de un pardmetro:

+ La primera de las familias de modelos trigonométricos
son las de la forma:

mx

T (x)=x+p-sen ~

Estas funciones satisfacen las condiciones acordadas al
principio (los valores 0 y N son invariantes) y, depen-
diendo del valor de p pueden dejar de ser validas.
Analizando sus representaciones graficas, para el caso
N=10y algunos valores de p, en la figura 3 podemos ver
que, para ciertos valores de p, las funciones tienen méxi-
mo en el intervalo abierto (0, 10), lo que las invalidaria
para resolver el problema por dos razones: la imagen o
recorrido de la funcién se sale del intervalo [0, 10] y, ade-
mas, la funcién no es siempre creciente en su dominio,
que era la condicién de justicia acordada inicialmente.
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Se pueden calcular los valores del pardmetro p para los
que estas funciones tienen sentido como respuesta al
problema inicial. La respuesta a esta cuestion es p=10/7,
que es el mayor valor para el que la funcién:

X
™ (x) =x+p-sen ~ verifica que TPN(x) <10, Vxe [0, 10]

p

Ademis, estas funciones alcanzan el maximo para:

10 -10
x=—-arccos| —
T - p

que es el valor que anula a la primera derivada de T "

Figura 3

+ La otra familia de modelos trigonométricos es la dada por
la ecuacién:

S:(x)=x+p—pcos(2.;AxJ

Estas funciones también verifican las condiciones
impuestas inicialmente, ya que los valores 0 y N'son inva-
riantes, pero, en funcién de los valores de p, pueden
dejar de ser vélidas si dejan de ser estrictamente crecien-
tes. Como vemos en la figura 4, para N=10, el calculo de
los posibles valores del pardmetro p, para los que el
modelo es adecuado a la realidad, es un bonito problema
para el que podemos dar algunas orientaciones que ayu-
den a su resolucién: las funciones sirven y no tienen
maximo si p<5/m.

Para los valores p>5/r las funciones tienen maximo aun-
que su imagen sigue siendo el intervalo [0, 10]; estas fun-
ciones podrian valer si relajamos la condiciéon de ser
estrictamente creciente en todo el intervalo. Por ultimo,
utilizando un programa informatico de representacién
grafica, podemos ver que para p~2,2, la funcién alcanza
el maximo en el valor x=6,3386 y su imagen es aproxi-
madamente 10. Para los valores de p mayores que el
anterior, la imagen de la funcién correspondiente se sale
del intervalo [0, 10], por lo que no es valida.

Figura 4

Nos queda responder a la cuestién inversa: ;qué funciones
podrian resolvernos el problema de bajar las notas? En el caso
de las funciones trigonométricas, vamos a presentar algunos
de los modelos que nos lo resuelven:

X

TN(x)=x—-p-sen| — ;S;=x—p+p~cos(%)

p

Queda para el lector la tarea de averiguar los posibles valores
de los pardmetros, para los que la funcién correspondiente se
adapta a las condiciones del problema real. También es muy
interesante, para la clase, trabajar los distintos sistemas de
medida de angulos y ver la necesidad de utilizar el radian
como unidad.

Algunos modelos para la ficcion
Las conexiones entre el mundo real y el mundo matematico
nos desvelan, a veces, una multitud de posibilidades que, aun-



que no sean vdalidas desde el punto de vista de la realidad,
desde el punto de vista matematico formal son coherentes y
podrian ser vélidas en otras realidades. ;Qué queremos decir
con esto? Nos estamos refiriendo a situaciones de ficcién, que
surgen de manera natural cuando nos adentramos en la reali-
dad. Por ejemplo:

¢Hay modelos de correccion de notas que aumenten unas y dis-
minuyan otras?

Proponemos a nuestros lectores el estudio de la familia de
funciones de la forma:

G,(x)=x+p-sen

Presentamos las representaciones graficas de algunas de ellas,
para que se puedan observar las modificaciones que producen
en las notas de la prueba. Como puede observarse en la figu-
ra 5, tomando N=10 y valores de p>0, aumentan las notas per-
tenecientes al intervalo [5, 10) y disminuyen las pertenecien-
tes al intervalo (5, 10], quedando el valor 5 como un invarian-
te de las funciones, ademds de ser el valor en que se encuen-
tra el punto de inflexién del interior del intervalo [0, 10].

Figura 5

Como podemos ver, p no puede tomar cualquier valor, pues
puede ocurrir que la imagen de la funcién no se mantenga en
el intervalo [0, 10]. Dejamos al lector el estudio de los posibles
valores del pardmetro y lo que ocurre cuando tomamos valo-
res p<O0.

Para acabar con este apartado de ficcion, qué mejor que pre-
sentar un modelo absolutamente caprichoso, para un profesor
o profesora de ficcion y unos estudiantes también de ficcion.
Nos estamos refiriendo a la funcién' y =x+sen(nx), de la que
presentamos su grafica'® en la figura 6.
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Figura 6

Propuesta para la clase

Fundamentacion didactica
Comenzaremos recordando la situacién inicial:

Un estudiante de escuela secundaria regresé a su hogar con-
tando que su maestra/profesora de matemdticas estaba des-
contenta con las calificaciones de sus alumnos en una prue-
ba escrita que habian realizado sobre funciones, atribuyén-
dolo a que quizd las preguntas propuestas habian sido un
tanto dificiles. La maestra decidié “ajustar” esas calificacio-
nes usando un factor de correccién de esta forma: si la califi-
cacion original era , en una escala de 0 a 100, pasaria a ser .
Es decir, si la calificacién inicial fue x=81, la corregida seria
y=901°.
El enunciado responde perfectamente a la idea de problema
semilla, de Davis y Hersh, (1988) y resaltamos esto porque
tiene mucho interés y utilidad para clase. En ningin caso
como en este ejemplo se puede ver cémo de la semilla se pro-
duce un bosque entero:

Comienzo con un enunciado inicial, al que llamaré “semilla”
Este enunciado ha de ser interesante y muy sencillo. El ejer-
cicio tiene por propoésito regar la semilla y hacerla crecer y
convertirse en una planta recia. De ordinario ofrezco a mi
clase una variedad de “simientes’, y ellos eligen la que quieren
regar, en funcién de su experiencia’’.

Por otra parte, como se ha podido ver a lo largo de la exposi-
cion de los resultados matemadticos previos, la situacién inicial
es un ejemplo tipico de modelizacién matematica, entendida
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como una de las competencias matematicas que aparecen,
entre otros, en Niss, (2003) y OCDE, (2004). Mds adelante, en
la propuesta diddctica, se intenta trabajar todas las capacidades
incluidas en la competencia de modelar matemdticamente.

Partiremos de la nocién de modelo matemadtico extraida de
Davis y Hersh, (1988):

Un modelo matemético es cualquier sistema completo y
compatible de ecuaciones matemdticas, disefiadas para que
se correspondan con alguna otra entidad. Tal prototipo
puede ser una entidad fisica, biolégica, social, psicolégica o
conceptual; tal vez, incluso, otro modelo matematico.

El término ecuaciones puede ser reemplazado por el de estruc-
turas pues no siempre se trabaja con modelos numéricos’®.

Sobre el proceso de modelizacién matemaética, debemos tener
en cuenta que, en la actualidad se estan dando pasos impor-
tantes en la descripcion del mismo, sobre todo en lo referen-
te a los procesos mentales que el estudiante pone en marcha
en sus distintas fases, asi como en los bloqueos que pueden
surgir en algunos momentos.

Para representar el proceso completo de modelizacién, vamos
a utilizar una adaptacién del esquema de Blum (2005), que
mejora la anterior propuesta de Blum y Niss (1991). En esta
representacion aparece una nueva subdivision de la parte del
mismo que describe el proceso en el mundo real; esto, que
anteriormente no se habia descrito explicitamente, profundi-
za en varios aspectos que evidencian la complejidad de la rea-
lidad.

Sin entrar a analizar en profundidad el proceso de modeliza-
cidn, sélo senalar dos elementos de interés:

a) el paso del modelo real al modelo matematico también
es denominado matematizacién horizontal y es cuando
se conecta el mundo real con el mundo matematico;

b) la conexién entre el modelo matematico y la solucién
matemadtica es denominada como matematizacion verti-
cal, que se produce dentro del mundo de las matemadticas.

Lo presentamos'’, a continuacién, acompanado de algunos
procesos mentales que aparecen en cada uno de los momen-
tos y que, desde nuestro punto de vista, son muy importantes
en cada fase:

Por otra parte, en la propuesta didictica también ocupa un
papel importante la contextualizacion como forma de cone-
xién entre lo académico y lo cotidiano®, que aparece en
Arcavi (2002) expresado de la manera siguiente:

Es notablemente evidente el éxito de este enfoque [matema-
tizacion]. No obstante, la matematizacién aparece como una
via de sentido tnico: desde lo cotidiano a lo académico.
Propongo considerar otra idea que podria resultar importan-
te cuando se trate de conectar significativamente lo académi-
co con lo cotidiano: la nocién de contextualizacién. La con-
textualizacién va en sentido opuesto de la matematizacién,
pero la complementa. Asi, para dar significado a un proble-
ma presentado con vestido académico, se puede recordar,
imaginar o, incluso, construir un contexto, de manera tal que
las particulares caracteristicas contextuales sirvan de anda-
mio y ampliacién de las matemiticas relativas a dicho pro-
blema?!.

Para aquellos lectores que tengan dudas sobre si la contextua-
lizacion siempre se da entre el mundo matemético y el mundo
real, él mismo nos ha aclarado la idea:

Concuerdo con que la contextualizacién puede ser un nexo
entre dos situaciones o temas cualesquiera y no necesaria-
mente cuando uno de ellos es de la “vida real’, sino cuando
una sirve de contexto (o de modelo) para la otra?.

Otro aspecto fundamental es la busqueda de conexiones entre
diferentes contextos y estructuras matemdticas, que es una
actividad esencial en todo proceso de investigaciéon matema-
tica. Para mostrarlo, vamos a apoyarnos en las ideas de Cainén
(1993) sobre el papel de las conexiones en el proceso de crea-
cién y descubrimiento en matematicas:

Los nuevos objetos sélo llegan a serlo si el mundo de los obje-
tos y relaciones anteriormente existentes encaja dentro de lo
nuevo. En la actividad del matematico, su alumbramiento
requiere una familiaridad previa con el universo de relacio-
nes con el que trabaja, y su aportacién consiste precisamen-
te en ofrecer la explicitacion de nuevas conexiones, nuevos
niveles de abstraccion desde los que resituar lo ya conocido®.



Las conexiones nos permiten, entre otras cosas, encontrar
nuevos contextos en los que dar sentido a las ideas matemati-
cas, reformularlas, transformarlas, situarlas en un nuevo
marco y alli estudiarlas. Por eso al trabajar las conexiones
estamos profundizando, también, en la contextualizacién.

La creacién se manifiesta de varios modos conducentes a
alumbrar relaciones y objetos no existentes —no expresables
en lenguaje- anteriormente. El descubrimiento consiste, sin
embargo, en hacer patentes las relaciones entre lo nuevo y lo
heredado y eso se da en el lenguaje®.

Lo nuevo sélo entra a formar parte del universo matemdtico
en la medida en que sus nexos con lo originario se hacen
patentes. Por eso, los avances son siempre de la creacion de
lenguajes que faciliten esta tarea y junto con ellos, nuevos
métodos de demostracion y posibles principios de validaciéon
de esas nuevas formas de demostracién®.

Como podemos ver en las dos tltimas citas, el alumbramien-
to de relaciones y objetos forma parte del proceso creativo, y el
descubrimiento se sitta a partir del encuentro de conexiones
entre los dos contextos, el inicial y el nuevo, jugando, el len-
guaje, un papel muy importante, ya que nos permite expresar
y hacer entendibles esos nuevos objetos, las relaciones y los
métodos propios.

Por otra parte, también creemos que este tipo de busqueda
aparece, con mayor intensidad, en la fase de matematizacion
vertical del proceso; es decir, dentro del campo de las mate-
maticas, en contraposicion con la matematizacién horizontal,
que intenta encontrar las leyes generales y regularidades del
modelo real.

Por ultimo, sefialaremos que la propuesta diddctica quiere
hacer de la resolucién de problemas y la investigacién mate-
matica los ejes principales de su desarrollo, entendiéndolos no
s6lo como una opcién metodoldgica o diddctica para la clase
de matemadticas, sino como una opcidn epistemolégica®, una
forma de entender y mostrar la estructura del conocimiento
matematico, y una forma de aprenderlo. A este respecto, con-
viene recordar las ideas de Legrand (1996) sobre el debate
cientifico en clase de matemdticas:

Un principio epistemoldgico: aquel que no haya tenido real-
mente la ocasién de jugar con auténtica libertad un verdade-
ro juego cientifico, no tendrd muchas ocasiones de interesar-
se por los razonamientos esenciales de la ciencia, de com-
prender la amplitud real de los resultados que establece
(comprender la potencia, pero también los limites, de estos
algoritmos y formas de pensar) y a continuacién, explotar
pertinentemente sus resultados para resolver mds cientifica-
mente los problemas que se le presenten?.

Propuesta didactica
La propuesta didactica se puede plantear a partir del 4° cur-
sode Educacién Secundaria Obligatoria (ESO), aunque los
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modelos y problemas mas complejos son mas adecuados para
alumnos/as de Bachillerato que pueden hacer uso de sus
conocimientos de andlisis matematico para resolver algunas
cuestiones de mayor dificultad.

Por otra parte, la propuesta responde a unos planteamientos
que, en la medida de lo posible, vamos a intentar hacer expli-
citos en las lineas que siguen.

Objetivos, metodologia y orientaciones diddcticas
En primer lugar vamos a enumerar los principales objetivos
que nos proponemos. Estos son los siguientes:

« Profundizar en el conocimiento de algunos modelos fun-
cionales que habitualmente se trabajan menos en clase:
radicales, logaritmicos y trigonométricos.

« Practicar la modelizacién matemdtica como una de las
competencias matemadticas mds importantes conectada
al proceso de matematizacion de la realidad.

+ Reflexionar sobre la utilidad e idoneidad de los modelos
matematicos utilizados, haciendo explicitas sus limitacio-
nes y proponiendo modificaciones que los hagan mas ade-
cuados a la situacién y a las condiciones que se tengan.

« Utilizar programas informaticos de representacion grafi-
ca, valorando su potencia como herramientas indispen-
sables en el quehacer matematico y el tratamiento de
algunas situaciones.

+ Contribuir al desarrollo de la competencia matematica
que hace referencia a la habilidad para comunicarse con
las matemadticas y comunicar sobre las matematicas.

« Acercar al alumnado al verdadero rostro de las matema-
ticas, a los modos y métodos de trabajo especificos de
resolucion de problemas, cuando se llevan a cabo peque-
fas investigaciones.

o Preparar a nuestros estudiantes para la invencion, incre-
mentando el gusto por ella y regando sus gérmenes
inventivos %,

+ Disenar modelos matemadticos cuyo resultado cumpla
ciertas premisas establecidas de antemano?®.

En segundo lugar, la metodologia a emplear, entendida en su
acepcién etimoldgica como camino a seguir para conseguir
los objetivos, tiene unas caracteristicas que se concretan en
las siguientes ideas:

+ Los contenidos que se trabajan van aumentando gradual-
mente su complejidad y abstraccién: desde los modelos
funcionales mas pegados a la realidad, se van introdu-
ciendo otros menos habituales hasta llegar a algunos
que, aunque no son propios de la vida cotidiana, son
igualmente vélidos desde el punto de vista matematico y
formal.

+ El uso del ordenador y de programas de representacion
grafica facilita mucho las tareas y provoca en el alumna-
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do una actitud muy positiva para seguir investigando,
mejorando los modelos y preguntindose cuestiones de
mayor dificultad y complicacién.

» La forma de trabajo del alumnado en clase es en peque-
flos grupos, entre dos y cuatro componentes. En ellos
elaborardn un documento colectivo que servird para la
evaluacion. Posteriormente, en la parte final, de mayores
complicaciones, se propondra pasar al trabajo individual,
en funcién del interés suscitado en el alumnado. En esta
fase, los alumnos/as que tengan interés en profundizar en
los modelos, llevardn a cabo un informe individual, en el
que recogeran los resultados conseguidos, que también
servird para la evaluacién de los aprendizajes y su cone-
xién con el desarrollo de las competencias matemadticas.

+ El papel del profesorado se vertebra alrededor de dos
aspectos fundamentales: por un lado plantea secuencial-
mente las cuestiones y problemas a resolver, y por otro
orienta a los grupos en las dificultades y en los resultados
que vayan encontrando, estimulando al alumnado a
seguir profundizando y a que se planteen ellos mismos
las preguntas y busquen las respuestas mas adecuadas.

+ El ambiente del aula es de enorme interaccién entre el
alumnado, en los grupos de trabajo, y entre éstos y el
profesorado. Las periddicas puestas en comun dirigidas
por el profesorado facilitan la reestructuracién de los
esquemas mentales, la reflexion personal de cada alum-
no o alumna vy, por tanto, el aprendizaje significativo.

Como deciamos mads arriba, el trabajo en clase debe ir acom-
pafiado de una reflexion previa en la que tomemos algunas
decisiones sobre, entre otros, estos asuntos:

« Nivel académico en el que se va a desarrollar la experien-
cia didactica. Esta propuesta no estd destinada, en un
principio, a ser puesta en practica en un nivel Gnico y
concreto, depende del tipo de funciones que se utilicen a
modo de “modelos de correccién de los resultados del
examen” y de lo que se pretenda hacer con ellas: medias,
porcentajes, graficas, inversas, comparaciones, propie-
dades y, para niveles superiores, limites y derivadas.

+ Objetivos didacticos que nos planteamos. En funcién del
contexto de la clase y de las intenciones que nos plante-
emos, podemos llevar a cabo la propuesta con mayor o
menor profundidad. Lo que es claro es que puede ser
adecuada para profundizar en algunos de los tipos de
funciones que, por lo general, menos aparecen en los
niveles de ESO y Bachillerato: las funciones radicales (a
las que hemos dedicado fundamentalmente nuestro
estudio) y las funciones trigonométricas, exponenciales
y logaritmicas diferentes a las tipicas, pues nuestro obje-
tivo sera determinar sus argumentos, ajustar sus graficas
a unos fines realistas y, en definitiva, crear nuestras pro-
pias herramientas, mas que trabajar con otras ya dadas.

+ La metodologia que vamos a emplear. Conviene tener

claro si vamos a trabajar en grupos, en parejas o de forma
individual, asi como el papel de profesor y alumnado en
el proceso, el uso de nuevas tecnologias, etc.

« Actividades previas de modelado. Si la temporalizacién lo
permite, serfa también aconsejable realizar algtn ejerci-
cio previo como ejemplo de modelado con funciones,
como pueden ser el del forense de la policia cientifica,
tan en boga en las series televisivas actuales, en las que,
usando las longitudes de los fémures humanos hallados
en el macabro escenario de un crimen, pretende estimar
la estatura de aquellos a los que pertenecieron; el del
fabricante de camisas que debe relacionar el tamarfio del
cuello con el de los puiios, a fin de que entren en los mar-
genes tolerables para una determinada talla, etc.

Podemos concretar estas actividades haciendo que los chicos
y chicas obtengan una coleccién de datos experimentales lo
suficientemente variados y realizando, con dichos datos,
pequenos ejercicios para intentar aproximar la relacién entre
las dos variables que se ponen en juego usando una funcién
como modelo, asi como intentando comprender y discutien-
do lo que significa que el modelo se ajuste mejor o peor a la
situacion que se estd trabajando. ;Qué queremos decir con
que el modelo se ajusta bien o mal? ;Cémo medir lo fino que
es ese ajuste?

Seria interesante llegar a acuerdos: establecer algunas normas
de “baremo” y unos criterios que nos permitan, por consenso,
decidir qué grupo ha estado “mds cerca” de los datos experi-
mentales.

Por el camino, aprendemos a dibujar e interpretar (y podemos
comprobarlo en el ordenador) las graficas que van saliendo,
analizar los tipos de ajustes...

Algunos ejemplos de actividades

Después de haber elaborado un marco de referentes didacti-
cos, pasamos a la accién llevando la propuesta concreta a la
clase. Comenzamos planteando el problema origen de esta
propuesta, el de la profesora israeli:

Actividad 1

Una estudiante de escuela secundaria israeli regresé a su
hogar contando que su profesora de matematicas estaba des-
contenta con las calificaciones de sus alumnos en una prueba
escrita que habian realizado sobre funciones, atribuyéndolo a
que quizd las preguntas propuestas habian sido un tanto difi-
ciles. La maestra decidi6 “ajustar” esas calificaciones usando
un factor de correccion en forma de funcidn, y = fix) , en el
que la calificacion original, en una escala de 0 a 100, usual en
aquel pais, erax y pasaria a ser y una vez corregida. Es decir,
si la calificacién inicial fue x=81, la corregida seria y=f(81).
:Qué factores de correccion podemos proponer a la profeso-



ra para que modifique las notas? Expresarlos en forma alge-
braica y representarlos graficamente. Analizar las ventajas e
inconvenientes de cada uno.*

Aplicalos a los resultados siguientes de un examen en una
clase de 25 alumnos y alumnas y analiza su idoneidad:

Notas 15 3 2’5 6 45 | 725 | 375 | 55 3’5
demasiado
bajas 6 4’5 5 15 3 025 2 4

x=3'75 | 55 4 | 325|475 | 275|425 | 35 2

¢Cbémo afectan los cambios a la media aritmética de las notas?

Actividad 2

La maestra decidi6 “ajustar” esas calificaciones usando un fac-
tor de correccion: si la calificacidn original era x (en una esca-
la de 0 a 100), ésta devendria en 10Vx. Es decir, si la califica-
cién inicial fue 81, la corregida seria 90. Aparentemente, este
factor es comun entre los maestros en Israel.

Adapta el factor de correccion de la maestra israeli a nuestro
pais, donde las notas estan entre 0 y 10. Exprésalo algebraica-
mente y haz su representacion grafica. Analiza sus ventajas e
inconvenientes respecto a los anteriores.

Para que puedas analizar otras opciones relacionadas con la
de la maestra israeli, te proponemos el factor de correccién
siguiente: a cada nota le asignamos la media aritmética entre
ella y la nota maxima posible. Este factor regala la mitad de la
distancia que hay entre la nota original y la maxima.

¢Qué factor es mas beneficioso para los estudiantes, la media
aritmética entre la nota original y la méaxima o la media geo-
métrica entre ellas?

Ampliando el estudio anterior, investiga lo que es la media
armonica de dos valores y compdrala con la media aritmética
y la media geométrica. ;Cual es la mas beneficiosa?

Actividad 3

Averigua el factor equivalente al de la actividad anterior para
los casos en los que el intervalo de posibles calificaciones que
un estudiante puede obtener en el examen sean los siguientes:
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Intervalo de notas |Factor de correccién
[0, 100] y=10Vx
[0, 10] y =V10x
[-5,5]
[10, 50]
[a, b]

Actividad 4
¢Podriamos variar este factor para obtener otros similares?
Prueba introduciendo algtin cambio en su expresién algebrai-
ca: indice de la rafz, exponente de 10 o exponente de x.
Analiza las caracteristicas de cada uno, su idoneidad y sus
limitaciones.

Las actividades siguientes proponen profundizar en los
modelos de correccién de tipo radical, explorando y descu-
briendo sus principales propiedades. Pasamos directamente a
la actividad en la que se propone otro cambio de modelos.

Actividad 9

Construye algtn factor de correccién de tipo logaritmico que
sirva para mejorar las calificaciones de un examen respetando
las condiciones estipuladas.

Actividad 10
Comprueba que las siguientes funciones trigonométricas:

X X
y=x+(1—cos?)ey=x—(1—cos?)

también se pueden usar a modo de factores de correccién.

¢Qué tipo de situacion problemadtica en cuanto a los posibles
resultados “extranos” de un examen podria resolver cada una?

Haz sus representaciones graficas y analiza las semejanzas y
diferencias que hay entre ellas.

Las actividades siguientes profundizan en los modelos trigo-
nométricos hasta donde se pueda con los estudiantes, tenien-
do presente que se puede trabajar un mayor nivel de profun-
dizacién encomendando, a alguno de ellos, la elaboracién de
algin trabajo monografico sobre el tema; esto suele dar muy
buenos resultados.

Englobamos en la actividad siguiente algunas de las cuestio-
nes posteriores, para no alargar el documento.
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Actividad 14

El objetivo principal de las actividades anteriores ha sido subir
las notas de un examen, utilizando para ello una familia de
funciones como factores de correcciéon. Para completar el
estudio nos vamos a estudiar otras posibilidades que podia-
mos habernos encontrado:

¢Habr4d factores de correccion para bajar las notas de un exa-
men muy facil?

¢Habra factores de correccién que aumenten o disminuyan de
una forma distinta a como lo hacen las funciones anteriores?

¢Habra factores de correccién que aumenten unas notas y dis-
minuyan otras?

¢Habr4d factores de correcciéon que aumenten unas notas y dis-
minuyan otras de manera caprichosa, por ejemplo, que
aumente las notas entre 0 y 1, disminuya las notas entre 1y 2,
y asi sucesivamente?

Conclusiones

Pensamos que uno de los desafios en la didactica de la mode-
lizacién es encontrar situaciones interesantes para los alum-
nos, de manera que no sélo les motiven, sino que el mundo
que se estd modelando les sea conocido vy, por lo tanto, pue-
dan aportar preguntas, creatividad, etc. mas alla de situacio-
nes modelizables que les sean mds extrafas, o que requieran
conocimientos de base que ellos no tienen, que duplicarian el
esfuerzo que ya les supone a los alumnos este tipo de traba-
jos/investigaciones lamentablemente no muy habituales en
clase de matemadticas.

Por otra parte, es bastante complicado intentar reflejar toda la
riqueza de la experiencia en unas pocas paginas. Por nuestra
parte lo hemos intentado, aunque quizds queden muchos
detalles implicitos; si fuera asi pedimos disculpas por ello. En
cualquier caso, deseamos acabar enumerando una serie de
conclusiones®,, que pensamos pueden ser utiles para los pro-
fesores y profesoras interesados en estos temas, centrandonos
en dos aspectos: a) ideas para el profesor/a sobre las activida-
des y tareas a proponer al alumnado; y b) sobre el trabajo del
profesor/a en este tipo de procesos y con este enfoque:

Sobre las caracteristicas de las actividades que propongamos
a la hora de trabajar en clase, debemos senalar las que nos

parecen mds resenables:

» Adecuadas para el uso de la particularizacién, la analogia
y la generalizacién.

« Susceptibles de variaciones y modificaciones.

+ Con pocas variables y que sean facilmente medibles.
« Propicias para un trabajo posterior a su resolucion.
« Surgidas de la realidad, pero no exclusivamente.

Por ultimo, algunas orientaciones que pueden sernos utiles a
la hora de plantearnos llevar a la practica algunas de las ideas
presentadas. El profesorado debe:

« Practicar la resolucién de problemas con un marco teéri-
co adecuado.

» Conocer la estructura matematica que subyace en cada
problema o situacion a plantear, excepto en alguna inves-
tigaciéon mas profunda.

« Plantearse, en sus objetivos para cada curso, trabajar dos
o tres de estas tareas.

« Elegir la forma de trabajo que crea mds idonea para cada
problema o situacion.

« Tener como objetivo prioritario el proceso que se genera
a partir del problema semilla, no la solucién de la activi-
dad.

« Ser consciente de que casi todos los problemas y situa-
ciones pueden hacerse ideales.

» Tener en cuenta que los conceptos de “problema real” o
“realidad matematizable” son subjetivos.

Y uno de los ingredientes mas importantes de nuestro traba-
jo: el entusiasmo del profesorado, el disfrute personal con lo
que decimos y hacemos en clase, son virus muy contagiosos
para bastantes estudiantes. |
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1 Por ejemplo, si subimos un punto la nota de algiin alumno, pasar de un
4 a un 5 supone un aumento de un 25% en la nota; en cambio pasar de
un 9 a un 10 supone un aumento de algo menos de un12%. En Espaia
las calificaciones se sittian entre 0 y 10 puntos.

2 Este proceso, en Espaiia, se denomina cotidianamente participar en un
tribunal de oposiciones. El tribunal lo componen 5 profesores y lo de
oposiciones es para ilustrar la idea de que se compite con el resto de los
participantes para obtener una de las plazas de profesor convocadas.

3 Arcavi, A. (2007). El desarrollo y el uso de los simbolos, p. 73.

4 Cuando, posteriormente, se trabajen modelos mas complicados, y para
favorecer que aumente el nimero de factores que se pueden variar y de
tipos de funciones con los que trabajar, seria interesante que se permi-
ta a los alumnos utilizar todo tipo de modelos, aunque la funcién sea
decreciente en algunos intervalos. Algunos de nuestros ejemplos mds
complejos tampoco cumplirdn esta norma de justicia.

5 En su conferencia plenaria, dentro de las XIII Jornadas de Aprendizaje y
Ensefianza de las Matemdticas (XIII JAEM), julio de 2007, Granada, Espaiia.

6 En el caso de que alguna nota haya alcanzado el maximo valor posible,
a=N,

N
P]Q[(x) =—ux
N

el factor es el factor identidad, que no modifica la nota.

7 Este modelo de correccién de las notas no es otra cosa que la media geo-
métrica entre la nota maxima posible y la nota obtenida (lo cual ya a
una indicacién cualitativa del “lugar” al que llegard esa nota, es decir,
serd mas alta que la original pero menor que-la- mitad entre ésta y la
méxima, que serfa la media aritmética.

8 En el caso espaiiol, el factor andlogo es f{x)=V10x, x< [0, 10]

9 Hofstadter, D. R., (1990). Analogias con fluidos y la creatividad huma-
na, pp. 89-90. Textualmente, las ideas de Hofstadter son las siguientes:

El aspecto mds importante del descubrimiento matemadtico (contra-
riamente a la imagen habitual que se tiene de la demostracién como
el nucleo de las matemadticas) es la construcciéon de nuevos concep-
tos, uno detrds de otro, generalizando cada vez algin aspecto de los
anteriores. Por supuesto, cada construccion tiene propiedades que
no pueden ser controladas, sino tan s6lo descubiertas, en este senti-
do las matemédticas combinan la invencién y el descubrimiento.

La mayor parte de los nuevos conceptos se producen mediante cier-
tos tipos de recetas no escritas que todos los mateméticos entienden
intuitivamente, y que normalmente se pueden caracterizar por glo-
riosos giros del botén; esto es, partir de un fenémeno familiar, encon-
trarle algiin aspecto que hasta ahora habia permanecido fijo (éste
seria el bot6n) convertir explicitamente este aspecto en una variable,
y ver qué sucede cuando toma valores distintos del habitual.
10 Cuando n=2 ambos factores de correccién coinciden F,(x)=G,(x) como

habfamos comentado anteriormente.
11 Por ejemplo, para las funciones F,(x)=G,(x) la reciproca es y= x*/N .

12 También podfamos tomar la forma y = b-log, (x+1). En este caso debe ser

N
b=
log (N +1)

para que se cumpla que la imagen de la nota maxima, N, sea igual a N.
13 En cada uno de estos casos, podriamos construir la respectiva funcién
reciproca, que serfa una funcién exponencial que corregiria a la baja las
calificaciones de un examen demasiado fécil. Se trataria de la funcién:

-1 N x .
£ (x)= a*-1), exponencial de base a > 1.
a aN 1 ( )

14 Es un caso particular de la familia de funciones:

n-m-x

GZ(x):x+p~sen( ), para p=1,1n=10, N =10.

15 Si a esta funcién le sumamos una constante c tal que “eleve” su grafi-
ca por encima de f(x)=x, no cumplimos con la primera condicién de
justicia de lkas sugeridas anteriormente, pero si con la segunda. Seria
interesante analizar si habria algin criterio pedagégico que justifique
intercalar intervalos de aumento con otros de disminucién de notas.

16 Arcavi, A. (2007). El desarrollo y el uso de los simbolos, p. 73.
17 Davis, P. y Hersh, R. (1988). Experiencia Matemdtica, pag. 216.
18 Davis, P. y Hersh, R. (1988). Ob. cit., p. 67-68.

19 Adaptado de Blum, W. (2005). “Filling Up” — the problem of indepen-
dence-preserving teacher interventions in lessons with demanding
modelling task, p. 17-21. Se le han afiadido algunas actividades menta-
les especificas que se desarrollan en cada una de las fases del proceso.

20 Lo cotidiano en el sentido de familiar y real para el que lo experimen-
ta. Por tanto, lo familiar puede ser totalmente abstracto y formal y for-
mar parte de la realidad.

21 Arcavi, A., (2002). Everyday and Academic Mathematics in the
Classroom, p. 13

22 Palabras textuales del profesor Arcavi.

23 Cafidn, C. (1993). La matemdtica: creacion y descubrimiento, p. 356.
24 Cafién, C. (1993). Ob. cit., p. 356.

25 Caiidn, C. (1993). Ob. cit., p. 357.

26 Caidn, C. (1993). Ob. cit., p. 343: “La perspectiva abierta por el plantea-
miento de la HEURISTICA, lleva los primeros ensayos de Polya a un nuevo
nivel. No es sélo una cuestién metodolégica de un quehacer concreto, es
también una sistemadtica epistemoldgica. La fase creativa en Matemadticas
no esta regida por los andlisis 16gicos, sino por una indagacién que ha de
arriesgar nuevas visiones de relacionar conceptos y de crear otros nuevos.
Las consecuencias que este planteamiento tiene para la ensefianza de la
Matemdtica es muy grande, y ya se ha empezado a notar”

27 Tomado de Legrand, M., (1996). El Debate cientifico en clase de mate-
maticas. En La enseiianza de las matemdticas: puntos de referencia
entre los saberes, los programas y la prdctica, p. 171.

28 Polya, G. (1966). Matemdticas y razonamiento plausible, p. 465. La
idea aparece concretamente asi: “El resultado del trabajo creador del
matemético es el razonamiento demostrativo, una prueba, pero la prue-
ba se descubre por razonamiento plausible, es decir, por intuicién. Si
esto es asi, y yo lo creo, habrd un lugar para la intuicién en la ensefian-
za de las matematicas. La educacién debe prepararnos para la inven-
cién o, al menos, para el gusto por ella. En cualquier caso, la educacién
no debe suprimir los gérmenes inventivos en el estudiante”

29 No s6lo pretendemos que se analicen los efectos de utilizar los diver-
sos tipos de modelos de correccién que proponemos (a quiénes favore-
cen, perjudican, cudnto, etc), también es igual o mds interesante el pro-
blema inverso: disefiar modelos para que se consigan ciertos efectos
que nos podamos plantear. Por ejemplo, yo como profesor puedo que-
rer que no se beneficien ni los que tienen las mejores notas ni los que
tienen las peores, y quiero que mejoren su nota aquellos que estén al
borde de aprobar (o cualquier otra exigencia que nos parezca intere-
sante). ;Qué modelo puedo disefiar para este propdsito? Puedo, por
ejemplo, dibujar un gréfico que se ajuste a mis demandas y a partir de
ahf buscar la expresién analitica que mds se ajuste (entre las que ya
manejamos o, mejor adn, crear una nueva).

30 Aqui es donde suele aparecer una de las primeras cuestiones aludidas
anteriormente. ;A qué llamamos razonable cuando corregimos los
datos de un examen? ;A que cumplan la “norma” y que sean “justas”
como tratamos anteriormente? ;Otros condicionantes?

31 Que podemos considerar como orientaciones y consejos para los cole-
gas, extraidas de un proceso de innovacién y la posterior reflexién
sobre la prictica del aula. No son el resultado de una investigacién en
educacién matemadtica, sino el fruto de la puesta en practica de algunas
ideas fundamentadas, que, con frecuencia nos presentan los verdaderos
investigadores en didéctica de las matematicas, y que vienen a poner en
valor las ideas de estos tltimos.
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Sage: una aplicacion libre para matematicas
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Sage: A free application for mathematics
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Introduccién

En los dltimos ndmeros de Suma hemos leido con interés y
agrado un articulo (Rodriguez, 2009) y dos partes de una tri-
logfa (Real, 2009-1 y Real, 2009-2) sobre un sistema de célcu-
lo simbdlico, Maxima (http://maxima.sourceforge.net/).
Insistiendo en el empefio queremos contribuir con estas
notas a la difusién entre el profesorado de una herramienta
nueva probablemente util para la ensenanza y el aprendizaje
de las Matematicas: Sage, Software for Algebra and Geometry
Experimentation (http://www.sagemath.org/). Sage, de
hecho, incluye Maxima, ademds de ofrecer otras nuevas
potencialidades para su uso en las aulas.

En este articulo esbozamos en la primera seccidn el origen de
Sage y las motivaciones de su desarrollo, asi como algunas
reflexiones sobre la libertad. La segunda seccién trata sobre
las computadoras que pueden ejecutarlo e introduce el note-
book de Sage, una aplicacién para ejecutar Sage desde un
navegador web. En la tercera seccién se ilustran brevemente
algunas caracteristicas del software y se hace un rapido repa-
so de algunas de sus posibilidades de cémputo en relacién
con la ensefianza. La cuarta seccién explica cémo y dénde
descargarlo y usarlo, y proporciona algunos enlaces y referen-

cias para aprender mds y para instalar un servidor de Sage
propio accesible a través de Internet. Concluimos con una
muestra de las posibilidades que nos ofrece Sage, sacando
todo el rendimiento al modelo de desarrollo del software libre.

Historia de Sage

El creador de Sage es William Stein (http://wstein.org/), pro-
fesor de la Universidad de Washington. Stein tiene una gran
experiencia en la utilizacion de sistemas de dlgebra computa-
cional (CAS, por sus siglas inglesas) para el estudio de pro-
blemas en teoria de niimeros. Después de trabajar con diver-
sos sistemas, utilizé y ayudé a desarrollar el sistema Magma
(http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/), un CAS comer-
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cial muy especializado desarrollado en Australia. Su amplio
conocimiento de Magma le permitié ver las dificultades que
entrafia el modelo de software comercial en general, y del
software cientifico comercial en particular. A pesar de descu-
brir y documentar fallos en el sistema Magma, los propieta-
rios del sistema no se mostraron muy partidarios de corregir-
los. Es mas, tampoco se mostraron especialmente comunica-
tivos a la hora de explicar en detalle el funcionamiento de
ciertos algoritmos fundamentales. Lo cual, tratindose de soft-
ware para el tratamiento de las matemadticas, viene a ser como
si un matematico nos dijera que un teorema es cierto, pero se
negase a darnos la demostracion alegando cuestiones de pri-
vacidad comercial.

Después de varios encontronazos con los desarrolladores de
Magma, en el afio 2004 Stein tiene la loca idea de crear un
CAS gratuito de cédigo abierto, un CAS que cualquier estu-
diante o profesor pudiese utilizar sin restricciones de ningtin
tipo (incluyendo las econémicas) y que fuese cientificamente
riguroso, en el sentido de que todos los algoritmos y métodos
utilizados pudieran ser conocidos y mejorados por cualquie-
ra. En palabras de Stein, la misién de Sage era “creating a via-
ble free open source alternative to Magma, Maple,
Mathematica and Matlab” (crear una alternativa libre y de
cédigo abierto a Magma, Maple, Mathematica y Matlab).
David contra Goliat.

La empresa parecia titdnica, pero no se partia de cero. Habia
muchas cosas que hacer, pero algunas ya estaban hechas y se
podian utilizar: Maxima, Singular, GNUPlot... No se trataba
de inventar la rueda sino de construir un coche. Pronto la idea
empez6 a entusiasmar a numerosos especialistas en el drea y
la loca idea empez6 a tomar cuerpo. Curiosamente, una ame-
naza de los creadores de Magma (ver Stein, 2009) impulsé
definitivamente el proyecto de modo que en febrero de 2006
aparecia la versién 1.0 de la aplicacién. La historia de Sage
acaba de empezar...

Algunas otras consideraciones acerca de Sage y del software
matemadtico libre en general pueden encontrarse en Abdnades
et al. (2009).

Cémo utilizar Sage

Utilizar Sage es bastante sencillo una vez que hemos tenido en
cuenta algunos detalles. Para empezar, Sage se puede utilizar
de varias formas distintas, siendo la instalacién clésica en
nuestro propio PC una de ellas. Pero también podemos utili-
zarlo sencillamente lanzando un LiveCD (disponible en
http://www.sagemath.org/download.html) o, mejor aun, sin
instalar ni descargar nada, solamente conectindonos a
Internet.

La instalacién en un PC es sencilla, pero depende fundamen-
talmente del sistema operativo que utilices. Si usas Mac o
GNU/Linux la instalacién no puede ser mas simple: descarga-
te el fichero correspondiente de:
http://www.sagemath.org/download.html

descomprimelo y ejecttalo. Todo funciona a la primera. Si
utilizas un sistema Windows la instalacién es algo mas labo-
riosa (ya que Sage, de momento, no tiene una version nativa
para Windows, aunque Microsoft estd subvencionandola). Te
damos mads detalles sobre la instalacién bajo Windows un
poco mds adelante. En todo caso, para instalar Sage en tu PC
lo mejor es visitar su pdgina web y seguir los enlaces (un
poquito de inglés sera de gran ayuda).

Pero suponemos que de momento optards por la solucién més
cémoda, que es seguir leyendo sin descargarte nada, y tal vez
probar la opcién mas rapida: usar Sage a través de Internet.
Aunque es posible usar cualquier navegador, por razones de
seguridad y facilidad de uso te sugerimos el uso de Firefox
(http://www.mozilla.com).

Para un primer contacto con Sage, desde tu navegador puedes
visitar alguna de las siguientes direcciones:

http://sagenb.org

https://sagenb.kaist.ac.kr:8022/
Te recomendamos utilizar la primera, que es la canénica. La
segunda, aunque lejana pues el servidor estd fisicamente en
Corea del Sur, presenta la particularidad de que vive siempre
el mismo dia: a las 6:00 a.m. todo se pone a cero y jvuelta a
empezar! Podremos, como Bill Murray en Atrapado en el
tiempo, hacer lo que queramos sin que nuestros actos tengan
consecuencia alguna. Si te decides por esta segunda (o cual-
quier otro servidor de Sage que use el protocolo seguro https)
encontraras un aviso de seguridad del navegador como el
mostrado en la figura 1.

Figura 1. Advertencia de seguridad cuando accedemos a un servi-
dor seguro Sage.

En este caso, éste es un mensaje estandar y es seguro aceptar
la excepcion. Para ello haz clic en Entiendo los riesgos, después
en Afniadir una excepcién y por tultimo en Confirmar excepcion



de seguridad. Deberias entonces ver en tu pantalla la figura 2.
Estds en la pagina inicial del cuaderno de trabajo de Sage, el
notebook.

Figura 2. La pantalla inicial del notebook de Sage.

En la parte derecha de la pantalla puedes ver dos enlaces (en
azul): el de abajo ofrece la posibilidad de curiosear por las
hojas de trabajo, worksheets, de otros usuarios, sin necesidad
de registrarse. Es interesante hacerlo, pero ten en cuenta que
la mayoria de las hojas estan en inglés y son documentos sin
pulir; ademds, no podras ejecutarlos (aunque si copiarlos una
vez tengamos nuestra propia cuenta). Con el enlace de arriba,
en cambio, puedes hacerte con una cuenta en ese servidor
(jno, no es necesario enviar ningn SMS!). Hazlo, y empeza-
remos a usar el notebook. Puede que tengas algin problema
con la velocidad de la red. Los servidores de sagenb.org estan
fisicamente en el estado de Washington (EEUU) y, aunque
estan mejorando continuamente, todavia no tienen la poten-
cia de los servidores de Google.

Una vez dentro del sistema encontraras una pantalla como la
que muestra la figura 3. En ella, haz clic en New Worksheet y
renombra la hoja si el sistema te lo pide.

Figura 3. El notebook al entrar por primera vez como usuario/a
con cuenta.

Ya puedes empezar a hacer calculos: haz clic en la celdilla y
escribe algo sencillo, por ejemplo, 2*3. Si evaltas (clic en eva-
luate o shift+Enter o, en algin Mac, shift+Return) obtendras
lo esperado, tal como muestra la figura 4.
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Figura 4. Celdillas de trabajo del notebook de Sage

Si has escogido instalar Sage o probar con el LiveCD, sigue las
instrucciones de instalacién y ejecuta la aplicacién.
Encontrards una pantalla de texto que mas o menos dice

| Sage Version 4.2, Release Date: 2009-10-24 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |

sage:

Teclea notebook(), luego Enter y se lanzara el navegador con
una pagina local como la mostrada en la figura 3. A partir de
ahi se procede igual que en el acceso web.

Trabajando en el notebook de Sage

En la seccién anterior ya has hecho tu primer calculo. Aqui
insistimos con otros ejemplos para que te hagas una idea de
cémo funciona el notebook. Mostramos lo que has de escribir
alineado a la izquierda y la salida en el mismo tipo de letra
indentada a la derecha. Por ejemplo el célculo anterior sera

2*3

Hay dos comandos clasicos al demostrar las posibilidades de
un sistema de célculo: el primero se refiere a la impresion

print “hola,’; print “mundo!”
hola,
mundo!

y el segundo es el factorial. ;Un momento! ;Cémo se invoca: !,
fact, ...? Si escribimos fac y apretamos Tab obtenemos todos
los comandos que empiezan por esas letras

fac (+ Tab)
factor factorial factorization

y clicando en la segunda queda escrita como entrada. Para
decidir si es la adecuada podemos pedir ayuda anadiendo una

interrogacién después del comando

factorial?
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con lo que aparece un cuadro de texto como el parcialmente
mostrado en la figura 5, que resuelve la duda.

Figura 5. Fragmento de la ayuda relativa al comando factorial.

Si anadimos un segundo signo de interrogacién obtendremos
el cédigo fuente usado en la evaluacién del comando, dando
asf libertad al usuario para comprobar la correccién de los
algoritmos usados.

Una de las caracteristicas mas llamativas de los sistemas de
célculo es su capacidad para obtener representaciones grafi-

cas precisas. La sintaxis de Sage en este aspecto es parecida a
la de Mathematica. Por ejemplo

plot(sin,(-pi,pi))
var('y’); plot(sin(y),(y,-pi,pi))

devuelven la grafica esperada (figura 6). Nétese que en la lti-
ma linea hay que declarar explicitamente la variable usada.

Figura 6. Gréfica del seno devuelta por Sage.

En cuanto a representacién tridimensional, Sage integra un
applet, Jmol, mediante el cual es posible interactuar desde el
notebook con la superficie representada. Por ejemplo, la
siguiente orden dibuja un cono de eje z (figura 7)

var(‘x y 2’); implicit_plot3d(x"2+y"2-z"2,(x, -2, 2),(y, -2, 2),(z,-2,2))

2.0 -2.0

Figura 7. El cono z*=x’+y”.

El célculo de limites, derivadas, integrales... es también el
usual en estos sistemas

lim((1+1/x)"x,x=00)
e
diff(sin(x)*log(x"(1/x)),x)
-(log(x)/x"2 - 1/x"2)*sin(x) + log(x"(1/x))*cos(x)
integrate(-(log(x)/x"2 - 1/x"2)*sin(x) + log(x"(1/x))*cos(x))
log(x)*sin(x)/x
maxima.taylor(cos(x), x, 0, 4)
1-x72/2+x"4/24

Esta ultima computacion (y algunas de las anteriores, si bien
de manera no tan explicita) recurre a Maxima: las capacida-
des de calculo simbdlico en Sage son, en gran parte, deudoras
de Maxima.

Esto es un ejemplo concreto de la filosofia de Sage ya men-
cionada: no reinventa la rueda, construye un coche. Si un soft-
ware para un determinado campo es libre y es eficiente se
incorpora al sistema. Por ejemplo, en:
https://kimba.mat.ucm.es:9000/home/pub/5/

puede verse una hoja de trabajo en Sage que permite calcular
la envolvente de un tipo especial de escaleras (las que se des-
lizan por una pared experimentando, mientras lo hacen, una
variacién de su longitud). Puesto que los calculos necesarios
para la obtencion de la envolvente involucran eliminacién de
variables en anillos de polinomios se usa un programa especi-
fico para ello, Singular (http://www.singular.uni-kl.de/).
Aunque tedricamente podria usarse Maxima, nos ha resulta-
do més comodo utilizar aquel. Otra muestra mds de libertad
dentro de Sage.



Ha de notarse que esta hoja de trabajo ilustra ademads otra
valiosa aportacion del notebook de Sage: la posibilidad de
incrustar applets en las hojas de trabajo, como muestra la
figura 8 respecto a GeoGebra (http://www.geogebra.org/).

Figura 8. GeoGebra dentro del notebook de Sage

No es el objetivo de este articulo ser un manual de Sage, sino
simplemente dar noticia de su existencia y utilidad. Quien lea
esto sabrd sin duda por propia experiencia que cuando real-
mente se aprende es cuando se hace. Como verdaderos docu-
mentos de referencia se pueden citar varios, todos descarga-
bles del sitio sagemath.org. El manual de Sage (The Sage
Development Team 2010), nos familiarizard con el sistema en
pocas horas. Si buscamos escritos en castellano, sugerimos
Tébara (2009) para ver las posibilidades matematicas de Sage
y una traduccién castellana (Yanajara 2008) de un manual
para principiantes (Kosan 2007).

La instalacion en un sistema MS-Windows

Aunque la manera mas comoda de acercarse a Sage es a tra-
vés de Internet, donde ademads se tiene acceso a las hojas de
trabajo de otros usuarios y podemos compartir el trabajo con
nuestros colaboradores, en muchas situaciones es convenien-
te tener instalado Sage en nuestro PC.

Como ya hemos indicado, la instalacién de Sage en un Mac o
PC bajo GNU/Linux consiste basicamente en descargar el
fichero adecuado. La instalaciéon de Sage en un entorno
Windows no es mucho mads dificultosa, pero, al no existir una
distribucién nativa para Windows, nos obliga a proceder con
algo de cuidado.

En primer lugar, tenemos que bajar el fichero de instalacién
de Sage para Windows, que se encuentra en:

http://www.sagemath.org/download-windows.html

Podemos bajarlo de cualquiera de los servidores secundarios
(mirrors) disponibles, por ejemplo, de Redlris:

http://sunsite.rediris.es/mirror/sagemath/win/sage-virtualbox-4.3.zip
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Es un fichero grande (1 GB), con lo que incluso con las mejo-
res conexiones su descarga va a llevarnos cerca de una hora.
A continuacién, descomprimimos este fichero zip.

Antes de seguir con la instalacion, tenemos que instalar una
aplicacidn auxiliar. Se trata de un programa gratuito de codi-
go abierto, VirtualBox, en la versién de nuestro sistema ope-
rativo. Grosso modo, este programa nos va a permitir simular
un entorno GNU/Linux en nuestro PC de modo que podamos
usar Sage sin cambiar de sistema operativo. Lo encontraremos
en http://www.virtualbox.org/. Es ilustrativo el hecho de que
para instalar VirtualBox tengamos que hacer frente a nada
menos que seis amenazas, aceptando el riesgo que, segun
Windows, supone la instalacién de una aplicacién no recono-
cida por Microsoft, aunque tenga las garantias de Sun
Microsystems, empresa pionera y lider en el sector de la com-
putacidn. Este riesgo es, por otra parte, inexistente.

Una vez instalado VirtualBox, desde el menu Archivo, elegi-
mos Importar servicio virtualizado y seleccionamos el fichero
sage.ovf de la carpeta sage-virtualbox-4.3 que estd dentro de la
carpeta que se generd al descomprimir el archivo sage-vir-
tualbox-4.3.zip. Tanto el proceso de instalacién de VirtualBox
como la importacién de Sage desde VirtualBox puede tardar
varios minutos.

Una vez instalado Sage, desde la ventana de VirtualBox, ini-
ciamos la maquina virtual Sage, abrimos nuestro navegador
con la direccién que nos indica la maquina virtual...y jya esta
funcionando nuestro notebook!

Nuestra version de Sage, a pesar de estd instalacién algo mas
laboriosa, es plenamente operativa. Todas las hojas de trabajo
se guardan en la mdquina virtual. Podemos descargarlas todas
juntas a un fichero comprimido de nombre download_works-
heets.zip. Para ello, basta hacer clic en el enlace Download All
Active en la lista de las hojas activas. Este fichero contiene
todas nuestras hojas de trabajo, y se guarda en el directorio de
descargas por defecto de nuestro ordenador. Estas hojas se
pueden utilizar en cualquier otro ordenador donde tengamos
instalado Sage, o en un servidor Sage, subiendo el fichero con
el comando upload.

Posibilidades de desarrollo

El modelo propio de desarrollo de software libre que se aplica
en Sage, en el que grupos de matematicos y programadores
colaboran juntos para mejorar constantemente el sistema,
permite que nuevas funcionalidades e ideas de utilizacién sur-
jan cada dia. A este respecto, la regular visita a los grupos de
Google relativos a Sage es recomendable para quienes tengan
interés en mantenerse informados (en inglés) de las noveda-
des en este sistema. Para encontrarlos basta teclear sage goo-
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gle y alguna de las palabras edu, notebook o support en cual-
quier buscador.

Como hemos visto, Sage se puede utilizar via web siendo posi-
ble compartir hojas de trabajo con otros usuarios. Esto abre
ilimitadas posibilidades de aplicacién en el ambito docente:
clases guiadas en laboratorio, tareas a realizar en casa, traba-
jos en grupo...Sin embargo, el uso habitual de servidores Sage
ajenos puede suponer una limitacidn técnica. Por ello, de cara
a un uso en un contexto amplio, como el de un instituto o una
universidad, lo mds conveniente es instalar un servidor Sage
propio.

Montar un servidor Sage propio, si bien no es una tarea dema-
siado complicada, si requiere algunos conocimientos de
GNU/Linux y del funcionamiento de un servidor web. Las

instrucciones que da Dan Drake en:

http://wiki.sagemath.org/DanDrake/JustEnoughSageServer
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ntroducci()n

El campo de la Diddctica de la Matemdtica, durante la déca-
da de los noventa, consideré la problematica del aprendizaje
de las matemadticas en términos de procesos cognitivos y ya no
como una simple adquisicién de competencias y de habilida-
des segtin Azcarate, C. y Camacho, M. (2003). Ademas, en ese
mismo tiempo, se amplia el campo de los problemas investi-
gados, hasta entonces muy centrado en los conceptos basicos
de las matematicas de la ensefianza primaria (que correspon-
de al “pensamiento matemdtico elemental” entre los cuales
cabe destacar la Diddctica de la Geometria, por ejemplo), a
cuestiones relacionadas con el pensamiento matematico pro-
pio de los curriculos de los dltimos afos de bachillerato y pri-
meros cursos universitarios.

Recordemos que Piaget, ] (1896-1980) destaco lo siguiente: en
la etapa de las operaciones formales (de los 11 afios en ade-
lante) los adolescentes pasan de las experiencias concretas
reales a pensar en términos légicos mas abstractos. Son capa-
ces de utilizar la légica propositiva para la solucién de proble-
mas hipotéticos y para derivar conclusiones. Son capaces de
emplear el razonamiento inductivo para sistematizar sus
ideas y construir teorias sobre ellas; pueden usar el razona-

miento deductivo para jugar el papel de cientificos en la cons-
truccién y comprobacién de teorias. Pueden usar un lengua-
je metaforico y simbolos algebraicos como simbolos de sim-
bolos. Son capaces de pasar de lo que es real a lo que es posi-
ble, pueden pensar en lo que podria ser, proyectdandose en el
futuro haciendo planes en teorias cognoscitivas en la etapa de
desarrollos formales.

Relevancia del trabajo para la Educaciéon
Matematica

Cuando nos referimos a procesos cognitivos implicados en el
pensamiento matemédtico avanzado, pensamos en una serie

Julio César Barreto Garcia
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de procesos matemadticos entre los que destaca el proceso de
abstraccidn, la cual consiste en la substitucién de fenémenos
concretos por conceptos confinados en la mente. Segtn
Azcarate, C. y Camacho, M. (2003), de los cuales tomaremos
parcialmente en cuenta sus reflexiones, no se puede decir que
la abstraccién sea una caracteristica exclusiva de las matema-
ticas superiores, como tampoco lo son otros procesos cogni-
tivos de componente matematica tales como analizar, catego-
rizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar,
formalizar, pero resulta evidente que estos tres ultimos
adquieren mayor importancia en los cursos superiores: la pro-
gresiva matematizaciéon implica la necesidad de abstraer, defi-
nir, demostrar y formalizar. Por otro lado, entre los procesos
cognitivos de componente mas psicoldgica, ademdas de abs-
traer, podemos citar los de representar, conceptualizar, indu-
cir y visualizar. Sin embargo, en las matematicas elementales
las descripciones se construyen sobre la experiencia (percep-
cién visuo-espacial, interaccién con proceptos' operaciona-
les), mientras que en el mdas alto nivel de las matematicas
avanzadas (conocimiento formal), las propiedades de los obje-
tos se construyen a partir de definiciones. Debemos estar
pendientes ya que saberse de memoria la definicién de un
concepto no garantiza en absoluto comprender su significado;
en realidad, comprender quiere decir tener un esquema con-
ceptual de forma que se asocien ciertos significados a la pala-
bra que designa el concepto: imagenes mentales, propiedades,
procedimientos, experiencias, sensaciones.

Marco tedrico y calidad bibliografica

En los Modelos Cognitivos se considera de acuerdo a Azcarate,
C.y Camacho, M. (2003), por un lado, la definicién de un
concepto matemdtico como una secuencia de palabras o una
definicion verbal del concepto, fruto de su evolucion histéri-
ca. Se podra distinguir entre las definiciones formales, conve-
nidas y aceptadas por la comunidad cientifica de los matema-
ticos en un momento dado (que se suelen encontrar escritas
en los libros y mas atin en manuscritos antiguos), y las defini-
ciones personales que utilizan las personas (estudiantes, pro-
fesores, matemadticos) como interpretacién, construccién o
reconstruccion de una definicién formal.

Sfard (1991) habla de dos tipos de concepciones de un mismo
concepto matemadtico: las concepciones que llama operacio-
nales cuando se tratan las nociones matemadticas como proce-
sos dindmicos, algoritmos y acciones, y las concepciones
estructurales cuando se consideran los conceptos matemati-
cos como objetos abstractos estaticos. Si bien afirma que los
dos tipos de concepciones son complementarias “la habilidad
para ver una funcién o un niimero, a la vez como un proceso
y como un objeto es indispensable para una comprensién pro-
funda de las matemadticas, cualquiera que sea la definicién de
comprender” (On the dual nature of mathematical concep-

tions: reflections on processes and objects as different sides of
the same coin, Educational Studies in Mathematics, Vol. 22,
pp. 1-36). Por ejemplo: la expresion flx)= x*—9 representa
simultdneamente el proceso de cémo calcular el valor de la
funcién flx) para un valor particular de x y el objeto, es decir
el concepto de funcién para un valor general de x. Se habla de
un procepto “molde”

En cuanto a las expresiones:

X .
lim , im——, —
=l x-] 220 x =1 2

2.9 senx & 1
)y

representan el proceso de tender a un limite y el objeto valor
del limite, pero sin incluir el procedimiento de cdlculo especi-
fico para obtener ese valor. En este caso se trata de un pro-
cepto “estructural” Segtin Azcarate, C. y Camacho, M. (2003),
de aqui surge la necesidad de describir y aprender cémo fun-
cionan ciertos sistemas de representacion: representaciones
de escritura decimal de los nimeros, representaciones grafi-
cas de formas (funciones o no), representaciones de la escri-
tura literal y algebraica, representaciones que son las figuras
en geometria, las cuales vamos a tomar muy en cuenta en el
desarrollo del presente articulo.

Metodologia y resultados

Duval (1996), considera dos caracteristicas esenciales de la
actividad matematica: el cambio y la coordinacién de los
registros de representacién semiética. Por ejemplo, si se con-
sideran los registros de representacion: lingiiisticos (lenguaje
natural, escritura algebraica, lenguaje formal) u otros regis-
tros (figuras geométricas, gréaficos cartesianos, tablas, etc.), se
entiende por cambio de registro de representacion “a la con-
version de la representacion de alguna cosa en una represen-
tacion de esta misma cosa en otro sistema semiético”. Por
ejemplo, “realizamos un cambio cuando al resolver un pro-
blema matemdtico usamos un gréfico cartesiano para repre-
sentar una funcion y en el siguiente paso de la resolucién,
expresamos con una ecuacion algebraica la misma funcién”.
(Quel cognitif retenir en didactique des mathématiques?
Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol. 6, 3, pp.
349-382. (1999). Actas del PME 23, pp. 3-26).

La actividad geométrica involucra tres clases de procesos
cognitivos: La visualizacién, el razonamiento y la construc-
cién. Los cuales se deben desarrollar separadamente. Bishop
(1983).

Falacias y Sofismas Geométricos

La Falacia se define como engafio y Sofisma mediante “falso

” o«

razonamiento para inducir a error’;, “argumento, razonamien-



to falso a pesar de una apariencia de verdad” Engafiar es dar
una apariencia de verdad a lo que es mentira, y por tanto
entenderemos en matematica a falacia y sofisma como sinéni-
mos y con el significado de que mediante un razonamiento
falso, pero aparentemente verdadero se obtiene una conclu-
sion falsa la cual proviene de un error en el razonamiento que
a veces no es facil detectar, que puede no ser inmediato de
percibir. Veamos los siguientes ejemplos:

a) “Demostrar” que en todo triangulo la longitud de un
lado es igual a la suma de las longitudes de los otros dos
lados.

Solucién: Consideremos el tridngulo ABC y los juntos medios
de sus lados A B,y C, como muestra en la figura 1:

Figura 1: Primera configuracién del ejemplo anterior.

donde la recta que une los puntos medios de dos lados de un
tridngulo es paralela al otro lado.

Al unir los puntos A y B, con C, se obtiene la poligonal
AB C.A B. Demostremos que la longitud de esta poligonal es
igual a AC + CB.

En efecto, como B,C/A C es un paralelogramo, entonces
B,C,=CA,y C,A,=B,C como ademds,

AB, +BC=AC y CA +AB=CB

tenemos que:

AB +BC,+C,A +AB=AB +CA +BC+AB=AC +CB

De manera andloga procedemos con los tridngulos y obtene-
mos la poligonal cuya longitud se demuestra, con un razona-
miento semejante, que es igual a AC + CB.Veamos la figura 2:
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Figura 2: Otras nuevas configuraciones del ejemplo anterior.

Si seguimos con este proceso indefinido, observamos en las
sucesivas gréficas que los lados de las poligonales obtenidas se
hacen cada vez mas pequenas y sus vértices “tienden” a estar
en el segmento AB, pero, la longitud de las poligonales es
siempre igual a AC+CB. Luego, en el “limite” la poligonal que
se obtiene es el lado AB 'y por consiguiente AC+CB=AB. Dé
una explicacién al por qué de esta conclusion falsa provenien-
te de un razonamiento aparentemente correcto y de observa-
ciones visuales.

Sugerencia: Obtenga una sucesién de poligonales {L } _ la
cual es una sucesidn constante con valores iguales a
L=AC+BC; luego el “limite” cuando “ # tiende a infinito” es la
misma constante L distinta de AB.

Nota: Es importante indicar que cuando se tiene una suce-
sién de poligonales {P } como las del ejemplo anterior, que

tiene como “limite” una curva, en este caso el segmento AB
no siempre es cierto que el limite de las longitudes de P, sea

igual a la longitud de la curva limite, en este caso la longitud
AB.

Podemos revisar Barreto (2008b) donde se demuestra geomé-
tricamente que en cualquier tridngulo rectdngulo se cumple la
relacién Pitagorica:

AC +BC =AB

Donde AC y BC son las longitudes de los catetos (lados que
forman el angulo recto) y AB es la longitud de la hipotenusa
(lado que se opone al dngulo recto).

Donde haciendo AC = @, BC = b y AB = ¢ tenemos que se
cumple que a*+b*=c?® lo cual se dedujo usando figuras como
las de la figura 3.

Ahora bien, de acuerdo con la figura 3 sabemos que la longi-
tud de la hipotenusa en este tridngulo denominado isorrec-
tangulo es V2, el cual se puede decir que fue unos de los
ntmeros que dieron origen a los nimeros irracionales.
Veamos como un razonamiento falso como el anterior nos
conduce a una contradiccion.
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Figura 3: A la izquierda vemos la divisién de cada cuadrado en
tantos cuadraditos como unidades tenga los cuadrados originales
construidos sobre los lados del tridngulo rectdngulo notable, apli-
cando una aprehensién operativa de cambio (figura 2). A la dere-

cha dividimos los dos cuadrados construidos sobre los lados del

triangulo isorrectangulo, siguiendo las diagonales, para obtener
ocho piezas de forma triangular, aplicando una aprehensién ope-
rativa de cambio figural en el tridngulo isorrectdngulo.

b)Mediante un Razonamiento andlogo al del problema
anterior, con un tridangulo isorrectangulo, Demuestre que

V2 =2.

Figura 4: Tridngulo isorrectangulo (tridangulo isésceles que tam-
bién es rectangulo y que los lados que forman el angulo recto
denominados catetos son iguales. En este caso iguales a la unidad

de medida.

Como segtn el teorema de Pitdgoras tenemos que: AB* = 12 +
12 =2. Luego AB = V2 (1).

Figura 5: Configuraciones realizadas a la Figura 4 de arriba, de acuerdo
con lo realizado en la figura 2 del ejemplo (a).

Si realizamos los célculos del ejemplo (a) notamos que de
acuerdo con la figura 5 tenemos:

1
AL +AC +CB +BE=_+ 4+

N |~
N | =
N | =

E+A2C2+C2M+MCI+C1N+NC3+C3BZ+§~3=
1 1.1 1 1 1 1 1

=—+—F—F—F—F—F+—+—=2
4 4 4 4 4 4 4 4

Si continuamos con este proceso observamos que los lados de
las poligonales obtenidas se hacen cada vez mds pequenas y
sus vértices “tienden” a estar en el segmento AB luego en el
limite, la longitud de esa poligonal es igual a AB = 2 (2) Asi, de
(1) y (2) tenemos que V2=2. Lo cual es una falacia o sofisma.

¢) Otra falacia de tipo geométrico es el siguiente: “la longitud
de cualquier semicircunferencia es igual a su didmetro.”

Sugerencia: razone considerando la semicircunferencia dibuja-
da abajo de centro en Oy didmetro AB = 2R. Veamos la figura 6:

Figura 6: Primera configuracién del ejemplo anterior.

Luego, dibujemos semicircunferencias de radio R/2 y cuyos
centros son los puntos medios de los segmentos OA y OB res-
pectivamente. Veamos la figura 7:

Figura 7: Configuracién del ejercicio (c).



Denote por L, la suma de las longitudes de estas dos semicir-
cunferencias. De manera andloga proceda con estas dos ulti-
mas semicircunferencias. Podemos considerar las semicir-
cunferencias con centro en los puntos medios A,, A,, B, y B,
de los segmentos 14711, @, OT-?l y BTB respectivamente y con
radio R/4. Denote por L, la suma de las cuatro semicircunfe-
rencias, y asi sucesivamente.

Vea que las semicircunferencias obtenidas tienen longitudes
cada vez mas pequeiias y que la curva compuesta por la reu-
nién de todas ellas “tienden” a confundirse con el segmento
AB y como la suma de las longitudes de todas esas semicir-
cunferencias es igual a TR entonces tenemos que TR = AB. La
“longitud de la semicircunferencia de didmetro AB es igual a
su diametro” Ademds, como AB =R entonces del resultado
anterior obtenemos que 1 =2. ;Cémo se explica esta falacia.

En un curso de maestria que tome en la Universidad
Pedagégica Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico
Barquisimeto denominado Historia de la Matemdtica
Discreta con un destacado profesor llamado Douglas Jiménez,
el cual tiene una amplia trayectoria en historia de la matema-
tica y es referencia en este articulo y casi todo lo escrito por
este autor, se discutid el origen de la letra ity se tomo en cuen-
ta la proposicion 2 del duodécimo libro de los Elementos de
Euclides que nos dice que: “los circulos son uno a otro como
los cuadrados de sus didmetros”. En la referencia de Barreto, |
(2009b) se dice que en el lenguaje moderno, si es A el area de
un circulo i de didmetro d, entonces

2
ﬁ = d% 0]
4, 4,
Independientemente de los circulos y A, A,. El cual en nota-
cién de proporcién es: A : A,:d *d,>

Estd demostrada en los Elementos con una base tedrica pro-
vista por uno de los mejores discipulos de Platén, el matema-
tico Eudoxo. Se conoce como método de exhaucién y es uno
de los antecedentes del moderno célculo integral. La demos-
tracion segiin vimos en el desarrollo del curso de maestria
procede por comparacién del drea del circulo con las dreas de
los poligonos regulares inscritos en la circunferencia y el and-
lisis de las pequenas diferencias entre estas dreas, que se redu-
cen al aumentar el nimero de lados de los poligonos. Sin
embargo, demostraciones como estas, basadas en procesos
que potencialmente estamos en capacidad de repetir cuantas
veces deseemos, es decir lo que hoy llamamos procesos infi-
nitos, mostraban la dificultad de conseguir la cuadratura del
circulo. Arquimedes se apoyo en la proposicion 1 del duodéci-
mo libro de los elementos de Euclides que dice: “los poligonos
semejantes inscritos en circulos son el uno al otro como los
cuadrados de sus didmetros” Aunque cabe destacar que
Arquimedes no uso poligonos circunscritos sino que razono
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por reduccién al absurdo, la cual era un razonamiento muy
usado en estos tiempos para evitar los procesos infinitos.

Nos cuenta Jiménez (2004), que manteniendo la linea de pen-
samiento Griego orientada hacia la comparacién de figuras,
Arquimedes demuestra que cualquier circulo “es igual” (es
decir, tiene la misma drea) que un tridngulo rectdngulo uno de
cuyos catetos es igual al radio del circulo y el otro igual a la
circunferencia del circulo, como se muestra en la Figura 8:

Figura 8: Cuadratura aproximada del circulo segin Arquimedes.

En la discusion del curso se noto que si en la férmula para cal-
cular el area del tridngulo deducida en Barreto (2008a, 2009c)
tenemos que A,=CR/2, donde denota el drea del tridngulo
rectangulo y el area del circulo calculado anteriormente es
A.=TR? con A denotando el drea del circulo. La longitud de
la circunferencia C es precisamente demostrada por Arqui-
medes, usando doble reduccion al absurdo, tenemos que:

A=A, (2)

De donde obtenemos que nR*=CR/2 asi que C=2nR. En nota-
cién moderna usamos L en vez de C para denotar la longitud
de la circunferencia. Aqui si razona Arquimedes por doble
reduccién al absurdo suponiendo desigualdades en ambas
areas, las cuales surgen de usar poligonos inscritos o circuns-
critos.

Ejercicio: Enuncie estos problemas de longitud de la circunfe-
rencia y de area del circulo en un lenguaje actual y demués-
trelos usando limites de sucesiones.

El nimero m aparece como una constante que Arquimedes
encuentra de la ecuacion (1), donde viéndolo de otra manera es:

A A A __A_,

— =—>.Y de manera general: ilz =—2==—
d’ d, d’* d, d

De donde obtenemos usando el hecho de que el didmetro es
el doble del radio de la circunferencia lo siguiente:

A= kd® = A= k(2r)* = A= kar*= A= (4K)r>

De aqui, notando que si la constante m=4k observamos que
k=1/4 el cual es la forma que tiene precisamente la constante
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para hallar aproximaciones de este ntmero irracional.
Veamos algin mentor de aproximaciones importantes de este
numero trascendente (o trascendental)®: En 1674 el alemén G.
Leibnitz da la serie:

o 1 11
Z=1-Z 4+ Z 2.

4 3 57

Pero presenta problema pues tienen que sumarse unos 19
millones de términos para conseguir 7 decimales correctos.
La férmula desarrollada por Leonhard Euler quedaria como
sigue:

1—1+1+1—1—1+
3.2° 3.3 5.2° 5.3% 7.27 7.3

1
+__
3

S a
N | =

“

En esta época se solia utilizar la letra “p” (peripheria) para
designar a la razén entre circunferencia y didmetro, aunque
algunos, como el inglés William Jones (1706), ya utilizaban el
simbolo 1. Fue Leonhard Euler quien introdujo este simbolo
de forma definitiva al utilizarlo en su libro “Introductio in
Analysin Infinitorum”, publicado en 1748. Anos mas tarde, en
1764, Euler encontraria otra férmula de convergencia répida.
En 1761 Lambert demuestra que 1 es irracional, y en 1794
Legendre prueba un resultado un poco mas fuerte: que m?
también es irracional. En 1882 el holandés Lindemann de-
muestra que 1 es trascendente, lo cual supone (entre otras
cosas) que la cuadratura del circulo es imposible. Este proble-
ma habia permanecido sin resolver durante mas de 2000 afos.

Las matematicas son la tnica ciencia en la que siempre se
sabe exactamente de que se habla y en la que se esta seguro
de que cuanto se dice es verdadero. Emile Borel* (Francés,
1871-1956).

Ahora veamos algunas falacias aparentes que han surgido
revisando un poco la historia de la matemadtica, estas falacias
son comunmente llamadas paradojas (idea extrafa o irracio-
nal que se opone al sentido comdn y a la opinién general) por
un filésofo griego que vivié unos 4 siglos antes de Cristo lla-
mado Zenoén. Es conocido por sus paradojas, algunas de las
cuales niegan la existencia del movimiento. Zendn intenté
probar que el espacio no estd formado por elementos discon-
tinuos y, concretamente, que no existe el movimiento. La
paradoja de Aquiles y la tortuga han llegado hasta nuestros
dias y siguen atormentando a los estudiantes de filosofia.
Aristételes y Simplicio dijeron que los argumentos de Zenén
son falacias. A veces las representaciones gréaficas nos ayudan
a la demostracién de muchos teoremas; y nos pueden servir
de orientacion, de guia, en la demostracidn; nos suministran
las “intuiciones® geométricas” que nos serviran para formular
teoremas y demostraciones.

a) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién en analogia con las paradojas de Zendn, en

donde partimos de una barra de longitud 1 (una unidad)
y luego dividamosla sucesivamente por mitades, veamos
la figura 9:

Figura 9: Particién de una barra de longitud 1 (una unidad de
medida) en una sucesién de mitades cada vez mds pequeiias.

i. Estas construcciones geométricas “sugieren” cudl puede
ser el valor de la siguiente “suma infinita” (Prueba
Gréfica):

1 1 1 1
— =4t —F..=1
2 4 8 2"

« Justificacién de la respuesta anterior: la suma de todos
los pedazos obtenidos en la barra es igual a la longitud
total de la misma. Por lo tanto, esto “sugiere” que esa
suma infinita de partes de la unidad es igual a la unidad.

ii. Demuestre analiticamente la validez de la respuesta que
di6 en la parte i.

Sugerencia: Forme la progresiéon geométrica:
a =a !
n 1

Donde a_es el término n-ésimo, a, es el primer término y r es
la razén de la progresion. Ademds, la suma finita viene dada
por:

S :al(l—r”‘l)

; .Cona, # 0
1-r

Cuando esta suma es infinita® es llamada serie geométrica y
escribimos



Es decir, la suma infinita de S_y tenemos que cuando |r|<1
ocurre que:

- a
k=0 1-r

Solucién: Obsérvese que los términos de esa suma constitu-
yen una progresiéon geométrica de términos, cuyo término
enésimo se halla de la siguiente manera:

1
dl—g,
()
>4 o202) 2 2}’
i)
g 2la) 22 2]’
1 1(1) (1Y) (1Y
i)

1 11 Yy
an:_n:_ ? :al —_
2" 2|2 2

Y observamos que la razén es r=1/2 Asi, nos queda la suma
finita:

1 1(1) 1(1Y (1Y
S,=a,ta,+ta,+-+a,=—+—| = [+=| = [ +-+=| =
2 212 2l2 2| 2

Donde el primer término es a,=1/2, luego, de acuerdo con la
sugerencia para calcular la suma infinita tratamos de calcular
el limite siguiente:

limS, = Zalrk

n—oo %=0

La cual es llamada serie geométrica. Como la razén es menor
que 1 tenemos que:

‘I\JM—'

NP
ayryr =— -—= =
; S Y -1
2

N RN -
Il
—_

Por lo tanto, a,+a,r+a,r’*+..+a,r"+..=1.Por convencién r’=1y
1
ri=r.

Asi:

|
+
|
+
| =
+
+
+
Il
—
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b) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién, en donde partimos de un cuadrado de lado
1 (una unidad) y luego vamos tomando puntos medios
de los lados de los cuadrados y rectangulos que se van
obteniendo sucesivamente, como observamos en los
dibujos de la figura 10:

Figura 10: Particién de unos cuadrados o rectangulos, partiendo
de un cuadrado de lado 1 (una unidad de medida) y se forman
una sucesion de mitades cada vez mds pequenas.

i. ;Qué indican los niumeros colocados en esos cuadrados y
rectangulos?

Respuesta: Son las areas de los respectivos cuadrados y rec-
tangulos que intervienen en el proceso descrito.

ii. Dibujemos las figuras geométricas que se obtienen en las
dos iteraciones que siguen. Veamos la figura 11:

Figura 11: Particién de unos cuadrados o rectangulos y firmamos
una nueva iteracién.

iii. Las figuras antes dibujadas “sugieren” cual puede ser el
valor de la siguiente “suma infinita” (prueba grafica):

« Justificacién de la respuesta anterior: estas construc-
ciones sugieren que la suma de las dreas es igual al area
total, que en este caso es igual a una unidad cuadrada,
puesto que al iterar indefinidamente el proceso resul-
tante es el area del cuadrado mas grande que es uno.

iv. Demuestre analiticamente la validez de la respuesta que
dio en la parte iii.

Sugerencia: use lo sugerido en la parte ii del ejercicio ante-
rior.
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c) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién, en donde partimos de un tridangulo equila-
tero que tiene area A véase la figura 12:

Estado Inicial Primera Iteracion Segunda Iteracién

Figura 12: A la izquierda notamos el estado inicial, es decir el
tridngulo equildtero sin ninguna iteracién. En el centro tenemos
la primera iteracién’ construyendo cuatro tridngulos congruentes
dibujando el “situado mas al centro” en negro o en un tono de
este y continuando con el proceso en cada uno de los tridngulos
que habriamos dibujado en gris tenemos a la derecha la segunda
iteracién.

La figura asi obtenida por iteracion es un Fractal®, denomina-
do tridngulo o fractal de Sierpinski (polaco, 1882-1969).

i. Hagamos el dibujo correspondiente a la tercera iteracion.
Véase la Figura 13.

Figura 13: Ahora tenemos la tercera iteracién en el tridngulo
equildtero.
ii. Denotemos {A }  por la suma de las dreas de los tridn-
gulos dibujados en negro en la n-ésima iteraciéon (n>1)
siendo A=A el area del tridngulo inicial. Calcula 4, 4., A,.

iii. ;Cudl supone que puede ser el término n-ésimo A , en
funcién de A y de n?

iv. Calcule {A } . cuando 7 tiende a infinito (n — o).

Sugerencia: Recuerde que:

limb" =0, si |b|<1

n—yo0

d) Podemos hacer una “comprobacién geométrica” (no es
una demostracién) para la suma de los primeros nime-
ros impares la cual proviene de la época de Pitagoras’.
Veamos la figura 14:

Figura 14: Comprobacién geométrica de la suma de los primeros
nimeros impares.

En el cual se van formando cuadrados con esos puntos y en los
lados del cuadrado hay # puntos (n>1). Esta construccion geo-
métrica sugiere el resultado #? es decir, si la suma de los pri-
meros términos de la progresién aritmética es: S =1+3+
5+..+(2n-1). Entonces, S = > (Verificarlo)

Interpretaciones y Conclusiones

En el articulo pudimos hacer el andlisis de algunos engafios
causados por falacias y sofismas geométricos, en los cuales
nuestros estudiantes aprenderdn partiendo de situaciones
netamente intuitivas, las cuales les servirdn para plantear la
solucién en un plano analitico, el cual no siempre es ficil, pues
desde tiempos inmemoriales el ser humano ha tenido proble-
mas con la idea aunque sea intuitiva de infinito. El problema
de infinito potencial planteado anteriormente es en muchos
casos dificil de entender a primera vista, pero con el tiempo
de meditacién, mucha practica mental se logra asimilar,
logrando encontrar la solucién en el infinito actual.
Recomiendo la sabia escritura de Jiménez, D. ampliamente,
siendo esta persona un ser excepcional y muy buen profesor,
ayudando en el noble deber de la ensenanza y es referencia
nimero uno en todos mis articulos. |

Dedicatoria: Dedico estas reflexiones de aula a mi Madre
Felipa Garcfa, a mis hermanos, muy especialmente Juan
Garcia y a todas las personas que me han ayudado desde mis
comienzos, ayuddndome a superar todas las dificultades:
Suleima Acosta, Nelly Velasquez, Aurelena Rodriguez,
Carmen Lozada (Karmela), Darwin Mendoza, Elvis Aponte y
Henry Rodriguez. Ademads, las dedico a todas las personas
amantes de la geometria y de las matematicas. Asi mismo
agradezco a la UCLA y la UNA.

No estoy de acuerdo con tus ideas, pero defiendo tu sagrado
derecho a expresarlas. Francois Marie Arouet Voltaire
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1 Procepto es una traduccién que usa Azcérate, C y Camacho, M. (2003),
de la expresién original inglesa procept, que proviene de proceso (pro-
cess) y de concepto (concept).

2 Es cuando se aiaden (quitan) a la configuracién inicial nuevos elemen-
tos geométricos (creando nuevas subconfiguraciones).

3 Esta historia es tomada de parcialmente de la pagina Web:

http://centros5.pntic.mec.es/ies.de.bullas/dp/matema/conocer/numpi.htm

4 Se encuentra entre los primeros matemadticos que emitieron opiniones
dentro de la concepcién de los intuicionistas, que es una de las escue-
las del pensamiento matematico.

5 La palabra intuicion proviene del latin “intuitio” de “in” que significa
“en” y de tueri” que significa “ver”. Su significado es el “conocimiento
claro o inmediato de verdades que penetran en nuestro espiritu sin
necesidad de razonamiento”. “Es la captacién inmediata y directa de un
objeto por un sujeto”. Debemos tener cuidado pues podemos caer en
falacias geométricas.

6 El simbolo sumatoria P (Letra Griega Sigma) se utiliza para escribir de
manera abreviada una suma. Por ejemplo si queremos escribir S
=124+22+...+n?utilizando la notacién X la hacemos asi:

5=3 )
j=1

que se lee la suma o sumatoria de j* por j variando desde j=1hasta n. En
lugar de utilizar el indice j, podemos usar otro indice cualquiera, por
ejemplo:

s=Y k=35
=) =)

7 Iterar significa repetir o reiterar. Iteracion es la repeticién de acciones
andlogas.

8 Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura bdasica se repite en
diferentes escalas. El término fue propuesto por el matematico Benoit
Mandelbrot en 1975. En muchos casos, los fractales pueden ser gene-
rados por un proceso recursivo o iterativo, capaz de producir estructu-
ras auto-similares independientemente de la escala especifica. Los frac-
tales son estructuras geométricas que combinan irregularidad y estruc-
tura.

9 Nativo de la isla de samos en el Asia Menor (S. VI a. C). Fue el funda-
dor, en Crotona (Sur de Italia) de la escuela Pitagdrica a la cual se deben
muchos aportes importantes a la matemadtica entre ellos el conocido
Teorema de Pitdgoras.
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n la década larga que lleva esta seccion “castigando” a los
lectores de Suma hemos intentado abordar la mayor diversi-
dad de temas posible dentro de nuestros limitados conoci-
mientos. Hemos procurado mezclar juegos de distinto tipo:
estrategia, conocimiento, procedimiento conocido, con el
deseo de abarcar todos los bloques tematicos de la materia de
matemadticas. También nos hemos esforzado por presentar
juegos que abarquen distintos niveles educativos, aunque
reconocemos que mayoritariamente nos hemos sesgado
hacia la etapa de Secundaria. Por eso, en esta ocasién vamos
a mostrar una serie de actividades centradas en el nivel de
Primaria, aunque nuestra intencién es presentarlas de forma
que lo interesante no sea el contenido que exponemos, sino el
juego en si, pues son facilmente adaptables a contenidos dis-
tintos y a niveles superiores que los que vamos a tratar en esta
ocasion.

En nuestra opinién, uno de los bloques tematicos mas impor-
tantes en Primaria es el de Medidas. Es importante en esas
edades que los alumnos aprendan las unidades usuales en
longitud, peso, capacidad, volumen y también las medidas
horarias y no digamos monetarias. Si hay un apartado en el
que el alumno debe desarrollar las competencias basicas para
poder desenvolverse en la vida cotidiana es el de las medidas.
Podemos recordar la pifia cometida por la NASA cuando
estrellaron una sonda espacial por no ponerse de acuerdo
fabricante y agencia aeroespacial en las unidades de medida
utilizadas.

iMedidas, las justas!

El bloque de Medidas tiene la caracteristica de su facilidad
para trabajarlas en un entorno cercano al alumnado y por
consiguiente dentro de contextos reales donde desarrollar las
competencias. Las actividades que vamos a incluir aqui sir-
ven, por otra parte, para repasar los conceptos de medidas y
evaluar, de una forma mas lddica, cudles son los conocimien-
tos que el alumno posee, pues es bastante ficil localizar los
errores cometidos al desarrollar el juego.

Las tres primeras actividades que presentamos son para rea-
lizarlas individualmente, aunque a veces en nuestras clases las
resuelvan en grupo para que se tarde menos en completar el
juego y puedan ayudarse unos a otros trabajando de forma
colaborativa, estando de esa forma pendientes de los posibles
fallos de los companeros y pudiendo aprender unos de otros.

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
juegos@revistasuma.es
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Cada oveja con su pareja

Esta actividad estd basada en un pasatiempo llamado
Marcarrutas, muy frecuente hace unos afios en el cuadernillo
de pasatiempos que acompanaba al suplemento dominical del
periédico El Pais.

Imagen 1

El tablero simula una ciudad formada por calles paralelas y
perpendiculares en las que hay unas plazas donde se incluyen
los conceptos que queremos relacionar.

La forma de jugar consiste en unir mediante lineas los con-
ceptos que son equivalentes con las siguientes condiciones:

1. Las lineas tienen que pasar por las calles del enrejado.

2. Las lineas no pueden atravesar las plazas donde estdn los
conceptos.

3. No pueden coincidir dos lineas en la misma calle.

4. No pueden coincidir dos lineas en un mismo cruce y, por
consiguiente, dos lineas no pueden cruzarse.

El grado de dificultad para encontrar la solucién dependerd de
cémo situemos los conceptos en los cuadros dedicados a ello.
El pasatiempo suele ser atractivo para los alumnos aunque
nuestro interés es que unan adecuadamente cada valor con su
correspondiente medida.

En las imagenes 2 y 3 vemos otras posibilidades en las que el nivel
de dificultad varia al modificar los lugares donde se colocan.

Imagen 2

Imagen 3

Como vemos en la imagen 1 tenemos una rejilla con medidas
de longitud, en la 2 de capacidad y en la 3 una mezcla con uni-
dades de tiempo, longitud y superficie.

Es facil imaginar que este tipo de laberinto puede adaptarse a
cualquier contenido pues el juego se basa en unir parejas que



son equivalentes. Podrian por tanto colocarse ecuaciones de
primer grado y sus soluciones, poligonos regulares y sus nom-
bres o dngulos interiores, sucesos de un experimento aleatorio
y sus probabilidades, etc. A continuacién tenemos un ejemplo
en el que trabajamos las unidades monetarias y otro con
nimeros romanos. Cuando presentamos ejemplos de esto tlti-
mo solemos llamar a los laberintos Calzadas romanas.

Imagen 4

Imagen 5
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Puzzles de medidas

Otro de los juegos que se puede utilizar con los alumnos en
esta parte de la matemadtica es el puzzle. Ya hemos incluido
puzzles en alguna otra entrega de la seccién por lo que debe
quedar evidente que éste es un recurso que se puede adaptar
sin dificultad a cualquier contenido.

En la imagen 6 aparece uno de los puzzles que hemos utiliza-
do en clase.

Su dindmica es recortar las nueve piezas y reconstruir el puzz-
le de forma que los elementos que quedan en contacto corres-
pondan a la misma medida.

El puzzle esté construido de forma que las piezas deben colo-
carse en el mismo sentido en que se ven, es decir, no se puede
colocar ninguna al revés.

Imagen 6

A la hora de crear un nuevo puzzle el proceso debe ser el
inverso al que se sigue al jugar con él. En una plantilla vacia
comenzamos a escribir elementos emparejados y, una vez
completa, se recorta y se reconstruye de otro modo antes de
fotocopiar.

Hay que tener presente que siempre hay 12 elementos que no
estan emparejados, los que quedan en el borde del puzzle una
vez construido. Con ellos podemos jugar para hacer mas o
menos complicado el puzzle. Basta que en el borde escriba-
mos un dato que va en el mismo lugar de la ficha dentro del
puzzle para que la dificultad en encontrar la solucién del
puzzle aumente y se tarde mds tiempo en resolverlo.

Matgram

Para todos nuestros lectores serd de sobra conocido el
Tangram chino, un puzzle con el que se pueden trabajar
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muchos conceptos numéricos y geométricos. Hay una forma
distinta de trabajar con él y es complementdndolo mediante
contenidos de cualquier bloque. El objetivo es similar a los dos
anteriores recursos, hay que formar parejas de elementos que
se deben unir para resolver el puzzle.

Aunque hoy dia es posible encontrar muchos Matgram en
Internet, la primera persona que los creé y comenz6 a traba-
jar con ellos fue la profesora Lucia Puchalt! que ya en el ano
1999 publicé cuatro cuadernillos, uno por curso de la ESO, en
la editorial Editex.

En los Matgram se sigue el mismo proceso que en el Tangram
chino a la hora de hacer una figura. Partimos del cuadrado,
del que se recortan las piezas y tenemos que unirlas de otra
manera. La diferencia es que ahora no vamos buscando una
figura en concreto, sino que el objetivo es unir las piezas de
forma que los conceptos que queden juntos sean equivalentes,
como hemos visto en los anteriores juegos.

Si el proceso que se ha seguido es correcto nos encontramos
al final con una figura reconocible. Esta es la ventaja principal
de este juego pues el profesor, que conoce qué figura debe
quedar al final, con un simple vistazo puede saber si el juego
ha terminado en una solucién correcta o no.

En la imagen 7 aparece uno de estos Matgram particularizado
a los contenidos de Medidas.

Imagen 7

NOTAS

Antes de terminar el articulo con el siguiente juego conven-
dria comentar, para aquellos compafieros de Primaria que no
conociesen los juegos anteriores, que tienen la ventaja de que
pueden utilizarse, con la misma estructura, en cualquier otra
materia que no sea las matemadticas. Es decir, en todo aquel
caso que queramos relacionar dos elementos se pueden apli-
car cualquiera de ellos. Por ejemplo, para relacionar un pais
con su capital, el infinitivo de un verbo con la primera perso-
na del presente, sea en inglés o en castellano, un animal con
su nombre, etc.

Domind

Para terminar queremos afiadir un dominé de medidas, que
hemos extraido de algtn lugar que en este momento lamenta-
blemente no recordamos, en el que se trabajan las medidas de
capacidad y volumen.

Suponemos que la dindmica del dominé es de todos conoci-
da, pero el procedimiento que seguimos nosotros es el
siguiente:

1. Antes de jugar siguiendo las reglas clasicas, los alumnos
manipulan las fichas para comprobar que estin todas las
familias que componen el domind. Se aprovecha en este
caso para repasar las medidas y sus equivalencias.

2. Se hace una partida de prueba con las fichas visibles, de
forma que todos puedan ayudar al compaiiero, si tiene
dudas, a escoger cudl es la que tiene que colocar en cada
momento.

3. Por ultimo su juega ya siguiendo las normas bdsicas y cada
uno con sus fichas ocultas.

En una futura entrega tenemos la intencién de tratar mads
extensamente el tema del domind, explicando en concreto
cémo se puede construir uno adaptado a nuestros alumnos y
a los contenidos que nos interesen en ese momento.

Para terminar afadimos el dominé de medidas para que
podais trabajarlo en clase.
JUEGOS ®H

1 En la siguiente direccién se puede encontrar una intervencién en las IV
Jornadas Regionales de la Comunidad Valenciana en la que explica en
qué consiste este material.

http://www.ua.es/personal/SEMCV/Actas/IV]ornadas/pdf/Part89.PDF

Este articulo fue solicitado por Suma en enero de 2011 y fue aprobado para su publicacién en abril de 2011.
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a publicidad forma parte de nuestras vidas y nos educa
en el arte de esperar pacientemente la continuacién de los pro-
gramas televisivos. Afortunadamente hay canales televisivos
de ventas que no nos hacen perder el tiempo con peliculas,
noticias y opiniones y ofrecen directamente s6lo publicidad.

La publicidad no es obra de bondadosos samaritanos sino de
profesionales cuya importante y audaz mision en la vida no es
informar sino vender: un producto (coche, caldo, cava, neve-
ra..) o un servicio (agencia de viajes, taxi, asesorfa...) o un
efecto (limpieza, felicidad, relax, belleza...). Como en este
caso el fin justifica los medios, los creativos de esta profesion
recurren a todo tipo de recursos comunicativos. Es en el
terreno de la publicidad engariosa donde los nimeros pueden
ser utilizados con diversos fines perversos. No son pocos los
publicistas que no escatiman ndmeros en sus anuncios para
dar al mensaje un toque de seriedad cientifica y algunos
genios comunicativos no dudaran en sorprender a la audien-
cia pervirtiendo una igualdad o un concepto.

En mi afin por examinar numeros en la vida cotidiana el
pasado verano me atrevi a comprar todo tipo de revistas de
belleza y descubri algunas joyas que quisiera ahora compartir
con los lectores de Suma.

Arrugas que pronto dejaran de serlo

Lejanos quedan ya los dias en que se consideraba que “la
arruga es bella” Durante el verano de 2010 la crema Retinol

Numeros, arrugas y publicidad

de la casa de cosméticos Garnier ha gozado de una promo-
cién publicitaria excepcional:

Borra una de cada cuatro arrugas.

Cabe agradecer que Garnier recupere la sana tradicién de lla-
mar a las cosas por su nombre (arrugas) y no haga referencia
a las dichosas “lineas de expresion” Pero la exactitud de la
afirmacién que contiene el anuncio hace sospechosa a la
misma (;no podria ser media arruga cada vez?) y crea grandes
dudas sobre cémo han logrado obtener el resultado. ;Qué
ocurre si alguien tiene sélo tres arrugas?, ;Cémo decide la
crema cual de las cuatro arrugas va a desaparecer?, ;aplican-
do cuatro veces el tratamiento desaparecen todas las arru-
gas?, ;la desapariciéon de la cuarta arruga precisa de varios
anos de tratamiento o tiene lugar el primer dia?, ;alguien con
100 arrugas se quedara con 207?... mas dudas que arrugas.

Claudi Alsina
Universitat Politécnica de Catalunya
elclip@revistasuma.es
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Arrugas reducidas rapidamente

Si no le convence la oferta anterior sepa que Q10 de Nivea :

...reduce las pequerias arrugas en sélo unas horas, y
en un mes hasta las arrugas mds profundas.

Y debe ser verdad porque la chica adolescente del anuncio no
tiene ninguna arruga...

Plan de belleza en siete dias

En algunos casos el compromiso de la empresa es temporal. La
casa Pond’s ha trabajado el tema desde 1846 y atin hoy sigue
ofreciendo, entre otros productos, los ingredientes anti-edad.
El mitico Plan de Belleza Pond’s en Siete Dias hizo furor en los
anos 60 al prometer grandes efectos estéticos en tan s6lo una
semana. Cabe notar que el anuncio era honrado en cuanto le
proponia un plan y no entraba en detallar qué tipo de resulta-
dos se derivarfan del mismo. Pero la insinuacién de que el plan
era de "belleza” abria perspectivas positivas. Era sospechoso el
hecho de que el plan parecia servir igual a cualquiera indepen-
dientemente del estado de partida, de los surcos y valles de la
cara, etc. Pero como ademas el plan era de “belleza en general’,
podia ser tentador para personas con problemas de ortodon-
cia, narices prominentes, pies deformes, etc. También el plan
parecia ser universal, para todas las edades.

Tantos por ciento por la cara

La parisina EAL (I’Oréal) distribuye la crema para rostro,
contorno y cuello REVITALIFT. A pagina entera y a todo
color, en la reconocida revista cientifica jHOLA! Se da toda la
informacion que las futuras usuarias puedan precisar:

Reestructura la malla interna de la piel.
Eficacia medible hasta en las zonas dificiles:
Rostro mds firme: 88% *

Contorno facial redefinido: 85% **

Incluso el cuello se alisa: 88% ***

Y los tres asteriscos llevan al mismo pie de pagina:

Estudio realizado por TNS E-Access Panel en Octubre
de 2009 sobre una preseleccién de productos nuevos de
gran consumo a 10.000 individuos representativos de
la poblacion espaiola.

Para quien lea el pie de pagina quizds resulte claro que los tan-
tos por ciento no se refieren a que rostro, contorno y cuello
queden recuperados en las cifras indicadas sino que se trata
de que unas 8 de cada 10 personas dicen presentar resultados
positivos. Cémo se ha medido la eficacia en la “malla” (;qué es
la malla?) es un misterio. Pero aun es mds extraino que hayan
logrado tener un criterio claro sobre qué es “ser representati-
vo de la poblacidén espafiola” Si representaban a toda la pobla-
cién stambién incluyeron chicas jévenes con caras lozanas y
tersas?

Este producto fue Gran Premio a la Innovacién 2010.
También L'Oreal tiene el Rellenador de Coldgeno “formulado
con bioesferas” (?), que debe ser maravilloso.

A partir de febrero de 2010 L'Oréal-Paris ha lanzado también
los productos Cddigo Juventud los cuales son el resultado de
10 afios de investigacion en la <<ciencia de los genes>>, una
<<tecnologia pro-gen>> que aseguran <<despierta los genes
de juventud dormidos >>. Esto si que son novedades cientifi-
cas. jA despertar genes dormilones!

Sensai Premier

Diversas webs de belleza han celebrado que por la modesta
cifra de 660 euros ya sea posible perder diez afios con la japo-
nesa Sensai Premier que, entre otras maravillas, << activa la
recuperacién del ADN dafiado>>.Nunca lo del ADN habia
caido tan bajo. Lo curioso es esa insistencia en los 10 afios jus-
tos. Y que en estas webs informativas se diga:

Las arrugas se producen por los gestos de expresion, por
la postura al dormir y por la fuerza de la gravedad; por
el paso del tiempo y por la luz ultravioleta.

Encantador que los efectos del paso del tiempo queden por
detras de la fuerza de la gravedad. Ir a la Luna puede tener sus
ventajas.



Una receta excepcional

Si bien algunos cosméticos esconden las composiciones de
sus prometedores productos, otros exponen sinceramente sus
ingeniosas componentes. El Diamond Extreme de la casa
Natura Bissé contiene << artemia salina, una infusién de ener-
gia y otra de ADN marino y manteca de Karité, ademds de
mango>>. Bien es verdad que no hay nimeros indicativos de
estos componentes, pero aunque estuviesen ;sabria donde ir a
buscarlos?.

Cada edad, su crema

Es curioso que se puedan precisar edades para los que un pro-
ducto esta disefiado. Gold Future Eye Reviver de Helena
Rubinstein tiene una férmula <<mdagica>> con oro microacti-
vo para las de 40 afios, pero Capture R60/80 de Dior ya hace
efecto a los 30.

La gran hidratacion

La casa Marionnaud promociona la crema hidratante
Biotherm- Aquasource Skin Perfection especificando la osada
evaluacién numérica:

...el equivalente a 5.000 litros de agua termal + 35
millones de aquakeep perfeccionadores.
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Parece increible que en un tarro tan pequefio se escondan
tantas sorpresas y que el uso de la crema sea mejor que
ducharse bajo las cataratas del Nidgara.

Retin-Ox Correccion

La casa Roc ofrece su producto Retin-Ox Correccion asegu-
rando un increible y misterioso resultado sobre un tensor que
tiene efectos de estiramiento (lifting) subiendo el pémulo 2
milimetros. Al <<rellenar las arrugas profundas y borrar las
lineas de expresiéon>>...deja la piel 10 afos més joven. Una
competencia desleal con los cirujanos plasticos... si es que el
efecto dura mas de unas horas.

SSSSSS

A menudo nos encanta hablar de belleza y matemadticas. Los
anteriores anuncios muestran como las matemadticas pueden
ser usadas para transmitir esperanzas y de paso vender “solu-
ciones”.

Para saber mas

Publicidad en revistas semanales de informacion general.

ELCLIP N

Este articulo fue solicitado por Suma en marzo de 2011 y aceptado en mayo de 2011 para su publicacién.
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Sé lo que estds pensando

SE LO QUE ESTAS PENSANDO

(Titulo original: Think of a number)

John Verdon

Roca Editorial

Primera Edicién en castellano: Junio 2010
ISBN: 978-84-9918-136-3

431 pdginas

Sé todo lo que piensas,
sé cuando parpadeas,

sé donde has estado,

sé addnde iran tus pasos.

to es exactamente en el que habia pensado. David Gurney,

l titulo que nos ocupard en este niimero no nos va dejar o , - . .
un policia que después de 25 afnos de servicio se ha retira-

indiferentes; al contrario, a medida que vayamos avanzando do al norte del estado de Nueva York con su esposa, se verd
en su lectura, nos ird atrapando hasta cautivarnos por com- involucrado cuando un conocido, el que ha recibido la
pleto. carta, le pide ayuda para encontrar a su autor con urgencia.
Pero lo que en principio parecfa poco mds que un chantaje
se ha acabado convirtiendo en un caso de asesinato que
ademds guarda relacién con otros sucedidos en el pasado.
Garney deberd desentrafiar el misterio de cémo este crimi-

La presentacién de la obra, en su contraportada, es la que
sigue:

Si alguien te pidiera que pensaras un nimero, yo sé en qué
numero pensarias. ;No me crees? Piensa en cualquier
nimero del uno al mil. Ahora verés lo bien que conozco tus

nal parece capaz de leer la mente de sus victimas en primer
lugar, para poder llegar a establecer el patrén que le permi-
te atraparlo.

secretos. Abre el sobrecito.

Un hombre recibe una carta que le urge a pensar en un
numero, cualquiera. Cuando abre el pequefio sobre que
acompana al texto, siguiendo las instrucciones que figuran
en la propia carta, se da cuenta de que el niumero allf escri-

Constantino de la Fuente Martinez
IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos

literatura@revistasuma.es
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Un comentario muy personal

Nos encontramos de nuevo con un thriller que, analizado cro-
noldégicamente, comienza con un episodio muy conectado
aparentemente con la magia y los numeros, sigue con la reso-
lucién de un complejo caso policial, con varios asesinatos de
por medio, y acaba con el reencuentro del protagonista consi-
go mismo, comenzando la superacién de un trauma personal.

En cuanto a la accién, diremos que la novela nos va produ-
ciendo una creciente adiccién, aunque al principio parezca
que no va a ser asi... Pero, a partir de la aparicién del primer
asesinado, la accién nos va envolviendo de forma inusual,
hasta que quedemos totalmente preso de ella, sin poder dejar
de leer para conocer el desenlace de una trama bien plantea-
da y estructurada. Los personajes no tienen ningdn tipo de
ambigiiedad y, ademas del protagonista, cabe destacar la per-
sonalidad de su esposa Madeleine, que sugiere mucho a lo
largo de la novela.

Desde un punto de vista temadtico, la obra presenta tres gran-
des problemas: el policial, que constituye la trama principal de
la novela y que se resuelve; el del dia a dia en la comunicacién
de una pareja, que es sin duda el segundo gran tema, plantea-
do magistralmente y dandonos a entender que no es un pro-
blema como el primero, sino mds bien algo con lo que se debe
aprender a convivir; y, por dltimo, el problema personal del
protagonista, que se va enunciando entre lineas a lo largo de
toda obra y del que al final de la misma comenzamos a entre-
ver su superacion—resolucion. Este ultimo problema es trata-
do de forma secundaria, pero no por ello de menor interés.

En cuanto al problema de la comunicacién entre personas con
muchas vivencias acumuladas en comun, el autor deja paten-
te, como en muy pocas novelas hemos visto, el papel secun-
dario de las palabras que usamos en el lenguaje oral; es decir,
lo que concretamente decimos, frente a todo lo que rodea a

ese mensaje que surge del emisor: lo que decimos y lo que
queremos decir, lo que decimos y el significado oculto de lo
que decimos; lo que decimos y el lenguaje corporal que lo
acompafia; lo que decimos y los matices (silencios, tonos, ten-
sion, etc.) con los que lo decimos. Todas estas variables
aumentan el nivel de la comunicacién, la enriquecen, pero, a
la vez, la hacen mds complicada y compleja, al llenarla de
supuestos implicitos que el receptor interpreta y con los que
construye un significado, que para él (o ella) es el significado.
Las diferencias entre el significado del mensaje para el emisor
y el receptor configuran uno de los problemas permanentes
de la comunicacién. Todo esto, como dice mi querido colega
y a pesar de ello muy buen amigo, Enrique Hernando, se plan-
tea fenomenalmente en Sé lo que estds pensando. Precisa-
mente por eso, no nos parece desacertado el titulo en caste-
llano, porque continuamente queda patente el intento de
saber lo que estd pensando la otra persona, no sélo en el moti-
vador acertijo de los niimeros, sino también en los didlogos
con la pareja del protagonista y en las discusiones del equipo
de investigacion al intentar caracterizar la personalidad del
asesino.

Nos encontramos de nuevo con un
thriller que comienza con un
episodio muy conectado
aparentemente con la magia y los
numeros, sigue con la resolucion
de un complejo caso policial...

Otro tema interesante, derivado del tercer problema que plan-
tea la obra, es la dificultad de las personas para enfrentarse a
sus experiencias traumaticas y, como consecuencia de ello, la
diferencia entre las influencias y los condicionantes que esas



experiencias ejercen en sus vidas futuras: los personajes que
proyectan sus frustraciones y traumas sobre los demds, pro-
vocando perjuicios y hasta tragedias, casi siempre son consi-
derados los malos; en cambio, los que las proyectan hacia su
interior y viven como las primeras victimas de esas vivencias
que les atormentaron y les atormentan, suelen ser los buenos.
Ni que decir tiene que esto es la vida misma, que nunca es una
pelicula en blanco y negro sino en infinitas tonalidades de gri-
ses, y que la pericia del escritor es la que puede conseguir que
todo se concrete de manera creible, atractiva y bella.

...continuamente queda patente
el intento de saber lo que estd
pensando la otra persona, no

sélo en el motivador acertijo de
los niimeros, sino también en

los didlogos...

Si anteriormente analizamos la obra desde un punto de vista
tematico, ahora lo haremos desde un punto de vista mds ma-
temadtico. Para ello comenzaremos resaltando la idoneidad de
un tema matematico como los nimeros para desencadenar
una situacion aparentemente ilégica, que se contrapone a los
esquemas habituales de razonamiento. Tiene su atractivo que
las matematicas, que socialmente estdn consideradas como lo
mds lejano a la magia y lo mas cercano a la 1égica, sean utili-
zadas por Verdon, de una forma bastante bien fundamentada,
para plantear al lector la posibilidad de la adivinacion del pen-
samiento. Este episodio, que es el anzuelo para picar y aden-
trarnos en la obra, va dejando paso, posteriormente, al verda-
dero tema matematico, si es que lo podemos denominar asi: el
paralelismo entre la resolucién de un caso policial y la resolu-
cién de un verdadero problema en matematicas. A lo largo de
toda la novela, en el transcurso de la investigacién, vamos
comprobando la infinidad de similitudes con el proceso de
resolucion de una situacién problemdtica en matemadticas.
Este punto lo ilustraremos con mds extension en la propuesta
para el aula.

Prosiguiendo desde la 6ptica matematica, no debemos olvi-
darnos de otra idea relacionada con la educacién en general y
con la educacién matemadtica en particular: el trabajo en
grupo como generador de ideas, estrategias y procesos mds
eficaces que los debidos a un solo individuo. Nos estamos refi-
riendo a ese ente denominado por los expertos como grupo
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inteligente, en el que las ideas no sélo nacen, sino que crecen
y se robustecen gracias a las aportaciones de sus componen-
tes. Los debates surgidos en las reuniones del equipo de inves-
tigadores, asi como las interacciones explicitas e implicitas
entre ellos, al analizar el estado del caso, son descritos por
Verdon, el autor de Sé lo que estds pensando, de manera minu-
ciosa y, en algunos momentos, magistral. Todo ello, a pesar de
que David Gurney, el personaje principal, odiaba las reunio-
nes en general. Su mente trabajaba mejor cuando estaba solo.
Pensar en grupo le daba ganas de marcharse de la sala (pag.
300), pero no duda en aprovechar las ideas sugeridas por los
demas para plantear posibles vias de explicacién de algunos
de los hechos, como en los didlogos entre el sargento Wigg y
Gurney en las paginas 331 y siguientes, que ilustran perfecta-
mente la utilidad de las sesiones de tormenta de ideas, una de
las técnicas propuestas por Miguel de Guzman en su modelo
de resolucion de problemas en grupo.

En otro orden de cosas, otra de las caracteristicas matemati-
cas del detective Gurney es su cuestionamiento constante de
la realidad. Esta capacidad, que desde el campo de la educa-
cién matemdtica se concreta en la competencia de pensar
matemdticamente, es muy a tener en cuenta en nuestros obje-
tivos educativos, ya que ver la realidad como una fuente cons-
tante de preguntas para ser contestadas, de cuestiones pro-
blemdticas para ser resueltas, etc., nos obliga a conocerla y
comprenderla méas a fondo y nos permite transformarla,
modificarla y mejorarla. Como deciamos en este mismo
parrafo, este es un buen objetivo de fondo para nuestro campo
de la educacion.

Por dltimo destacaremos otro de los nexos entre el personaje
y las matematicas: el papel de la certeza como una cuestion
sagrada (pag. 300). La certeza se nos presenta como el grado
mds alto de fiabilidad, una vez pasados diferentes filtros o
niveles de justificacion. En palabras de Mason, Burton y
Stacey, en su ya cldsico de la literatura de la educacién mate-
madtica Pensar matemdticamente, hay tres niveles de justifica-
cién de la certeza de una idea: ante uno mismo, ante un amigo
y, por dltimo, ante un enemigo. La idea queda completa si se
consigue que el enemigo sea uno mismo; en ese caso, la certe-
za se puede conseguir sin acudir a validadores externos.

En fin, un libro de lectura muy aconsejable, para trabajarlo en
clase o simplemente para disfrutar de su lectura.
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Una propuesta de trabajo en el aula
ﬁ

El tema central de la propuesta para el aula va a ser la resolu-
cién de problemas, haciendo hincapié en algunos aspectos del
proceso de resolucién que tienen conexién con la obra que
nos ocupa.

En principio hay muchos temas que se pueden tratar, pero la
extension limitada de la seccién nos obliga a desarrollar sola-
mente tres de ellos. Algunos de los restantes se presentan en
la siguiente tabla:

Tema Paginas
Ver lo que importa y lo que no 201
La situacion no encaja, no tiene sentido 227
Supongamos... 230
Hacia atrdas 228...
Eliminar posibilidades 252

Pasar por alto el defecto de una teoria o hipétesis 269

Encajar piezas en su lugar 207 y 307
Un patrén en un mar de datos 334
Homicidio como un enigma a resolver 423

Para el tratamiento los temas anteriores en clase, aconsejamos
utilizar problemas en los que ya contemos con los protocolos
de su resolucion. Con los enunciados y los protocolos se pue-
den escoger las citas adecuadas de la novela y ver que apare-
cen situaciones similares en el protocolo.

Presentamos las tres propuestas mencionadas mds arriba, con
sus correspondientes desarrollos.

Investigacién 1: Todo se reduce a un calculo de
probabilidades

En nuestro caso, sabemos que la primera comunicacién
consistia en dos notas de ocho lineas, un total de dieciséis
lineas cortas, mds una direccidén de tres lineas en el sobre
exterior. Salvo por las direcciones, las cartas serian todas
iguales, lo que haria que la escritura fuera repetitiva y rapi-
da. Calculo que cada una tardaria en completarse unos
cuatro minutos. Eso serfan quince por hora. Si dedicaba
s6lo una hora al dia, habria redactado mds de cinco mil en
un afio. Dos horas: casi once mil. En teoria podria hacer
muchas mads, pero existen limites incluso para la persona
mds obsesiva. (pag. 334)

Como puedes comprobar con un calculo rapido, podemos
verificar las afirmaciones del personaje. Haz las operaciones y
analiza su veracidad.

Supongamos que la carta original (la misma carta, idénti-
ca) se envi6 a once mil personas pidiéndoles que pensaran
en un nimero entre uno y mil. La teoria de la probabilidad
predeciria que aproximadamente once personas elegirian
correctamente. En otras palabras, hay una posibilidad esta-
distica de que once de esas once mil personas que pensaran
en un ndimero al azar elegirian el nimero seiscientos cin-
cuenta y ocho. (pag. 336)

El problema esté claramente enunciado: ;Cudl es la probabili-
dad de acertar un niimero entre uno y mil? Si repetimos el
experimento once mil veces, ;Cudl es el nimero esperado de
aciertos? Explica razonadamente el resultado.

No estoy diciendo —dijo Gurney— que exactamente once
personas de once mil eligieran el ndmero seiscientos cin-
cuenta y ocho, sélo digo que once es el nimero mas proba-
ble. No sé suficiente de estadistica para recurrir a las for-
mulas de probabilidad, pero quizés alguien puede ayudar-
me en eso. (pag. 337)

Aqui estamos nosotros para ayudar al policia retirado David
Gurney. Todos sabemos de lo que estd hablando. Si escribi-
mos once mil cartas con el nimero 658 oculto, ;cudntas per-
sonas, por término medio, pensarian en ese niumero?

iLa sorpresa que se llevarian al abrir el sobre con el nimero y
vieran que era el que habian pensado...!

Plantéate un problema andlogo para nimeros de 2 cifras. ;A
cuantos deberiamos enviar la carta, para tener la seguridad de
que la media de aciertos fuera de 10 personas.

Generaliza la cuestién para nimeros de 7 cifras y p cartas
escritas.




Investigacion 2: Del caso policial a la resolucion de un
problema
Gurney decidié volver a recorrer la ruta del asesino, pen-

sando que podria reparar en algo de los alrededores que se
le hubiera pasado. (pag. 220)

iCudntas veces nos ocurre eso en el transcurso de la resolu-
cion de un problema! Volver al enunciado, a analizar los datos,
a relacionarlos con nuestros conocimientos, etc., debe formar
parte de los procedimientos de ataque en la resolucion de un
problema.

Por ejemplo, imaginate que te proponemos el siguiente pro-
blema: averiguar qué niimeros se pueden escribir como suma
de numeros naturales consecutivos.

Imagina que te pones unos ejemplos para familiarizarte con la
situacion:

3+4=7; 7+8=15; etc.
Inmediatamente pones n+(n+1)=2n+1. A partir de esto dices:
la solucidén del problema es los niimeros impares.

Nosotros te dirfamos: lo que has hecho esta bien, excepto la
solucion que propones. Vuelve al enunciado, porque has pasa-
do por alto un detalle del mismo: ;Qué es lo que habrias
supuesto que no estd en el enunciado?

Dejé dos mensajes: queria confirmar que el pez era un sal-
mon y deseaba pedir fotos balisticas que pudieran confir-
mar que las balas de la pared de Kartch y las de la pared de
Mellery habian salido de la misma arma. No tenfa muchas
dudas en ninguno de los dos puntos, pero la certeza era
una cuestion sagrada. (pag. 300)

En la novela pasa como en matemdticas: mientras no tenemos
la justificacién veraz de un resultado, la cuestiéon esta sin
resolver y lo mas que podemos decir es que tenemos conjetu-
ras, pero no demostraciones.

Siguiendo con el problema anterior que te hemos propuesto,
imagina que te planteas varios ejemplos mas, incluso orde-
nando los nimeros, para ser mds sistematicos:

2= 3=1+2; 4=

5=2+3; 6=1+2+3; 7=3+4;

8= 9=4+5; 10=1+2+3+4;
11=5+6; 12=3+4+5; 13=6+7;
4=2+3+4+5; 15=4+5+6; 16=

17=8+9; 18=5+6+7;

Y asi sucesivamente.

Analizando las caracteristicas de los numeros 2, 4, 8, 16, ves
que son potencias de 2. De ahi concluyes: los nimeros que no
se pueden poner como suma de consecutivos son las poten-
cias de 2.
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;Crees que esta respuesta es correcta?, ;estd suficientemente
justificada? ;Podria ser aceptada como respuesta correcta?
Expon algunas ideas por las que no puede darse por valida.

Estamos hablando de notas manuscritas escritas a un
puiiado de personas, personas para las que el ndmero seis-
cientos cincuenta y ocho tenia algtin significado personal.

Gurney abrié lentamente los ojos y miré a Kline:

Pero no lo tenfa. Al principio yo lo supuse, porque ;de qué
otra manera se le pudo ocurrir? Asi que no dejé de plante-
arle a Mark Merllery esa pregunta, ;qué significaba el
numero para él? ;A qué le recordaba? ;Lo habia visto escri-
to alguna vez? ;Era el precio de algo, una direccién, una
combinacidén de una caja fuerte? Pero no dejaba de insistir
en que el nimero no significaba nada para él, que simple-
mente se le habfa ocurrido de manera aleatoria. Y creo que
estaba diciendo la verdad. Asi que tiene que haber otra
explicacion.

—Eso significa que vuelve al punto de partida— dijo
Rodriguez, poniendo los ojos en blanco con exagerado
cansancio. (pag. 332-333)

A veces conviene volver al punto de partida, al enunciado del
problema; eso es lo que te proponemos hacer para continuar
con el nuestro. Esto suele ocurrir cuando se nos van acumu-
lando preguntas, sin contestar, sobre el problema.

;Cudntas preguntas tienes, sin contestar, sobre diferentes
aspectos del problema? Entincialas y escribelas todas.

Vuelve al enunciado inicial y plantéate alguna pregunta que
conecte los resultados que tienes hasta ahora con los datos o
la pregunta del problema.

—Todo el mundo se ha concentrado en los drboles —dijo, en
voz lo bastante alta para hacerse oir en una sala mucho
mads grande que la oficina de Kline-. jEstamos olvidando
el bosque!

—El bosque es...? —pregunté Kline.

—El bosque tiene que ver con la enorme cuestién de la
oportunidad. Todo el mundo se estaba liando con espe-
culaciones y con la locura de pequefios detalles del
método. Nos estamos distrayendo de la cuestiéon niime-
ro uno: una casa llena de drogadictos y otros repugnan-
tes criminales con fécil acceso a la victima. (pag. 214)
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Después del vuelco en la investigacion, que plantea el perso-
naje, con el simil del bosque y los drboles, volvamos a nuestro
problema.

Quizds, entre tus preguntas hayas salido algunas parecidas a
las siguientes:

—;Por qué las potencias de dos no se pueden poner como
suma de consecutivos? ; Qué caracteristica tienen las poten-
cias de dos que no comparten con las sumas de nimeros
consecutivos? ;Qué caracteristicas tienen las sumas de con-
secutivos que no tienen las potencias de dos?

—Al sumar dos nimeros consecutivos salen los impares, ;qué
ocurre si sumamos tres nimeros consecutivos? ;Y si suma-
mos cuatro? ;Y si sumamos cinco?...

Reanuda la investigacion por las dos vias que sugieren estos
dos grupos de preguntas. Escribe los resultados que consigas.
¢Qué caracteristica, relacionada con sus divisores, tienen los
nimeros que se pueden poner como suma de consecutivos?
Comprueba que se cumple para los dos grupos de preguntas.

Gurney sali6 corriendo desde la cocina al estudio, cogid la car-
peta del caso yla hojed. jAlll estaba! Por segunda vez ese dia
sinti6 la emocién de tocar una parte de la verdad. (pag. 307).

Deseamos que algo parecido te esté ocurriendo a ti, en este
punto de la investigacion. Si has sabido dar con la respuesta a
la dltima pregunta planteada serd asi.

Finaliza justificando por qué las potencias de 2 no se pueden
poner como suma de nimeros naturales consecutivos.

Se quedaron tumbados en silencio uno al lado del otro en
la oscuridad durante varios minuto, con la mente de
Gurney yendo y viniendo con velocidad por su reconstruc-
cion del crimen como un hombre que acaba de botar una
canoa casera y estd comprobandola con atencién en busca
de posibles fugas. (pag. 233)

Haz un repaso general del proceso llevado a cabo desde el
principio y comprueba que no hay ninguna fuga. Si hay algu-
na duda, escribelas y, después, trata de resolverlas.

Escribe las principales conclusiones del trabajo realizado:
resultados encontrados, ideas aprendidas, dificultades encon-
tradas, posibles continuaciones para seguir investigando el
tema, opinién personal sobre el trabajo realizado, etc.

Investigacién 3: De la resolucién de un problema al caso
policial

Por lo general, vefa un homicidio como un enigma a resolver,
a un asesino como a un oponente al que vencer. (pag. 423)

Te presentamos un guién para que lleves a cabo una intere-
sante investigacion matemadtica. Ademas de resolver las cues-
tiones que te proponemos, queremos que busques en la nove-
la algin parrafo que sirva para enmarcar cada uno de los gru-
pos de preguntas. Si no lo encuentras, invéntate un episodio
dentro de una investigacion policial, que tenga similitudes con
la cuestion resuelta:

Tenemos tres montones de cerillas con 11, 7 y 6 cerillas en
cada uno. Queremos conseguir el mismo ndmero de cerillas
en cada montdn. Para ello debemos cumplir una condicién:
cada montén puede recibir el mismo niimero de cerillas que
ya tenga, y deben provenir todas del mismo montén. ;Cémo
hacerlo en el menor nimero de movimientos posibles?

Estos curiosos pasatiempos, a veces esconden leyes matema-
ticas que son las que rigen su funcionamiento. Vamos a inten-
tar descubrir algunos de estos modelos matematicos en algin
caso no excesivamente complicado. Para ello vamos a estudiar
la siguiente situacion:

Tenemos dos montones de cerillas con distinto niimero
de cerillas cada uno. Pasamos sucesivamente del mon-
ton mds grande al mds pequerio tantas cerillas como
haya en éste ultimo. Terminamos el proceso cuando
obtengamos el mismo niimero de cerillas en cada uno.
¢Cudndo llegaremos a la igualdad?



1. Pon dos ejemplos de pares de montones en los que no se
puede llegar a la igualdad nunca y explica las causas de
ello; ademads éstas deben ser distintas en cada caso.

2. Pon dos ejemplos de parejas de montones en los que se
pueda llegar a la igualdad y explica lo que ocurre en cada
paso, hasta que los dos montones tienen el mismo niime-
ro de cerillas.

Como podemos ver, hay nimeros de cerillas con los que es
imposible conseguir la igualdad, y hay otros en los que se con-
sigue después de llevar a cabo, varias veces, el movimiento
permitido entre las cerillas de los montones. Vamos a trocear
el problema utilizando la estrategia de plantearnos subproble-
mas del problema inicial.

Supongamos que tenemos dos montones de cerillas con x e y
cerillas cada uno, siendo x#y.

3. §Qué relacién debe existir entre x e y, nimeros de cerillas
en cada monton, para conseguir la igualdad al cabo de un
solo paso? Justificalo matemdticamente. ;Cudntas solu-
ciones de x e y existen? Pon algunos ejemplos.

4. Resuelve la misma cuestion para el caso en que consiga-
mos la igualdad de los montones al cabo de dos pasos
exactamente, demostrdandolo matemdticamente. ;Cuan-
tas relaciones distintas entre x e y existen en este caso?
Pon ejemplos para cada una.

5. Responde a la cuestion si queremos conseguir la igualdad
al cabo de tres pasos.

Después de resolver esos casos particulares, estamos en con-
diciones de encontrar la respuesta para el caso general:

6. ;Cudntas relaciones distintas podran existir entre x e y,
para conseguir la igualdad al cabo de 7 pasos?

7. Enuncia una conjetura sobre el nimero posible de cerillas en
cada montdn, para conseguir la igualdad al cabo de 7 pasos.
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8. Justifica la veracidad de tu conjetura.

Después del proceso anterior, una vez resuelto el problema
inicial en su totalidad, te vamos a proponer que lo resuelvas
con un proceso inverso al usado antes.

9. Después de mover cerillas unas cuantas veces, de un mon-
tén a otro, segiin lo permitido, hemos conseguido la
igualdad; es decir, que los dos tengan x cerillas. ;Cuantas
cerillas habia en cada montén en el paso anterior, es decir,
inmediatamente antes de conseguir la igualdad?

11. ;Cudntas cerillas podia haber en cada montén dos pasos
antes de conseguir la igualdad?

12. Contesta a la misma cuestién para n pasos antes de con-
seguir la igualdad.

Seguro que después de llevar a cabo el proceso inverso, te
habrés dado cuenta de cuantos pasos son necesarios para lle-
gar, desde la igualdad en los dos montones, hasta la situacién
en que los dos montones son desiguales y es la mas alejada de
la igualdad inicial

12. ;Cémo se puede hacer esto ultimo?

Hemos resuelto el problema de dos maneras diferentes: una
va del principio al final y la otra va del final hacia el principio.

13. Analiza los dos métodos seguidos y explica cudles son los
momentos o las ideas claves de cada uno.

14. Elige el método que te parece mejor, segtin tu opinién, y
explica tus razones para ello.

15. Exp6n algunas ideas sobre cdmo se podria resolver el
problema para el caso en que tengamos tres montones de
cerillas como situacion de partida.

LITERATURA Y MATEMATICAS W

Este articulo fue solicitado por Suma en febrero de 2011 y fue aceptado en abril de 2011 para su publicacion.
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La Sociedad Andaluza de Educacién Matematica THALES
informa de la convocatoria de las siguientes actividades.

CURSOS FORMACION A DISTANCIA MATEMATICAS 2011

Cursos convocados:

+ Estadistica en Secundaria y Bachillerato con R.

+ Posibilidades didacticas de la Web 2.0.

+ Geogebra: TIC e innovaci6n en la ensefianza de las matematicas.

+ ;Qué escondes? Taller de criptografia.

+ Matematicas en la escuela 2.0.

+A leer matemdticas: propuestas diddcticas para incluir la
lectura en el aula.

+ Célculo simbdlico y grafico con WxMaxima.

+ Recursos de informacion para la investigacion educativa en
matemadticas.

+ Cine, TV, matematicas y competencias basicas.

«+ La calculadora cientifica como recurso didactico en las
matematicas de ESO y Bachillerato.

« Iniciacién a TutorMates.

Informacion general

— El periodo de inscripcién comenzara el 15 de septiembre y
finalizard el 30 de septiembre de 2011. La asignacién de pla-
zas se realizard segtn el orden de inscripcion en el curso.

— Todos los cursos se convocan con un nimero maximo de 60
plazas.

— En esta convocatoria no existird proceso de preinscripcion,
la asignaciéon de plazas se realizard segtn el orden de ins-
cripcién en el curso.

— La matriculacién en el curso se obtiene una vez realizado el
pago de la correspondiente cuota de matricula.

— El pago de la cuota de matricula debe realizarse en un plazo
mdaximo de cinco dias a partir de la fecha en la que se cum-
plimenta la solicitud de inscripcién.

— Una vez cumplido el plazo anterior se anulara la solicitud de
participacion en la actividad.

— Se permitird que un/a alumno/a se matricule en un maximo
de dos cursos.

— La cuota de inscripcién se abonard a nombre de la SAEM
THALES en la cuenta:

2071-1183-17-0148246033

— La inscripcién se realizara a través de la Web de la SAEM

THALES: http://thales.cica.es

Convocatoria de actividades de la SAEM THALES

— El periodo lectivo de los cursos serd
desde el 17 de octubre al 18 de diciembre de 2011.

— El precio de la matricula es de 35 € para socios de socieda-
des de la FESPM y de la FISEM, y de 50 € para los no socios,
salvo los dos ultimos que son gratuitos.

— Para estas actividades se solicitard la correspondiente
homologacién a la Consejeria de Educacién de la Junta de
Andalucia por un total de 40 horas.

Mas informacién sobre contenidos y procedimientos de ins-
cripcién en la pagina Web:

http://thales.cica.es

La calculadora cientifica como recurso didactico
en las matematicas de ESO y Bachillerato

La Sociedad Andaluza de Educacién Matemética THALES en
colaboracién con la Divisiéon Didactica CASIO convocan un
curso de formacién a distancia para promover la utilizacién
de la calculadora cientifica como recurso didactico en el drea
de matemadticas para los niveles educativos de ESO vy
Bachillerato.

La asignacion de plazas se realizara por orden de inscripcién.
A los/as alumnos/as se les facilitard la clave de acceso al siste-
ma para el seguimiento del curso. La inscripcion en esta acti-
vidad es gratuita.

Iniciacion a TutorMates

La Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica THALES en
colaboracién con Addlink Software Cientifico convocan un
curso de formacion a distancia para dar a conocer el uso de
TutorMates y facilitar su uso como recurso didactico para la
ensefianza de las matemadticas en la Educacién Secundaria
Obligatoria.

Los asistentes interesados podran utilizar TutorMates gratui-
tamente en su centro de educacién durante el curso escolar
2010-2011, rellenando el siguiente formulario:
http://www.tutormates.es/promo-thalescica Esta licencia
comprende los contenidos curriculares del 1°y 2° de ESO y es
valida para todos los alumnos y los profesores del centro.
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n el ultimo nimero de Suma comenzamos un recorrido
por la aplicacién Geompris cuya pantalla aparece en la imagen 1.

Imagen 1: Pantallas inicial de GCompris

En aquel ndmero estuvimos analizando el comportamiento y
configuracién de esta aplicacion de la que recordamos que
existen versiones para Linux (completa) y recortadas para
Windows y Mac. Segun recogiamos entonces, GCompris es
un programa educativo especialmente disefiado para ninos de
entre 2 y 12 afos. Es software libre y estd disponible para
Windows, Mac y Linux. Aunque existe una versién de
GCompris para Windows, el propésito de la misma es pro-

herramientas matematicas con GCompris

mover el uso del sistema GNU/Linux por lo que la versién
para Windows tiene s6lo un nimero limitado de actividades,
aproximadamente ofrece 20 actividades de las mds de 50-60
totales con que cuenta realmente la aplicacién en Linux,
dependiendo de la versién.

En aquel articulo explicamos el funcionamiento de cada uno
de los iconos con los que cuenta la aplicacién, aunque a lo
largo de las pantallas que vayan apareciendo en este iremos
resenando la utilidad de los que aparezcan en cada una de las
pantallas que tratemos.

Otro de los puntos que tocamos en ese articulo fueron distin-
tas aplicaciones sueltas que aparecen en Gcompris y que pue-
den ser muy utiles en el aula de matematicas, sin olvidar que
podemos configurar en cada una de ellas el nivel de dificultad,
lo que hacia que por una parte pudiéramos adaptar cada uti-
lidad al nivel de desarrollo del alumnado y que por otra pudié-
ramos utilizar las aplicaciones en distintos niveles educativos,
lo que aumentaba su utilidad.

El propésito del articulo de este nimero de Suma es hacer un
recorrido por las aplicaciones que estdn destinadas propia-
mente a matematicas y observar el potencial que nos ofrecen
para su uso en el aula.

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla

matemastic@revistasuma.es
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Antes de comenzar, nos gustaria volver a recordar que aunque
la aplicacién en un principio estd pensada para un alumnado
de entre 2 a 12 afos, la utilidad también es evidente para
alumnos de mayor edad, cosa que podemos atestiguar aque-
llos que durante aios la hemos estado utilizando en los pri-
meros cursos de la ESO observando como las actividades
enganchaban a los alumnos y alumnas, siempre dosificando
adecuadamente su uso y adaptando los niveles de dificultad al
nivel de cada alumno.

Vamos a comenzar el recorrido por las actividades especificas
para matemdticas con las que cuenta Gcompris. Para acceder
a las actividades de matemadticas debemos pulsar sobre el
quinto icono de la barra lateral izquierda que aparece en la
imagen 1. Al pulsar sobre este icono nos aparece la pantalla
que observamos en la imagen 2.

Imagen 2: Pantallas de las actividades especificas de matematicas

En esta nueva pantalla observamos que en la parte central
aparecen tres iconos diferentes. Cada uno de ellos nos condu-
ce a un grupo de actividades distintas. Observamos también
que ha aparecido una barra superior en la que tenemos el
icono correspondiente a las actividades de matemaéticas. En
este caso una oveja con los nimero 1, 2 y 3 delante de ella.
Recordamos que en esta barra superior se iba a ir situando la
iconografia de navegacion de los distintos sitios en los que
habiamos entrado en la aplicacién para llegar a la pantalla que
estamos visualizando actualmente. También recordamos que
en la barra inferior iban a ir apareciendo los iconos de uso
general y que, dependiendo de la pantalla en la que entrase-
mos podrian aparecer unos u otros. En el caso de la imagen 2,
aparecen los iconos comunes a todas las pantallas y cuyas fun-
ciones recordamos que eran:

— Elicono en el que aparece la televisién con un cielo estre-

llado sirve para salir de la aplicacién.
— El icono en el que aparece una avioneta nos muestra los
titulos de crédito de la aplicacion.
— Elicono en el que aparecen algunas herramientas nos con-

duce a la pantalla de configuracién general de la aplicacion.
— El icono con el signo de interrogacién nos informa de lo
que podemos hacer en cada una de las pantallas.

Asi, en la imagen 2 contemplamos la pantalla de la parte espe-
cifica de matematicas. En esta parte podemos acceder a tres
tipos de actividades distintas que son:

— Actividades de célculo.

— Actividades de geometria.

— Actividades de numeracion.

GCompris es un programa
educativo especialmente diseriado
para nifios de entre 2y 12 arios.

Actividades de calculo

Comenzamos nuestro recorrido por las actividades de célcu-
lo. Si pulsamos sobre este icono accedemos a la pantalla que
observamos en la imagen 3.

Imagen 3: Actividades de célculo

Observamos en la pantalla que aparecen 7 tipos de activida-
des diferentes como actividades de calculo. Sin embargo
vamos a ver que son muchas més. Pero vamos por partes,
vamos a entrar en la primera de ellas, aquella cuyo icono es
una calculadora. Si colocamos el ratén encima podemos leer
en la zona inferior “Ir a actividades de algebra” Si pulsamos
sobre este icono aparece la pantalla que observamos en la
imagen 4.



Imagen 4: Actividades de dlgebra

Al acceder observamos que dentro de las actividades de alge-
bra se nos ofrecen 3 actividades distintas, pero ahora si, todas
ellas tienen un funcionamiento parecido.

La barra inferior permanece igual, con los mismos iconos que
habiamos observado y que ya conocemos.

En la barra superior ya vemos que aparecen tres iconos, la
oveja, una pizarra y una calculadora, que son el recorrido que
hemos realizado para llegar a esta pantalla.

Observamos que en la parte superior izquierda de cada uno
de los tres iconos nuevos que aparecen se encuentran varias
estrellas. En la primera calculadora aparece 1 estrella, en la
segunda 2 estrella y en la tercera 3 estrellas. Esto corresponde
al nivel de dificultad 1, nivel 2 y nivel 3 de los seis niveles dis-
tintos que aparecen en la aplicacidn. Los tres niveles siguien-
tes, (4, 5y 6) no vienen representados por estrellas, sino por
un pentagono con un sol en su interior. El nivel cuatro vendria
representado por uno de estos pentdgonos, el nivel 5 por dos
pentdgonos y el nivel 6 por tres pentigonos. A modo de guia
podemos decir que:
— Las actividades de nivel 1 estin dirigidas a alumnos y
alumnas de 2 a 3 afios en adelante.
— Las actividades de nivel 2 estian dirigidas a alumnos y
alumnas de 4 a 5 afios en adelante.
— Las actividades de nivel 3 estan dirigidas a alumnos y
alumnas de 6 a 7 afios en adelante.
— Las actividades de nivel 4 estin dirigidas a alumnos y
alumnas de 8 a 9 afios en adelante.
— Las actividades de nivel 5 estan dirigidas a alumnos y
alumnas de 10 a 11 afios en adelante.
— Las actividades de nivel 6 estan dirigidas a alumnos y
alumnas de 12 a 13 anos en adelante.

Aunque esto solamente debemos utilizarlo a titulo informati-
vo ya que a medida que vayamos utilizando la aplicacién en el
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aula iremos comprobando el nivel de actividad al que se adap-
ta cada alumno o alumna en particular.

Retomamos las actividades de dlgebra y vamos a entrar en una
de las tres que nos proponen, la primera de ellas que es para
practicar la operacion de la suma. Si pulsamos sobre la pri-
mera calculadora que aparece en la imagen 4 observamos qué
nos aparece la pantalla de la imagen 5.

Imagen 5: Practica la operacién suma

En esta pantalla observamos que aparece una operacioén y un
globo que va descendiendo a medida que pasa el tiempo. El
objetivo que debemos perseguir es que el globo no acabe
cayendo al agua. Para ello deberemos ir escribiendo el resul-
tado de la operacién que nos plantean en cada momento. Para
contestar podemos hacerlo de dos formas: escribimos el
resultado y pulsamos la tecla enter o escribimos el resultado y
pulsamos sobre la mano con el pulgar levantado que aparece
en la barra inferior. Cada vez que respondamos a la operacién
correctamente, el globo subird un poquito.

En la barra inferior aparecen dos iconos que no habian apare-
cido antes, el de la mano con el pulgar levantado que acabamos
de indicar para qué sirve y un icono con un dado. Recordamos
que este dado nos servia para seleccionar el nivel de dificultad
del ejercicio que estemos realizando. A medida que vamos
avanzando en la pantalla vamos a ver que la puntuacién que
aparece en el dado serd mayor, lo que indica un mayor nivel de
dificultad. Si pulsamos sobre el dado también podemos modi-
ficar el nimero de puntos que vemos con lo que podemos
seleccionar la dificultad con la que deseamos que se desarrolle
el ejercicio. En la actividad que estamos tratando el nivel de
dificultad ird aumentando por la complicacién en las opera-
ciones y por la rapidez con la que baja el globo.

Las otras dos calculadoras que aparecen en la imagen 4 nos
conducen a actividades parecidas a ésta, pero en las que las
operaciones que aparecen son restas y multiplicaciones.
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Volvemos ahora a la imagen 3 y nos fijamos en el segundo
icono que aparecia en esta pantalla y que nos indica que nos
conduce a las actividades de masticadores de nimeros. Si pul-
samos sobre este icono nos aparece la pantalla que observa-
mos en la imagen 6.

Imagen 6: Masticadores de ntimeros

Podemos ver que en esta pantalla se nos ofrecen 5 actividades
distintas aunque el funcionamiento de ellas es muy parecido.

Debes fijarte que cada actividad viene marcada segtin los ico-
nos que te hemos comentado anteriormente. Asi, la primera
de ellas serfa de nivel 3, la segunda y la tercera también, la
cuarta serfa de nivel 5 y la quinta seria de nivel 6, el mdximo
nivel. Para comprender el funcionamiento de estas activida-
des lo mejor que podemos hacer es entrar en una de ellas ya
que el de las demds va a ser muy parecido. Entramos, por
tanto en la primera que aparece el mufiequito verde (mastica-
dor de numeros) con un simbolo de igual. Ya hemos dicho que
esta actividad es de nivel 3. Si pulsamos sobre este icono apa-
rece la pantalla que observamos en la imagen 7.

Esta actividad de masticadores de nimeros le suele gustar
bastante a los alumnos y alumnas. Comenzamos primero por
la barra horizontal inferior. Todos los iconos que aparecen los
conocemos excepto uno nuevo en el que se ven dos flechas
entrelazadas formando una circunferencia. Este icono sirve
para reiniciar la actividad.

Imagen 7: Masticadores de nimeros: igualdad

El objetivo de este juego es muy simple, a la vez que ttil para
el desarrollo del calculo mental. Consiste en comerse todas las
operaciones que aparecen en la pantalla que cumplan un
determinado requisito. En nuestro caso, ese requisito lo indi-
can en la parte superior “Igual a 6” Por tanto, debemos comer-
nos todas las operaciones cuyo resultado sea 6.

Imagen 8: Comedor de niimeros acompanado

Para mover al masticador de nimeros debemos utilizar la fle-
cha de los cursores y para comernos una operaciéon debemos
utilizar la barra espaciadora del teclado.

Todo podria resultar muy sencillo con lo que llevamos expli-
cado hasta el momento de esta actividad, pero tiene un ali-
ciente anadido. A medida que vamos avanzando en el juego y
nos vamos comiendo las operaciones correspondientes, apa-
recen otros personajes nuevos llamados “Troggle” que son
pequerios monstruos de dos patas y gran cabeza que van a
entorpecer la labor del “Muncher” o comedor de nimeros.
Entorpecen la labor de dos formas. Por una parte, si chocas



con ellos pierdes. Por otra, van paseando por la pantalla y si
encuentran un recuadro vacio vuelven a dejar una operacién
que puede ser una de las que te tienes que comer o no.

La verdad es que el alumnado se suelen enganchar bastante a
esta aplicacion. El resto de opciones que nos ofrecia en la ima-
gen 5 funciona de la misma forma, y con el mismo objetivo,
pero en cada caso hay que distinguir.

La primera es la que hemos analizado en la que el alumnado
debian comerse la suma cuyo resultado era el que aparecia en
cada pantalla; la segunda es el masticador de desigualdades en
las que deben comerse las operaciones cuyo resultado es dis-
tinto al que aparece en cada pantalla; y la tercera es el masti-
cador de multiplos de nimeros. En ésta deben comerse los
numeros multiplos de aquel que aparece en cada pantalla.

La cuarta es el masticador de factores. En ésta, cada alumno
debe comerse los divisores del niimero que aparece en cada
pantalla.

Para finalizar, la sexta es el masticador de niimeros primos en
la que cada alumno debe comerse los nimeros primos que
aparezcan en la pantalla. Como podéis ver es una actividad
que engorda el manejo de las operaciones mentales.

Volvemos a fijarnos en la imagen 3 y vamos a ver las activida-
des que nos ofrecen en el tercer icono en el que observamos
un elefante que nos conduce a las actividades de memoria
matematica. Si pulsamos sobre este icono aparece la pantalla
que observamos en la imagen 9.

Una pantalla en la que se nos ofrecen 7 actividades diferentes,
aunque, como ocurria en otras pantallas, todas ellas tienen un
funcionamiento parecido. Observamos que el nivel de todas
ellas es nivel 1, aunque las tres tltimas son de un nivel superior.

Imagen 9: Actividades de memoria matematica
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Para estudiar el funcionamiento es estas actividades vamos a
entrar en una de ellas, por ejemplo en la primera. Si pulsamos
sobre el primer icono de la pantalla que aparece en la imagen
9, accedemos a la pantalla que observamos en la imagen 10.

Imagen 10: Memoria matemadtica con sumas

Aqui vemos que en la barra inferior aparecen tres iconos que
ya conocemos. En el del dado vamos a poder elegir el nivel
entre 1y 9.

En la pantalla aparecen seis cartas que estan boca abajo. Tres
de esas cartas tienen una operacién con una suma y las otras
tres tienen el resultado correspondiente a cada operacion. El
desarrollo de la actividad es muy sencillo, en este caso, el
alumno o alumna le da la vuelta a dos cartas. Si las dos cartas
contienen una operacién y su resultado correspondiente el
alumno o alumna gana y se lleva esas dos cartas. Ademads,
sigue jugando. Si no encuentra una operacion y su resultado
correspondiente, le corresponde el turno al ordenador para
hacer lo mismo. Al final de cada juego gana el que mds cartas
tenga, por lo que el alumnado debe estar atento para memo-
rizar el contenido de las cartas que se levantan en cada
momento.

Como observamos en la imagen 9, nos ofrecen siete tipos de
actividades distintas aunque, como hemos dicho, todas ellas
se desarrollan de la misma forma, levantando parejas de car-
tas que contengan una operacién y su resultado correspon-
diente. Sin embargo, la diferencia entre una y otra radica en el
tipo de operaciones que se encuentran en las cartas. Las posi-
bles opciones son: sélo sumas, sélo restas, sélo productos,
solo divisiones, sumas y restas, productos y divisiones o las
cuatro operaciones mezcladas. Por este motivo indicibamos
que, aunque el nivel con el que vienen marcadas las siete es
nivel uno, sin embargo, por la descripcién anterior que hemos
hecho de los niveles, algunas de ellas son de nivel superior al
cuatro.
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Imagen 11: Memoria matemadtica con sumas. Nivel 9

Como hemos mencionado anteriormente, para cada una de
estas actividades vamos a poder seleccionar el nivel de difi-
cultad. En el caso de esta actividad, ese nivel de dificultad va a
venir marcado por los numeros que se utilizan en las opera-
ciones y por la cantidad de cartas que nos muestran en la pan-
talla. En la imagen 11 podemos comprobar un momento del
desarrollo de la actividad con un nivel de dificultad 9.
Observamos que, en lugar de 6 cartas aparecen 32 y los niume-
ros utilizados en las operaciones ya son de dos cifras, cosa que
no ocurre en el nivel 1.

Si nos fijamos en la pantalla que aparece en la imagen 3 obser-
vamos que aparecen dos elefantes, pero uno de ellos tiene un
2 delante. El funcionamiento de las aplicaciones que aparecen
cuando pulsamos sobre este segundo icono es el mismo que
las que acabamos de describir aqui, pero con una clara dife-
rencia que va a influir a la hora de utilizar didacticamente una
u otra. Mientras que en las que acabamos de describir el
alumno o alumna juega contra el ordenador, en la segunda el
alumno/a juega contra otro compaiiero/a, lo que contribuye a
concentrarse ain mas en la actividad ya que en el caso de
fallar es el compaiiero o la companera la que se beneficia. En
la préctica, esta segunda opcién para utilizar la actividad es
mejor que la primera de cara a una actividad no individual.

Cambiamos de actividad ahora y pasamos a la cuarta que
observamos en la imagen 3 y que se denomina “Equilibra las
balanzas adecuadamente”. Si pulsamos sobre este icono pode-
mos observar la pantalla que aparece en la imagen 12.

En este caso tenemos una balanza en la que aparece un obje-
to en uno de los platillos y nos indican el peso de ese objeto.
El trabajo del alumno consiste en colocar en el otro platillo las
pesas necesarias de entre las que aparecen, para igualar la
balanza.

Imagen 12: Equilibra la balanza

En la barra horizontal observamos que aparecen iconos que
ya conocemos. En este caso, cuando el alumno o la alumna
tenga colocadas las pesas que considere necesarias para igua-
lar la balanza, deberd pulsar sobre el icono que contiene la
mano con el pulgar alzado para comprobar si la solucién que
ha dado es la correcta. Dependiendo de la pantalla en la que
se encuentre puede que haya mas de una solucién.

Segin podemos observar en la imagen que aparece en la ima-
gen 12, existen distintos niveles de dificultad para esta activi-
dad ya que aparece un dado que nos lo marca.

Esta actividad es bastante til para introducir el concepto de
ecuacién y lo que significa despejar en una ecuacién ya que en
algunas pantallas aparecen situaciones en las que las pesas se
pueden colocar en ambos platillos para equilibrar la balanza.

Si observamos nuevamente la imagen 3, la siguiente actividad
que nos ofrecen se denomina “Practica la suma con un juego
de objetivos”. El nivel de esta actividad, al igual que la anterior,
es 2. Si pulsamos sobre el icono correspondiente nos aparece
la pantalla que observamos en la imagen 13.

Como en las otras actividades, en esta se puede seleccionar el
nivel de dificultad sin méds que pulsar sobre el dado que apa-
rece en la barra horizontal inferior. En este caso, en la panta-
lla aparece una diana con tres colores y observamos que cada
color tiene una puntuacién distinta. A la derecha de la panta-
lla observamos que aparece un indicador que nos informa
sobre la velocidad del viento y con una flecha verde nos infor-
ma sobre la direccién del mismo. En un principio, el alumno
que esté participando en esta actividad debera lanzar tres dar-
dos hacia la diana. Para ello utilizara el ratén del ordenador
con el que apuntard hacia donde desea lanzar y al pulsar el
botén izquierdo del ratén lanzard el dardo. Tras los tres lan-
zamientos, aparecerd en la pantalla un recuadro en el que
deberd escribir la suma total de todos los puntos alcanzados.



Imagen 13: Practica la suma con un juego de objetivos

Como hemos dicho, podemos seleccionar la dificultad de la
actividad pulsando sobre el dado que aparece en la parte infe-
rior. Esta dificultad puede ser entre 1 y 4. La dificultad de la
actividad va a ir aumentando marcada por varios aspectos.
Uno de ellos es la distancia a la que estd colocada la diana. El
otro es el aumento de la velocidad del aire, un tercer aspecto
que cambia es el nimero de colores en que se divide la diana
y por dltimo, la puntuacién de cada uno de los colores para la
que cada vez se utilizan nimero mas grandes. La lejania de la
diana dificulta dos aspectos, por una parte que pinchemos el
dardo en la parte que queremos y por otra, que a la hora de
hacer la lectura se dificulta visualizar el verdadero valor sobre
el que se ha pinchado.

Pasamos ahora a la tltima de las actividades que nos propo-
nen en la imagen 3 cuyo icono es un leén. Esta actividad se
denomina “combinacién de ndmeros y caracteres para obte-
ner el valor indicado”. Si pulsamos sobre el icono aparecerd la
pantalla que observamos en la imagen 14.

Imagen 14: Mezclando nliimeros y operaciones
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En este caso aparecen los distintos simbolos de las operacio-
nes matemadticas y nos aparecen varios nimeros. También
aparece un numero en rojo. El objetivo del juego es conseguir
obtener el ndmero rojo como resultado de una operacién que
propongamos o un conjunto de operaciones que proponga-
mos con los numero que aparecen en la pantalla. Para el caso
que aparece en la imagen 14 es bastante sencillo ya que basta
hacer 7+2. En esa imagen ya hemos colocado el siete y el sim-
bolo de la suma en el lugar adecuado.

Observamos que también podemos seleccionar el grado de
dificultad de esta actividad que puede ser entre 1 y 4. Ademads,
a medida que vamos avanzando hacia una dificultad mayor, es
mayor la cantidad de nimeros que aparecen y la cantidad de
pasos que hay que dar para obtener el resultado final.

Actividades de geometria

Volvemos ahora a fijarnos en la pantalla que aparece en la
imagen 2. Aqui ya hemos hecho un recorrido por las activida-
des que aparecen en el primer icono que correspondia a acti-
vidades de cdlculo. Pasamos ahora al segundo icono en el que
aparecen las actividades de geometria. Si pulsamos sobre este
icono aparece la pantalla que observamos en la imagen 15.

Las actividades relacionadas con la geometria que nos propo-
ne la aplicacién son las tres que observamos en la imagen 15
y son actividades. Aunque son actividades bdsicas, vamos a
tratar cada una de ellas ya que podemos sacarle mucho parti-
do en algunos contenidos de la materia.

Imagen 15: Actividades de geometria

La primera de las actividades representada por un pincel
entre un tridngulo y un cuadrado, nos conduce a la pantalla
que observamos en la imagen 16.
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Imagen 16: Gréficos vectoriales

Esta herramienta se nos presenta como “herramienta simple
de dibujo vectorial” Segtin observamos en los iconos que apa-
recen en la barra horizontal inferior, es una actividad que no
presenta niveles. Es una herramienta bésica de dibujo con la
que podemos trazar distintas figuras y podemos efectuar
movimientos sobre las figuras dibujadas.

En la parte inferior de la pantalla observamos que aparecen
dos filas de colores. Aqui es donde vamos a poder seleccionar
el color con el que vamos a dibujar la figura que queremos
representar.

Analizamos un poco la barra vertical izquierda que observa-
mos en la imagen 16. En esta barra nos encontramos una serie
de botones que nos van a servir para disefiar nuestro dibujo.

Comenzando por la parte de arriba, los dos primeros nos van
a servir para guardar la imagen que hemos disenado o para
abrir una imagen que hubiéramos guardado previamente.

En los cinco siguientes botones observamos que aparece una
figura geométrica en negro. Al pulsar sobre uno de esos boto-
nes le indicamos a la aplicacién que deseamos dibujar esa
figura geométrica. Por ejemplo, si pulsamos sobre el segmen-
to, estamos en disposiciéon de dibujar un segmento. Para
hacerlo, pulsamos ahora con el ratén sobre el area de trabajo
y veremos que aparece un segmento en el que apreciamos que
al principio y al final del mismo hay un pequefio cudradito de
otro color. Si arrastramos uno de esos cuadraditos observa-
mos que podemos hacer el segmento tan largo como quera-
mos y en la direccién en la que deseemos. Igual ocurre con las
otras figuras, por lo que podremos dibujar cuadrados, cua-
drados rellenos, circunferencias y circulos son mayor proble-
ma. Eso si, apareceran segtn el color que tengamos seleccio-
nado previamente.

Al lado del botén del segmento, aparece un botén con una
mancha verde. Este botén nos va a servir para colorear una
figura que hayamos dibujado previamente. Si, por ejemplo,
tenemos un cuadrado dibujado en el drea de trabajo y deseamos
que el cuadrado aparezca en verde, pulsamos previamente
sobre el color verde, después pulsamos sobre el botén que apa-
rece a la derecha del botén del segmento y para finalizar pulsa-
mos sobre el cuadrado y veremos que se pone de color verde.

Debajo del botén del segmento aparece un botén con un
dibujo en azul y blanco. Es el botén para borrar. Si deseamos
borrar una figura del area de trabajo, pulsamos sobre este
botén y posteriormente sobre la figura que deseemos borrar y
desaparecera del drea de trabajo.

La aplicacién también cuenta con imagenes predisenadas que
nos pueden servir de ayuda en algunos momentos. Para acce-
der a estas imagenes solamente debemos pulsar sobre el botén
en el que aparece un coche rojo y nos aparecera una pantalla
en la que seleccionaremos las imdgenes predisefiadas. En la
imagen 17 podemos observar la pantalla que aparece para la
seleccion de iméagenes cuando hemos pulsado sobre uno de los
grupos en los que aparecen agrupadas estas imdgenes.

Imagen 17: Imagenes predisefiadas

En la parte de la izquierda aparecen los distintos grupos y en
la zona de la derecha las imdgenes que contiene ese grupo.
Para seleccionar una para nuestro disefo, solamente debemos
pulsa sobre la imagen que deseemos y pulsar sobre el botén
“Aceptar” y ya aparecera incluida en el espacio de trabajo.

En el espacio de trabajo también vamos a poder realizar movi-
mientos sobre las imagenes que ya hayamos creado. Estos movi-
mientos los vamos a poder efectuar utilizando los botones con
flechas verdes que aparecen en el lateral izquierdo de la imagen
16. Para utilizar uno de ellos pulsamos primeramente sobre el
botén, por ejemplo girar a la izquierda y, posteriormente, pulsa-
mos sobre el objeto que deseemos girar y se realizara el giro.



El tltimo botén que aparece con una T en negro es para poder
insertar texto en nuestro disefo.

Si pulsamos sobre el segundo icono que aparece en la imagen
15, nos conduce a las actividades de repeticién de imagenes.
Esta pantalla la observamos en la imagen 18.

En este caso volvemos a encontrarnos con las herramientas de
dibujo, pero el espacio de trabajo aparece dividido en dos par-
tes. En la parte derecha del espacio de trabajo la aplicacién
nos propone un dibujo que el alumnado debera repetir en la
parte de la izquierda utilizando las herramientas de dibujo.

Una vez que el alumnado considere que ya ha dibujado la ima-
gen pedida, debe pulsar sobre la mano que aparece en la barra
horizontal inferior y la aplicacién le indicard si es correcto.

Imagen 18: Pantallas iniciales de GCompris

El dado en la barra horizontal inferior significa que esta acti-
vidad tienen distintos niveles. Concretamente, en la imagen
18 observamos una actividad de nivel cinco.
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Si pulsamos sobre el tercer icono que aparece en la imagen 15,
observamos que aparece la pantalla que vemos en la imagen 19.

Imagen 19: Pantallas inicial de Gcompris

En esta actividad nos proponen dibujar figuras simétricas. El
funcionamiento es muy parecido a la actividad anterior. En
este caso, el espacio de trabajo también aparece dividido en
dos partes y en la parte de la derecha el ordenador nos pre-
senta un dibujo. En la actividad, el alumno o alumna debera
dibujar en la parte de la izquierda el dibujo simétrico al que
nos indican. Una vez que considere que ha dibujado el simé-
trico, debera pulsar sobre la mano que aparece en la barra
inferior y el ordenador le indicara si lo ha hecho bien o no.

Esperamos que el uso de estas herramientas las encuentres de
utilidad en el aula y que sirvan de complemento para la prac-
tica de los contenidos que debes tratar. En el préximo nime-
ro de Suma te descubriremos cémo puedes personalizar ain
mds la herramienta.
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n 1998 el departamento de Matematicas del IES Pau Vila
de Sabadell inici6 una serie llamada Lenigma del mes en la
que se proponia un problema, curiosidad o paradoja matema-
tica a toda la comunidad educativa (alumnos, profesores y
personal no docente). El enigma se colgaba en las paredes del
instituto y se invitaba a todos a remitir una solucién al depar-
tamento de Matemadticas. Cualquier profesor de Matemadticas
podia proponer un enigma, pero en tal caso debia encargarse
de redactar la solucién y hacerla publica junto al enigma del
mes siguiente.

El Enigma del mes n°.2 fue propuesto por Antonio Lépez en

los términos de la figura 1. Se trata de un puzzle que puede
recomponerse creando una paradoja.

Figura 1: ;A dénde ha ido a parar el cuadrado blanco?

Contemplando la figura 1 durante unos instantes, uno acaba
por preguntarse adénde ha ido a parar el cuadrado blanco en
el triangulo rectangulo inferior de la figura 1. El calculo de las
areas sumando las de las piezas de colores que conforman
cada uno de esos triangulos rectangulos pone de manifiesto la
desaparicién, pero no desvela su motivo:

1 1
A= ~5q~2q+7q2+1q2+8q2+§~8q~3q=33q2

sup 5

1 1
Amf=5-8q-3q+7qz+8¢172+5~5q~2q=32q2

Estamos ante una paradoja. El cdlculo de las éreas certifica
que el puzzle triangular de la parte superior posee mayor area
que el inferior aunque aparentemente sean iguales. Si se cal-
cula el drea del tridngulo rectdngulo total, el de catetos 13q y
5¢, se obtiene:

A=%-13q~5q=32,5q2

¢Tres resultados distintos para una misma édrea? ;Acaso es
madgico ese cuadradito blanco? Quiza el error no esté en lo
que hacemos (calcular) sino en lo que vemos. O. mejor dicho,
en lo que creemos ver. Esas dos figuras, ;son realmente trian-
gulares? Si se contempla la figura 1 desde una posicién con un

Miquel Alberti Palmer
Institut Vallés, Sabadell
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angulo de vision mucho mas cerrado, veremos que el seg-
mento que tomamos antes por una hipotenusa no es ni hipo-
tenusa ni segmento. Es una linea quebrada compuesta de dos
segmentos, de dos hipotenusas menores. Es la hipotenusa
aparente de un aparente tridngulo rectingulo que, en reali-
dad, es un cuadrilatero.

El cuadrilatero superior de la figura 1 es convexo; el inferior,
céncavo. La diferencia entre sus dreas es precisamente ese
cuadrado de la cuadricula. El primero es medio cuadrado
mayor (33¢2) que el tridngulo rectdngulo (32,5¢2); el segundo,
medio cuadrado inferior (3242). Los dos tridngulos rectdngu-
los menores (rojo y verde) no son tan semejantes como pare-
cfan, pues, aunque por poco, la inclinacién de sus hipotenu-
sas no es la misma:

0,625=E¢§=0,6
8 5

El cuadrado blanco es la sutil diferencia que distingue ambos
cuadrilateros y que se reparte a lo largo de la ‘diagonal’ de la
cuadricula (Fig. 2), en una finisima rendija.

Figura 2: Una celda de la cuadricula repartida en la diagonal.

Un andlisis matematico mdas profundo lleva a preguntarse qué
numeros son los que dan lugar a una situacién asi.
Ordenando de menor a mayor los lados de las figuras involu-
cradas damos con una serie de nimeros muy conocida: 2, 3,
5, 8, 13. Se trata de un fragmento de la sucesién de Fibonacci:
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, ... Las proporciones calculadas
antes son cocientes entre términos consecutivos de esta suce-
sion, los cuales se aproximan al nimero de oro a medida que
avanzamos:

9, 1; l, g; E, E’ i) Ey oo ﬁ®=£=0,618“.
11 2 3 5 8 13 21 2

Tomando términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci
mayores que 13 podria componerse un cuadrilatero visual-
mente indistinguible de un tridngulo rectangulo.

Pero no es imprescindible que los niimeros escogidos perte-
nezcan a la sucesién de Fibonacci. Pueden crearse situaciones

similares tomando cuatro términos de una sucesién numéri-
ca cuyos cocientes de términos consecutivos converjan a un
numero real determinado. La mas sencilla es la sucesién de
numeros naturales cuyos cocientes de términos consecutivos
tienen por limite 1:

01 2 3 4 n
Ty T T T Ty ey T —1
1 2 3 4 5 n+l] "7

Con los nimeros 2, 3 y 4 también se obtienen tridngulos rec-
tangulos aparentes que dan lugar a la misma paradoja. Pero
con valores tan pequenos el cuadrilitero es visible. Con
numeros mayores la falsa hipotenusa se hace mucho mas rec-
tilinea (figura 3).

Figura 3: ;A dénde ha ido a parar el cuadrado blanco?

Quizd el error no esté en lo que
hacemos (calcular) sino en lo
que vemos. O. mejor dicho, en lo
que creemos ver.

Construcciones similares son posibles con ndmeros naturales
siempre que el cuadrado blanco ocupe la celda central de un
cuadrado mayor. Ese cuadrado mayor se compone de dos pie-
zas iguales y del cuadrado blanco. Esto significa que hacen
falta un ndmero impar de celdas:

n —1=2k = n’ =2k +1=impar = n=impar

Afios después de haber reflexionado sobre esas cuestiones me
encontraba en Palma de Mallorca para estar cerca de mi
madre, quien por entonces entraba y salia del hospital con
demasiada frecuencia. Una tarde sali de la habitacién de mi
madre para dar una vuelta mientras mi hermana le hacia
compania. Di un largo paseo hasta un bar de la ciudad que
frecuentaba cuando vivia en Palma. Quedaba cerca de una
academia en la que durante la mili di clases de matemadticas a
los opositores a Correos.



La academia estaba junto a la plaza de Cort, a sélo cien pasos de
un olivo centenario que los turistas nunca cesan de fotografiar.
El establecimiento en cuestion se halla detras del ayuntamiento,
en la estrecha pero larga calle Morey que desemboca en la plaza
de Sta. Eulalia. Pensaba tomar un café en el Xicara. Pero en lugar
de entrar en él, donde entré fue en el portal impar anterior, pues,
para mi sorpresa, la casona que recibia ese ntimero habia sido
reconvertida en una libreria de viejo. Se llamaba Fine Books, una
onomatopeya angléfona de find books (figura 4).

Figura 4: Tarjeta de la libreria Fine Books de Palma.

Hacia poco que su dueiio habia abierto el local. El visitante
tenia que esquivar pilas de libros todavia pendientes de clasi-
ficacion. La libreria era un laberinto tridimensional de papel y
cuero avejentados que el lector recorria por pasadizos y esca-
lerillas que conectaban tres niveles. Pasé un buen rato hoje-
ando volimenes de viajes, navegacion, geografia, historia,
musica, arquitectura, naturaleza, biblias... La inmensa mayo-
ria estaban escritos en inglés. En un estante del sétano encon-
tré una ejemplar escrito en francés editado a finales del siglo
XIX. Se trataba de las Récréations Mathématiques, de Edouard
Lucas (Figura 5). La edicién tenifa un cuerpo tnico que aloja-
ba los dos volimenes publicados con un lustro de diferencia.
El volumen I, de 1891; y el volumen II, de 1896.
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Figura 5: Guarda y portada de las Recreaciones matemiticas de E.
Lucas (vol. II).

Al abrirlo percibi entre el olor a moho de la estancia y el
aroma que cada propietario confiere a los ejemplares de su
biblioteca. En las guardas habia una inscripcién hecha con
lapiz: C. E O. Gibson.

Busqué el indice, al final del volumen, para ver el contenido.
Me llamé la atencién un apartado de la Cinquiéme récréation
del volumen II titulado Un paradoxe géométrique, en la pagi-
na 152. Al abrir esa pagina mis ojos se clavaron en un disefio
geométrico muy parecido al que mi colega Antonio habia col-
gado en la pared del departamento de Matematicas del IES
Pau Vila hacia siete anos (Fig. 6).

Figura 6: Una paradoja geométrica (G. Lucas, 1896).

Yo no hablo francés, mi madre si. Al volver al hospital para
relevar a mi hermana y pasar la noche junto a mi madre estu-
vimos un rato los tres comentando cémo habia transcurrido
la tarde. Mi madre se encontraba bastante bien, incluso jovial.
Cuando me pregunté qué habia hecho, le expliqué el itinera-
rio recorrido y le mostré mi adquisicion.
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Abrié el volumen y leyé la primera pagina. El francés de la
obra no es demasiado sofisticado, por lo que yo podia seguir
el hilo de la lectura. Si no entendia algtin término, ella me lo
traducia. Le pedi que leyera el inicio de la pagina 152, donde
estaba esa paradoja geométrica. Y asi, Lucas, por medio de mi
madre, comenzd a hablar.

El autor francés parte de un cuadrado de 8x8=64 casillas que
luego se divide en dos tridngulos rectangulos y dos trapecios.
La figura se desmonta y se recompone formando un rectan-
gulo de 5x13=65 casillas (figura 6). ;Cémo se explica la apa-
ricién de una casilla mds? He ahi la paradoja.

Evidentemente, 64 no es igual a 65. Lucas dice que la explica-
cién de la paradoja es sencilla y reside en haber dado por sen-
tado que la diagonal visible en la figura 83 es auténtica cuan-
do solo es aparente. Una ilusién 6ptica nos hace percibir
como iguales las inclinaciones del rectdngulo entero (5/13) y
la del tridngulo rectangulo (3/8).

Lucas observa que la diferencia entre ambas pendientes es
pequenia, aunque no nula (1/104). A continuacion, cita la
fuente de dénde proceden los nimeros que generan la con-
troversia: la sucesién de Fibonacci. El producto de dos térmi-
nos alternados de la serie de Fibonacci sélo se diferencia en
una unidad del cuadrado del término que los separa:

2°-1-3=1
3-2.5=-1
5°-3-8=1
8 -5-13=-1
13°-8-21=1

No se trata de una propiedad exclusiva de la sucesiéon de
Fibonacci. También la verifican los niimeros naturales. Todos
los estudiantes de secundaria la estudian bajo el epigrafe de
identidad notable:

(n+1)-(n-1)=n*-1
Basta darle la vuelta como a un calcetin para sacar a la luz la
relacion escrita por Lucas:

n—(n-1)-(n+1)=1
Cada curso suelo plantear la paradoja a mis alumnos de la

ESO. En lugar de mostrarles el disefio desde el principio, pre-
fiero darles algunas instrucciones para que ellos lo dibujen.

En esas instrucciones afiado un ardid para que caigan en la
trampa que luego tendran que desvelar:

1. En la parte superior izquierda de una hoja de papel
cuadriculado sefialad un vértice con la letra A.

2. Desde A, trazad un segmento vertical hasta un vértice
que llamaréis B situado a 8 cuadritos de A.

3. Ahora haced lo mismo desde B hacia la derecha, hasta
un vértice que llamaréis C, situado a 13 cuadritos de B.

4. Por ultimo unid con un segmento los puntos A y C.

S. sVerdad que el segmento AC pasa por un vértice de la
cuadricula situado 5 cuadritos a la derecha de AB y 5
cuadritos por encima de BC? Llamemos D a dicho
punto.

6. Calculad el drea del tridngulo ABC de dos modos dis-
tintos.

La trampa estd en la quinta cuestién. Todo el mundo la res-
ponde afirmativamente, pues ve como el trazo del segmento
AC pasa por justo por encima del punto D. Eso infunde la
confianza suficiente como para que el estudiante no dude que
D pertenece a AC. Los dos resultados distintos para la misma
drea ponen en evidencia que algo no va bien. Sin embargo,
raramente las dudas se dirigen hacia el punto D. Hace falta
una reflexion refinada para ver que no se puede confiar del
todo en la percepcion visual. Ver sirve para crear e intuir, pero
no para demostrar.

Rooney, el librero britdnico que me vendié el ejemplar me
obsequié una anécdota matemadtica en lengua inglesa cuya
solucion escribi6 al dorso de una tarjeta: Why 11+2=12+1?

La respuesta no es aritmética. Todo el mundo sabe que el
resultado de sumar once mds dos da lo mismo que sumar
doce mds uno. El porqué estd en una correspondencia biyec-
tiva, 1-1, entre las letras de una y otra suma. Con las mismas
letras que se escribe eleven plus two, se escribe también twel-
ve plus one. Ni una mds, ni una menos.

Aungque formas y colores pueden ser iconos del recuerdo, mas
fuerte es la asociacién entre aromas y experiencias pasadas.
No olvidaré esos dias marcados por el olor a hospital y el de
la libreria Fine Books. Este emana de las paginas del libro de
Lucas cada vez que lo abro. Antes las lineas rojizas y acuosas
de sus guardas me parecian hermosas. Ahora las veo como
una expresion del dolor. Margarita, mi madre, ya no estd. Su
ausencia amarga estas adherencias. Me consuela un poco
pensar que el de Lucas y un ejemplar de mi tesis fueron los
dos ultimos libros que sostuvieron sus manos.

ADHERENCIAS 1

Este articulo fue solicitado por Suma en enero de 2011 y aceptado en abril de 2011 para su publicacién.
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n esto de la Biblioteca Particular a veces a uno le gusta-
ria tener la colaboracién de alguna persona concreta, pero a
la que no conoce. Bien porque las que conoce y cree que seri-
an interesantes no acaban de querer escribirlo (este no deja de
ser un pais con resistencia a escribir), bien simplemente por-
que las cree de mayor interés. Y aqui hay un problema y una
estrategia de resolucién (que explicita Paco Hernan diciendo
que si uno tiene un amigo que lo resuelva esta todo acabado).
O sea que en este caso estaba la persona a la que queria soli-
citar su aportacion (Jordi Deulofeu) y el amigo que resolveria
el contacto por su relacién personal con él (Fernando
Corbaldn, tan amigo que me pasé la responsabilidad de esta
seccion).

O sea que a él recurri y hago de puente de lo que él me cuen-
ta. Los inicios de la preocupacién pedagdgica de Jordi van
ligados al Grup Zero de Barcelona que fue uno de los inicia-
dores del movimiento de renovacion de la ensefianza de las
matemadticas en nuestro pais. Y su aficidén particular fueron
los juegos (de los que ha llegado a tener una buena coleccién
procedentes de los mdas diversos lugares que visitan €l o sus
amigos) y pasatiempos, de lo que dio buena muestra en una
seccion fija (que durd de 1991 y 1996) titulada Para pensar de
un minuto a una hora (que con frecuencia daba bastante mas

Mi presentacion

Daniel Sierra Ruiz

de si) en el suplemento semanal dedicado a la ciencia del
periddico La Vanguardia de Barcelona (desaparecido, el
suplemento, junto con los de la mayoria de los periddicos,
entre proclamas oficiales y oficiosas de la importancia de la
ciencia para asegurar nuestro nivel de vida), que continué
luego en la revista Ciencia y vida. Por suerte algunos de ellos
los ha retomado en alguno de los libros de recreaciones que
ha ido publicando (el ultimo en la coleccién El mundo es
matemdtico titulado Prisioneros con dilemas y estrategias
dominantes. Teoria de juegos).

Pero ademds de su labor como escritor es un profesor res-
ponsable, habiéndose encargado no solo de las clases con los
estudiantes de magisterio, sino de poner en marcha hace ya
muchos anos un master modélico para profesores de secun-
daria (que bien hubiera estado que se hubiera tenido en cuen-
ta para su generalizacion), ha trabajado en la gestién de su

Daniel Sierra Ruiz (coordinador de la seccién)
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
biblioteca@revistasuma.es
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facultad y ha dirigido con gran responsabilidad y acierto tesis
doctorales sobre temas atractivos (juegos, resolucién de pro-
blemas,...) que tienen ademdas como valor aitadido que pue-
den ser utilizadas en el trabajo diario del profesor de a pie (de
primaria o secundaria). Por supuesto ha dado también cursos
y conferencias por muchos sitios y ha organizado eventos
educativos interesantes. Y retomando el inicio, siempre ha

ﬁ

Mi biblioteca particular
Jordi Deulofeu Piquet

Cuando uno lleva més de 30 afios en una profesion, en mi caso
la de profesor de matematicas o mds concretamente la de for-
mador de profesores de matemdticas, siempre es de agradecer
que le ofrezcan la posibilidad de hacer una mirada al pasado
para recordar aquellos libros que por una u otra razén han
influido de manera decisiva en mi visién sobre las matemati-
cas y su ensefianza. Quiero, pues, empezar agradeciendo a la
revista Suma y en particular al coordinador de esta seccidn,
una invitacién que, ademds, me ha permitido gozar recordan-
do tantos gratos momentos pasados con la lectura de muy
diversos libros, al tiempo que reflexionaba sobre el contenido
de los mismos y los motivos por lo que han resultado impor-
tantes para mi. Como decia Pélya en su articulo On learning,
teaching, and teaching learning (American Mathematical
Monthly, 70, 1963):

Ensefiar no es una ciencia, es méas bien un arte. [...]
Ensefiar, tiene mucha relacién con el arte teatral. Debo
confesar que siento placer al actuar, especialmente ahora
que soy viejo y que muy raramente descubro alguna cosa
nueva en Matemaéticas: por esto siento una cierta satisfac-
cién al revivir la manera como hice este o aquel pequefo
descubrimiento en el pasado.

Como los libros que a uno le vienen a la cabeza son muchos,
de épocas distintas y temdticas variadas, y la opcién de
comentar cada uno de ellos es inviable por una simple cues-
tién de espacio, he optado por hacer una seleccion reducida
de cada uno de los temas elegidos, con unos pocos libros
estrella en cada apartado, lo que me ha permitido extenderme
algo sobre las razones por la que estos y no otros figuran en la
lista, tratando con ello de animar al lector que los desconoce
a su lectura y también a aquellos que ya los leyeron en su dia
a una posible relectura.

estado dispuesto a cultivar la amistad y a echar una mano
siempre que se le pide, colmando y atn superando las expec-
tativas, como muestra el articulo que sigue, que descubrird
para quien no lo conoce su singular personalidad.

O sea que os dejo con Jordi Deulofeu Piquet y su biblioteca
particular.

Libros de matematicas

Al empezar un nuevo curso en el méster de secundaria, suelo
hacer una pregunta a mis estudiantes: si alguien os pidiera que
le recomendarais un libro que le permitiera conocer qué son
las matematicas, ;qué titulo le ofreceriais? Habitualmente la
pregunta queda sin respuesta, ya que, a pesar de conocer, o
mejor haber estudiado, un buen nimero de libros que tratan
de matemadticas, la mayoria corresponden a manuales o trata-
dos sobre una parte muy especifica, que dan una visién muy
parcial y a veces incluso distorsionada de esta ciencia.

En este sentido, los tiempos han cambiado poco, ya que algo
muy similar me sucedié a mi, y me atreveria a decir que a
muchos de nosotros, cuando finalicé los estudios de matema-
ticas en la Universidad de Barcelona, hace cerca de 35 aiios.
Por todo esto recuerdo que la lectura de What is mathema-
tics?, An elementary approach to Ideas and Methods de
Courant y Robbins, en una edicién de tapa dura (;Qué es la
Matemdtica? editorial Aguilar) comprada un domingo por la
manana en el Mercat de Sant Antoni, que ain conservo y uti-
lizo de vez en cuando, me permitié acercarme de una manera
global a las matematicas y ha sido para mi un referente funda-
mental. Casualmente, hace pocos dias Matias Camacho, de la
Universidad de la Laguna, me mostrd una version electrénica
de la segunda edicidén, revisada y ampliada por Ian Stewart
(Oxford University Press, 1996), en cuya portada se puede leer
un comentario de Einstein a propdsito de la primera edicién de
1941: «A lucid representation of the fundamental concepts
and methods of the whole field of mathematics».

Otros libros de matematicas que me acomparfiaron en mis pri-
meros afios fueron: La Matemdtica: su contenido, métodos y
significado, de Aleksandrov, Kolmogorov y otros (3 volime-



nes, en la coleccién Alianza Universidad de Alianza Editorial,
1973). Todavia utilizo con mis estudiantes el primer capitulo,
Vision general de las Matemdticas, y muy en particular el
apartado Variable y Funcion, que me parece una magnifica y
elemental introduccién al concepto de funcién.

A diferencia de otras ciencias,
las matemadticas quizd junto a
la quimica, son dos disciplinas
en las que la cantidad de libros
para el gran publico es bastante
reducida.

En este apartado debo incluir un libro que a menudo vuelvo a
leer: Niimeros y Figuras de Hans Rademacher y Otto Toeplitz
(Alianza Editorial, 1970), que sin tener el caricter global y
extenso de los anteriores significé para mi una nueva manera
de ver las matematicas. A diferencia de otros libros, este es de
los que uno debe leer lentamente y con un papel y un lapiz al
lado para ir comprendiendo y resolviendo las multiples cues-
tiones propuestas. Este libro estd asociado en mi memoria a
un momento triste y complicado de la historia de Espana, el
23 de febrero de 1981. Aquella tarde, cuando se inici6 el golpe,
me encontraba asistiendo a un curso del matematico y profe-
sor argentino Pascual Llorente, en el instituto Montserrat de
Barcelona, junto con algunos de los que luego serian mis com-
pafieros de trabajo y amigos, Lluis Bibiloni, Joan Miralles,
Xavier Valls y Pelegri Viader; recuerdo que la sesién estaba
dedicada al capitulo del libro de Toeplitz sobre la relacién
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entre fracciones y decimales. Poco tiempo después, Pascual
Llorente fue el director de mi tesina que versé sobre proble-
mas de fracciones egipcias, (aqui cabria citar el libro de
Richard Guillings, Mathematics in the time of pharaons,
Dover, 1982); fue él quien me introdujo en la historia de las
matemadticas y me mostré su importancia para la ensefianza.

Libros de divulgacion de las matematicas

A diferencia de otras ciencias, las matematicas quizd junto a
la quimica, son dos disciplinas en las que la cantidad de libros
para el gran publico es bastante reducida. No considero en
este apartado los libros de juegos matematicos o de problemas
recreativos, cuya cantidad es notable, ni tampoco los de his-
toria de las matematicas, sino aquellos que tratan de dar una
visién de las matemdticas para el gran publico y aquellos
libros de ficcién cuyo trasfondo matematico es notable.

El primer libro de este tipo que recuerdo es Mathematics for
the Million de Lancelot Hogben (George Allen & Unwin Ltd,
1936). Tengo un ejemplar de la edicidon xv1, de 1945 que com-
pré en la pequena libreria dentro del mercado de Camden
Town en Londres. A propdsito de esta libreria, recuerdo que
anos después, en diciembre de1992, cuando estaba cerrando
mi tesis doctoral, me encontraba hojeando el libro de David
Wells, Curious and Interesting Puzzles (Penguin Books, 1992)
que acababa de aparecer, cuando se me acerc6 una persona y
me pregunt6é qué me parecia el libro y si tenia intencién de
comprarlo. Al decirle que si y contarle que me parecia una
idea magnifica la organizacién del libro (568 problemas recre-
ativos organizados cronoldgicamente, desde los antiguos
egipcios hasta nuestros dias) y el esfuerzo por rastrear las ver-
siones originales a lo largo de la historia, me contesté que si
queria me lo dedicaba. Y asi lo hizo estampando en la prime-
ra pagina: «Happy Puzzling, David Wells».
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Seguramente, la consideracion inicial sobre el nimero reduci-
do de libros de este tipo empieza a ser desmentida por varios
proyectos editoriales que se estdn ocupando del tema y segiin
parece con un cierto éxito de ventas. En este sentido citaré la
reciente coleccidn El mundo es matemdtico (con 30 volime-
nes publicados por RBA entre 2010 y 2011), cuyos autores,
entre los que tengo el honor de contarme, son todos espafo-
les y abordan tematicas diversas, tanto de las matemdticas
como de su relacién con el mundo, con titulos sugerentes
como Mapas del metro y redes neuronales o Las Matemdticas
de la vida. Ademas de una doble edicién de quiosco y otra
para librerias, la coleccién ha sido traducida hasta el momen-
to, al italiano y al portugués. Aunque sélo he tenido oportuni-
dad de leer unos pocos, intuyo que en el futuro voy a dedicar
tiempo a este tipo de lecturas que nos permiten ampliar hori-
zontes y constatar, una vez mas, que efectivamente las mate-
maticas se encuentran en todas partes.

La enseinanza de las matematicas

Como hice anteriormente al referirme a las matematicas me
remontaré a mis inicios profesionales para empezar este apar-
tado. Sin duda, dos libros significativos de mis inicios como
profesor y en particular como miembro del Grup Zero de
Barcelona son: La Geometria de Emma Castelnuovo (versién
catalana de Ketres, 1981), y Matematica nella realta de Emma
Castelnuovo y Mario Barra (P. Boringhieri, 1976). Recuerdo
con emocioén la primera vez que asisti a una conferencia de
Emma con motivo de la exposicién que ella, Mario y otros
compaiieros italianos instalaron en I'Escola de Mestres Sant
Cugat la primera semana de marzo de 1980. Cada vez que uso
una cuerda para formar con ella rectangulos isoperimétricos y
preguntar qué sucede con su area, recuerdo el impacto que me
produjeron sus ideas, la fuerza de sus convicciones y la energia
con las que durante tantos anos las ha defendido y expuesto en

todo el mundo. La influencia italiana de aquellos inicios fue
notable, ya que junto a los de Castelnuovo lei, entre otros, los
2 volimenes de Villani y Spotorno, Matemdtica: Idee e metodi
(La Nuova Italia, 1979), textos que planteaban las matemadticas
a partir de problemas reales y en los que la probabilidad y la
estadistica tenfan un lugar transversal destacado.

Mis aficiones me han llevado a
recopilar libros sobre temas
diversos entre los que debo
destacar, en primer lugar, los
relacionados con los juegos.

Tras este inicio en la Didactica de las matemadticas, el conoci-
miento de los principales autores y sus libros se fueron suce-
diendo, especialmente después de la asistencia al que fue mi
primer congreso internacional, la xxxir edicién de la
CIEAEM en Pallanza (Italia) en 1981. En este punto, tengo
necesariamente que citar a tres autores que han sido funda-
mentales para mi formacién en didactica de las matematicas:
George Pdlya, con el célebre How to Solve it (1945), su libro
mds conocido y traducido, y su obra Mathematical Discovery.
On understanding, learning and teaching problema solving —
2 voliumenes publicados en 1962 y 1964 respectivamente por
John Wiley— que constituye su auténtico legado didactico.
Como dice el autor en el prefacio del segundo volumen: «Esta
obra combina su objetivo tedrico, el estudio de la heuristica,
con otro de concreto, inmediato, practico: mejorar la prepa-
racion de los profesores de matematicas de los institutos».

Pere Puig Adam, con sus ensayos como Diddctica
Matemdtica Euristica (1956), El material diddctico matemd-
tico actual (1958), La Matemdtica y su ensefianza actual
(1960), pero también sus libros de matematicas y sus libros de
texto, muchos de ellos en colaboracién con Julio Rey Pastor.

Hans Freudenthal, con sus numerosos trabajos, de entre los
que quiero destacar el primero que lei, Mathematics as an
Educational Task, 1973. La visién de la didactica de las mate-
mdticas de Freudenthal y el desarrollo de la llamada matema-
tica realista, continuada y revisada en el instituto de investi-
gacién que lleva su nombre, por Jan De Lange y muchos otros,
ha sido un modelo para muchos de nosotros, no sélo por los
principios teéricos que sustentan su modelo si no, especial-
mente, por su capacidad para aplicar los resultados de sus
investigaciones tanto en la enseflanza de las matematicas
como en la formacién de profesores.



No puedo finalizar este apartado sin citar otros autores cuyas
lecturas, en muchos casos articulos mdas que libros, han resul-
tado importantes para mi: Paulo Abrantes, Abraham Arcavi,
Paolo Boero, Alan Bishop, Claude Janvier y Gérard Vergnaud.
De los trabajos publicados en nuestro pais, quiero destacar las
numerosas aportaciones de los distintos grupos de trabajo que
durante muchos afos estuvieron al frente de la innovacién de
la educacién matematica (grupos Zero —del que he formado
parte— y Periédica Pura de Barcelona, Cero de Valencia,
Azarquiel de Madrid, Beta de Badajoz y tantos otros) y la
coleccion de la Editorial Sintesis: Matemdticas, cultura y
aprendizaje, que a principios de los 90 nos proporcioné un
magnifico conjunto de libros de didactica de las matematicas,
muchos de los cuales he seguido utilizando hasta hoy.

[...]Jquiero destacar las
numerosas aportaciones de los
distintos grupos de trabajo que

durante muchos arios estuvieron
al frente de la innovacién de la
educacion matemdtica

Algunos gustos particulares: Juegos, Alicias y
musica

Mis aficiones me han llevado a recopilar libros sobre temas
diversos entre los que debo destacar, en primer lugar, los rela-
cionados con los juegos. Tengo la suerte de contar entre mis
amigos a Oriol Comas, el mejor conocedor del mundo de los
juegos de nuestro pais con el que, junto con otros aficionados
a los juegos de pensar, hacemos, una vez al mes, una partida
de Eleusis, el gran juego de Abbott divulgado por Martin
Gardner en 1959, en su mitica seccién Mathematical Games
de la revista Scientific American (ver el libro de Robert
Abbott, Diez juegos que no se parecen a nada, RBA, 2008). EI
libro de Oriol Comas, El mundo en juegos (RBA, 2005) es una
joya imprescindible para los amantes de los juegos; junto con
el libro de Frederic Grunfeld, Juegos de todo el mundo (Edilan-
UNICEEF, 1978) y 100 jeux de table de Pierre Berloquin
(Flammarion, 1976) son mis favoritos.

También en el campo de los juegos debo a otro buen amigo,
Fernando Corbaldn, la inclusién del tema entre mis intereses
en el campo de la investigacion en Educacién Matematica: su
tesis doctoral, la primera que dirigi, y su libro Juegos matemd-
ticos para secundaria y bachillerato (Sintesis, 1994) son refe-
rencias fundamentales para este campo y lo han sido para mi.
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Desde hace muchos anos colecciono versiones de los cuentos
de Lewis Carroll sobre Alicia (en el pais de la maravillas, a tra-
vés del espejo, aventuras subterrdneas, Alicia para peque-
nos...) y libros que se ocupan de estos famosos relatos. El pri-
mero que lei (Alicia en terra de meravelles, version catalana
del poeta Josep Carner con ilustraciones de Lola Anglada, pri-
mera edicién 1927) y Alicia Anotada, la edicién de Martin
Gardner son mis preferidos. La primera versiéon de Gardner es
de 1960 (en espanol, 1984) y la definitiva de 1998 (en espaiiol,
Akal, 2010). Entre las rarezas destaco Aventuras subterrdneas
de Alicia (Calamus Escriptorius, 1979) traduccién del primer
manuscrito original de Carroll con ilustraciones del autor y
Engineer through the Looking-Glass de Laithwaite (BBC,
1980).

Acabaré mis referencias con la musica cldsica, una de mis
mayores pasiones. Su relacién con las matematicas ha sido
destacada numerosas veces pero seguramente es en la obra de
Douglas Hofstadter, Godel, Escher Bach. Un eterno y grdcil
bucle (Tusquets, 1987), premio Pulitzer de ensayo en 1980, un
libro altamente complejo de méds de 800 paginas que sin
embargo fue un éxito editorial, donde descubri relaciones
para mi insospechadas entre el arte, la musica y las matemati-
cas. Como dice su autor, se trata de una improvisacién sobre
la Ofrenda Musical de Bach una gran obra del dltimo periodo
del gran mdasico alemdn. En ella, y a modo de «Ofrenda
Metamusical», Hofstadter se refiere repetidamente a las auo-
toreferencias, tanto en Bach como a los dos otros genios que
dan titulo a su libro, estableciendo curiosos paralelismos
entre ellos e incluyendo otras muchas de su propia creacién,
como la que se conoce con el nombre de Ley de Hofstadter:
«Hacer algo te va a llevar mds tiempo de lo que piensas, inclu-
so si tienes en cuenta la ley de Hofstadter.» |
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ﬁ
Escaparate 1:

El matematico de la biodiversidad

muiero dejar claro que en estos momentos lo que busco es
disfrutar de mis lecturas, que me hagan pasar un buen rato. La
faceta lddica prima sobre el pragmatismo, el cual me harfa
elegir libros que enriquecieran mi actividad docente en el
corto o medio plazo. No siento demasiados remordimientos
porque siempre he pensado que tarde o temprano lo leido
podra hacer acto de presencia en mis clases.

Una de las cosas que mds me han gustado del libro es la prosa
agil y amena del autor, alejada del tedioso ritmo que muchos
tratamos de evitar, a veces sin éxito. Se nota que David Blanco
Laserna escribe en ambitos muy variados, desde novela infan-
til hasta guiones de cine y TV.

La biografia privada de Vito Volterra desarrollada en el capi-
tulo 1, segtin explica el autor, trata de no inmiscuirse sin nece-
sidad en la vida personal de nuestro protagonista. Esto no
impide que a partir de unas muy precisas pinceladas conozca-
mos el entorno familiar, social y politico donde se desarrolla
la metedrica carrera de Vito, en una Italia donde todavia casi
no se habla el italiano.

En los capitulos 2 y 4 se va desplegando la obra de Volterra. A
finales del siglo x1x Volterra inicia su carrera, bajo la tutela de
Dini. En esos momentos, el cédlculo infinitesimal seguia

Pedro Latorre
IES Pilar Lorengar, Zaragoza

VOLTERRA

EL MATEMATICO DE LA BIODIVERSIDAD
David Blanco Laserna

Nivola, Madrid, 2010

ISBN 978-84-92493-59-3

128 pdginas

poniéndose a prueba, en busca de una formulacién mas rigu-
rosa de los conceptos de funcién, limite e integral. En uno de
sus primeros articulos Volterra estrecha la validez del teorema
fundamental del calculo integral, al construir una funcién con
derivada acotada pero no integrable Riemann. Este resultado
impone la necesidad de redefinir la definicién de integral, que
llevard a cabo Lebesgue, para que el teorema fundamental
sirva asi a un mayor abanico de funciones.

Tras este comienzo dentro del analisis, Volterra cambiard su
campo de trabajo por el de la fisica matematica, siendo Betti
su nuevo maestro. La observacion de fenémenos de la natura-
leza en sus diferentes manifestaciones, ya sea el electromag-
netismo, la hidrodindmica o la biologia seran los puntos de
partida de su estudio. A partir de aqui su labor consiste en
modelizar una situacidén real, tarea que le apasiona desde su
juventud, contando para ello con unas poderosas herramien-
tas: las ecuaciones integrodiferenciales.

Uno de los hitos en la prolifica obra de Volterra es senalar de
forma inequivoca el inicio del camino que conducira a la cre-
aciéon de una nueva rama de las matemadticas, el Andlisis
Funcional. Vito observa que en una variada gama de proble-
mas la incdégnita deja de ser un ntimero, pasando a ser una
funcién. Su intuicién le hace ver las enormes ventajas de des-
arrollar un campo de estudio similar al de la variable real, pero
en el que los puntos son funciones y donde aparecen los fun-
cionales, funciones de funciones. ;Cémo definir la continui-
dad o derivabilidad en este nuevo marco? Volterra no encuen-



tra la respuesta mds adecuada para resolver esta cuestion, la
topologia. Sera Hadamard el que tome su relevo.

Ante la pregunta de cémo le llega a Volterra la profunda ins-
piracion para a partir de unos resultados tan diferentes como
los problemas variacionales o las ecuaciones diferenciales,
distinguir que en todos ellos habia una necesidad comun, se
despliegan en el libro dos opciones: una platénica y otra mas
prosaica. El lector podré elegir la que mas le guste o la mas
afin a sus creencias metamatematicas.

El capitulo 4 presenta una breve introduccion a las ecuaciones
integrales y se esbozan dos de las aportaciones mds destaca-
das de Volterra en el estudio de las mismas. Su primer éxito
consiste en dar el paso inicial para resolver la familia de ecua-
ciones que llevan su nombre. Vito observa la similitud entre
éstas y los sistemas algebraicos de ecuaciones, siendo
Fredholm el que desarrolle hasta el final esta idea. Su segun-
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estas alturas no deberfamos estar cuestiondndonos la
necesidad de adaptar nuestra docencia a la realidad social y
cultural en la que estamos inmersos. Reflexiones como las
que se ofrecen en este libro tendrian que estar superadas e
implementadas en todas las programaciones. Sin embargo, la
tozuda realidad nos hace ver que, a pesar de todo, el mensaje
estd lejos de haber calado en una buena parte del profesorado
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do logro fue definir el concepto de convolucién de funciones
y apreciar su utilidad para simular procesos de interacciéon en
los cuales hay un retraso desde el momento en el que empie-
za a actuar una fuerza hasta que se manifiestan sus efectos.

El tltimo capitulo estd dedicado a las aportaciones de Volterra
en el estudio de la relacién y competencia entre distintas espe-
cies animales, en particular la dindmica entre dos especies:
presa-depredador. Toda la panoplia de recursos que Vito
habia acumulado en sus estudios de fisica los emplea ahora en
la biologia, para ser de nuevo un pionero en dejar constancia
de la utilidad de los modelos de los ecosistemas biolégicos.

Retomando el primer parrafo, como el libro me ha entreteni-
do no puedo dejar de recomendar su lectura. Como efecto
colateral se han ensanchado mis conocimientos sobre la his-
toria de las matemdticas del principio del siglo xx. Sélo me
falta utilizar lo aprendido dentro del aula. Si no lo hago en lo
que queda de curso, sin duda, seguro que en el siguiente. W

E
Escaparate 2:
Matematicas para ciudadanos
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El libro es una recopilacién de pequefios trabajos de diferen-
tes autores coordinados por Maria Luz Callejo y Jestis Maria
Goni; la sola lectura de los firmantes convierte la obra en
sugerente. De esta forma podemos contemplar diferentes
tonos, diferentes niveles, con un objetivo comun: definir,
enmarcar y dar pinceladas de lo que puede ser la educacién
matemadtica para la ciudadanfa. Cada uno de los autores,
obviamente, enfoca el tema desde diferentes perspectivas,
condicionadas por su labor diaria, pero si busciramos un
nexo comun podriamos decir que todos ellos consideran que
se debe enseiar el lenguaje matematico como un cédigo
imprescindible para interpretar la realidad en todas sus ver-
tientes, desde la artistica a la politica.

Jestis Maria Goni abre el debate realizando un breve recorri-
do histérico por la evoluciéon del curriculo de matematicas en
el tltimo siglo. Podemos comprobar cémo parece haber avan-
zado mds bien poco, de tal forma que en estos momentos
muestra un claro desfase con el imparable desarrollo tecnolé-
gico. Por lo tanto, se hace imprescindible una reforma en pro-
fundidad del curriculo actual, para lo cual, Goni realiza algu-
nas propuestas previo andlisis de la incidencia en el contexto
de la ciudadania de los diferentes contenidos impartidos.

En el segundo capitulo Inés M.* Gémez Chacén intenta bus-
car qué se aprende cuiando se aprende matemadticas que sea
util a la ciudadania, lo que le hace incidir sobre las capacida-
des matematicas tanto como «elementos socializadores como
elementos contrasocializadores». En su texto analiza, en una
mezcla tedrico-practica, cuatro tipos de mentes: disciplinar,
sintetizante, creativa y ética.

Math is more es la apuesta para el siglo xx1 de Claudi Alsina.
El autor establece ocho competencias que las matematicas
deben aportar a una persona en cuanto a conseguir de él un
ciudadano capaz de analizar el mundo actual desde una pers-
pectiva reflexiva, critica y eficaz. Esto debe favorecer que
podamos vivir mejor, sin que haya que entender esto como un
acopio de dinero o bienes materiales.

El capitulo cuatro lo dedica M.* Luz Callejo a buscar conexio-
nes de las matemadticas con la lucha por los derechos humanos.
Como en otros puntos del libro se aboga por una metodologia
basada en un enfoque tematico, contextual, y dirigida a enfren-
tar situaciones-problema en la que la modelizaciéon matemati-
ca nos da respuesta y nos ayuda a buscar nuevas preguntas.

Ndria Planas y Marta Civil ponen sobre el tapete el hecho de
que la diversidad lingiiistica del Estado Espafiol puede reper-
cutir en el rendimiento del alumnado inmigrante. Muestran
una investigacién con algunos alumnos inmigrantes hispano-
hablantes que, a su vez, estdn inmersos en un entorno el que
el cataldn posee una importante presencia. Resulta interesan-
te observar los cambios de registros de los entrevistados
seglin cémo evoluciona la entrevista.

Para acabar, Yuly M.* Vanegas y Joaquim Giménez nos hablan
de como deberia repercutir los nuevos puntos de vista en la for-
macién del profesorado. Parece que hay consenso entre los
futuros profesores que las componentes éticas y los aspectos
sociales deben acompaiiar en una buena practica docente, pero,
por otro lado en su formacién esto se interpreta mds como un
posicionamiento tedrico que como una metodologia real.

En resumen, este es un libro en el que encontraremos un buen
nimero de reflexiones sobre como enfocar el curriculo de
matematicas. A este respecto, todos los autores, cada uno
expresdndolo de diferentes maneras y desde diferentes pers-
pectivas, parecen coincidir que es necesaria una reforma
urgente y significativa. En el capitulo inicial Goii, como le
hemos podido leer en otras obras, puntualiza que la reforma
del curriculo necesita de un cambio en la prueba de la selecti-
vidad, de lo que considera a los departamentos y autoridades
universitarias «responsables directos». Afnade que «los
docentes de bachillerato son los cémplices necesarios y ddci-
les en este desastre». Todos los firmantes de esta interesante
obra lo hacen como profesores universitarios. |
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Escaparate 3:
Matematicas en la Peninsula Ibérica hasta el siglo XV
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A Bien podria afirmarse que la Historia de las Ciencias es
la Ciencia misma. No se puede comprender completamen-
te lo que se posee hasta que no se sabe entender lo que
otros poseyeron antes que nosotros. (J. W. Goethe)

a anterior cita, obtenida del libro de H. Wussing (1998)
Lecciones de Historia de las Matemadticas, editado en Siglo
XXI de Espaia, condensa algo que parece superfluo comentar
en esta revista: la importancia que tiene la Historia de la
Matematicas en la comprensiéon de nuestras propias raices y
de las tensiones desarrolladas en la evolucién de las ideas
matematicas y, por tanto, el enorme potencial de su utiliza-
cién en nuestra practica docente. Hacer mas hincapié en este
medio de la anterior idea, parece innecesario. Basta con un
breve repaso a la historia de Suma para percibir que son espo-
radicos los niimeros en los cuales no tiene cabida algtn arti-
culo sobre este tema.

Partiendo de la aceptacién de la anterior posicién, pueden
entender que mi actitud al conocer la existencia de este libro
fuese totalmente favorable, ya que, si bien la mayoria de las
obras de esta materia nos proporciona una excelente herra-
mienta para nuestras clases, el trabajo de recopilacidn, investi-
gacion y sintesis llevado a cabo por Veguin Casas nos facilita
mucho mdas nuestra labor, permitiendo tener en nuestras
manos un valioso compendio de la parte de la historia tratada.

La autora, ya conocida en Suma por medio de su articulo apa-
recido en el nimero 18, «Los caminos de Santiago: entornos

matematicos» —cuya idea continud trabajando y dio lugar a
su publicacién Matemdticas y Camino de Santiago, en
Ediciones del Orto y que también se trata en el libro a lo largo
del capitulo 12— divide la obra en unidades perfectamente
estructuradas, partiendo en cada una de ellas de su contex-
tualizacidén histérica, para dar paso a continuacién a los con-
tenidos propios del tema a estudiar. En cada una de ellas se
nos presentan numerosas referencias e indicaciones sobre
temas no estudiados o con las que poder ahondar en el estu-
dio para la preparacién de materiales.

Queda la obra dividida en 15 capitulos, dentro de los cuales se
pueden distinguir tres grandes grupos. En el primero, corres-
pondiente al capitulo uno, Los comienzos del pensamiento
matemdtico, y al dos, El pensamiento matemdtico durante la
Protohistoria, se aborda principalmente con informacion
extraida de estudios arqueoldgicos e investigaciones en muse-
os, con abundancia de fotografias y referencias.

Christian H. Rubio
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Un segundo bloque, que trata las matematicas desarrolladas
en la Peninsula hasta nuestra Edad Media, comprende los dos
siguientes capitulos, tercero y cuarto, y en él se estudia el lega-
do matematico romano y el desarrollado en los pueblos his-
pano-visigodos.

El tercer y ultimo bloque abarca la parte mas extensa de la
obra, desde el capitulo quinto hasta el final y en él se aborda
el estudio de las matemadticas desarrolladas en nuestra Edad
Media, origen de todo el trabajo.

Este bloque, debido a la decisién tomada por la autora de
«secuenciar los capitulos diferenciando la lengua en la que
estaban escritos los manuscritos», lo encontramos dividido, a
su vez, en tres grandes grupos: las matematicas en al-Andalus,
las matemadticas en los reinos cristianos y las matematicas en
Sefarad.

En el primero, con una extensién casi analoga al siguiente, se
comienza estudiando las matematicas en al-Andalus de forma
general, para luego dividir su estudio en cuatro periodos. Los
dos primeros se presentan en el capitulo sexto y hacen refe-
rencia a la supervivencia de la tradicién latina y a la recepcién
de la matemitica griega y 4rabe en al-Andalus. El segundo,
capitulo séptimo, nos presentan las matematicas en los reinos
de Taifas y el tercero, las mateméticas en los periodos de deca-

dencia. Completa el estudio de este gran bloque un capitulo
dedicado al islam y las matematicas.

El segundo gran bloque —capitulos del 10 al 14—, trata las
matematicas en los reinos cristianos, secuenciandose en las
matematicas en los primeros siglos de la Reconquista; las tra-
ducciones del drabe al latin; en la peregrinacién jacobea y su
papel en la difusién de conocimientos; las matemdticas en
romance; y las matemadticas mercantiles en la Peninsula
Ibérica.

El dltimo bloque, mucho menos extenso que los anteriores,
estudia las matemadticas en Sefarad y comprende el dltimo
capitulo del libro, el cual se completa con un Epilogo, un
Anexo, el apartado de Notas y la Bibliografia.

Las referencias para continuar o profundizar en el estudio, la
importancia de este periodo en nuestras matemadticas y la
amplitud de los temas tratados, presentes en la base de la
préctica totalidad de los contenidos de nuestro curriculum,
convierte a esta obra en un excelente instrumento para prepa-
rar nuestras presentaciones y actividades. Ademads, el haberla
encontrado en la estanteria de una libreria generalista de una
ciudad mediana, nos proporciona también una parte necesa-
ria de optimismo sobre el interés que suscitan estos temas. W
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élculo literal, calculo con especies, calculo con
la cosa

Como ya vimos en una entrega anterior de estas historias que
subtitulé “El proyecto algebraico” (Puig, 2010), Francois Viete,
en su libro Introduccion al arte analitica (In artem analyticem
Isagoge), presenta lo que él llama “Logistica especiosa’; un cal-
culo que no se hace con niimeros, sino con especies, con “for-
mas de numeros” También vimos que esto es lo que le permi-
te efectuar el andlisis para resolver los problemas. La logistica
especiosa, en el caso de Viete, y esto le hace ser considerado
el iniciador del algebra simbdlica, se acompaiia de un célculo
con letras. Asi lo dice explicitamente Viéte en el recto del folio
5 de la Introduccion al arte analitica:

Logistice numerosa est quae per numeros, Speciosa quae per
species seu rerum formas exhibetur, ut pote per Alphabetica
elementa.

[La Logistica numerosa es la que se presenta mediante
numeros, la Especiosa la que se presenta mediante especies
o formas de las cosas, como, por ejemplo, mediante elemen-
tos alfabéticos] (Viete, 1591, p. 5r).

El dlgebra de al-Khwarizmi no es simbdlica en este sentido: ni
las especies ni las cantidades desconocidas ni las cantidades
conocidas estan representadas mediante letras, ni mediante

Historias de al-Khwarizmi (6* entrega). El calculo

ningun signo distinto de las palabras del lenguaje vernaculo.
No hay pues en el libro de al-Khwarizmi, estrictamente
hablando, lo que nosotros llamamos calculo literal, en el sen-
tido de célculo con letras. Sin embargo, si que hay desarrolla-
do un célculo con la cosa y un célculo con especies, hay pues
una “logistica especiosa” Ademds, al-Khwarizmi le dedica a
ese célculo una parte especifica del libro situada antes de que
aborde el procedimiento para resolver los problemas y des-
pués de haber expuesto cudles son los objetos de los que va a
tratar el célculo, es decir, las especies de nimeros, y haber
establecido el conjunto completo de formas candnicas, sus
algoritmos de soluciéon y las demostraciones de esos algorit-
mos.

Los capitulos del libro en que al-Khwarizmi desarrolla ese
célculo con la cosa y con especies son (con la numeracién que
les di en Puig, 2010) los siguientes:

6. Sobre la multiplicacién.
7. Sobre la adicién y la substraccién.
8. Sobre la division.

Luis Puig
Universitat de Valéncia Estudi General
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En el capitulo “Sobre la multiplicacién” al-Khwarizmi calcula
con la cosa y en los célculos aparecen las especies. En los otros
dos capitulos calcula con especies y con radicales, sin que apa-
rezca el término “cosa” Ademads, al final del capitulo “Sobre la
divisién” vuelve sobre tres de los cdlculos expuestos en el capi-
tulo “Sobre la adicién y la substraccién” para demostrarlos.
Veamos, en primer lugar, como explica al-Khwarizmi el cal-
culo con la cosa.

El célculo con la cosa

Al-Khwarizmi comienza manifestando explicitamente que
escribe con intencién pedagogica:

Yo te ensefio como multiplicar unas por otras las cosas, que
son las raices; si estdn solas, si estdn con un nimero, si estan
disminuidas en un ntimero o si estan restadas de un namero;
y como sumarlas unas a otras y cémo restarlas unas de otras
(Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Los tipos de expresiones que al-Khwarizmi va a ensefiar como
se multiplican los podemos escribir en el lenguaje actual del
algebra ast:

las cosas solas: ax

las cosas con un ntimero: ax +b
las cosas disminuidas en un niumero: ax—b
las cosas restadas de un niumero b—ax

Como para al-Khwarizmi los ndmeros son positivos, tiene
que haber dos tipos de expresiones con la substraccidn, las
cosas disminuidas en un ndmero y las cosas restadas de un
nimero, mientras que sélo hay un tipo de expresién cuando
se suman cosas y nimeros. Veremos mas adelante que en uno
de los ejemplos al-Khwarizmi dice explicitamente que diez
mds cosa y cosa mas diez es lo mismo, y por qué necesita
decirlo.

Para ensefiar a multiplicar esas expresiones con la cosa al-
Khwarizmi recuerda qué significa multiplicar:

Que sepas que para cualquier nimero multiplicado por otro
nimero es necesario sumar uno de los ndmeros tantas veces
como las unidades que contiene el otro (Rashed, 2007, p.
122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Al-Khwarizmi no continda, como podria esperarse, dando
ahora una regla para multiplicar las expresiones con nimeros
y cosas, sino que presenta una situacién puramente aritméti-
ca que utiliza como un modelo mas concreto a partir del cual
dar sentido a los calculos (algebraicos) con la cosa. La situa-
cién en cuestion es la multiplicacién de numeros cuando
estan representados en el sistema de numeracién posicional
decimal, es decir, lo que al-Khwarizmi explicard en su Libro

del cdlculo con los niimeros hindiies (Allard, 1992)!. En efecto,
lo que hace al-Khwarizmi es explicar que para multiplicar
decenas mds unidades por decenas mds unidades hay que
hacer cuatro multiplicaciones. Pero no sélo explica eso, sino
que extiende el modelo concreto del célculo aritmético hindu
a la situacion en que las unidades no se afiaden a las decenas
(como en la representacion hindua de los nimeros) sino que se
substraen:

Si se tiene decenas a las que se ha afiadido unidades o de las
que se ha quitado unidades, es necesario multiplicar cuatro
veces: las decenas por las decenas, las decenas por las unida-
des, las unidades por las decenas y las unidades por las uni-
dades. (Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Vale la pena observar que, como al-Khwarizmi tiene disponi-
bles los nombres “decenas” y “unidades’, puede enunciar la
regla en general sin verse obligado a enunciarla mediante un
ejemplo numérico concreto. “Decenas” y “unidades” desem-
penan, en los calculos aritméticos en el sistema de numera-
cion posicional decimal, un papel similar al que van a desem-
penar las especies de numeros en los célculos algebraicos, por
eso al-Khwarizmi puede usar ese cdlculo como modelo (mds
concreto) para ensenar el calculo (mds abstracto) algebraico.

Ademais, al extender el modelo de la situacién propia del sis-
tema de numeracion (la adicién de decenas y unidades) a una
situacién similar a la anterior, pero nueva (la substraccién de
unidades a decenas), da paso también a un modelo para la
regla de los signos:

Entonces, si las unidades que estdn con las decenas son
ambas anadidas, la cuarta multiplicacion es aditiva, y si son
ambas substraidas, la cuarta multiplicacién es también aditi-
va. Pero si unas estan anadidas y otras substraidas, la cuarta
multiplicacién es substractiva (Rashed, 2007, p. 122-123;
Hughes, 1986, p. 241).

Vale la pena detenerse un momento en el detalle de los térmi-
nos que acompainan este modelo aritmético de la regla de los
signos: al-Khwarizmi no multiplica los signos mds y menos a
la manera de la moderna formulacién de la regla de los signos
(+ x +=+; + x — = —; - x — = +). Al-Khwarizmi no dice siquie-
ra en lenguaje vernaculo: “mds por mds, mds; mds por menos,
menos; menos por menos, mas’. Al-Khwarizmi no habla de
esos signos sueltos, sino de las cantidades que se suman o se
restan.

Pero ademads, al-Khwarizmi no habla de cantidades positivas
o cantidades negativas, esto ultimo es simplemente impensa-
ble, sino de cantidades que se suman y cantidades que se res-
tan a otras: en este caso “unidades anadidas” y “unidades
substraidas” a unas decenas. El calificativo “afiadido” o “subs-
traido’, “aditivo” o substractivo” no tiene sentido para una
cantidad aislada, sélo tiene sentido para una cantidad que esta

inmersa en un célculo. La regla de multiplicacién es pues una



regla operatoria sobre lo que la cantidad estd realizando o ha
realizado en una operacion aritmética: ser anadida o ser subs-
traida en el curso de la realizaciéon de un célculo es lo que le
da a las cantidades, sélo a efectos de ese célculo, el caracter
aditivo o substractivo. Ese cardcter aditivo o substractivo no
es pues una propiedad absoluta de una cantidad, sino una pro-
piedad de la cantidad relativa a un calculo concreto en el que
aparece: como se estd multiplicando una cantidad, a la que se
le ha anadido otra, por otra cantidad, a la que se le ha subs-
traido otra, el cuarto producto es una cantidad “substractiva’,
es decir, una cantidad que se va a substraer de otra.

Por otro lado, la regla sélo estd enunciada para “la cuarta mul-
tiplicacién’, que es la multiplicacién en la que los factores pro-
vienen ambos de las cantidades que estdn anadidas o substra-
idas a otras. Sélo en este caso tiene al-Khwarizmi que enun-
ciar una regla. En los otros casos, interviene una cantidad que
ni estd afiadida ni estd substraida, sino que es la cantidad a la
que se le anade o se le quita algo. Cuando dos de esas canti-
dades se multiplican, el producto no es aditivo ni substracti-
vo, es de nuevo una cantidad a la que se le afiade o se le quita
algo. Cuando una de estas cantidades se multiplica por una
cantidad anadida o substraida, el producto resultante tiene el
cardcter aditivo o substractivo de la cantidad por la que se
multiplica, sin que la cantidad que ni es anadida ni substraida
pueda influir en ese cardcter.

Al-Khwarizmi ejemplifica a continuacién las reglas que ha
formulado en general en el modelo aritmético concreto con
tres ejemplos numéricos, elegidos para tener uno de cada una
de las posibilidades de producto de “unidades afiadidas” y
“unidades substraidas” El primero, y mds simple, es:

Por ejemplo: diez y uno por diez y dos; el diez por el diez es
cien; el uno por el diez, diez aditivo; el dos por el diez, veinte
aditivo; el uno por el dos, dos aditivo. Y todo esto es treinta y
dos. (Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

En este ejemplo esta patente ese cardcter asimétrico de la adi-
cién que hemos indicado: en “diez y uno’; diez es la cantidad a
la que se le suma otra cantidad; uno es la cantidad afiadida. El
modelo de adicién que subyace es el de una cantidad inicial al
que se le afiade una cantidad que cambia la cantidad inicial,
no es el modelo de adicién que la presenta como el cardinal de
la unién de dos conjuntos disjuntos y en el que los dos suman-
dos desempenan el mismo papel en la adicion.

Ambos dieces, el de “diez y uno” y el de “diez y dos’, son can-
tidades que ni son anadidas ni substraidas: su producto, por
tanto, no es aditivo ni substractivo. Al-Khwarizmi escribe “el
diez por el diez es cien’, y no “el diez por el diez es cien aditi-
vo” En las otras tres multiplicaciones, el producto si que esta
calificado, en este caso, siempre como “aditivo” Veamos los
otros dos ejemplos:
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Si se tiene diez menos uno por diez menos uno, el diez por el
diez es cien; y el uno substraido por el diez es diez substrac-
tivo, y el uno también substraido por el diez es diez substrac-
tivo. Esto es ochenta. Y el uno substraido por el uno substra-
ido, uno aditivo. Esto es pues ochenta y uno.

Si se tiene diez y dos por diez menos uno, el diez por el diez
es cien; el uno substraido por el diez es diez substractivo; el
dos afiadido por el diez es veinte aditivo. Esto es ciento diez.
El dos anadido por el uno substraido es dos substractivo.
Todo esto es pues ciento ocho (Rashed, 2007, pp. 122-125;
Hughes, 1986, pp. 241-242).

Los tres ejemplos son pues

(10+1) (10 + 2)
(10-1)(10-1)
(10+2)(10-1)

Los dieces son siempre cantidades que ni son afadidas ni
substraidas. En los cdlculos al-Khwarizmi siempre escribe
“diez” sin calificativo alguno. En el primer ejemplo, en que las
otras cantidades estan ambas anadidas, al-Khwarizmi no se
preocupa de escribir el calificativo “aitadido” con el uno o el
dos, pero en los otros dos ejemplos, siempre lo escribe: “el uno

» «

substraido’, “el dos afiadido”.

Los productos siempre van acompaiados de su calificativo,
“aditivo” o “substractivo’, de manera que el calculo se comple-
ta luego realizando sobre el primer producto, es decir, el
resultado de la multiplicacién de las dos cantidades iniciales
(que es al que se van a anadir o del que se van a substraer el
resto de los productos) las adiciones o substracciones corres-
pondientes al caricter de los otros tres productos. Al-
Khwarizmi, ademads, se detiene en subrayar el efecto de la
cuarta multiplicacidn, que es en la que ambos factores estan
calificados como “anadido” o “substraido”.

Una vez expuestos los ejemplos de los célculos aritméticos
que son el modelo concreto para ensenar las reglas de calculo
con la cosa, al-Khwarizmi dice explicitamente que ésa ha sido
su intencion al explicar todo lo anterior:

Te he mostrado esto para indicarte cémo multiplicar las
cosas unas por otras, si estan afiadidas a un niimero, o resta-
das de un numero, o disminuidas por un nimero (Rashed,
2007, pp. 124-125; Hughes, 1986, p. 242).

Dicho esto, al-Khwarizmi desgrana ejemplos de calculos con
expresiones con la cosa del estilo que ha anunciado, en los
que, al poner en funcionamiento para esas expresiones alge-
braicas los célculos que ha mostrado en el modelo concreto
aritmético, va mas alld de la imitacion con las expresiones
algebraicas de los célculos aritméticos. En particular, lo aditi-
vo y lo substractivo dejan de ser calificativos estrictamente
ligados a lo que se aflade o se substrae a una cantidad que ni
es aditiva ni substractiva, para calificar también a las cantida-
des que en las expresiones aritméticas aparecian como canti-
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dades iniciales. Pero ademads, lo substractivo, aunque sigue
apareciendo como substraido de una cantidad, parece inde-
pendizarse en el curso de los célculos. Veamos cémo son los
ejemplos.

Los ejemplos son estos diez:

1. (10 -x) - 10

3. (10 +x) - (10 + %)
5.(1-1/6) - (1- 1/6)
7.(10 - x) - x

9. (10 + x/2) - (1/2 - 5x)

2. (10 +x) - 10

4. (10 —x) - (10 — x)
6. (10 —x) - (10 + x)
8. (10 + x) - (x — 10)
10. (10 + x) - (x — 10)

El quinto ejemplo no es en realidad un célculo de expresiones
con la cosa, sino que el lugar de la cosa estd ocupado por una
fraccién. En el ejemplo noveno también hay fracciones, o,
para ser mds preciso, mitades, y curiosamente, el nimero de
cosas es la mitad de diez. Estos dos ejemplos no responden al
mismo esquema sistematico de desarrollo de posibilidades
que los otros, y sélo parece tener sentido que al-Khwarizmi
los incluya por la dificultad que conllevaba el célculo con frac-
ciones en su época.

En el ejemplo décimo, cuyo enunciado es el mismo que el del
octavo, lo que hace al-Khwarizmi es decir que “diez y cosa” es
lo mismo que “cosa y diez” y desarrollar entonces el calculo
(x + 10) - (x — 10).

Veamos en detalle cémo desarrolla al-Khwarizmi los ejem-
plos. Empecemos por los cuatro primeros.

1. (10 —x) - 10

Si se te dice: diez menos cosa, y el sentido de la cosa es la raiz,
por diez, entonces multiplica diez por diez, resulta cien, y
menos cosa por diez, resulta diez raices substractivas.
Decimos: cien menos diez cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125;
Hughes, 1986, p. 242).

2.(10 +x) - 10

Si se dice: diez y cosa por diez, ti multiplicas diez por diez,
resulta cien, y cosa por diez, resulta diez cosas aditivas. Se
tiene pues cien y diez cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125;
Hughes, 1986, p. 242).

3. (10 +x) - (10 + x)

Si se dice: diez y cosa por si misma, ti dices: diez por diez,
cien, y diez por cosa, diez cosas, y diez por cosa, diez cosas
también, y cosa por cosa, tesoro aditivo. Resulta entonces
cien dirhams y veinte cosas y tesoro aditivo (Rashed, 2007,
pp. 124-125; Hughes, 1986, p. 242).

4.(10 - x) - (10 — x)

Si se dice: diez menos cosa por diez menos cosa, ta dices: diez
por diez, cien, y menos cosa por diez, diez cosas substracti-
vas, y menos cosa por diez, diez cosas substractivas, y menos

cosa por menos cosa, tesoro aditivo. Resulta pues cien y teso-
ro menos veinte cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125; Hughes,
1986, p. 242).

En estos cuatro ejemplos, al-Khwarizmi hace las dos o las cua-
tro multiplicaciones por separado, y luego combina los pro-
ductos teniendo en cuenta si cada uno de ellos es aditivo o
substractivo. Hasta aqui no hace mas que calcar sobre las
expresiones con la cosa lo que ha hecho con el modelo arit-
mético mds concreto, substituyendo simplemente el uno o el
dos, que estaban anadidos o substraidos a diez en los ejemplos
aritméticos, por la cosa.

Sin embargo, hay algo que es nuevo: en los ejemplos aritméti-
cos en que aparece “diez menos uno’, al-Khwarizmi llamaba
en los calculos “el uno substraido” a ese uno que en la expre-
sién aritmética estd después de la palabra “menos’, aqui al-
Khwarizmi ante la expresién equivalente “diez menos cosa” no
dice en los célculos “la cosa substraida’, sino “menos cosa” ya
desde el primer ejemplo.

“Lo substraido” de una cantidad, el uno substraido de diez en

el ejemplo aritmético expresado en la frase “diez menos uno’,

se independiza para ser no una cosa substraida sino “menos
”

cosa”

Por supuesto que esto estd lejos de indicar la constitucién de
la idea de nimero negativo: sélo cuando nombra lo que se va
a multiplicar dice al-Khwarizmi “menos cosa’, en cuanto se
trata del resultado de la multiplicacién, de nuevo esté presen-
te que cualquier cosa que lleve delante la palabra “menos”
representa una cantidad que ha de substraerse de otra. El
resultado de la multiplicacién de “menos cosa” por diez no es
“menos diez cosas’, sino “diez cosas substractivas. La palabra
“menos’, la expresion “menos cosa” sdlo se ha independizado
de la cantidad de la que se substrae mientras se esta calculan-
do con ella.

Eso no quita para que la reiteracién a lo largo del texto de al-
Khwarizmi de la expresiéon “menos cosa” le dé carta de natu-
raleza como parte del lenguaje algebraico que al-Khwarizmi
usa en su libro, y probablemente contribuyé a establecer. Si
usamos la cléasica caracterizacién de Nesselman (1842) de los
tipos de lenguaje algebraico, el texto de al-Khwarizmi es
“retérico” porque los célculos algebraicos estan expresados
totalmente y en detalle usando palabras del lenguaje vernacu-
lo. Ahora bien, decir que entonces el dlgebra estd escrita en
lenguaje vernaculo es contar sélo la mitad de la historia: al-
Khwarizmi sé6lo usa el lenguaje verndculo, por supuesto, pero,
por un lado, fija significados técnicos de las palabras, y, por
otro, y més importante para lo que quiero senalar aqui, esque-
matiza y estereotipa el texto. Salta a la vista cuando se lee el
libro de lgebra de al-Khwarizmi, o simplemente los fragmen-
tos que estoy citando aqui, que al-Khwarizmi construye frases
repitiendo expresiones verbales que, por la reiteracion, se



convierten en férmulas estereotipadas. El historiador libanés

Adel Anbouba dice que una frase como “illa shay’ fi illa shay’

mal za'id (menos cosa por menos cosa, tesoro aditivo)’, que
acabamos de encontrar en el cuarto ejemplo, “va contra la
gramdtica” (Anbouba, 1978, p. 72). Al-Khwarizmi rompe la
gramatica de la lengua verndcula como parte de su elabora-
cién del sistema de signos del dlgebra, que no se hace con mas
materia de la expresion que la de la propia lengua vernacula®
La nueva gramatica produce textos esquemdticos y estereoti-
pados: “menos cosa” es mds compacto y manejable en un
texto esquematico y estereotipado que “la cosa substraida’; y,
una vez se ha permitido violar la gramatica, se puede inde-
pendizar de la expresion completa que le daba sentido (“diez
menos cosa”), para designar algo con lo que se hacen calculos
algebraicos®.

Veamos el quinto ejemplo, en el que no aparece la cosa, pero
que al-Khwarizmi enlaza con los anteriores al empezar
diciendo “De la misma manera’, lo que nos podria hacer pen-
sar que el sentido de incluir este ejemplo no estd en usarlo
como modelo aritmético y por tanto mas concreto de la mul-
tiplicacién de expresiones con la cosa, sino, por el contrario,
como aplicacion ahora de esos célculos de vuelta a la aritmé-
tica, para unos célculos que son dificiles.

5. (1-1/6) - (1- 1/6)

De la misma manera si te dicen: un dirham menos un sexto
por un dirham menos un sexto. Se tiene cinco sextos por si
mismo, es decir, veinticinco partes de treinta y seis partes de
dirham, que es dos tercios y un sexto de un sexto.

La regla para ello es: multiplicas un dirham por un dirham, se
tiene un dirham. Y menos un sexto por un dirham vale un
sexto substractivo, y menos un sexto por un dirham vale un
sexto substractivo. Queda dos tercios de un dirham. Y menos
un sexto por menos un sexto vale un sexto de un sexto aditi-
vo. Es pues dos tercios y un sexto de un sexto (Rashed, 2007,
pp. 126-127; Hughes, 1986, p. 242).

No entraré aqui en las peculiaridades de la denominacién de
las fracciones en la época drabe medieval, que son responsa-
bles de algunos de los detalles de estos calculos. Sélo mencio-
naré que la lengua arabe tiene nombre sélo para las fracciones
unitarias, y que éstas se llaman “fracciones expresables’, mien-
tras que las demas se llaman “inexpresables” o “sordas” (exac-
tamente la misma palabra se usa también para las magnitudes
inconmensurables). Las fracciones sordas se describen con
expresiones como la que aparece en este texto: “veinticinco
partes de treinta y seis partes” para 25/36, reiterando la pala-
bra “parte” para indicar claramente que la unidad (en este
caso, el dirham) se ha dividido en treinta y seis partes y que se
han tomado veinticinco de esas treinta y seis. También tiene
nombre para fracciones con un dos en el numerador, como
dos tercios, pero eso se debe a que la lengua arabe no sélo
tiene singular y plural, sino también dual, por lo que para
decir dos cosas, por ejemplo, no se usa el niumero dos, sino
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que se pone la palabra “cosa” en dual. Esto explica la forma en
que al-Khwarizmi da aqui el resultado: en drabe se ve como
mds simple la expresidn “dos tercios y un sexto de un sexto”
que “veinticinco partes de treinta y seis partes”

Lo que interesa sefalar, y va en el sentido que habia adelanta-
do antes de exponer este ejemplo, es que aqui al-Khwarizmi
aplica al cdlculo de expresiones con fracciones la regla que ha
enunciado para expresiones con la cosa, e incluso usa el
mismo lenguaje esquematizado y estereotipado que viola la
gramatica: “menos un sexto por menos un sexto’, etc.

Veamos ahora los ejemplos sexto, séptimo y octavo
6. (10 —x) - (10 + x)

Si se dice: diez menos cosa por diez y cosa, td dices: diez por
diez, cien, y menos cosa por diez, diez cosas substractivas;
cosa por diez, diez cosas aditivas, y menos cosa por cosa,
tesoro substractivo. Y esto es cien dirhams menos un tesoro
(Rashed, 2007, pp. 126-127; Hughes, 1986, p. 242).

7.(10 —x) - x

Si se dice: diez menos cosa por cosa, ti dices: diez por cosa,
diez cosas, y menos cosa por cosa, tesoro substractivo.
Resulta pues diez cosas menos un tesoro (Rashed, 2007, pp.
126-127; Hughes, 1986, pp. 242-243).

8. (10 + x) - (x — 10)

Si se dice: diez y cosa por cosa menos diez, ta dices: cosa por
diez, diez cosas aditivas; cosa por cosa, tesoro aditivo; menos
diez por diez, cien dirhams substractivos; menos diez por
Cosa, diez cosas substractivas. Decimos entonces: un tesoro
menos cien dirhams. Después de haberlas opuesto, se elimi-
nan diez cosas aditivas con diez cosas substractivas. Quedara
entonces un tesoro menos cien dirhams (Rashed, 2007, pp.
126-129; Hughes, 1986, p. 243).
El ejemplo séptimo no incluye nada nuevo, su diferencia con
los ejemplos primero y segundo es simplemente que la expre-
sién simple es una cosa en vez de ser un diez, por lo que una
de las dos multiplicaciones da origen a un tesoro, en este caso
substractivo. Esa multiplicacién de la cosa por la cosa ya habia
aparecido en los ejemplos tercero y cuarto, y es una multipli-
cacion de especies de niumeros: cosa por cosa es tesoro ya que
al-Khwarizmi ha advertido que “el sentido de la cosa es la

raiz¥.

En los ejemplos sexto y octavo, las diez cosas aditivas se com-
pensan con las diez cosas substractivas, quedando una expre-
sion en la que sélo hay dos especies: simples nimeros o dir-
hams y tesoros. En el ejemplo sexto al-Khwarizmi se limita a
enunciar el resultado: “Y esto es cien dirhams menos un teso-
ro” El ejemplo octavo es mds interesante porque al-
Khwarizmi explica cémo han desaparecido las cosas al final
de los célculos, y, en la explicacidn, utiliza la palabra “qabalat’,
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que tiene la misma raiz que al-mugabala, la palabra que apa-
rece en el titulo del libro de al-Khwarizmi acompanando a al-
jabr, y que es el nombre de una de las operaciones fundamen-
tales que definen el célculo. Esa raiz tiene el significado de
oponer una cosa a otra, y se usa para compensar los términos
de una expresion algebraica que sean de la misma especie. En
el caso de este célculo, hay dos de las cuatro multiplicaciones
que han producido términos de la misma especie: diez cosas
aditivas y diez cosas substractivas. El calculista algebraico las
opone, las pone una frente a otra y las compensa, en este caso
la oposicion, al-mugabala, tiene como consecuencia que las
cosas se eliminan y en la expresidn final no hay cosas, sélo dir-
hams y tesoros.

El ejemplo noveno, ya lo anunciaba cuando comenzamos a
examinar estos ejemplos, es peculiar por la presencia de mita-
des:

9. (10 + x/2) - (1/2 - 5x)

Si se dice: diez dirhams y media cosa por medio dirham
menos cinco cosas, tu dices: medio dirham por diez, cinco
dirhams aditivos; y medio dirham por media cosa, un cuarto
de cosa aditivo, y menos cinco por diez dirhams, cincuenta
raices substractivas. Resulta la suma de todo entonces cinco
dirhams menos cuarenta y nueve raices y tres cuartos de raiz.
Multiplicas luego cinco raices substractivas por media raiz
aditiva. Resulta dos tesoros y medio substractivos. Es enton-
ces cinco dirhams menos dos tesoros y medio y menos cua-
renta y nueve raices y tres cuartos de raiz. (Rashed, 2007, pp.
128-129; Hughes, 1986, p. 243).

Este ejemplo nos hace ver de nuevo que la presencia de frac-
ciones era una dificultad notable para los célculos, pero no
nos vamos a entretener mas que en constatarlo.

El altimo ejemplo muestra, en primer lugar, que es necesario
decir explicitamente que “diez y cosa” es lo mismo que “cosa 'y
diez”

10. (10 + x) - (x — 10)

Si se dice: diez y cosa por cosa menos diez. Es como si se
hubiera dicho: cosa y diez por cosa menos diez. Tt dices: cosa
por cosa, tesoro aditivo; diez por cosa, diez cosas aditivas;
menos diez por cosa, diez cosas substractivas. Se anula lo
aditivo con lo substractivo y queda el tesoro. Y menos diez
por diez, cien substraido del tesoro. Resulta pues un tesoro
menos cien dirhams. (Rashed, 2007, pp. 128-129; Hughes,
1986, p. 243).

Aqui, la oposicion de los dos términos que son de la misma
especie se enuncia sin tanta precision como en el ejemplo
octavo, y como después de las tres primeras multiplicaciones
s6lo queda el tesoro, la cuarta multiplicacién, que da un resul-
tado substractivo, se enuncia como “cien substraido del teso-

ro”. Pero eso no completa el célculo, sino que el resultado se da
con la expresion algebraica en su forma esquemadtica y estere-
otipada: “un tesoro menos cien dirhams”.

Después de este tltimo ejemplo, al-Khwarizmi termina el
capitulo “Sobre la multiplicacion” recapitulando:

Y para todo lo que se obtiene por la multiplicacién de aditi-
vo y substractivo, como menos cosa por cosas afiadidas, el
ultimo producto es substractivo siempre. (Rashed, 2007, pp.
128-129; Hughes, 1986, p. 243).

El calculo con especies

Al-Khwarizmi sélo trata con tres especies: tesoros, raices y
simples ndmeros. En el capitulo “Sobre la multiplicacién’, que
hemos examinado, desarrolla un calculo con expresiones en
las que estd la cosa y ensena a calcular con las cosas “si estdn
solas, si estan con un numero, si estdn disminuidas en un
numero o si estdn restadas de un niumero” Con ello trata todas
las multiplicaciones entre expresiones con especies que pue-
den aparecer en su célculo; cualquier otra multiplicacion exi-
girfa ampliar la serie de las especies, incluyendo el cubo, el
tesoro tesoro, el tesoro cubo, etc., como hicieron tras él sobre
todo al-Karaji, as-Samaw’al y los que les siguieron. En los
otros dos capitulos al-Khwarizmi aborda las tres operaciones
aritméticas que faltan: adicién, substraccién y division. Sin
embargo, en estos capitulos al-Khwarizmi no sigue calculan-
do con la cosa; de hecho, la palabra “cosa” ni siquiera aparece
una sola vez en ellos. Las expresiones con las que al-
Khwarizmi calcula en estos dos capitulos son algunas expre-
siones con especies y, sobre todo, expresiones en las que apa-
recen radicales.

No examinaré los dos capitulos completos como he hecho en
el caso del capitulo “Sobre la multiplicacién’, sino que me
limitaré a examinar unos célculos que presenta en el capitulo
“Sobre la adicién y la substracciéon” que son peculiares. En el
conjunto de estos dos capitulos, el estilo de presentacion es
bastante diferente del que hemos visto que al-Khwarizmi uti-
liza en el capitulo “Sobre la multiplicacién”: no hay aqui
modelo concreto alguno a partir del cual se le dé sentido a los
célculos algebraicos. Los célculos que vamos a examinar tie-
nen la peculiaridad, ademds, de que al-Khwarizmi los
demuestra mediante figuras en dos casos, y dice que no es
posible demostrarlo mediante figuras en otro, pero que en ese
caso se puede hacer una demostracién “con palabras” Esta
“demostracién con palabras” puede verse como el germen de
la demostracién puramente algebraica.

Los dos primeros calculos no son célculos con especies sino
con radicales, en concreto la adicién y la substraccién de dos
binomios con radicales cuadréticos que son irracionales:
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(v200 -10)+(20 200

(20-+200) - (/200 - 10)

Veamos como enuncia al-Khwarizmi los calculos:

Que sepas que la raiz de doscientos menos diez, sumada a
veinte menos la raiz de doscientos, es igual a diez.

La raiz de doscientos menos diez restada de veinte menos la
raiz de doscientos es treinta menos dos raices de doscientos,
y dos raices de doscientos es la raiz de ochocientos (Rashed,
2007, pp. 130-131; Hughes, 1986, p. 243).

Los otros célculos son la adicién y la substraccién de dos
expresiones algebraicas que ambas contienen las tres espe-
cies:

(100 + &2 — 20x) + (50 + 10x — 2x?)

y
(100 + &2 — 20x) — (50 + 10x — 2x?)

Veamos como enuncia al-Khwarizmi los calculos:

Cien y tesoro menos veinte raices, a lo que se afiade cincuen-
ta y diez raices menos dos tesoros, resulta ciento cincuenta
menos un tesoro y menos diez raices (Rashed, 2007, pp. 130-
131; Hughes, 1986, p. 243).
Cien y tesoro menos veinte raices, de lo que se substrae cin-
cuenta y diez raices menos dos tesoros, resulta cincuenta dir-
hams y tres tesoros menos treinta raices (Rashed, 2007, pp.
130-131°).
Tras esos enunciados en los que nada se explica, al-
Khwarizmi promete demostraciones:

Te muestro su causa verdadera de una forma que te conduce
a lo que se busca, si Dios quiere (Rashed, 2007, pp. 130-131;
Hughes, 1986, p. 243).

Las demostraciones no estan, sin embargo, a continuaciéon de
estos enunciados, sino que al-Khwarizmi continda el capitulo

A

10
V200 — 10

B

V200
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“Sobre la adicién y la substracciéon” con cuestiones cémo
“duplicar la raiz de cualquier tesoro, conocido o sordo’, tripli-
carla, etc., cuestiones que no vamos a examinar, y s6lo al final
del capitulo “Sobre la divisiéon” aparecen las demostraciones.

La primera de ellas, que pretende demostrar que efectiva-
mente

(%—10)+(20—\/ﬁ)=10

es una demostracion hecha mediante una figura, que se cons-
truye para representar las expresiones y ver en ella que los cal-
culos dan lo que se ha dicho que dan. En la figura 1 indicamos
cémo estan representadas las expresiones en la figura que al-
Khwarizmi construye. La figura 2 es la que aparece en la edi-
cién de Masharrafa y Ahmad del texto de al-Khwarizmi
(Masharrafa y Ahmad, 1939 p. 33).

La demostracién comienza como sigue:

En cuanto a la causa de la raiz de doscientos menos diez ana-

dida a veinte menos la raiz de doscientos, ésta es la figura: la

recta AB es la raiz de doscientos: de A al punto B es el diez, y

lo que queda de la raiz de doscientos es el resto de la recta

AB, es decir la recta CB (Rashed, 2007, pp. 136-137; Hughes,

1986, p. 245).
Al-Khwarizmi comienza pues construyendo un segmento AB
para representar la raiz de doscientos (que es irracional,
“sorda’; en la terminologia de al-Khwarizmi) en el que sefala
un segmento igual a diez para tener asi representado tanto la
raiz de doscientos como el binomio inicial, raiz de doscientos
menos diez.

Construye luego una recta del punto B al punto D, la recta
veinte, que es el doble de la recta AC, que es diez (Rashed,
2007, pp. 136-137; Hughes, 1986, p. 245).

Lo que le va a anadir al binomio inicial, no lo representa a
continuacién del segmento ya construido, como pareceria
natural para representar la adicién como yuxtaposicién de
segmentos, sino que en otra recta (dispuesta perpendicular-
mente a la anterior, pero el hecho de que aparezca perpendi-

Figura 2
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cular en la figura no desempena papel alguno) va a represen-
tar el otro binomio, comenzando para ello por la cantidad a la
que se le substrae algo, en este caso, por el veinte. El segmen-
to BD se construye de manera que sea el doble del segmento
AC, ya que éste representa diez, y ahora se trata de represen-
tar veinte. De la misma manera, llevara a ese nuevo segmento
otro igual a la raiz de doscientos, para representar asi veinte
menos la raiz de doscientos, es decir, el binomio que se suma
al inicial:

Del punto B al punto E una igual a la recta AB, es también la
raiz de doscientos. El resto del veinte es del punto E al punto
D (Rashed, 2007, pp. 136-137; Hughes, 1986, p. 245).

Con los dos binomios representados, ya estd en condiciones
de representar su adicion:

Ya que queremos anadir lo que queda de la raiz de doscien-
tos una vez quitado el diez, que es la recta CB, a la recta ED,
que es veinte menos la raiz de doscientos, cortamos de la
recta BE una recta igual a la recta CB, sea la recta GE
(Rashed, 2007, pp. 136-139; Hughes, 1986, p. 245).

Es decir, al-Khwarizmi traslada ahora el segmento que repre-
senta raiz de doscientos menos veinte en la primera recta a la
segunda recta, colocandolo a continuacién del segmento que
representa veinte menos la raiz de doscientos, de manera que
esté a la vez separando una parte del segmento que represen-
ta a la raiz de doscientos. Entonces puede identificar los seg-
mentos correspondientes en las dos rectas que ha construido.

Ahora bien, es evidente que la recta AB, que es la raiz de dos-
cientos, es igual a la recta BE; que la recta AC, que es el diez,
es igual a la recta BG, y que el resto de la recta AB que es CB,
es igual al resto de la recta GE (Rashed, 2007, pp. 138-139;
Hughes, 1986, p. 245).

Con lo que puede proceder a ver que, representada asi la adi-
cién de los dos binomios en la segunda recta, el resultado es
el que habia enunciado.

Anadimos a la recta ED la recta GE; seré evidente que se ha
substraido de la recta BD, que es veinte, una recta igual a la
recta AC, que es diez, es decir, la recta BG, y que nos queda
la recta GD, que es diez (Rashed, 2007, pp. 138-139; Hughes,
1986, p. 245).

Y concluye:

Lo que habia que demostrar. He aqui la figura (Rashed, 2007,

pp. 138-139; Hughes, 1986, p. 245).
La demostracion es del mismo estilo que la que al-Khwarizmi
hace de los algoritmos de resolucién de las formas candnicas
compuestas. Una demostracion cuya garantia de verdad resi-
de en que se ve lo que se quiere demostrar en una figura en la
que se representan los objetos algebraicos (en este caso
mediante segmentos) y las operaciones con ellos (mediante

operaciones de cortar, trasladar y pegar, en este caso los seg-
mentos). En ningun caso se duda que lo que se vea pueda ser
enganoso, continuamente esta diciendo al-Khwarizmi “es evi-
dente que” (Cremona traduce “ergo manifestum est nobis’,
“por tanto es evidente para nosotros”).

Por tanto, al-Khwarizmi no busca la garantia de verdad en un
conjunto establecido de proposiciones que se aceptan como
verdaderas y de procedimientos de derivacién de nuevas pro-
posiciones verdaderas a partir de las ya establecidas. Es decir,
no son demostraciones que se sustenten en el edificio eucli-
deo de definiciones, nociones comunes, postulados y propo-
siciones derivadas a partir de ellos. Son demostraciones
hechas con figuras geométricas, pero no demostraciones geo-
métricas (en el sentido euclideo).

La segunda de las demostraciones es del mismo estilo. En la
figura 3 indicamos cémo estan representadas las expresiones
en la figura que al-Khwarizmi construye. La figura 4 es la que
aparece en la edicién de Masharrafa y Ahmad del texto de al-
Khwarizmi (Masharrafa y Ahmad, 1939 p. 34).

En cuanto a la causa de la raiz de doscientos menos diez
substraida de veinte menos raiz de doscientos, he aqui la
figura: la recta AB es la raiz de doscientos; de A al punto C,
es el diez conocido. Construyamos del punto B al punto D
una recta y pongamosla veinte. Pongamos del punto B al
punto E una recta igual a la recta raiz de doscientos, que es
igual a la recta AB. Es evidente que la recta CB es lo que
queda de la raiz de doscientos, una vez quitado el diez, y que
la recta ED es lo que queda de veinte una vez quitada la raiz
de doscientos. (Rashed, 2007, pp. 138-139; Hughes, 1986, p.
246).

La representacién comienza de la misma manera que en el
caso anterior, ya que los binomios son los mismos, pero ahora
se trata de substraer uno de otro en vez de sumarlos, por lo
que la construccion del segundo segmento ha de ser distinta.
El diez que estd substraido del binomio que se substrae, lo
coloca en la figura afiadido al segmento que representa el
binomio del que se tiene que substraer, en la derecha del seg-
mento que lo representa (ver la figura 3).

Queremos substraer la recta CB de la recta ED.
Construyamos una recta desde el punto B al punto G, que se
igual a la recta AC, que es diez. La recta GD entera serd pues
igual a la recta GB, y la recta BD. Ahora bien, es evidente que
todo esto es treinta. (Rashed, 2007, pp. 138-141; Hughes,
1986, p. 246).

El resto de la demostracion transcurre de forma similar a la
anterior:

Es evidente que la recta BE es la raiz de doscientos, y que la
recta GB y BC es igualmente la raiz de doscientos. Ya que la
recta EH se ha hecho igual a la recta CB, ser4 evidente que lo
que se ha substraido de la recta GB, que es treinta, es dos rai-
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Figura 3

ces de doscientos. Pero dos raices de doscientos es la raiz de
ochocientos (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p.
246).

Y concluye:

Lo que habia que demostrar. He aqui la figura (Rashed, 2007,
pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 246).

La tercera demostracién que vamos a examinar es diferente, y
no tiene parangén con ninguna de las demostraciones que al-
Khwarizmi hace en su libro. No es una demostracién con
figuras geométricas del estilo “ingenuo’, con la garantia de
verdad en lo que se ve, sin dudar de ello, que acabamos de ver
en practica en las dos demostraciones anteriores. Lo que al-
Khwarizmi quiere demostrar no es ahora un célculo con radi-
cales, sino una adicién de dos expresiones con especies, cuyo
resultado ha enunciado en el capitulo “Sobre la adicién y la
substraccién” unas pdginas antes®:

(100 + &2 — 20x) + (50 + 10x — 2x%) = 150 — &2 — 10x

El mismo al-Khwarizmi explica por qué no va a hacer una
demostracion con figuras:

En cuanto a cien y un tesoro menos veinte raices, a las que se
afiaden cincuenta y diez raices menos dos tesoros, no le con-
viene ninguna figura porque estd compuesta por tres espe-
cies diferentes, tesoros, raices y ntimeros, y no hay con ellas
lo que les sea igual, para que pueda ser representado en una
figura (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, pp. 246-
247).

En las demostraciones mediante figuras de los algoritmos de
solucion de las formas canénicas compuestas que hace al-
Khwarizmi, la manera que tiene de representar las tres espe-
cies depende efectivamente de que lo que ha de representar es
una ecuacion. En efecto, al-Khwarizmi representa los tesoros
mediante cuadrados y las raices mediante rectangulos en los
que un lado representa la raiz (del tesoro) y el otro el nimero
de raices, con lo que las raices es también una superficie.

Para representar la tercera especie, los simples numeros, al-
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Figura 4

Khwarizmi recurre al artificio de que éstos estén representa-
dos por toda la superficie de la figura, lo que puede hacer ya
que los simples niimeros estan relacionados con las otras dos
especies por substraccién o adicién en las ecuaciones. Esto no
puede hacerse si no se trata de representar una ecuacion, sino
una expresion algebraica como las que tiene que representar
ahora, por eso dice al-Khwarizmi que “no le conviene una
figura” porque tiene las tres especies y “no hay con ellas lo que
les sea igual”.

Al-Khwarizmi concluye esta explicacién con una frase enig-
mdtica:

Pudimos hacer una figura de ello, pero no sensible (Rashed,
2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Nada mas nos dice al-Khwarizmi de esa “figura no sensible’,
porque ante esta dificultad abandona el recurso a las figuras
sensibles en las que cortar, trasladar y pegar para ver lo que se
quiere demostrar (y tampoco recurre a esa enigmatica “figura
no sensible”), para hacer lo que podemos llamar el primer
precursor del que tenemos noticia de una demostracién pura-
mente algebraica: una demostracién que se hace simplemen-
te en el terreno de la expresion en el sistema de signos del
algebra sin recurso a las figuras. Al-Khwarizmi la llama
demostracion mediante palabras (al-lafz), o por la expresion

» o«

(Cremona traduce “verbis’, “por las palabras”):

En cuanto a su necesidad es evidente en palabras’ [por la
expresion] (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Esta es la demostracién “por la expresién” o “en palabras”:

Sabes en efecto que tienes cien y un tesoro menos veinte rai-
ces. Ya que le has afiadido cincuenta y diez raices, resulta
ciento cincuenta y un tesoro menos diez raices porque estas
diez raices han restaurado las veinte raices substraidas a diez
raices (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Al-Khwarizmi trata las expresiones por partes, considerando
que las dos que se van a aiadir constan de una parte que es la
cantidad digamos principal o inicial, y otra que es la cantidad
que se le ha quitado, y por tanto le falta a la cantidad inicial, y
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ha de restaurarse en el curso de los calculos, si se quiere llegar
a una forma canénica. Ese es el sentido que tiene al-jabr, la
operacion fundamental del célculo: la restauracion de lo que
falta. Lo primero que hace aqui al-Khwarizmi es restaurar las
veinte raices substraidas a la primera cantidad (cien y tesoro)
con las diez raices de la segunda cantidad, con lo que consigue
restaurar parte de lo que le falta a la primera. Ahora puede
tratar el caso de los dos tesoros que le faltan a la segunda can-
tidad:

Queda pues ciento cincuenta y un tesoro menos diez raices;
habia un tesoro con el cien; asi, cuando has substraido de
cien y un tesoro los dos tesoros substraidos de cincuenta, un

NOTAS

tesoro se anula con un tesoro y te queda un tesoro. Resulta
pues ciento cincuenta menos un tesoro menos diez raices
(Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Y concluye

Lo que habfa que demostrar (Rashed, 2007, pp. 140-141;
Hughes, 1986, p. 247).

inaugurando asi una nueva forma de demostrar, cuya historia
vale la pena indagar®. Sin embargo, no puedo dejar de pensar
que me hubiera gustado ver esa “figura no sensible” que al-
Khwarizmi dice haber hecho, pero que se guardé para si.
HISTORIAS |

1 Se supone que el libro de célculo hindu lo escribié al-Khwarizmi después
del libro de dlgebra, porque al comienzo de él cita el libro de élgebra.
Aungque esa hipétesis es plausible, cabe que no fuera asi ya que no se con-
serva ningun testimonio del libro de calculo hindt que no esté mezclado
con textos procedentes de otras fuentes (ver la entrega de estas historias
de al-Khwarizmi subtitulada “Los Libros”, Puig, 2008). Ademads, que al-
Khwarizmi atin no hubiera escrito su libro de cédlculo hindd no excluye
que no conociera ya la representacién de los nimeros hindd que luego
contribuirfa decisivamente a difundir en todo el mundo.

2 El historiador tunecino Mahdi Abdeljaouad hace, en su introduccién a un
texto del siglo x1v de Ibn al Ha’im, un comentario del mismo orden: “se ve
funcionar una lengua matematica, totalmente retérica, pero que respon-
de a las reglas lingiiisticas especificas de la lengua algebraica”
(Adbeljaouad, 2003, p. 11). Es ese responder a reglas especificas lo que
permite hablar del sistema algebraico de signos del texto de al-Khwarizmi,
aunque todo él sea “retdrico’, es decir, no use mas materia de la expresién
que la materia de la expresién de la lengua verndcula.

3 En la traduccién latina de Cremona, las cosas no son exactamente igua-
les. “Diez menos cosa por diez menos cosa” es “Decem re diminuta in
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ara la mayoria de nosotros, la expresién muisica de las
esferas esta asociada a Pitdgoras y a su universo gobernado por
lo ndmeros. En él, los sonidos emitidos por los planetas depen-
dian de las proporciones aritméticas de sus 6rbitas de la misma
forma que la longitud de las cuerdas de una lira determina sus
tonos. Mas tarde, en el Timeo, Platén afiade argumentos filo-
soficos y, no vamos a negarlo, poéticos atribuyendo al
Demiurgo la creacién del Alma del Mundo al dividir la sustan-
cia primordial en intervalos armoénicos. Atn es mas explicito
cuando en la Republica afirma que cada planeta emite una
nota, que depende de la velocidad y del tamaiio de su érbita, y
que éste armoniza con los tonos de los demads planetas:

Por encima de cada uno de los bordes de los circulos iba
una sirena, que giraba en su revolucién y lanzaba un soni-
do, una nota, y entre las ocho se formaba la concordia de
una sola armonia (Neubauer, 1992).

Mientras tanto, en China, a la vez que Pitagoras (570 — 500 a.
C.) estaba difundiendo la estructura numérica de la musica,
Confucio (551 — 479 a. C.) la incluia entre las seis artes nobles’
y le asignaba la capacidad de desarrollar la sensibilidad y el
autocontrol, ambos necesarios para restablecer la armonia del
ser humano con el Universo. Confucio, que se describié a si
mismo como un transmisor de las tradiciones y no como un
hacedor, recogié la teorfa musical que muchos siglos atras

:Qué ha sido de la musica de las esferas?

Kepler tuvo que demostrar que las orbitas
elipticas no mermaban la perfeccion del
designio divino, sino que revelaban incluso
una perfeccion superior: la geometria
gobernada por la armonia musical.

Joscelyn Godwin (1945 — ), compositor y musicélogo.

habia establecido Ling Lun: “dado que el nimero 3 es el
ntmero del cielo y el 2 el de la tierra, los sonidos en la pro-
porcidén 3:2 armonizan como el cielo y la tierra” (Robertson y
Stevens, 1989). Surge asi una forma de elegir las consonancias
que es exactamente la misma que proponen los pitagéricos,
pero el uso del 3 y del 2 no se justifica como distancias entre
cuerpos celestes, sino como las cantidades que relacionan a
los astros con los hombres. Asi, mientras para los pitagéricos
la armonia se consigue al imitar las proporciones del univer-
so, para la tradicién china es al utilizar esas proporciones
cuando se consigue la armonia entre el hombre y el universo.

En cualquier caso, bien si entendemos la musica del universo
como un fenémeno a imitar o como una actividad en la que
participa el hombre, lo cierto es que la armonia de la esferas
ha preocupado a poetas, fildsofos, musicos y algunos cientifi-
cos de todas las épocas. Hasta tal punto es asi, que resultaria
ridiculo intentar establecer aqui una enumeracién exhaustiva
de autores que han aportado ideas al tema’. Sin embargo,
scudl es el significado matematico, si es que lo hay, de la musi-
ca de las esferas?

Vicente Liern Carrion
Universitat de Valéncia Estudi General
musymaticas@revistasuma.es

w
N
SO
=
I
S
N
=



SUMA 67
Junio 2011

Algunas publicaciones recientes que analizan la Armonia de las
Esferas

Parece incuestionable que, si prescindimos de los aspectos
filosdficos, la aportacion cientifica mas importante al tema se
debe a J. Kepler (1571 —1630). Sin embargo, su estudio tiene,
al menos, dos grandes objeciones: las drbitas dejaron de ser
esferas y los célculos, que le sirvieron para reafirmarse en sus
profundas creencias religiosas, estaban hechos sobre seis pla-
netas. Siglo y medio después de la muerte de Kepler se descu-
bre Urano, y a mediados del siglo xix aparece en escena
Neptuno. Teniendo en cuenta estos inconvenientes, ;tiene
sentido seguir hablando de la musica de las esferas desde un
punto de vista matematico-musical?

En mi opinidn, independientemente de cudl sea la respuesta a
la pregunta anterior, desde el punto de vista docente, la cues-
tién puede resultar provechosa para nuestros alumnos. No
solo es interesante por el tema en si, sino porque ademads nos
permite mostrar el lado humano de los cientificos, y esto los
hace mds préximos a nosotros. La obsesiéon de Kepler por
encontrar la relacién entre el movimiento de los planetas y la
musica, como la de Newton por la alquimia, podrian parecer
limitaciones cientificas. Sin embargo, es importante que sepa-
mos transmitir a los estudiantes que, en ocasiones, lo que
hace grandes a los investigadores es precisamente su libertad
respecto de ideas convencionales y su apertura a nuevas
dimensiones de los problemas.

Cuando las esferas eran redondas y los cielos
estaban afinados

Los pitagoéricos, herederos de la tradicién caldea, sostenfan
que las notas emitidas por los cuerpos celestes dependian de
las proporciones aritméticas de las esferas en las que se movi-
an alrededor de la Tierra. Los sonidos que producia cada 6rbi-
ta se combinaban con los sonidos de las restantes, producien-
do una sincronia sonora especial conocida como la musica de
las esferas. Se trataba de un cosmos en el que se integraban las
siete notas musicales con los siete cuerpos celestes conocidos
en la época: el Sol, la Luna y los cinco planetas visibles
(Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno).

Como en la musica mesopotamica, para los pitagéricos sélo
existian cuatro intervalos consonantes, asociados con las cua-
tro estaciones y con las distancias entre los astros que ellos
representaban comparando las longitudes de cuerdas tirantes
(A. Robertson y D. Stevens, 1989):

1/1 = unisono 1/2 = octava 2/3 = quinta 3/4 = cuarta

Para producir todos los sonidos afinados (notas musicales)
solo se dispone de estos cuatro intervalos y sus combinaciones.
Es decir si hacemos sonar una cuerda tensa de longitud L junto
con otra que mide 1/2xL, 2/3xL 6 3/4x2/3xL, por ejemplo, la
sensacion serfa agradable: el intervalo seria consonante.

A partir de estas cuatro posibilidades, ya se puede definir el
tono como el intervalo que separa una cuarta de una quinta,
es decir,

3/4 9

2/3 8

Y haciendo uso de este intervalo, el tono, se expresan las dis-
tancias interplanetarias (F. Vera, 1937):

Mercurio-Venus = 1/2 tono | Marte-Japiter = 1/2 tono

Venus- Sol = 1+1/2 tonos Japiter-Saturno = 1+1/2 tonos

Tierra-Luna = 1 tono Saturno-Zodiaco = 1+1/2 tonos

Luna- Marte = 1/2 tono Total = 7 tonos

Pero los pitagoéricos llegaron mucho mas lejos en la armonia
universal. Filolao de Tarento (480 — 400 a.C.), un discipulo de
Pitagoras, relegé la Tierra del centro del universo y propuso
que daba vueltas en una esfera alrededor de un fuego central
fijo. El Sol reflejaba este fuego central y junto con la Luna, los
otros planetas y las estrellas, también circulaba alrededor del
fuego central, cada uno en su esfera. La idea de Filolao impli-
caba la existencia de nueve esferas. Pero para los pitagéricos,




de entre todos los nimeros, la década representaba la mayor
carga simbdlica, incluso sagrada, entre otras razones porque
los cuatro primeros niimeros contenian el secreto de la escala
musical y su suma es diez, 1+2+3+4=10. Muy probablemente
por esto, Filolao postulé la existencia de otro planeta, la Anti-
Tierra, que se situaba entre la Tierra y el fuego central, para
“protegerla de los calores de éste”.

Esquemas del universo de los primeros pitagéricos (A) y de
Filolao (B).

A pesar de lo revolucionario de la propuesta de Filolao, en su
visién del universo las proporciones musicales, los intervalos
consonantes, se sabe que seguian manteniéndose. Sin embar-
go, desgraciadamente no sabemos cémo distribuia exacta-
mente la suma de tonos en su modelo.

Pero la armonia de las esferas no sélo se estaba extendiendo
por la cultura occidental. A la vez que las ideas pitagdricas se
abrian paso en Grecia, en China, sobre todo gracias al impul-
so de Confucio, los nimeros también recuperaban el signifi-
cado sagrado que los ligaba a la produccién musical, estre-
chamente vinculada con la aritmética. No podemos olvidar
que se trata de un pensador que ensenia al pueblo el respeto al
poder, a los eruditos que lo rodean, a los padres y a las tradi-
ciones ancestrales. Su propuesta para conseguirlo es que el
hombre debe armonizarse con el cosmos, “estar de acuerdo a
lo ordenado por el cielo”.

El Li Chi, o Libro de los ritos, es uno de los Seis Libros cldsicos que des-
cribe costumbres sociales, ritos ancestrales y ceremonias cortesanas.
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Su filosofia se basé en Los Seis Libros Clasicos® de los cuales,
precisamente el Yiieh Ching (Libro de la miisica) desaparecid
en la quema de libros del siglo 11 a. C. En la época de
Confucio, la musica se basaba en las ideas del matematico y
filésofo Ling-Lun. Segun la leyenda, el emperador Huang-Ti*
quiso establecer la relacién de la musica con las leyes c6smi-
cas. Para eso le encarg6 a Ling-Lun el trabajo de encontrar
cudl era el sonido auténtico. El matemadtico, tras un largo viaje
por los bosques mds alejados del imperio, establecié como
base de la musica china un sistema pentaténico o pentafonal
logrado a través del corte de una cafia de bambu hueca. Se
dice que al principio tenia la longitud de 1 pie, luego cortd
sucesivamente esa caia en una proporcién de 2/3 de su longi-
tud original; es decir, la cafia fue perdiendo cada vez un tercio
de su longitud. Continuando con el proceso obtuvo cinco
notas que distaban una quinta entre si, Fa’, Do’, Sol’, Re’, La’,
que al ordenarlas dan lugar a la escala pentaténica o de Ling
Lun*

Fa#, Sol#, La# Do#, Re#

Mientras para los pitagoricos la
armonia se consigue al imitar las
proporciones del universo, para la
tradicion china es al utilizar esas
proporciones cuando se consigue la
armonia entre el hombre y el universo.

A pesar de lo que podria pensarse a primera vista, el sistema
de afinacién de Ling-Lun es idéntico al pitagérico. Si pensa-
mos en los intervalos pitagéricos con frecuencias en lugar de
con las longitudes de cuerdas, estos se traducen en 1/1, 2/1,
3/2 y 4/3. Combinarlos las veces que se quiera no es otra cosa
que poder dividir o multiplicar por 3 y por 2 una frecuencia
dada las veces que se quiera, y esto es exactamente lo mismo
que se puede hacer con el sistema de Ling-Lun (si se quieren
obtener mds de cinco notas).
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Cuando las esferas se achataron y hubo que afinar
los cielos

Hasta el siglo xvi1 fueron muchos los autores que se ocuparon
de la armonia celestial, pero ninguno de ellos con la profundi-
dad y precisién con que lo hizo Johannes Kepler (1571-1630).
En su obra Harmonices Mundi (1619), Kepler estableci6é que
cada planeta deberia emitir un sonido cuya altura dependia de
la velocidad, seria mas agudo cuando su movimiento fuese
mas rapido, y variaba dentro de un intervalo musical bien
definido y propio de cada planeta®.

Firme partidario del modelo copernicano, consideré que el
movimiento de los planetas debia cumplir las leyes pitagdri-
cas de la armonia, e intenté demostrar que las distancias de
los planetas al Sol venian dadas por esferas en el interior de
poliedros perfectos, anidadas sucesivamente unas en el inte-
rior de otras. El orden, desde la mayor hasta la menor era el
siguiente:

Saturno-Cubo-Jupiter-Tetraedro-Marte-Dodecaedro-Tierra-
Icosaedro-Venus-Octaedro-Mercurio.

Disefio de Kepler en Misterium Cosmographicum (1596) para
expresar la armonia universal, ain con esferas.

Para Kepler, un modelo cosmolégico tan perfecto era una
prueba mas de la existencia, sabiduria y elegancia de Dios. De
hecho, afirmé “yo deseaba ser tedlogo; pero ahora me doy
cuenta a través de mi esfuerzo de que Dios puede ser celebra-
do también por la astronomia”

Pero no tardd en darse cuenta de que este modelo de polie-
dros perfectos no explicaba bien el movimiento de los plane-

tas’. La profunda religiosidad de Kepler, no le permitia acep-
tar que Dios no hubiera dispuesto que los planetas describie-
ran figuras geométricas simples y con esta idea se dedicé a
probar con toda suerte de combinaciones de circulos.
Convencido de la imposibilidad de lograrlo con circulos, usé
6valos y finalmente, con gran decepcién, empleo elipses. Con
ellas llegd a las famosas tres leyes® que le revelaron como el
mejor astronomo de su época. Sin embargo, esta falta de sim-
plicidad en el Universo, que Kepler vivié como un fracaso, fue
compensada de nuevo por la perfeccion de la Armonia
Universal.

Asegurd, por primera vez, que las érbitas de los planetas des-
criben una elipse alrededor del Sol y que éste se encuentra en
uno de los focos de la elipse.

Sistema Solar de Kepler. Las letras a, c, e, g, i, indican la distancia
mds grande de cada planeta al Sol, (afelios) y las restantes letras
las distancias mds pequenas (perihelios).

Cada planeta emite una nota, que
depende de la velocidad y del
tamario de su orbita, y que éste
armoniza con los tonos de los
demds planetas.

Consider6 que la velocidad angular de un planeta representa-
ba el nimero de vibraciones de un cierto tono y, como la velo-
cidad cambia a lo largo de la revolucion, este sonido recorre-
ria un intervalo musical que estaria entre el punto de mayor
velocidad (el perihelio, punto mdas cercano al Sol) y el de
menor velocidad (el afelio o punto mas alejado del Sol). De
acuerdo con las leyes de Kepler, la amplitud de este intervalo
dependeria de la excentricidad de la érbita. Es dificil saber si



estudiaba la excentricidad de las drbitas y por eso encontré los
intervalos o fue al revés, para estudiar los intervalos necesité
estudiar las excentricidades. En cualquier caso, lo cierto es
que utilizando los calculos de las velocidades angulares obtu-
vo los siguientes intervalos para los planetas:

Calculo de intervalos de Kepler (en color azul) y de Haase (en
color salmén).

Ademis, de esta musica individual de cada planeta, se podia
considerar una armonia que regia las relaciones entre ellos.
Para esto, Kepler comparé las velocidades en el afelio y el peri-
helio de un planeta con las del mas préximo a él, obteniendo
asi dos tipos de intervalos:

a. Intervalo convergente: relacion entre la velocidad en el afelio
del planeta mas alejado y la del perihelio del mas cercano.
b. Intervalo divergente: relacién entre la velocidad en el peri-

helio del planeta méds alejado y la del afelio del mas cercano.

Con estos dos criterios calculé los siguientes intervalos:

Célculo de intervalos convergentes y divergentes de Kepler (en
color azul) y de Haase (en color salmén).

El paso siguiente fue asignar una melodia a cada planeta (y a
la Luna). Para ello, podia tomar una nota arbitraria y a partir
de ella, basdndose en las proporciones calculadas, obtuvo las
melodias siguientes:
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Musica de los planetas, escrita por Kepler en Harmonices Mundi
(1619).

Una vez convertidas las 6rbitas en el elipses y rehecha la adap-
tacion de las ideas pitagéricas a esta circunstancia, fueron
muchos los que se encargaron de mostrar diferentes aspecto
de la remodelacion de la armonifa universal. Sin embargo, a
pesar de los nuevos descubrimientos astronémicos’ y que el
tema fue tratado por pensadores de primera linea como
Robert Flud (1574 — 1637), Andreas Werckmeister (1645 —
1706), Isaac Newton (1642 — 1727) o Jean-Philippe Rameau
(1683 — 1764), lo cierto es que, matematicamente hablando,
no aportaron practicamente nada a los calculos keplerianos.
Hubo que esperar hasta mediados del siglo xx para que se
diese un paso mas en los calculos de la musica de las esferas.

La expresion musica de las esferas estd
asociada a Pitdgoras y a su universo
gobernado por lo niimeros.

Rudolf Haase (1920 — ) descubrié la obra de Hans Kayser
(1891 — 1964) sobre armonia y emprendié su labor investiga-
dora desde la Escuela Superior de Mdsica y Artes Visuales de
Viena y el Instituto Hans Kayser para la Investigacién de los
Principios Armoénicos. Haase se ha convertido en el principal
promotor de la armonia como tema multidisciplinar, espe-
cialmente con las matematicas o la astronomia, y relacionan-
do el fenémeno con la serie arménica.

Desde el punto de vista matemadtico, lo que hace Haase es
extender los principios de Kepler a los planetas descubiertos
tras la muerte del astrénomo y contrastar sus propuestas con
las de otros cientificos, entre los que destacan el matematico
y cabalista Francis Warrain (1867 — 1940) y los astrénomos™
J. D. Titius (1729 — 1796) y J. E. Bode (1747 — 1826). Ademés
de obtener los intervalos keplerianos, Haase ha calculado
otros muchos comparando afelios y perihelios de dos plane-
tas, que no tenfan por qué ser consecutivos (Godwin, 2009).
Los resultados obtenidos, que en parte aparecen en las tablas
anteriores, lo que hicieron fue corroborar que los intervalos
siguen siendo, de manera muy aproximada, los que aparecen
en la musica, més concretamente en la Justa Entonacién.
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Esferas y nuevas melodias

Aunque sea de forma colateral, el hecho de relacionar la musi-
ca con el cosmos ha servido para encontrar argumentos a
favor de las teorias musicales, para las que aceptar que las
notas se pueden elegir de una forma u otra sélo por razones
estéticas no era un argumento suficiente. Asi, la idea de un
universo formado por esferas concéntricas sirvi6 para validar
la afinacién pitagérica en la que sé6lo participan los niimeros
dos y tres. Sin embargo, cuando la situacion se fue compli-
cando y las circunferencias se convirtieron en elipses, la que
sali6 beneficiada fue la Justa Entonacion, en la que se utilizan
el dos, el tres y el cinco. No obstante, la idea original de bds-
queda de una conexién entre el universo y la musica, mas alld
de lo estrictamente matematico sigue inspirando a los musi-
cos. Como muestra de esta inspiracion daremos aqui dos
ejemplos. El primero, Esferas, es el capitulo de una tesis doc-
toral en musica y se basa directamente en las ideas de Kepler
y el segundo, Music of the Spheres, se basa en la intuicién que
el autor tiene de una ‘musica del cosmos.

El 24 noviembre de 2006, en la VIII reunién de decanos y
directores de Matemadticas, celebrada en la Universidad
Politécnica de Valencia, el compositor José Ibaiiez Barrachina
etrend su obra Esferas concebida a partir de los intervalos que
aparecen en los célculos de Kepler y teniendo en cuenta los
siete compases que el astronomo asigna a los planetas y la
Luna en Harmonices Mundi.

Fragmento de la partitura de Esferas. Kepler en el siglo xxi creada
en 2006 por J. Ibdfiez Barrachina a partir de los calculos de
Kepler.

En esta obra, los sonidos propuestos por Kepler se mezclan
con otros, de manera que se escuchan de forma simultdnea las
notas originales, completamente tonales y que representan la

tercera mayor, la tercera menor, la quinta, el unisono, etc.,
junto con melodias elaboradas por el compositor a partir de
sonidos actuales que huyen de la tonalidad. En los célculos de
Kepler, la tinica excepcién a la musica tonal més ortodoxa la
constituyen el intervalo que representa a la Tierra: el semito-
no. Este intervalo, prohibido durante largo tiempo, es acepta-
do en el Barroco “mientras sea utilizado con mesura y no
como el material bésico para la elaboraciéon de una obra” y
estd presente en todos los cromatismos del S. xix. Ademds, se
combinan dos tipos de series, una establecida por Kepler y
otra disefiada por el compositor variando la anterior. La téc-
nica de composicidn, sin llegar al dodecafonismo, estd inspi-
rada en el método de Arnold Schémberg (1874 —1951) de
modo que las series suenan completas y no se repiten hasta
que no ha sonado la tltima nota de la serie. Estas se transpor-
tan y se superponen de forma que en ocasiones resulta dificil
reconocerlas.

Los instrumentos elegidos para la obra no son un hecho
casual, en el clasicismo F. J. Haydn, W. A. Mozart y L. V.
Beethoven tuvieron su banco de pruebas en el cuarteto de
cuerdas, formacién para la que escribieron multitud de nove-
dades que posteriormente aplicaron a sus obras mayores. Para
Esferas se ha preferido la sonoridad de los metales que tienen
una formacién de cdmara estable en el quinteto de metales.

La idea de un Universo formado
por esferas concéntricas sirvio para
validar la afinacion pitagorica en
la que sélo participan los niimeros
dos y tres.

Pocos meses después del estreno de Esferas, cuando Mike
Oldfield, manifesté en numerosas entrevistas promocionales
que estaba trabajando en su album Music of the Spheres, hubo
algin periodista que se puso en contacto con Ibanez para
comprobar si habia habido relacién entre ambas obras. Lo
cierto es que ni los autores ni las obras habian tenido ningtin
tipo de relacién y lo tinico que les unia era el tema en el que se
habian inspirado.

Music of the Spheres es un disco compuesto para orquesta
sinfénica, y que cuenta con secciones interpretadas por coro,
soprano y guitarra cldsica que interpreta el propio Mike
Oldfield. Estd disenado con melodias minimalistas, cambios
de texturas armoénicas y tonos melddicos que en nada tienen
en cuenta los intervalos keplerianos o los célculos a los que
hemos hecho referencia en este trabajo. A pesar de ello, estd
claro que la idea de biisqueda armonia entre los astros sigue
siendo fuente de inspiracién de creadores musicales.



Epilogo

Como bien dice J. Godwin (2009), todos los autores que han
estudiado la musica de las esferas comparten la idea pitagdri-
ca de que hay algo musical en el cosmos y algo cdsmico en la
musica. De hecho, que todas las proporciones que aparecen al
relacionar las velocidades angulares de los planetas se corres-
pondan de forma muy aproximada con intervalos musicales
que aparecen en la Justa Entonacién, parece algo mas que una
pura casualidad. Sin embargo, siendo honestos, debemos
reconocer que muchas de las noticias que vinculan el univer-
so con la musica son, como minimo, muy forzadas.

Cuando leemos que los ultrasonidos se utilizan para la rotura
de célculos de rifén, en las endoscopias o en algunos trata-
mientos de fisioterapia, a nadie se le ocurre incluir estas téc-
nicas dentro de las aplicaciones de la musicoterapia. Estd

Cartel del estreno de la obra Esferas, interpretada por Strombor
Brass Quintet.
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claro que los ultrasonidos ni son musica ni los oimos. Sin
embargo, no es extrafio encontrar en internet, o en algunos
medios de comunicacién, noticias que afirman que “la atmds-
fera del Sol ‘suena’ tal como habian anticipado los pitagéricos
y la tradicién cientifica posterior” y la afirmacién se justifica
en que estd llena de ondas de ultrasonidos.

A pesar de algunas justificaciones mas que dudosas de la rela-
cién entre mdsica, matematicas y astronomia o de los altiba-
jos que ha sufrido la idea de una armonia de los astros, hay
que reconocer que un tema que ha interesado a pensadores y
artistas a lo largo de miles de afios puede despertar también el
interés de nuestros alumnos y nosotros no deberiamos dejar
pasar iniciativas que podrian servir para motivarlos.

MUSYMATICAS W

Portada del disco Music of the Spheres de Mike Oldfield estrenado en el
atrio del Museo Guggenheim de Bilbao el afio 2008.
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Fragmento de la Oda III — A Francisco de Salinas de Fray

1T i il
Luis de Leén (1527 —1591) [..] Traspasa el aire todo

hasta llegar a la mas alta esfera,

y oye alli otro modo

de no perecedera

musica, que es la fuente y la primera.

Ve cédmo el gran maestro,

aquesta inmensa citara aplicado,

con movimiento diestro

produce el son sagrado,

con que este eterno templo es sustentado.

Y como estd compuesta

de nimeros concordes, luego envia
consonante respuesta;

y entrambas a porfia

se mezcla una dulcisima armonia. [...]

NOTAS
1 Las otras artes nobles son los ritos, la musica, la escritura, la con- 7 A la muerte de Tycho Brahe (1602), Kepler accede a todos los datos
duccién de carros y el tiro con arco. recopilados por Tycho y advierte que su sistema de poliedros no era
2 Si nos centramos sélo en pensadores espafioles anteriores al siglo sostenible.
XVII, encontramos musicélogos y compositores, como Isaac ben 8 Las tres leyes, publicadas en 1609 en su obra Astronomia Nova, pue-
Abraham ibn Latif (aprox. 1220 — 1290), Isaac ben Haim (1467 — den resumirse como:

después de 1518), Bartolomé Ramos de Pareja (1440 — después de
1491) o Francisco de Salinas (1513 — 1590), cuyas aportaciones sobre
el tema han pasado a la historia.

1. Cada planeta describe, en sentido directo, una érbita eliptica, uno
de cuyos focos estd ocupado por el Sol.
2. El drea descrita por el radiovector que une el centro de un planeta

3 Los Seis Libros cldsicos fueron los de la Musica, de las Mutaciones, con el centro del Sol es proporcional al tiempo empleado en
de las Odas, de la Historia, de los Ritos y los Anales de primavera y barrerla.
otofio. 3. Los cuadrados de los tiempos de las revoluciones siderales de los

4 El Emperador Amarillo, también conocido como Huangdi es una de planetas son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de

las figuras mas importantes de la mitologfa china. Se trata de uno de sus Grbitas. » )

los Cinco Emperadores que reiné, segtin la tradicién, desde el 2698 9 Urano se descubri6 en 1781, Neptuno en 1846 y Plut6n, aunque ya

al 2598 a. C. no sea planeta, en 1930.

10 A ellos se debe la ley de Titius-Bode que relaciona la distancia (en
unidades astronémicas) de un planeta al Sol con el nimero de orden
del planeta mediante la sucesién

5 Se inicia la serie con el Fa’ porque es el sonido adoptado por el dia-
pasén chino y, ademads asi la escala pentaténica se corresponde con
las teclas negras del piano.

6 A pesar de su neopitagorismo, Kepler es consciente de la imposibili- d= 3-m+ 4’ m=0,2°,2', 2%, ..
dad de percibir la musica de las esferas: lam soni in coelo nulli exis- 10
tunt, nec tam turbulentus est motus, ut ex attritu aurae coelestis eli- A pesar de la imprecisién para los planetas mas lejanos, esta ley tuvo
ciatur stridor. una gran importancia en el desarrollo de la Astronomia de finales del

siglo xv11l y principios del siglo XIx.
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me todos los animales, s6lo el humano rie. Su desarrollo
cognitivo le ha permitido disfrutar del placer de lo ridiculo.
Segun eso, hasta el humor mds simple puede ser visto como
rasgo intelectual de la especie. Sirva este preambulo para
mejor aceptar que, aunque no sea su fuente mdas noble,
muchas veces nuestra risa brota de la observacién de la tor-
peza ajena. El cine ha explotado esa veta cémica en todos los
ambitos y también alguna vez a propésito de la torpeza mate-
matica. En el cine espaiiol, lo logré con efectividad el trio
Ozores — Pajares — Esteso, muy taquilleros, lo cual nos habla
de su maestria para provocar la risa, aunque poco apreciados
por criticos y cinéfilos.

Yo hice a Roque III (Mariano Ozores 1980) es una parodia de
la saga de Hollywood sobre el boxeador Rocky (Sylvester
Stallone), donde Roque Tercero (Andrés Pajares) estd siendo
preparado por un entrenador (Fernando Esteso) y un mana-
ger (Mariano Ozores) que le han liado. Y en esta pelicula, que
nunca hubiese imaginado citar en Suma, aparece una escena
hilarante sobre la resolucién de un sencillo problema mate-
matico por parte de esos tres chapuceros... eso si, jcon calcu-
ladora! El dialogo transcurre en el gimnasio, con el boxeador
sobre la bascula:

Roque: ;Qué pasa? ;He adelgazado mucho?
Entrenador: No sé, aqui pone 135.

R: ;Kilos? ;Cémo voy a pesar 135 kilos?

E: Espera, que ahora viene Paco con la calculadora.

Paco: Aqui estd, ya estoy. ;Qué hay que hacer? (le veremos
toda la escena tecleando en la calculadora).

E: Veamos cudntos kilos tiene una libra.

P: Aqui lo dice, me lo dieron con la bascula. Cuatrocientos
sesenta.

R: ;Kilos? Pues debo pesar como una ballena.
P: No hombre, serdn gramos.
E: ;Y qué hay que hacer?

P: Estd muy claro, una sencilla regla de tres. Si un gramo
pesa 460 kilos...

R: No, al revés, al revés.

E: Ya veras, ti multiplica mil gramos que tiene un kilo por
135 libras que pesa éste.

R: Eso, a ver qué peso.

P: Ciento treinta y cinco mil kilos.

R: {No te digo! mas que una ballena...

E: ;Una ballena? {Mds que un portaviones!

R: Vamos a ver, divide 135 libras entre mil gramos que
tiene el kilo y, y lo... luego jlo multiplicas por lo que salga!

P: Vale, vale... 29 kilos 347 gramos.
E: No, seran 347 libras.
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E: No son kilos, son libras. Es que esta bascula es inglesa.

R: jAh! ;Y cudntos kilos son 135 libras?
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P: ;Por qué?
E: Porque ;como va a pesar este imbécil 29 kilos y medio?

R: Pues no me extrafarfa nada, porque después de la pali-
za que me estdis dando no me voy a quedar en peso mosca,
me voy a quedar en peso piojo.

P: ;Ah, no! ;Si ya sé lo que hay que hacer!
E: ;Ah, si? Menos mal!

P: 460 gramos se restan de 135 libras y lo que queda se
multiplica, se multiplica... se multiplica por...

E: ;Si, se multiplica por la edad de tu padre!
P: Por 76 afos que tiene papa...

E: {Anda ya, hombre! (ddndole un manotazo). Manana lla-
mas a la Embajada Inglesa y que te digan a cdmo estd la
libra.

P: Eso te lo digo yo, a treinta duros.
: Entonces éste, ;cuanto pesa?
: 4.040 duros.

: Que serdn...

: Pero ;cémo voy a pesar yo 20.000 pesetas?

E

P

E

P: Unas 20.000 pesetas y pico.

R

P: ;Yo qué sé? ;Lo ha dicho éste!

E: ;Qué lo digo yo? jBueno, ya estad bien, hombre! ;Lo que
esta claro es que td todavia sigues gordo!

R: ;Yo?

E: ;Si, todavia estds gordo! ;150 flexiones y td vete a hacer
pufetas con la calculadora de las narices!

Enlace: http://www.youtube.com/watch?v=wk]JrysJhU7s

Aritmética delirante

Hay un gag repetido en el cine clasico norteamericano: la

supuesta demostracién de cédlculos disparatados. La pareja

Bud Abbott y Lou Costello en la pelicula En la Marina (In the
Navy. 1941) “demuestra”
que 28:7 =13 0que 13 x 7
= 28. Dicha pareja cémica
duré 20 anos en las pantallas
(1936 - 1956) y su estructura
era simple: la conocida de los
clowns, con el “listo” y el
“tonto”; éste, con sus reaccio-
nes imprevisibles, desbarata
las tretas del “listo”

La escena anterior fue imita-
da de forma igualmente exi-
tosa ocho anos mads tarde,
entonces “demostrando” que

25:5=14 oque 14 x 5 =25, en la pelicula Ma and Pa Kettle
(Charles Lamont. 1949). Ma y Pa eran un matrimonio de
granjeros con 15 hijos, parodia de una familia rural de la
América profunda.

En ambas escenas la fuente de confusion estd en ignorar el
valor posicional de las cifras, mezclando decenas con unida-
des. Se observa una ordenacién de las cifras en la divisién dis-
tinta a la que utilizamos en el algoritmo conocido, lo cual no
es un error. La trascripcién de los didlogos no seria efectiva en
estas escenas, es necesario ver lo que se escribe en la pizarra.

Enlaces:
http://www.youtube.com/watch?v=XFAqp-JVHt0
http://www.youtube.com/watch?v=F87rm4T8WzM

Importancia del doblaje

En el episodio de la versién espanola de Los Simpson —
Temporada 5°* (1993), Capitulo 10 titulado “$pringfield o
como aprendi a amar el juego legalizado, Homer ve unas
gafas en el fondo de la taza del WC y se las pone enseguida
(sin lavarlas, que para eso es Homer). Verse ante el espejo con
gafas le provoca un arrebato intelectual que le lleva a decir
(con sonsonete):

El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos en un tridngulo isosceles.

Alguien le replica desde otro retrete:
1En un tridngulo rectdngulo!
Al final de la escena, sabemos que las gafas son del tenebroso

Henry Kissinger, ex Secretario de Estado de EE.UU, de visita
en la central nuclear donde trabaja Homer.



Enlace: http://www.youtube.com/watch?v=jZCdXfIoSFE
En la version doblada en espaiiol-latino, cambia el texto:

La suma de las raices cuadradas de dos lados de un
tridngulo isésceles es igual a la raiz cuadrada del lado
restante.

iEso es el equildtero, idiota!
Enlace: http://www.youtube.com/watch?v=ottbvVIAGRQ

Esta diferencia de doblajes es curiosa. La versién espaiiola
provoca la risa al ver cémo la fugaz intelectualidad de Homer
no esta exenta de error, al no ser capaz de enunciar el Teorema
de Pitagoras. Su vecino de retrete le corrige acertadamente.

Sin embargo, en la versién latina, el enunciado que recita
Homero (aqui tiene el nombre esparfiol) siendo también inco-
rrecto, ya no sugiere de forma tan clara el famoso teorema.
Sin embargo, repite literalmente la frase que dice el
Espantapdjaros en El Mago de Oz (Victor Fleming 1939) tras
recibir el titulo de doctor Honoris Causa. El profesor Alfonso
Jests Poblacién' comenta que la escena de Los Simpson paro-
dia a esta otra clasica y demuestra que en ningtn caso se cum-
ple la afirmacién del Espantapdjaros. Es decir, tampoco se
cumple en el tridngulo equilatero, como dice la voz que repli-
ca a Homero. Atn mads, la falsedad de este tltimo enunciado
es todavia mds notoria: siendo los tres lados iguales, nos esta
diciendo que un nimero distinto de cero (la raiz cuadrada de
cualquiera de los lados) es igual al doble de si mismo.

Yendo a las fuentes, la traduccién literal de la version original
en inglés no es jni una ni otra! sino:

La suma de las raices cuadradas de dos lados de un
tridngulo isésceles es igual a la raiz cuadrada del lado
restante.

Eso es el rectdngulo, idiota!

En resumen, la escena original comenzaba como tributo ciné-
filo y el afiadido de la réplica, también equivocada, potencia-
ba el recuerdo del teorema de Pitagoras. La versién espaiiola
olvida la alusién al Mago de Oz para subrayar el error mate-
matico. La versidon latina sigue el texto inglés hasta la ultima
frase, mas absurda y sin resonancia pitagérica. ;Qué nos
encontrariamos si siguiéramos buscando mas traducciones?

Humor divino

La risa es un fantdstico elixir que alegra hasta lo mds sagrado.
Asi en el Cielo como en la Tierra (José Luis Cuerda 1995) es
una comedia del mismo director de Amanece que no es poco’,
continuadora de su estilo surrealista, aunque en clave religio-
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sa. El humor en este caso proviene de la literalidad de las
Sagradas Escrituras. La comicidad que provoca en el especta-
dor es directamente proporcional al peso que haya tenido la
Religiéon Catdlica en su educacidon. No cae por ello en la irre-
verencia provocadora, sino que en todo momento mantiene
un tono tierno y amable.

El Cielo de Espana es, tal cual, un pueblo tipico espanol: con
el pregonero, el sargento de la Guardia Civil (San Pedro), etc.
Alli Dios Padre, que es el alcalde, esta afligido por el fracaso
del sacrificio redentor de su hijo Jesucristo: la gente del
mundo cada vez peca més. Duda entre enviar al mundo a un
segundo hijo o bien el Apocalipsis...

En este peculiar contexto, hay dos escenas con referencias
matemadticas.

1. Dios Padre (Fernando Ferndn G6émez) recibe a dos beatas
para resolver una ardua cuestion:

— La cosa es que ésta dice que si a 49 le quitamos 13 que-
dan 36. Y yo le digo que no lo sé.

— ¢Y...? Si una de las dos sabe restar y la otra no, las dos
estan diciendo la verdad. ;Dénde estd el litigio?

— Que no sabemos si hacemos bien diciendo esas cosas.
Porque ella asegura que lo mio es orgullo, que por qué
tengo yo que decir que si a tantas le quitamos tantas nos
quedan tantas. Y yo digo que lo suyo es falsa modestia,
itanto “no sé”, tanto “no sé”..!

— iAh bueno! Ustedes lo que quieren es que contemplemos
el aspecto moral.
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Interrumpe San Pedro (Francisco Rabal) y Dios Padre debe
atender a otro asunto. Antes, les dice:

— Salgan, por favor, pero no se vayan, que el suyo es un caso
de mucha sutileza moral y quiero resolverlo.

2. En la taberna, el sabio San Isidoro (Agustin Gonzélez)
recostado en la barra departe con un alma recién llegada del
Purgatorio:
— Pitdgoras, que estd alli en el Purgatorio, se sabe de
memoria los teléfonos de toda la Cornisa Cantdbrica,

pueblo por pueblo, y se salta los de las casas de prostitu-
cién y los que terminan en 6.

Suponemos que lo tltimo tendra que ver con las connotacio-
nes demoniacas del 6... Es éste un humor muy peculiar, que
recibe por igual incomprensién y adhesion.

Sin matematicas...

Idiocracia (Mike Judge 2006) no pasard a la historia del cine,
por calificarla suavemente. El argumento es éste: en ausencia
de depredadores, la evolucién humana se aparta de la selec-
cién natural por diversos factores culturales (no diremos cud-
les, su enunciado es politicamente bastante incorrecto). El
caso es que se llega a un futuro en que el mundo estd gober-
nado por idiotas, un mundo anumérico donde el Presidente
de EE.UU. es un grosero luchador de lucha libre y es posible
este trato:

— Te ofrezco 30 millones de délares por la mdquina.
— Es que la maquina cuesta 20 millones. ;Cuanto gano?

— Si te doy 30 millones y gastas 20 millones... ganas 80
millones.

— Vale, guay, acepto.

Cito esta pelicula para traer una imagen cémica que me ha lla-
mado la atencién por su expresividad de lo que podria ser ese
futuro idiotizado, un mundo chapucero, sin Matematicas. La
realidad a veces supera la ficcién. En un edificio publico de mi
ciudad he visto algo parecido.

NOTAS

... 0 con demasiadas

Pero también el exceso matematico ha sido objeto de ironia
cinematografica. En Calabuch (Luis Garcia Berlanga 1956)°,
un fisico de alto nivel se esconde en un pueblo espaiol de
Levante llamado Calabuch (rodado en Peniscola), donde vive
una vida sencilla bajo el nombre de Jorge. Asiste a unas clases
para adultos donde la maestra propone:

José tiene 12 plumas Parker. Cuatro se las han requisado. Si

de las que quedan vende 3, ;cudntas plumas le han queda-
do a José?

Jorge contento:

iEs muy sencillo!

Su comparniero de pupitre hace las cuentas con los dedos y le
indica el resultado con la mano abierta. Jorge, mientras tanto,
llena una hoja de su cuaderno con simbolos y férmulas (sin
sentido matematico, por cierto). Un rato después que su com-
pafiero, asiente:

iCinco!
Enlace*: http://www.youtube.com/watch?v=ytVaJDmaTk4

Esta escena me recuerda la tendencia de muchos a algebrizar
la resolucion de todo tipo de problemas sin considerar otros
caminos, a veces mds intuitivos. ;Quién no cae de vez en
cuando en la tentacién de “matar moscas a caionazos”? Es
sano reirnos de nosotros mismos, mas si es en el tono amable
de Calabuch.

Terminemos parafraseando una famosa frase del cine, adapta-
da para esta ocasion: “Que la risa os acompaiie”

CineMATeca |

1 Alfonso Jests Poblacién: Una geometria de cine, articulo en el portal
Divulgamat.

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/TestuakOnLine/05-06/PG-05-06-
Poblacion.pdf

2 Historia y Matemdticas. Suma 49, pp. 125-137, junio 2005.

3 M4s sobre Calabuch en: Alfonso Jests Poblacién, Las Matemdticas en
el Cine, pp. 104 a 107. Proyecto Sur — RSME 2006.

4 Esta escena estd disponible gracias al excelente blog Matemdticas de
cine de Angel Requena Fraile, donde se ofrece una amplia coleccién de
escenas interesantes.

Este articulo fue solicitado por Suma en enero de 2011 y aceptado en abril de 2011 para su publicacién.
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Estoy convencido de que es posible desarrollar
una nueva forma de arte en la cual el trabajo
del artista podria basar su contenido en un
grado bastante sustancial en el pensamiento
matemdtico”

Max Bill en El pensamiento matemdtico en el arte
contempordneo

a anterior es una cita que gustaba especialmente a Eliseo
Borras. Sus colaboraciones con artistas como Javier Carvajal
y la fotégrafa Pilar Moreno lo confirman.

He recordado esta cita al recibir uno de los muchos mensajes
que circulan por la red actualmente, en el que ese deseo,
extendido entre los gurts de cualquier especie, de basar los
contenidos de sus discursos sustancialmente en el pensa-
miento matemadtico, excede los limites de lo admisible, por
hacer un uso incorrecto de la jerga matematica, mezclando
evidencias con conclusiones inconsistentes, para dar credibi-
lidad a afirmaciones magicas. Dice el texto:

Los nimeros son cédigos de informacién, son herramien-
tas con las que venimos a este mundo para conseguir los
objetivos que nos hemos marcado.

Figura 1. Cinta de Moebius

ese momento... es una seiial que te manda el universo... y si
no sabes decodificarla, de poco te sirve, pues tu proceso de
aprendizaje se retrasa y evolucionas mas lentamente. Esa
es una de las razones por las que la Numerologia de
Pitagoras fue ocultada por los que detentaban el poder y se
convirtié en “ciencia oculta”, pero no tiene nada de oculta,
es pura ciencia matematica.

Para que vedis la importancia de los nimeros y cémo influ-
yen en nuestras vidas, os invito a que hagdis una prueba...
este aflo 2011, es especial por algo... este aflo es el afo en
que todos nos unimos como un solo ser... y estdis viendo
las pruebas en Egipto e Islandia (sic)... el pueblo se une y se
revela ante la opresién... pide libertad y lo hace desde la
unioén... porque la unién hace la fuerza. Y lo consigue: el
pueblo de Islandia ha hecho dimitir a su gobierno en pleno
y los egipcios otro tanto... y vamos a ver muchas mds re-
evoluciones este afio.

Tienen un valor cuantitativo (el que conoce todo el
mundo) y un valor cualitativo (el que conocemos los

numerélogos) Xaro Nomdedeu Moreno

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Cada ndmero aporta una informacién concreta y detalla- Valenciana “Al-Khwarizmi”
da, conectada profundamente a lo que estds viviendo en ariadna@revistasuma.es
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La prueba que os pido que hagiis es la siguiente:

Suma las dos tltimas cifras de tu afio de nacimiento + los
afios que vas a cumplir (o que has cumplido) en 2011. Te
dard 111. Haz la prueba con cualquier persona que conoz-
cas... Siempre te dara 111.

iCuantas veces hemos propuesto a nuestros alumnos y alum-
nas acertijos de este tipo para amenizar las tediosas tareas de
célculo elemental!

Continta la autora del texto exponiendo curiosidades sobre
su destino y el del universo ligadas a este resultado:

El niimero 111 es la expresién Universal de la energfa pri-
migenia, el nexo de unién entre la realidad cuantica y la
lineal, la méxima expresion de la armonia en su relacién
con el todo. Nuestro regreso al Uno desde la diversidad. La
materializacién de la energfa en la materia y el simbolo de
la unificacién en la luz.

¢Entendeis ahora lo que significa este afno?

Si nos unimos y trabajamos juntos, todo se materializara...
si cada uno va por su lado, no se conseguird nada. De ahi
mi insistencia en que os agrupéis por zonas geograficas y
trabajéis conjuntamente para materializar los asentamien-
tos. jEste es el afo!

Os adjunto informacién sobre los nimeros repetidos, para
que cuando os aparezcan, sepdis qué os quiere decir el uni-
verso.

No es saludable estar bien adaptado a una sociedad
profundamente enferma.

J. Krishnamurti

Es lamentable que para afirmar una proposicién obvia, se
necesite un apoyo matemadtico fraudulento. No cito la fuente
porque no quiero colaborar en la publicidad de este negocio.

Si con un ejercicio elemental de matematicas se puede enga-
tusar a la poblacién anumérica, imaginemos qué podria inten-
tarse si los conceptos manejados fueran mdas complejos y
adornados por la belleza de una obra de arte.

Un ejemplo: la botella de Klein, objeto de deseo de escultores
y artistas digitales.

Puesto que somos seres tridimensionales, no podemos cons-
truir fisicamente una botella de Klein, pero podemos diseiar
artefactos que nos ayuden a comprenderla. La botella de
Klein, en el espacio tetradimensional es una superficie suave,
no se corta a si misma. Esta es una primera caracteristica que
nuestro modelo no podra respetar. La forma mds familiar de
éste disefio es la de una botella de vidrio soplado, a la que en
estado todavia manipulable, se le introduce la boca por un
lateral y se le pega a la base. La figura 2 nos muestra una

representacion digital que es la proyeccion plana del modelo
tridimensional.

Pero la botella de Klein es una superficie no orientable en R.
Esta es su propiedad fundamental. Como la banda de
Moebius, no tiene mas que una cara, por lo que su interior y
su exterior son una misma cosa, todo lo que estd fuera, estd
dentro y viceversa, por eso el arte la considera el cuerno de la
abundancia total o de la mds absoluta ruina (figura 2). Tal vez
algo de esto barruntaba George Braque cuando dijo que “La
ciencia tranquiliza y el arte perturba”.

Claro que la tranquilidad que puede proporcionarnos la cien-
cia va de la mano de la competencia matematica. Un déficit en
esta competencia, como relata John Allen Paulos (El hombre
anumeérico pag. 81) no sélo afecta a las personas incultas:

Uno de los amigos mas préximos de Freud, el médico
Wilhelm Fliess, invent6 los andlisis biorritmicos, pricticas
que se basan en la idea de que hay varios aspectos de la vida
de las personas que siguen unos ciclos periddicos rigidos,
que empiezan en el nacimiento. Fliess indicé a Freud que
los nimeros 23 y 28, que eran respectivamente los perio-
dos de ciertos principios metafisicos masculino y femeni-
no, tenfan la especial propiedad de que sumando o restan-
do mdltiplos de ellos formados convenientemente, se
puede obtener cualquier otro nimero. En otras palabras:
cualquier ndmero se puede expresar en la forma 23x + 28y
siempre que x e y se elijan convenientemente. Por ejemplo,
6= (23 - 10) + (28 - (—8)). Freud quedé tan impresionado
que durante afios fue un ardiente defensor de la teoria de
los biorritmos y creyé que morirfa a los cincuenta y un
afos de edad, la suma de 23 y 28. Resulta, sin embargo, que
no soélo el 23 y el 28 tienen la propiedad de que cualquier
otro numero se puede expresar en funcién de ellos, sino
que la comparten con todos los pares de nimeros primos
entre si, es decir, de nimeros que no tengan divisores
comunes. O sea que hasta Freud padecia de anumerismo.

Figura 2. Botella de Klein



Ian Stewart, por su parte, en un articulo publicado en
Investigacion y Ciencia en diciembre del ano 1993, paginas 84-
87, expone con su fino sentido del humor, una situacion en la
que un timador, experto en matemadticas (no son rasgos
incompatibles), que se autodenominaba en el cartel anuncia-
dor de la feria como Numbo. Nigromante Numerdlogo apro-
vechaba el resultado del teorema de Benford y el anumerismo
de la poblacién sobre probabilidades, para organizar un timo
casi imposible de detectar:

—...Benford analizé veinte series diferentes de datos numéri-
cos, entre las que figuraban superficies de lagos y masas
moleculares de compuestos. Descubrié empiricamente que
la probabilidad de que el primer digito decimal sea n estd
dada por la férmula log(n+1)-log(n), donde los logaritmos
estdn tomados en base 10.

—Si admitiéramos esa curiosa ley —reflexioné—, la probabili-
dad de que la primera cifra decimal fuese 1 serfa: log2 —
logl = 0,301, la de que fuese 2 serfa log3 — log2 = 0,477 —
0,301 = 0,176. En tal caso, la probabilidad de ganar con 1 o
con 2 es la suma de ambas, o sea, 0,477, algo menos del 50%.
La ganancia esperada es muy aproximadamente, 1000 x
0,477 —500 x 0,523 = 215,6. jAsi que, golfo sin escripulos,
en promedio ganas mds de doscientas pesetas por envite!

—Piensa en una calle bordeada de casas por una séla acera,
numeradas a partir de 1. La probabilidad de que la prime-
ra cifra sea un digito dado varia considerablemente con el
numero de casas que tenga la calle. Si s6lo hay nueve casas,
cada numero aparece con la misma frecuencia, pero si hay
diecinueve, la cifra 1 aparece en la primera casa y también
en los nimeros 10 a 19, o sea con una frecuencia de 11/19,
mads del 50%. Al crecer el nimero de casas, la frecuencia de
aparicién de una primera cifra crece y decrece de una
manera regular y calculada. Las frecuencias sélo son igua-
les cuando el niumero de casas es 9, 99, 999...

—iYa veo!

—Por lo tanto, la conjetura inicial (la opinién del piblico), a
saber, que las frecuencias son iguales, es incorrecta.

—...si la ley de Benford es verdadera, también las primeras
cifras de las longitudes de las calles deberian atenerse a
ella.

—Exactamente. Y al desarrollar este tipo de ideas desembo-
camos en una preciosa propiedad de la ley de Benford: es
invariante bajo cambios de escala

—...Déjame que te cuente una confirmacién muy reciente de
la ley de Benford. Se trata de un estudio de B. Buck y A.
Merchant, de la Universidad de Oxford, y de S. Pérez, de la
Universidad de El Cabo. Los datos que han utilizado son las
vidas medias en las desintegraciones alfa, o sea, los tiem-
pos que tarda un nicleo atémico en perder la mitad de su
radiactividad por emisién de particulas alfa...

—...en el caso de la desintegracién alfa, la invariancia bajo
cambios de escala admitia una explicacion fisica......
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—....Jos tiempos de escape por el tinel, las vidas medias por
consiguiente, se corresponden de forma natural con una
progresién geométrica y no con una aritmética. Si la natu-
raleza elige la integral del efecto tiinel aleatoriamente con
probabilidad uniforme, entonces la ley que hace depender
las vidas medias de las particulas alfa de las potencias de
estas integrales conduce a una invariancia bajo cambios de
escala y, por tanto, a la ley de Benford.

Todo eso puede estar muy bien para la desintegracién alfa,
pensé yo, pero ;qué decir de las dreas de las islas Bahamas,
de la poblacién de los atolones de las Maldivas o de los
tipos de cambio? jEstos fendmenos no estdn gobernados
por la fisica subatémica!

Hoy los invariantes bajo cambios de escala por excelencia
son los fractales de Mandelbrot: la independencia de la
escala se manifiesta en su autosemejanza, es decir, la simi-
litud de las partes, por mindsculas que sean, y el todo. En
una interpretacién “de Gltimo minuto” de la ley de Benford,
los datos en cuestién estdn gobernados por cierto fractal
subyacente, lo que convierte a la ley de Benford en parte de
la teoria del caos, pues los fractales son la geometria natu-
ral de los sistemas dindmicos deterministicos de elevada
complejidad. De esta forma, la ley de Benford nos dice que
la numerologia de la naturaleza es consecuencia de un caos
dindmico que la subyace.

Pero, tanto la geometria subyacente al caos dindmico como la
numerologia de la naturaleza resultan tan complejos en pro-
fundidad como atractivos en superficie. Por eso resulta facil al
experto picaro engafar al crédulo anumérico, como veremos
en el préximo problema.

Soluciones a los problemas del nimero anterior

Lucifer en Las Vegas (problema propuesto por Martin
Gardner en “Mathematial puzzle tales”

Desde que fue expulsado del paraiso, Satdn vio que la efi-
cacia de sus poderes paranormales estaba en funcion de la
conviccion que la humanidad tenia en ellos. Al disminuir
la fuerza de esta creencia con el paso del tiempo, el
Maligno, hacia mediados del siglo xxi, habia visto sus
poderes psiquicos reducidos de tal manera que no podia ya
echar maldiciones cuyo efecto durase mds de veinticuatro
horas. Para romper la monotonia del infierno, el Diablo,
disfrazado de mortal, se puso a frecuentar regularmente
los casinos de Las Vegas. Un dia a guisa de magnate teja-
no del petréleo se acercé a un robusto y campechano hom-
bre de Omaha que estaba junto a una mesa de ruleta.

— ¢Amigo, le gustaria hacer conmigo una apuesta un poco
especial?

— Habria que ver de qué se trata; gruné el hombre de
Omaha.

— Enseguida se lo digo. Lo que le propongo es esto. Vamos a
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jugar con los colores de la ruleta, el rojo y el negro. Elige
usted cualquier terna de colores, por ejemplo rojo-rojo-
negro, la que quiera. Entonces elegiré yo una terna dife-
rente. Nos pondremos de acuerdo sobre el momento de
comenzar y observaremos la ruleta para ver cudl de
nuestras ternas ha salido primero. Si sale antes la suya,
usted gana, si es la mia la primera, gano yo.
Prescindiremos del cero. Apuesto 5 contra 4, es decir, si
usted gana le pagaré cinco “pérsicos’ y si gano yo me
pagard usted 4. Cada vez que repitamos la apuesta,
usted puede elegir la terna primero.

— Hmmm... (reflexioné el hombre de Nebraska) cada vez
que gire la ruleta hay una probabilidad 1/2 de que salga
rojo, y también 1/2 de que salga negro. La probabilidad
de obtener una terna cualquiera es 1/2 por 1/2 por 1/2,
o0 sea 1/8, y todas las ternas tienen la misma probabili-
dad de salir. Ninguno de los dos tiene ventaja.

— Exacto, dijo sonriendo el diablo, y le estoy ofreciendo una
apuesta mejor que a la par.

—...Su propuesta es diabdlicamente tentadora; vamos a
jugar.

Problema propuesto y trabajado en clase, con alumnos y
alumnas de 1° y 2° de Bachillerato, por Juan Carlos Orero y
relatado por él mismo.

Del mismo modo que el método mas rdpido para dejar de
fumar es tener un infarto, lo que mas anima a analizar un
juego es perder dinero (aunque sea en pérsicos).

Hoy vamos a tratar el problema de Lucifer en las Vegas con
alumnos de bachillerato.

Después de leer atentamente el problema, cuando pregunto a
los alumnos qué papel querrian interpretar en esta historia, se
muestran muy suspicaces.

Una mayoria preferiria ser el Diablo porque piensan que, de
existir, debe ser muy astuto y seguro que esta haciendo tram-
pa, otros piensan que da igual, porque, como explica el hom-
bre de Omaha, el juego es equitativo: la probabilidad de obte-
ner una terna al girar la ruleta tres veces es 1/8. Un par de
alumnos manifiesta que obtener RRR es menos probable que
obtener RNR ya que en este tltimo caso el resultado estd mas
equilibrado entre rojos y negros. Otra alumna le responde que
no, que en cada giro es como “si se resetease la probabilidad”.
Cuesta un poco también entender que no se trata de girar la
ruleta tres veces y ver que ha salido, sino sucesivas veces
“hasta que aparezca una de las ternas” Es decir, a lo que se
apuesta es a “qué terna aparece antes’.

Por ejemplo si el hombre de Omaha eligiese NNR y Lucifer
RNN, una posible secuencia ganadora para Lucifer seria RRRN
RRNRRNRNRRNN. Esta secuencia hubiese supuesto 16 giros.

Como primer paso para analizar el problema les propongo
dramatizarlo: la clase completa sera el hombre de Omaha
(NRN) y yo Lucifer (RRN).

Alum.1 - ;Cudl es el problema?

Prof.  — Analizar la propuesta de Lucifer, pero no tenemos
ruleta. ;Qué hacemos?

Alum.2 - Un diagrama de arbol.

Prof. - Antes que el diagrama. No tenemos ruleta pero
tenemos dados.

Alum.2 - Sisale 1,2 o 3 rojo y si sale 4, 5 0 6 negro.

Prof.  — Vale.

Formamos diez parejas y cada una simulara 10 secuencias
hasta obtener una de las dos ternas. En total 100 simulaciones
que es un numero redondo, suficiente y ficil de manejar.

Un alumno propone tirar varios dados a la vez y luego anotar
los resultados. Pero, ;como leemos los resultados?, porque el
orden es fundamental. Los podemos ordenar a ciegas y des-
pués leemos.

Al final decidimos lanzar un tnico dado sucesivas veces.
Utilizaremos después tablas de nimeros aleatorios.

Los resultados se recogen en la pizarra e incluyen las veces
que ha ganado cada terna y la duraciéon de cada partida.
Calcularemos la frecuencia relativa de éxito para cada terna y
el tiempo de espera medio para que aparezca. (figura 3)

Figura 3

Lucifer acaba de ganar 76 pérsicos en diez minutos. ;Suerte o
azar? (Aqui hay que decir que en la simulacidn, la frecuencia
de éxito para Lucifer ha sido de 64% y para el hombre de
Omaha 36% vy la teoria predice unos resultados de 62’5% y de
37’5%. No esta mal, ;no?).

Al acabar esta simulacién probamos con otras ternas.



Agotamos el tiempo de esta clase.

En la siguiente clase alguien sugiere que no puede haber una
terna mejor, porque, de ser asi, Lucifer no dejaria elegir pri-
mero al hombre de Omaha. Por otra parte el hecho de que
Lucifer proponga pagar mejor que a la par, sugiere que para
cada elecciéon del hombre de Omaha debe haber una eleccién
para Lucifer que mejore la apuesta 4:5.

Se lanzan algunas hipétesis:

—RRR es igual de buena que NNN.

—RNR y NRN deben ser igual de buenas ya que muestran una
simetria total y la ruleta no deberia tener preferencia pon
ningun color en especial en el orden de aparicion.

—Si RRN es mejor que NRN, la complementaria de la primera
NNR deberia ser también mejor que la complementaria de
la segunda RNR.

Llega el momento de usar herramientas diferentes de la simu-
lacién.

La dificultad de este problema cuando se trata con diagramas
de 4rbol convencionales es que éstos presentan una cantidad
infinita de ramas. Para evitarlo, en esta segunda sesion, intro-
ducimos los diagramas de Markov, con los que podemos pro-
bar algunas de las hipétesis propuestas por los alumnos.

Asi por ejemplo es posible observar que las apuestas NNR y
RRN tienen la misma probabilidad de ganar simplemente
observando la simetria que presenta el diagrama de Markov
correspondiente (figura 4).

En los circulos se recogen los diferentes estados del juego para
estas apuestas y sobre las flechas las probabilidades de transi-
cién de un estado a otro.

Entretanto, alguien ha descubierto que para la eleccién RRN

del hombre de Omaha, Lucifer tiene la eleccion NRR cuya
probabilidad de éxito compensa con creces la apuesta 4:5.

Figura 4
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Su razonamiento se apoya en un diagrama de arbol y es el que
sigue:

El razonamiento se basa en el hecho cierto de que si sale N
antes que RR seguro que gana Lucifer.

Por lo tanto Lucifer gana con una probabilidad P(NRR)= 1/2
+1/2:1/2 = 3/4 y el hombre de Omaha con una probabilidad
P(RRN) = 1/2-1/2. Para ser equitativa, la apuesta deberia ser
4:12.

El trabajo ya estd bastante encarrilado. Se llevan el problema
a casa y tienen una semana para intentar resolverlo y entre-
garlo voluntariamente.

La solucioén: las apariencias engaian; la propuesta de Lucifer
—como no podia ser de otra manera— es enganosa.

Cualquiera que sea la terna que elija el hombre de Omaha,
Lucifer encontrard una terna mejor (que saldrd, con una pro-
babilidad mayor, antes que la suya).

La estrategia que seguird es la siguiente: representemos la
jugada del hombre de Omaha como 1 — 2 — 3, Lucifer jugara
entonces 2 — 1 — 2, indicando esto que pondra en la primera
posicion de su terna lo contrario que haya elegido el hombre
de Omaha para su segunda posicién, y en las dos tltimas posi-
ciones de su terna lo que haya elegido el hombre de Omaha
para las dos primeras posiciones de la suya.

Cuando Lucifer pone en ultimo lugar 1 — 2 lo hace para anti-
ciparse, es decir para que cuando salga ese 1 — 2 que es el ini-
cio del hombre de Omaha, su terna ya haya salido completa
con ese 1 — 2 al final. Por otra parte coloca en primera posi-
cién2, para evitar que el hombre de Omaha pueda anticipar-
sele del mismo modo.

Veamos un ejemplo:
El hombre de Omaha elige NRN
Lucifer responde con NNR
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La cadena de Markov que sirve de modelo a esta apuesta es la
que sigue (figura 5).

Figura 5

En esta cadena las secuencias de enes y erres encerradas en
los circulos representan los estados posibles del juego.

Las probabilidades p; representan las expectativas de terminar
el juego en NNR desde el estado i.La primera regla del valor
medio nos permite calcular estas probabilidades como vemos
en la figura 6.

Figura 6

Para esta eleccién del hombre de Omaha, Lucifer ganara con
una probabilidad de % .

Con la estrategia descrita mas arriba encontraremos ocasio-
nes en que Lucifer gana al hombre de Omaha con probabili-
dad 2/3, como en este caso, otras en que gana con probabili-
dad 3/4 y en un par de ocasiones hasta con probabilidad 7/8.
Todo depende de la mejor o peor eleccién que haga el hom-
bre de Omabha.

Este articulo ha sido realizado con la colaboracién de Pilar
Moreno, Vicente Calixte Juan y Juan Carlos Orero.

EL HILO DE ARIADNA H

Este articulo fue solicitado por Suma en febrero de 2011 y aceptado en mayo de 2011 para su publicacién.




S,

Junio 2011, pp. 129-136

a realidad de la escuela en la segunda década del siglo xx1
nos lleva a la necesidad de reformular el papel del docente.
Con este objetivo, la Federaciéon Espaifiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas organizo el pasado mes de marzo
un seminario para propiciar el encuentro, andlisis y discusion
sobre este tema, considerado de interés para sus asociados y
para el profesorado de matematicas en general.

El trabajo de este seminario se articulé en torno a los siguien-

tes temas:

—El papel de docente: nuevos roles. Nuevas formas de traba-
jar en el aula.

—La situacién del alumnado. Mejora de los rendimientos.

—La Comunidad Educativa en esta nueva etapa.

Los diferentes grupos de trabajo elaboraron las siguientes
conclusiones.

Sobre el alumnado

Tras un somero andlisis de la situacion actual del alumnado,
podemos observar algunos aspectos. En clase tenemos nati-
vos digitales, pero esta competencia digital que tienen no la
usan para aprender, sino para otros fines. Estamos en una
sociedad en que la inmediatez marca nuestra vida, pero la

El papel del docente en el siglo xxI.

Seminario federal.
Logrono, marzo, 2011

adquisicién de conocimiento necesita tiempo y reposo.
Observamos un aumento del desinterés y la desmotivacién,
asi como una falta de respeto generalizada.

Hemos visto que el modelo de escuela no genera todos los
problemas, ni los resuelve todos: El alumnado que tenemos es
el alumnado con el que tenemos que trabajar. Para ello usare-
mos todos los medios que tengamos a nuestro alcance, que
contribuyan a una mejor gestion del aula, a un mayor éxito en
el proceso de aprendizaje y enseiianza y la mejora del rendi-
miento educativo.

El rendimiento se fija en la aplicacién de las matematicas a la
resolucion de problemas de la vida cotidiana. Mds concreta-
mente en “La capacidad de un individuo para formular,
emplear e interpretar las matematicas en contextos distintos.
Incluye el razonamiento matematico y el uso de conceptos,
herramientas, hechos y procedimientos matemdticos para
describir, explicar y predecir fenémenos (...), de forma que
responda a las necesidades de la vida de ese individuo como
un ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” Por
tanto PISA se centra en evaluar competencias.

Consideramos que tomando en cuenta esta concepcioén de las
matemadticas que evaluara PISA, nuestra accién docente
deberia centrarse basicamente en mejorar el rendimiento de

@
)
K
S
~
=
-~
Q



SUMA 67
Junio 2011

nuestros alumnos en la resolucién de problemas matemadti-
cos. Y junto a ello, en el resto de elementos que forman parte
de la nueva concepcion de la educacién matematica:
+ Pensar y razonar (tipos de enunciados, cuestiones propias
de las matematicas)
o Argumentar (pruebas matemadticas, heuristica, crear y
expresar argumentos matematicos)
+ Comunicar (expresién matematica oral y escrita, entender
expresiones, transmitir ideas matematicas).
« Modelizar (estructurar el campo, interpretar los modelos,
trabajar con modelos)
+ Representar y simbolizar (codificar, decodificar e interpretar
representaciones, traducir entre diferentes representaciones)

Se planteé el modelo de evaluacidn de la PAEG que propugna
una educacién matemadtica bien alejada, no ya solo de lo que
propugna PISA, sino de la concepcién mayoritaria del profe-
sorado, por supuesto de los componentes del grupo.
Desearifamos que esas pruebas cambiaran porque tienen
demasiado peso sobre el curriculo que se ensefia y aprende en
bachillerato, llegando su influencia al menos a Secundaria.
Como siendo realistas, vemos que esto no va a cambiar a
corto o medio plazo, recomendamos que el profesorado, al
menos en la ESO, desarrolle las matematicas con la orienta-
cién establecida en los curriculos actualmente vigentes que
son concordantes con el enfoque de PISA.

Uno de los principales problemas de nuestro sistema educati-
vo es la alta tasa de fracaso escolar, de alumnos que en muchas
asignaturas y en particular, en nuestras clases de matematicas
no alcanzan un minimo rendimiento que les permita progre-
sar y alcanzar una alfabetizacién matematica necesaria para
utilizar en su vida como ciudadanos dignos. Tomando la idea
de dignidad en la aplicacién de las matematicas a situaciones
de la vida real, en el sentido que nos senalara Freudenthal: “No
preguntéis jamds cuanta matematica puede aprender un nifio,

preguntad mas bien, cuinta matemadtica en la educacién,
puede contribuir a la dignidad humana del nifio” Para nos-
otros esta dignidad humana consiste en formar a nuestros
alumnos para que vayan por la vida sin tener que ponerse en
manos de los demds para interpretar una analitica, saber qué
préstamo es mas conveniente, desplazarse por una ciudad,
estimar el coste de la compra en un supermercado, etc.
Abundando en este mismo sentido, Krugely-Smolska,
Proyecto PISA 2000 afirman: “(...) y la formacién bésica mate-
madtica y cientifica convierte a los individuos en menos depen-
dientes de los demds, de modo que los procesos democrati-
cos, los valores sociales y las oportunidades individuales no
lleguen a ser dominados por las élites ilustradas”

Las causas para este bajo rendimiento pueden ser multiples:
baja atencién de las familias, ausencia de una cultura del
esfuerzo, déficit de talento, etc. Pero nosotros debemos apelar
a nuestro oficio, a la profesionalidad, al empleo de todo tipo
de recursos metodoldgicos y organizativos para alcanzar el
mejor rendimiento posible de nuestro alumnado.

Desde el punto de vista organizativo, en algunas CC.AA estan
dando buenos resultados los Talleres de refuerzo. Se trata de
talleres de refuerzo para alumnos con dificultades para el
aprendizaje de las matemdticas, que tienen lugar un par de
tardes a la semana. Cuando el profesorado que imparte esos
talleres es el mismo que le dio las clases ordinarias, por la
mafana, los resultados son alentadores. Los alumnos son pro-
puestos para estos talleres por la junta de evaluacion y se trata
de alumnos de baja capacidad, pero responsables. El tutor se
entrevista con el alumno y con sus padres y se firma un con-
trato de éxito, con compromiso por parte de alumno de asis-
tencia y esfuerzo. No es una medida para todo el curso, se va
revisando periddicamente y se confirma o suspende, segun la
evaluacion periddica que se va haciendo.




La mayor parte de los informes que se han realizado sobre
nuestro sistema educativo, y en particular el Informe Pisa, nos
indican que en Espana se ha resuelto aceptablemente bien la
atencién a los estudiantes con dificultades, pero en cambio, la
excelencia, la atencién al alumnado con buenas capacidades y
actitud hacia las Matematicas, es una asignatura pendiente.

Para remediar esta carencia, iniciativas como la del programa
ven x + matemdticas, recientemente ofertada por el MEC a las
CC.AA con la colaboracién de la FESPM, consideramos que
son necesarias y les damos una calurosa bienvenida.

Este proyecto que por ahora implica exclusivamente a los
buenos alumnos de 4° de ESO, debe hacerse extensible al resto
de niveles de esta etapa y también al Bachillerato.

Para la deteccién y el adecuado tratamiento de los buenos
estudiantes de matematicas al inicio de la ESO, el grupo con-
sidera y recomienda el proyecto ESTALMAT. Se trata de un
proyecto de deteccién y tratamiento del talento matemdtico,
que se lleva a cabo por ahora en las CC:AA de Andalucia,
Canarias, Castilla-Ledn, Madrid, Catalufia, Valencia, Galicia y
Cantabria junto a la Real Academia de Ciencias y con el patro-
cinio de la Fundacién Vodafone Espaiia. Su principal objetivo
es la deteccion, el estimulo y el desarrollo del talento mate-
matico en nifos y nifas de 11-12 afios, mientras estos alum-
nos cursan 1° ESO y 2° ESO. Apoyamos este tipo de progra-
mas, aunque sean extracurriculares.

Sobre las Competencias basicas

Entendemos que en este comienzo de siglo XXI, mejorar el
rendimiento de los alumnos va indisolublemente unido a la
competencia matemadtica, esto es en ser capaces de saber apli-
car en lugar de saber saber, porque como sefiala Herbert
Simon' El significado de “saber” ha cambiado: de ser capaz de
recordar y repetir informacidn, a ser capaz de encontrarla y
usarla. Por lo tanto, mds alld del saber puntual de cada tema,
debemos educar matemédticamente para que nuestros alum-
nos apliquen en contextos adecuados lo que saben a la resolu-
cion de las situaciones que se les presenten.

Saber y ser competente son cosas bien distintas: “En el mejor
de los casos, los jovenes son sabios, cuando salen de la escue-
la. Pero no son necesariamente competentes. Es decir: no
aprendieron a movilizar sus conocimientos fuera de las situa-
ciones de examen. Los obstdculos al acceso a la escuela
ampliamente se han superado hoy en los paises desarrollados.
La cuestién consiste ahora en saber si lo que se aprende justi-
fica los largos anos que ahi se pasan”

Al mismo tiempo, cuando pensamos en la mejor educacién
matematica que en este siglo xx1 debemos ofrecer a los alum-
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nos, hemos de plantearnos que debemos pasar del dominio de
los aprendizajes a la puesta en practica de esos aprendizajes.
No es dominarlos por dominarlos, sino saber aplicarlos cuan-
do la situacién vital lo requiere. Esto puede verse muy bien
ilustrado en un informe sobre competencias bésicas realizado
por Eurydice® “En un mundo en el que el conocimiento fac-
tual existente se crea, se distribuye y se puede acceder a él de
forma réapida, la necesidad de que las personas memoricen es
cada vez menor. En su lugar, necesitan los instrumentos apro-
piados para seleccionar, procesar y aplicar el conocimiento
requerido con el fin de hacer frente a los modelos cambiantes
de empleo, ocio y familia. Esto explica el interés creciente en
la ensefianza por desarrollar competencias en vez de ensefar
conocimientos de hechos”

Por otro lado, nos hemos hecho eco de la dificultad manifesta-
da por numerosos colegas para la evaluacion de las competen-
cias. Para ello tenemos a nuestro alcance los criterios de eva-
luacién de los curriculos y los indicadores de consecucion de la
competencia matematica que se han elaborado en las CC.AA.

Una de las mejores maneras de evaluar seria seguir los ejem-
plos que nos han llegado de las pruebas liberadas de PISA. Las
ventajas de PISA para evaluar las competencias es que los
items estan contrastados. Miden lo que quieren medir. Hay
detrds una justificacién matematica.

El informe OCDE / PISA evaliia la competencia matemética
basdndose en las ocho Competencias Matemdticas especificas
identificadas por Mogen Niss (1999) y sus colegas daneses:
—Habilidad para preguntar y responder cuestiones en mate-
maticas y por medio de las matematicas:
—Pensar matematicamente
—Modelizar matematicamente
—Proponer y resolver problemas de matematicas
—Razonar matematicamente
—Habilidad para utilizar el lenguaje y las herramientas mate-
maticas:
—Comunicar en, con y sobre las matemadticas.
—Representar objetos y situaciones matemadticas.
—Utilizar simbolos y formalismos matematicos.
—Utilizar recursos auxiliares y herramientas.

Los niveles educativos

Mucho se ha hablado y escrito sobre el significado de los nive-
les educativos. Para muchos, los niveles educativos estdn
bajando (desde hace siglos), seguramente porque victimas de
la nostalgia creen que aquéllos que en sus tiempos de escola-
res era nivel, es algo que deberfa seguir siéndolo hoy. Hay
todavia muchos colegas para los que hacer largas operaciones
con lapiz y papel, resolver grandes expresiones literales o poli-
nomios (factorizar el mas grande), son formas de tener un alto
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nivel. Ya es grave que los padres piensan de ese modo sobre el
nivel educativo, pero aun resulta mas grave que aquellos pri-
meros responsables de la educacién matematica de los escola-
res de ahora, sigan pensando asi. Nosotros creemos que nivel
educativo en este comienzo del siglo xx1 es modelizar, incluso
desde la Primaria y también pensar, razonar y generalizar.

El foco del rendimiento matematico no puede, no debe poner-
se en que hagan a mano largas operaciones, manejen expre-
siones algebraicas complejas, etc., el rendimiento estara mads
centrado en ser capaces de enfrentar y resolver problemas, de
ser capaces de seguir investigaciones a su nivel, de interpretar
y producir informaciones con las matematicas que se requie-
ran, y en definitiva de aplicar las matemadticas para resolver
situaciones problemadticas relacionadas con la vida cotidiana o
el mundo laboral.

El foco del rendimiento
matemdtico no puede, no debe
ponerse en que hagan a mano

largas operaciones, manejen
expresiones algebraicas
complejas.

Por otro lado, nos encontramos habitualmente con una dis-
funcién entre el pensamiento de lo que constituye nivel mate-
mdtico para los profesionales y lo que entienden los padres.
Los padres honestamente recuerdan su escuela, se recuerdan
a si mismos o aquéllos que en ella les iba bien y quieren para
sus hijos esas mismas matematicas. Pero nosotros sabemos
que aun en el supuesto de que esas matemadticas fueran bue-
nas, el paso del tiempo es inexorable también para la educa-
cién y lo que hace veinte afios era valido, ahora ya no puede
justificarse. Los padres tienen el derecho a que se les justifi-
quen las matematicas con las que educamos a sus hijos, pero
somos nosotros como profesionales los que decidimos el qué,
el cémo y el con qué.

A modo de sugerencia, el grupo ha tomado en consideracién
la experiencia realizada por el profesor David S. Fielker® en
Londres. Cuando planteaba novedades en la educacién mate-
mdtica, como por ejemplo el uso de calculadoras en la escue-
la, realizaba un triple tratamiento: con los profesores en cur-
sos de formacion, con los nifios teniendo presentes a los pro-
fesores para que observaran las relaciones de ensefanza-
aprendizaje y finalmente con los padres para que entendieran

por un lado las intervenciones de los profesores y por otro los
aprendizajes significativos que estaban logrando sus hijos.

Caracteristicas del aula de matematicas

Entendemos que la sociedad de la segunda década del siglo
XXI nos exige que la clase de matematicas esté organizada en
unidades centradas en tareas o contextos, no en contenidos.
Deberia girar alrededor de unos ejes bésicos como la resolu-
cién de problemas, el razonamiento, la comunicacién del pro-
ceso y de los productos a los compaiieros, el aprendizaje entre
iguales y con el debido respeto a las diversidades de capacida-
des e intereses.

Reivindicamos el aula-materia, como un lugar donde estén a
mano todos los materiales necesarios para la clase, para que
asf los alumnos puedan disponer libremente de ellos.

Sobre el profesorado

El docente del siglo xx1 debe tener las siguientes competencias

adquiridas:

» Competencia interpersonal (y de comunicacién emocional).

» Competencia del drea y competencia pedagogica.

» Competencia didéctica.

» Competencia organizativa.

« Competencia para trabajar con los comparieros.

« Competencia para cooperar en el medio social en el que tra-
baja la escuela.

+ Competencia para la reflexién y el desarrollo.

Para que el aula de matematicas de la segunda década del siglo
XXI que acabamos de describir sea posible, es preciso que el
profesorado tenga estas caracteristicas:

En cuanto a su forma de entender la docencia como vocacional,
le gustan las matematicas y su enseiianza y se ilusiona con el pro-
ceso educativo de sus alumnos, formandolos como personas.

En cuanto a la relacién con sus alumnos, contribuye a generar
en el aula un ambiente amable: integrador, tolerante, donde se
respetan las diferencias personales.

En cuanto a la ensefianza de las matematicas: selecciona obje-
tivos de aprendizaje, prepara conjuntos de actividades para
facilitar a sus alumnos oportunidades para conseguir estos
objetivos, plantea situaciones problematicas y es un guia para
su resolucion, es mas bien el acompanante de sus alumnos en
su proceso de aprendizaje, no la fuente inica de conocimien-
to, reconoce y aprovecha circunstancias inesperadas surgidas
en el aula, generando nuevas situaciones de aprendizaje.
Domina la historia de las mateméticas como recurso para la




integracién cultural y defiende las matemadticas como una
construccion global donde todos hemos aportado.

En cuanto a la interaccién con el entorno: conoce y valora el
entorno familiar, social y cultural del centro y de los alumnos,
trabaja en equipo y coopera con sus compaiieros del centro
(en el departamento diddctico, con el resto de profesores que
dan clase a los mismos alumnos, en otros proyectos de cen-
tro...), asi como con otros profesionales de fuera de él; com-
parte sus materiales, y no le importa mostrar su forma de tra-
bajar en el aula; es receptivo a otras propuestas.

En cuanto a su formacién, necesita una formacién sélida en
matemadticas y su diddctica, es consciente de ello y se preocupa
por actualizar su formacién y sigue los cambios tecnolégicos.

El profesorado se basa en una variedad de estrategias: saca al
alumnado del aula, organiza rincones de aprendizaje, propone
el descubrimiento guiado, sugiere reescribir el problema sin
numeros y plantear cuestiones, usa la tecnologia y los materia-
les manipulables, utiliza actividades de visualizacién, permite
la autogestion de las tareas por parte del alumnado, etc.

El profesorado se coordina con los otros departamentos para
desarrollar proyectos comunes y coordina las programaciones.

Nos preocupa las repercusiones que la escasa valoracién
social del profesorado pueda tener en la credibilidad de nues-
tro alumnado y en que eso repercuta en una merma de su ren-
dimiento en Matematicas. Admiramos y mostramos una cier-
ta envidia por la valoracién que se tiene del profesorado en
lugares como Finlandia, donde mejores resultados se obtienen
del rendimiento en matematicas.

Constatamos que los informes realizados sobre el rendimien-
to en matemadticas aparecen con frecuencia en los medios de
comunicacién. Aparecen en tertulias y titulares de prensa,
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pero luego la realidad no cambia. El sistema es demasiado
rigido y toda esa preocupacién no se traduce en mds y mejo-
res apoyos, mas tiempo o mas recursos dedicados a la educa-
cién matematica.

Por otro lado, las pruebas de diagnéstico que se hacen, luego
son trasladadas a los centros, pero no implican necesariamen-
te cambios. Ni se aumenta el nimero de profesores, ni se
modifica la ratio, el nimero de horas, etc. El profesorado tam-
poco se implica en la formacién permanente para potenciar su
cualificacion docente, de cara a mejorar el rendimiento de sus
alumnos en los aspectos que los informes indican que se debe
mejorar. La formacién permanente no se relaciona necesaria-
mente con aquellos aspectos que las pruebas de diagnéstico
indican como mejorables. La formacién permanente sigue
siendo voluntaria y por ahora nada ni nadie obliga al profeso-
rado a realizar tareas formativas sobre aquellos aspectos de las
matemadticas en que su alumnado tiene peor rendimiento.

Por lo que se refiere a nuestro propio aprendizaje del oficio
como profesores de Matematicas, el grupo ha tomado en con-
sideracion el concepto de aprendizaje cooperativo para reco-
mendar que profesorado del mismo Departamento practique
el “dar, observar y analizar clases” Que unos profesores obser-
ven el trabajo de algin colega y luego analicen recursos, meto-
dologia, formas de intervenir o de interferir, y todas las posi-
bilidades didécticas para la mejor ensenanza/aprendizaje de
las Matematicas.

El sentir de muchos colegas cuando se quejan porque las
pruebas de evaluacién diagnéstica se hacen sobre aspectos o
bloques que ellos no trabajan habitualmente, nos lleva a acla-
rar con firmeza que esas pruebas son para cambiar, si proce-
de y mejorar la accién docente. Si hay diferencias, lo que pro-
cede cambiar es qué se ensefia y como, en lugar de cambiar los
items mal respondidos de las pruebas.
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También se debatié sobre la importancia del libro de texto
como determinante del curriculo que se ensefia y el que se
aprende y al hilo de ellos, sobre las razones para la elecciéon del
libro de texto. Nos parece que hoy por hoy el libro es necesa-
rio, pero que dada la importancia que se le da, debiera ser
objeto de discusién seria y fundamentada por los departa-
mentos, debiera ser discutido en varias sesiones el libro que se
elija.

Ellibro de texto ayuda a estructurar los contenidos a aprender
por el alumno, es un elemento de consulta, debe estar escrito
para €l y teniendo las matematicas, que segin lo antedicho
influyan positivamente en lo que entendemos por competen-
cia matemadtica y en definitiva en su rendimiento matematico.

Materiales

La utilizacién habitual de una amplia gama de materiales
manipulativos, asi como mucho de lo que la tecnologia (cal-
culadoras y ordenadores) nos ofrecen, son verdaderamente
importantes para mejorar el rendimiento en el aprendizaje
matemadtico. Como acertadamente seiiala Pappert “Lo que
uno aprende y cémo lo aprende depende de los modelos con
los que cuenta” Las matematicas son una construccién men-
tal, pero entran por los dedos y sobre todo durante la etapa de
desarrollo en la que se estd pasando del pensamiento concre-
to al abstracto, el material constituye un vehiculo necesario
para conceptualizar.

Durante toda la etapa de Primaria y ESO, es decir hasta apro-
ximadamente los 16 aios, la gran mayoria de las personas no
estan preparadas para el razonamiento formal. Parte de las
dificultades, para aprender matematicas pueden ser debidas a
que los alumnos no disponen de modelos intuitivos suficien-
tes, previos al aprendizaje con modelos abstractos.La etapa
manipulativa es necesaria incluso para los adultos que recu-
rrimos en muchas ocasiones a representar conceptos y accio-
nes abstractas, que no nos son familiares, por simbolos
mucho maés visualizables.

Alguno de los miembros del seminario cité su experiencia de
asistir a cursos y clases en los que materiales como las regle-
tas se convertian en excelentes recursos para lograr aprendi-
zajes significativos. Todos los miembros del grupo estamos
convencidos de que el uso frecuente y variado de materiales
mejora el rendimiento en matematicas, en unas matematicas
mejor comprendidas. A este respecto, consideramos que un
aula de matematicas deberia entenderse como un laboratorio
o taller de matematicas. Ya el antiguo informe Cockroft reco-
gia en su péarrafo 604 esta manera de pensar: “en la escuela
secundaria las matematicas deben de ensefarse en aulas espe-
ciales debidamente equipadas, la disponibilidad de éstas faci-
lita la realizacion de practicas adecuadas...”

Y sugeria las siguientes ventajas de esta manera de proceder:

—Una mayor cooperacién y apoyo reciproco entre los profe-
sores de la asignatura.

—Que se observen entre si en su trabajo

—Compartir mas eficazmente todos los recursos disponibles

—Exponer mejor el trabajo de los alumnos, en las clases.

—Una utilizacién flexible, si un aula esta provista de ciertos
medios adicionales, los cambios con los colegas del departa-
mento son faciles y sin necesidad de preverlo con antelacién.

Curiosamente, pasados mas de veinte afios de su publicacién,
el informe tiene plena vigencia en este sentido, y son escasos
los centros que cuentan con aulas de mateméticas debida-
mente preparadas.

Metodologia

Para alcanzar con nuestro alumnado una adecuada compe-
tencia matemdtica como hoy se entiende, no sirve cualquier
metodologia. En el decreto de curriculo para ESO se senala al
respecto: “...no todas las formas de ensefiar matematicas con-
tribuyen por igual a la adquisicién de la competencia mate-
madtica: el énfasis en la funcionalidad de los aprendizajes, su
utilidad para comprender el mundo que nos rodea o la misma
seleccién de estrategias para la resolucién de un problema,
determinan la posibilidad real de aplicar las matemdticas a
diferentes campos de conocimiento o a distintas situaciones
de la vida cotidiana. Si se quiere, pensar y razonar, argumen-
tar y comunicar, etc., se han de propiciar situaciones y trata-
mientos metodoldgicos adecuados.

Pensamos que con una educacién matemadtica préxima a la
definida por J. Kilpatrick es la que nos propone una metodo-
logia que permita mejorar el rendimiento de nuestros alum-
nos: “Las Matematicas son una cuestion de ideas que un estu-
diante construye en su mente (y esto es algo que sélo el estu-
diante puede hacer por si mismo). Estas ideas vienen de expe-
riencias,... y no estdn previamente codificadas en lenguaje
natural.. Nuevas ideas son construidas sobre las ideas que el
estudiante ya tiene en la mente, combinandolas, revisandolas,
etc., a menudo de una manera metafdrica. El aprendizaje efec-
tivo requiere no meramente hacer algo, sino también refle-
xién sobre lo que se ha hecho después que lo has hecho..” La
matemadtica es deductiva, pero el aprendizaje es inductivo, se
parte de experiencias.

La variabilidad de estimulos, que haga que los alumnos sean
mds activos, con actividades mds interesantes, donde tengan
que escuchar menos al profesor y hacer mds, donde se genere
dialogo entre los aprendices, y el profesorado escuche mas al
alumnado, sin saltarse la fase manipulativa.

Hay que usar las reglas diddcticas que existen (desde hace



mucho tiempo y que funcionan), es importante una mayor
formacioén del profesorado (Necesidad de mejorar, formaciéon
inicial y permanente) y propiciar el trabajo en equipo (profe-
sores y alumnos), hay que revitalizar la figura del Jefe de
Departamento.

Hay que conectar con lo que ya sabe el alumno de manera
sencilla y cercana, fomentando el trabajo cooperativo, traba-
jando las habilidades sociales para que sea efectivo. Debemos
desarrollar otras habilidades como la escucha activa al profe-
sor y a sus companeros y mejorar la actitud positiva hacia el
aprendizaje.

Pensamos que el profesor de matematicas de este tiempo,
deberia alejarse de una metodologia reproductiva. Hay que
pasar de la metéfora del espejo (en el que los alumnos se mira-
rian para llegar a ser como el profesor) a la idea de la ventana
(el profesorado ayuda a que el alumnado llegue tan lejos como
pueda), mas alld de nosotros, pero con nuestra ayuda profe-
sional. Para ello, podemos tomar estas propuestas:

—Trabajos en grupo para argumentar y comunicar.
—Situaciones de puesta en comun para resolver problemas de
diferentes maneras, argumentar, comunicar discutir, etc.
—Las tareas como propuestas de amplio calado que propician

las conexiones matematicas.

En realidad, después de tantos afios, seguimos compartiendo
aquella propuesta que defendiera el Grupo Cero de Valencia:
una buena actividad matemadtica serd aquella que:
« Invite a los alumnos para que sean ellos mismos los que
tomen decisiones.
« Implique a los alumnos en la exploracion, la formulacion
y el contraste de conjeturas, la demostracién o la explica-
cidn, la reflexién y la interpretacion.
» Promueva la discusién y la comunicacién.
«» Favorezca la originalidad y la inventiva.
« Estimule preguntas como: “qué ocurrira si” y “que ocurri-
rd si no”.

Aprendizaje cooperativo

Para mejorar el rendimiento de nuestro alumnado, tomare-
mos medidas de todo tipo. En lo concerniente a la organiza-
cién del aula, creemos que ya hace tiempo que debiera aban-
donarse la estructura de profesor que explica todo el tiempo y
alumno que escucha y repite. A este respecto, caber recordar
el famoso parrafo 306 del ya citado Informe Cockroft, cuando
nos indica que en las clases deberia haber oportunidades para:

1. Explicaciones a cargo del profesor.

2. Discusiones entre profesor y alumnos y entre los alumnos

mismos.
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3. Trabajo practico apropiado.

4. Consolidacién y practica de técnicas y rutinas fundamen-
tales.

5. Resolucién de problemas, incluida la aplicacién de las
Matematicas a situaciones de la vida diaria.

6. Trabajos de investigacion.

Obsérvese que al menos los puntos 2, 5 y 6, pueden tratarse
adecuadamente por medio del trabajo en grupos, del aprendi-
zaje cooperativo, del aprendizaje entre iguales. Por nuestra
experiencia, si en los momentos oportunos y para ciertos
aprendizajes, disponemos la clase en grupos, conseguimos
que mejoren no solamente los alumnos mas débiles, sino
también los mejores. A veces, uno entiende realmente algo
cuando es capaz de explicarlo a los demds para que lo entien-
dan. Un miembro del grupo ha relatado el aforismo de “lo
expliqué, lo expliqué, lo expliqué... y lo entendi”” Cuando uno
se esfuerza por explicar algo de matemdticas a los demads,
mejora su entendimiento de la cuestién, profundiza en el con-
cepto a explicar.

Tomamos asimismo buena nota de la experiencia relatada de
Andalucia en la que se proponen problemas para resolver en
grupo, en donde es imprescindible la colaboracién de todos
para resolver el problema.

Tanto en los trabajos de pequefios grupos como en la puesta
en comun, se dan oportunidades para pensar, razonar, argu-
mentar y comunicar.

Consideramos la evaluacién como un elemento importante
que debe ir de la mano de cualquier tarea, y no se puede
entender independiente de ellas, no debe confundirse con la
calificacion, debe servir para conocer el proceso de aprendi-
zaje y para mejorar la tarea disefiada. Debe basarse en las
competencias, no en la lista de contenidos curriculares. Es
esencial, por lo tanto, que se evaltie todo el proceso, no sélo
su producto final. Hay que implicar al alumnado en su eva-
luacién. Para ello les informaremos de los objetivos, instru-
mentos, criterios y resultados de la misma.

A la Administracion

Pedimos a las Administraciones Educativas:

— Que tomen las medidas necesarias para que el papel del
profesor sea valorado por toda la sociedad, para que haya
respeto por el profesorado en las aulas y fuera de ellas.

— Que haya una mejor formacion inicial y continua del pro-
fesorado.

— Que sea posible introducir cambios en la organizacién
escolar (clases de 2 horas o de hora y media, dependiendo
de los tipos de materiales que se vayan a utilizar).

— Poder utilizar los recursos educativos de la mejor manera
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posible para atender a la diversidad.

— Que sea posible ver trabajar a otros profesores en el aula.

— Debe atender de modo diferente la insercion en el sistema
educativo de los alumnos que no quieren estudiar, que no
tiene solucién en el sistema educativo ordinario

— Debe darles una alternativa que no sea estar en el aula con
alumnado que si esta interesado en su aprendizaje.

Medios de comunicaciéon

En cuanto a los medios de comunicacidn, criticamos los men-
sajes que denigran la matemadtica porque contribuyen a la
visién topica de las matemadticas, una visién fuera de la reali-
dad con sélo maestros raros y libros dificiles. Les pedimos la
necesaria la complicidad y la médxima colaboracién de varios
sectores de la sociedad para dar una visién, una imagen de la
matemadtica en la predomine su utilidad en la vida diaria.

En resumen crear una mejor opinién y una mejor disposicién
hacia la matematica y crear la idea de que una parte impor-
tante de la cultura es cultura matematica.

Sobre las Familias

Las familias deberian corregir actitudes que permiten que los
alumnos sean duefios y gestores de su tiempo, creemos que, a
veces, son demasiado permisivas.

Algunas familias y profesores particulares tienen una visién
de la metodologia alejada de las competencias, no actual, y
esperan que se hagan en clase cosas diferentes a las que se rea-
lizan. Como solucién vemos que es necesario aumentar los
canales y vias de comunicacién con las familias, realizando
talleres de padres, formando escuelas matemadticas para
padres, explicdndole el tipo de tareas que se espera que reali-
cen sus hijos.

NOTAS

Conclusiones finales

Somos conscientes de la dificultad de mejorar el rendimiento
matemadtico de nuestro alumnado, por muchas y variadas
razones. Pero debemos proponernos cambios que poco a
poco vayan cristalizando y dando frutos. El primer paso es el
autoconvencimiento de que hay que cambiar nuestra forma
tradicional de ensefiar matematicas. Sin esta condicién no
tiene sentido plantearse nada.

Y ademas reflexionar sobre...

+ Los fines: ;Qué matematicas ensenar? ;Para qué? Y realizar
cambios en los contenidos que se consideran necesarios.

+ Los medios: ;Cémo lograr los fines propuestos? Promover
cambios metodolégicos.

+ La evaluaciéon: ;Cémo averiguar si se ha mejorado el rendi-
miento de nuestro alumnado y en qué grado? ;Qué conse-
cuencias se deducen de los resultados obtenidos para mejo-
rar los planteamientos y los desarrollos futuros? Pasar de
evaluar lo que el alumno “sabe” a evaluar lo que el alumno
“sabe hacer”.

+ La mejora del rendimiento matematico de nuestro alumna-
do es nuestra ocupacién y nuestra preocupacién, porque se
trata de una materia que de una u otra forma estd presente
en todas las profesiones que en el futuro puedan elegir.
Hace 500 afios ya se decia esto: “La caballeria andante (...) es
una ciencia -replicé don Quijote- que encierra en si todas o
las mas ciencias del mundo, a causa de que el que la profe-
sa ha de ser jurisperito y saber las leyes de la justicia distri-
butiva y conmutativa, ha de ser tedlogo (...); ha de ser
médico (..); ha de ser astrélogo (..); ha de saber las
Matematicas, porque a cada paso se le ofrecera tener
necesidad dellas (...)”

En este siglo xx1I esa necesidad de saber Matematicas se ha
incrementado y todo nuestro alumnado merece que su rendi-
miento en el aprendizaje de las Matematicas les capacite para
ejercer como ciudadanos constructivos, comprometidos y
reflexivos. u

1 Premio Nobel de Economia, 1978
2 Pr. Philippe Perrenoud (1997).

3 Eurydice (2002). Las competencias clave. Un concepto en expansién
dentro de la educacién general obligatoria. MEC (2003). ISBN: 84-
369-3767-8. Madrid: Unidad espaiiola de la red Eurydice.
Disponible en:

www.educacion.es/cide/jsp/plantilla.jsp?id=eurydice032002#competencias

4 Niss, M. (1999), Competencies and Subject Description, Uddanneise,
9, pp. 21-29.

5 Director at Abbey Wood Mathematics Centre
6 Jeremy Kilpatrick en el ICMI-5 celebrado en 1985 en Adelaida.
7 Don Quijote de la Mancha, II, 18.

Este articulo fue solicitado por Suma en marzo de 2011 y aceptado en mayo de 2011 para su publicacién.




67 El Marqués de L'Hopital: autor del primer

Junio 2011, pp. 139-143

mace trescientos cincuenta afios nacié en Paris (1661)
Guillaume Frangois Antoine, con los titulos de Marqués de
L'Hopital, Marqués de Saint-Mesme, Conde de Entremont y
Sefior D’Ouques, es decir, perteneciente a una familia de
nobles, que habia destacado durante varias generaciones como
parte de la mds alta aristocracia francesa. Su padre, Anne
Alexandre de L'Hopital, Conde de Saint-Mesme y Duque
d’Orléans, era un Teniente General del Ejército del Rey, de la
total confianza de J.B. Gastén, hermano de Luis X111, de la casa
de Orleans. Su madre, Elisabeth Gobelin, era hija de Claude
Gobelin, intendente del Ejército del Rey y Consejero de Estado.

Se comprende, que en el seno de semejante familia, el nifio
Guillaume tuvo una educacién exquisita y se vio rodeado
desde un principio de toda clase de facilidades para su desa-
rrollo intelectual. Aunque no poseia demasiado talento para
las humanidades, en particular para el latin, lengua en que se
entendfan los intelectuales de la época, si manifestaba, en
cambio, desde bien pequeiio, grandes dotes para las
Matematicas, y una enorme pasién por su estudio. Segin
cuenta Bernard de Fontenelle, el joven Guillaume, cuando
sélo tenia quince afos, resolvié un problema sobre la cicloi-
de, propuesto por B. Pascal, que le habian referido el duque
de Roanneés y el sefior Arnaud.

Como solia ocurrir en este tipo de familias, Guillaume de
L'Hopital ingresé en el ejército y llegd a servir en un regi-
miento de caballeria con el grado de Capitén, eso si, sin aban-
donar por ello en ningin momento su dedicacién a las
Matemadticas. As{ nos lo comunica el referido Fontenelle:

libro de texto de calculo infinitesimal

Entré en el servicio al ejército, pero sin renunciar a su que-
rida pasién. Estudié Geometria, incluso en la tienda de
campaia. Solia retirarse alli para estudiar, pero también
para ocultar su dedicacién al estudio. Hay que advertir que
Francia, si bien es una nacién tan educada como cualquier
otra, se encuentra adn en ese tipo de barbarie en que la
gente se pregunta si las ciencias, llevadas a cierto punto,
no son incompatibles con la nobleza, y si no serd mds noble
no saber nada... Personalmente, he visto en el ejército a
algunos de los compaferos de L'Hopital sorprenderse
mucho de que, habiendo vivido con ellos como uno mads,
fuese uno de los principales mateméticos de Europa.

Santiago Gutiérrez

Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemaéticas Emrma
Castelnuovo

hace@revistasuma.es
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Pasado un tiempo, renuncié al ejército, dado que su miopia le
impedia ver mds alld de diez pasos. Aunque hay quien man-
tiene que no fue esta la verdadera razén de su renuncia, como
J. Coolidge cuando escribe:
Uno se inclina a creer que era el amor de L'Hopital por las
matemadticas, y no la imperfeccién de su visién, lo que lo

llev6 a abandonar la carrera militar en favor de una carre-
ra cientifica.

Naturalmente, dada su posicién social, se podia permitir el
lujo de prescindir del salario como militar.

Guillaume de L'Hopital se casé con Marie-Charlotte de
Romilley, con la que tuvo cuatro hijos, un varén y tres muje-
res. Al parecer, ninguno de ellos siguié los caminos de su
padre.

A partir de su renuncia al ejército, se dedic6 totalmente al
estudio de las matematicas. Se integré en el Circulo Nicolas
Malebranche que reunia a los principales matematicos y cien-
tificos de Parfs, en cuyas sesiones se discutian los mds diver-
sos asuntos de la ciencia del momento, en particular de la
matemadtica, y se le brindaba la ocasién de informarse de
cuanto estaba ocurriendo en los diferentes cenaculos cientifi-
cos de toda Europa.

Leibniz en Paris

En el Circulo Nicolas Malebranche, se tenian noticias de las
nuevas ideas de Leibniz acerca del célculo, ya que este habia
residido en Paris desde 1672 hasta 1676, anos durante los
cuales contacté con los principales matematicos franceses, y
entre ellos con Malebranche. En realidad, el viaje a Paris habia
tenido otra motivaciéon. Trataba de poner en marcha su
Proyecto Egipcio, que pretendia preservar la paz y el equilibrio
politico en Europa, en vista del afdan de conquista del Rey
francés Luis x1v hacia toda Europa y, en ese momento, parti-
cularmente hacia Holanda. Leibniz pretendia desviar los afa-
nes de Luis x1v hacia Egipto.

Tal proyecto no tuvo éxito, y lo que Leibniz desvi6 fue su
tarea en Francia hacia el estudio, entre otras disciplinas, de
las Matemadticas. En este sentido, la estancia en Paris le fue
especialmente fructifera, concretamente, en lo que se refiere
al célculo diferencial e integral. Durante el mes de octubre de
1675, con motivo del problema inverso de la tangente,
Leibniz se dio cuenta de que este problema, la determina-
cién de una curva cuando se conoce la ley que define a su
tangente, podia reducirse a un problema de cuadratura. Es
entonces cuando sustituyé por primera vez la abreviatura
omn (de omnes) por el simbolo | (inicial estilizada de
summa) para indicar la integral definida entre 0 y x. Asi
mismo, como la operaciéon J-eleva el grado, Leibniz represen-

té la operacién inversa por una d en el denominador, x/d ,
para subrayar que tal operacién rebajaba el grado. Solo mas
tarde sustituyd esta notacion por dx, como hizo en lo sucesi-
vo y continuamos haciendo hoy. De este modo, comenzé
Leibniz a desarrollar el calculo.

De vuelta a su tierra, ya en Hanover, Leibniz fundé junto con
Otto Mencke, el profesor de filosofia de Leipzig, la revista
Acta Eruditorum, vy, en los primeros nimeros, publicé sus
ideas sobre el calculo diferencial en sendos articulos de 1684
y 1686. Hay que decir que no tuvieron estos articulos dema-
siada repercusién, quiza por lo dificil que resultaba su com-
prensidn, pero también por lo novedoso de su contenido. Por
cierto que en esta revista, publicada mensualmente en
Leipzig, no hay un solo nimero entre los aflos de 1695 y 1700,
donde no aparezcan memorias de Leibniz, los hermanos
Bernoulli, y L'Hépital, sobre los problemas mds variados del
nuevo célculo.

Aunque L'Hopital era todavia muy joven y no podia haber
contactado directamente con Leibniz, durante la estancia de
este en Paris, sin duda Malebranche si lo habia hecho, y no
perdi6 la ocasion para informarse acerca de las nuevas ideas.
Debié Malebranche comunicar a los miembros de su circulo
el resultado de tales ideas, de las cuales en su dia tomaria
buena nota L'Hopital, aunque con el tiempo acabaria cartedn-
dose directamente con el propio Leibniz.

... cuando solo tenia quince arios,
resolvio un problema sobre la
cicloide, propuesto por B. Pascal.

La relacion L’'Hopital — Bernoulli

En el Circulo Malebranche, ademds de las noticias directas
sobre las nuevas ideas de Leibniz, se conocian los trabajos de
los hermanos Bernoulli, que se comunicaban por correo con
Leibniz, sobre diversas cuestiones de su célculo.

A finales del afio 1691, aterriz6 Johann Bernoulli en Paris para
dar unas conferencias sobre el calculo de Leibniz. Contaba en
ese momento Johann con sélo 24 afios y no encontré mejor
escenario para sus propositos que el circulo Nicolas
Malebranche. Bernouilli acord6 impartir cuatro lecciones por
semana durante seis meses. Alli conocié a L'Hopital que le
parecio el mds valioso de los matematicos franceses, asi como



el mds interesado por el nuevo célculo. Por su parte, LHopital
se dio cuenta de que Bernoulli estaba mucho mds enterado de
los desarrollos del clculo diferencial que sus colegas de Parfs,
y era por tanto el mds indicado para enterarse de todo lo que
habia en referencia al tema.

Al finalizar Bernoulli sus conferencias, L'Hopital decidié con-
tratarlo como profesor particular. Era el afio 1692 y, para con-
centrarse mejor en las clases privadas, lo invit6 a su casa de
campo en Ouques.

No duré mucho la estancia de Bernoulli en Ouques, de donde
parti6 a finales de ano. Al regresar Bernoulli a su casa de
Basilea, L'Hopital continué la relacién con €l por correspon-
dencia, a cambio de un salario equivalente a la mitad de lo que
percibia un profesor universitario. Pero, esta correspondencia
se vio interrumpida por parte de Bernoulli, durante unos seis
meses, al enterarse de que L'Hopital habia enviado a Huygens
una solucidn al problema de F. Beaune (encontrar una curva
de subtangente fija), solucién que el propio Bernoulli habia
incluido en sus clases particulares.

L'Hépital no estaba dispuesto, sin embargo, a prescindir de las
ensefianzas de Bernoulli. Y en marzo de 1694 le envi6é una
carta en los siguientes términos:

Estaré encantado de pagarle 300 libras, a partir del prime-
ro de enero de este afo. ... Prometo en breve aumentar
esta retribucién, que es muy modesta, tan pronto como se
solucionen algunos de mis asuntos personales. ... No soy
tan poco razonable como para exigir a cambio la totalidad
de su tiempo, pero le ruego que dedique algunas horas a
trabajar en lo que le pida asi como a comunicarme sus des-
cubrimientos, que no ha de revelar, ninguno de ellos, a
nadie més. Ni siquiera al sefior Varignon, o a otros, copias
de los mismos; no me complaceria lo mds minimo que se
publicaran. Por favor, respéndame a todo esto...

Si bien no se conserva la respuesta, se sabe que Bernoulli
acept6 los términos de la carta, segtin se deduce de la siguien-
te contestacion de L’'Hopital. Se restablecié asi la correspon-
dencia entre ambos matemadticos, que no volveria a verse inte-
rrumpida, pese al aumento de trabajo de Bernoulli, a conse-
cuencia de su nombramiento como profesor de matematicas
en Groningen, el 1 de septiembre de 1695.

El libro de texto de calculo

A finales de 1694, L'Hopital le comunicaba a Leibniz su inten-
cién de escribir un libro de texto de célculo. En la misma carta
le incluia un ejemplo de problema inverso de la tangente, cual
era el de encontrar la curva de subtangente ,[ay+x* lo que
equivale a resolver la ecuacion diferencial:

ydx=dy |ay+x’
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En su respuesta, Leibniz decia que parecia innecesario ense-
nar nada a L'Hopital, puesto que habia sido capaz de encon-
trar por s{ mismo el método de resolucién de las ecuaciones
diferenciales homogéneas. Aprovechaba Leibniz la ocasién
para animar a L'H6pital a que continuara con la redaccién de
su libro de texto, cosa que él mismo se sentia incapaz de hacer,
dados los numerosos asuntos de los que debia ocuparse, hasta
el punto que a veces incluso ponian en peligro su salud. De
ello se deduce, desde luego, que Leibniz valoraba en mucho a
L'Hépital como matematico.

En 1696, sali6 a la luz el libro de texto de L'Hopital con el titu-
lo Analyse des infiniment petits pour lintelligence des lignes
courbes (Andlisis de los infinitésimos para el estudio de las
lineas curvas). Se trata del primer libro donde se reunian y
exponian las ideas y desarrollos del célculo diferencial, de una
manera ordenada y asequible a un ptblico matemdtico gene-
ral.

El Analyse consta de un prélogo con un breve resumen histé-
rico del calculo y diez capitulos. En el primer capitulo se for-
mulan las definiciones, hipoétesis y reglas de procedimiento.
Asi, define la diferencial como

La parte infinitamente pequeria en que una cantidad
variable aumenta o disminuye continuamente.

En el segundo capitulo, se vale el autor del célculo de diferen-
cias para determinar las tangentes a todo tipo de curvas (para-
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bola, hipérbola, cicloide, espiral, etc.). En el capitulo tercero se
estudian los maximos y minimos. En el cuarto, los puntos de
inflexién y retroceso. En el quinto, las evolutas, envolventes, y
radios de curvatura de determinadas curvas. En los capitulos
sexto y séptimo se hace referencia a las cdusticas (envolventes)
por reflexiéon y por refraccién, tema este muy popular en
aquella época. Dedica el capitulo octavo a las envolventes de
familias de rectas. En los dos dltimos capitulos, finalmente, se
tratan problemas que requieren para su resolucion el empleo
de los métodos desarrollados en los capitulos anteriores. Es en
el noveno, donde aparece la famosa regla que lleva su nombre,
para resolver indeterminaciones de la forma 0/0, y que
L'Hépital formula del siguiente modo:

Para encontrar el valor de una expresién racional en x, que
para un valor dado de la abscisa (x) toma la forma 0/0, se
determina el cociente de las diferencias del numerador y
del denominador para este valor de la abscisa.

En la introduccién, L'Hopital agradece a los grandes creado-
res las ideas vertidas en el libro, en los siguientes términos:

...reconozco estar en deuda con los brillantes trabajos de
los sefiores Bernoulli; sobre todo con los del més joven,
actualmente profesor de Groningen. Me he servido libre-
mente de sus descubrimientos y de los del sefior Leibniz. Es
por lo que consiento que ellos reivindiquen todo lo que
gusten; yo me conformo con lo que tengan a bien dejarme.

El libro, sale sin firma, de modo andénimo, y va a convertirse
en el manual de cabecera durante casi todo el siglo xviii, con
varias ediciones en su haber hasta 1781. El mérito de
L'Hépital residia en que ademds de haber reunido y ordenado
los conocimientos de los creadores de la materia, los exponia
en forma muy clara e inteligible, lo que ayud6 grandemente a
perfeccionar y desarrollar la teoria de curvas planas. Los
escritos originales, de Leibniz y los hermanos Bernoulli, esta-
ban muy dispersos y resultaban ininteligibles, excepto para los
grandes genios, como eran ellos.

La controversia L'Hopital — Bernoulli

Al recibir un ejemplar del libro, Johann Bernoulli escribi6 a
L'Hoépital agradeciéndole el detalle de citarlo y sin formularle
ningun tipo de objecién o reproche. A pesar de lo cual, en
1698 escribié Bernoulli a Leibniz quejandose en privado de
que L'Hopital hubiese plagiado en el libro las notas que le
enviaba, con motivo de las clases particulares a que se habia
comprometido a cambio de un importante salario.

Las unicas objeciones que L'Hopital habia recibido en vida,
desde la publicacién del Analyse, lo fueron contra la admisién
de los infinitésimos, y habria que inscribirlas en el movimien-
to general de oposicion al andlisis, debido a la falta de rigor
con que se presentaban los nuevos inventos.

Si hasta el momento las lamentaciones de Bernoulli no pasa-
ban del &mbito privado, a partir de la muerte de L'Hopital, en
1704, cobr¢ cierto cardcter ptblico, probablemente a raiz de
la carta que Bernoulli dirigi6 a Brook Taylor, escrita en térmi-
nos andlogos a la anterior de 1698 dirigida a Leibniz. La con-
troversia, pues, estaba servida.

Bernoulli, que gozaba de una excelente reputacién como
matematico, era también conocido por las abundantes dispu-
tas que habia mantenido con su hermano Jacob, sobre la prio-
ridad de algunos descubrimientos. Asi que sus quejas no fue-
ron tomadas demasiado en serio. Por su parte, LHdpital goza-
ba del prestigio de sus colegas por la profunda comprensién
de los conceptos matemdticos y su claridad de exposicién,
ademas de por su caracter amable y sencillo. En este sentido,
escribe Robinson:

L'Hopital posefa una personalidad muy atractiva, entre
otras cosas era modesto y generoso, dos cualidades nada
comunes entre los matemaéticos de su tiempo.

Los colegas de ambos se pusieron de parte de LHopital. Si no
hubiera sido asi, hoy estariamos hablando de la regla de
Bernoulli, para resolver indeterminaciones del tipo 0/0, y no,
como hacemos, de la regla de L'Hopital. Pero, ;tenia razén
Bernoulli para quejarse tanto?

De hecho, durante algo mds de dos siglos, apenas preocupé
demasiado a los matemadticos saber a ciencia cierta a quién le
asistia la razén. La cuestién cobré nueva actualidad en el afio
1922 cuando se encontrd una copia manuscrita del curso que
Johann Bernoulli impartié a L'Hépital. Y, efectivamente, en
ese curso se pudo constatar que el Analyse de UHopital seguia
las notas del curso, hasta el punto de valerse en ocasiones de
los mismos ejemplos con ligeras variaciones. Por cierto, la
famosa regla para resolver indeterminaciones del tipo 0/0, no
aparece en las notas del curso. Fue en 1955 cuando aparecié
una carta en la que Bernoulli se la comunicaba a L'Hopital.



Asi que, debe reconocerse a Bernoulli la autoria de buena
parte de las cuestiones que se exponen en el libro. ;Y
L'Hépital? ;Habria que condenar su accién?. Al respecto,
escribe Truesdell:

No debemos juzgar el procedimiento de L'Hopital dema-
siado duramente. Aunque tal vez, en un principio la nece-
sidad financiera de Bernoulli le obligé a aceptar el acuerdo,
lo cierto es que lo continué atn después de que se hubiera
asentado en su catedra de Groningen en 1695. L'Hoépital,
como cualquier noble, acostumbraba a pagar por los servi-
cios que le dispensaban.

¢Por qué siguié el acuerdo Bernoulli después de conseguir la
catedra, supuesto que no tenia ya necesidad de otros ingresos
para sanear sus finanzas? Realmente no lo sabemos. Se bara-
jan sin embargo dos hipétesis posibles. La primera, que la
relaciéon con L'Hopital supondria un ascenso social para
Bernoulli, mucho mads relevante en aquella época que en la
actualidad. Parece que hacia el final de su vida, Bernoulli se

El mérito de L'Hépital residia en que
ademads de haber reunido y
ordenado los conocimientos de los
creadores de la materia, los exponia
en forma muy clara e inteligible, lo
que ayudo grandemente a
perfeccionar y desarrollar la teoria
de las curvas planas.

jactaba del dinero recibido de L'Hépital, exagerando incluso la
cantidad. La segunda hipétesis, es que lo importante para
Bernoulli era que se dieran a conocer sus descubrimientos, y
sin duda L’'Hopital estaba en mejores condiciones financieras
que él para poder hacerlo.

No hay que olvidar con todo, que L'Hopital no se hizo pasar
por autor de los descubrimientos recogidos en su libro, pues
lo edité de forma anénima, citando en sus agradecimientos a
los auténticos creadores. Hay que reconocerle a Bernoulli,
pues, sus aportaciones al desarrollo del calculo diferencial de
Leibniz, incluidos en el libro de L'Hopital. Pero, no se pude
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condenar a éste por haberlas publicado, dado el acuerdo que
habian pactado antes de comenzar las clases.

L’Hopital matematico

L'Hépital resolvié varios problemas, como el de la braquisté-
crona, propuesto por Johann Bernoulli (dados dos puntos, no
situados en la misma vertical ni en la misma horizontal,
encontrar la curva por la que desciende un cuerpo de un
punto a otro, en el menor tiempo posible), y sdlo resuelto, con
independencia unos de otros, por Newton, Leibniz y Jacob
Bernoulli. Plante6 algunos problemas de interés, como el que
aparece en una carta a Leibniz, sobre si tiene algin sentido

n

d'y

n

ara n—l
p 5"

Estaba dispuesto a redactar un libro sobre calculo integral,
cuando se enter6 de que pensaba hacerlo el propio Leibniz, y
desisti6 de tal propdsito. Ademds del Analyse ya citado, escri-
bié el Traité analytique des secciones coniques, cuyo manus-
crito fue encontrado después de su muerte y publicado en
1707, que tuvo también gran repercusiéon durante el siglo
xvlIiL. Segin Carl Boyer:

El Traité analytique des secciones coniques hizo por la geo-
metria analitica del siglo xviii lo que el Analyse hizo por el
calculo. El Traité... no era especialmente original, pero
tenfa una calidad pedagdgica que lo convirtié en el tratado
estandar sobre cdénicas durante la mayor parte del siglo.

L'Hopital no fue un creador, pero si un gran matematico. Se
dedic6 sobre todo a la resoluciéon de problemas y a la ense-
nanza, a través de sus textos. Hay que reconocerle el mérito de
haber comprendido desde su inicio la matematica del célculo
que se estaba gestando, en un tiempo de muchas criticas y no
poca incomprension, asi como el de haber redactado (y edita-
do en el caso del Analyse) unos libros que permitieron una
rapida divulgacién de las nuevas ideas. Gracias a él, tanto el
célculo diferencial como la geometria analitica avanzaron con
mayor rapidez de la que hubieran tenido de no ser por
L'Hépital.
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