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Como ya vimos en una entrega anterior de estas historias que
subtitulé “El proyecto algebraico” (Puig, 2010), Francois Viete,
en su libro Introduccion al arte analitica (In artem analyticem
Isagoge), presenta lo que él llama “Logistica especiosa’; un cal-
culo que no se hace con niimeros, sino con especies, con “for-
mas de numeros” También vimos que esto es lo que le permi-
te efectuar el andlisis para resolver los problemas. La logistica
especiosa, en el caso de Viete, y esto le hace ser considerado
el iniciador del algebra simbdlica, se acompaiia de un célculo
con letras. Asi lo dice explicitamente Viéte en el recto del folio
5 de la Introduccion al arte analitica:

Logistice numerosa est quae per numeros, Speciosa quae per
species seu rerum formas exhibetur, ut pote per Alphabetica
elementa.

[La Logistica numerosa es la que se presenta mediante
numeros, la Especiosa la que se presenta mediante especies
o formas de las cosas, como, por ejemplo, mediante elemen-
tos alfabéticos] (Viete, 1591, p. 5r).

El dlgebra de al-Khwarizmi no es simbdlica en este sentido: ni
las especies ni las cantidades desconocidas ni las cantidades
conocidas estan representadas mediante letras, ni mediante

ningun signo distinto de las palabras del lenguaje vernaculo.
No hay pues en el libro de al-Khwarizmi, estrictamente
hablando, lo que nosotros llamamos calculo literal, en el sen-
tido de célculo con letras. Sin embargo, si que hay desarrolla-
do un célculo con la cosa y un célculo con especies, hay pues
una “logistica especiosa” Ademds, al-Khwarizmi le dedica a
ese célculo una parte especifica del libro situada antes de que
aborde el procedimiento para resolver los problemas y des-
pués de haber expuesto cudles son los objetos de los que va a
tratar el célculo, es decir, las especies de nimeros, y haber
establecido el conjunto completo de formas candnicas, sus
algoritmos de soluciéon y las demostraciones de esos algorit-
mos.

Los capitulos del libro en que al-Khwarizmi desarrolla ese
célculo con la cosa y con especies son (con la numeracién que
les di en Puig, 2010) los siguientes:

6. Sobre la multiplicacién.
7. Sobre la adicién y la substraccién.
8. Sobre la division.

Luis Puig
Universitat de Valéncia Estudi General
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En el capitulo “Sobre la multiplicacién” al-Khwarizmi calcula
con la cosa y en los célculos aparecen las especies. En los otros
dos capitulos calcula con especies y con radicales, sin que apa-
rezca el término “cosa” Ademads, al final del capitulo “Sobre la
divisién” vuelve sobre tres de los cdlculos expuestos en el capi-
tulo “Sobre la adicién y la substraccién” para demostrarlos.
Veamos, en primer lugar, como explica al-Khwarizmi el cal-
culo con la cosa.

El célculo con la cosa

Al-Khwarizmi comienza manifestando explicitamente que
escribe con intencién pedagogica:

Yo te ensefio como multiplicar unas por otras las cosas, que
son las raices; si estdn solas, si estdn con un nimero, si estan
disminuidas en un ntimero o si estan restadas de un namero;
y como sumarlas unas a otras y cémo restarlas unas de otras
(Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Los tipos de expresiones que al-Khwarizmi va a ensefiar como
se multiplican los podemos escribir en el lenguaje actual del
algebra ast:

las cosas solas: ax

las cosas con un ntimero: ax +b
las cosas disminuidas en un niumero: ax—b
las cosas restadas de un niumero b—ax

Como para al-Khwarizmi los ndmeros son positivos, tiene
que haber dos tipos de expresiones con la substraccidn, las
cosas disminuidas en un ndmero y las cosas restadas de un
nimero, mientras que sélo hay un tipo de expresién cuando
se suman cosas y nimeros. Veremos mas adelante que en uno
de los ejemplos al-Khwarizmi dice explicitamente que diez
mds cosa y cosa mas diez es lo mismo, y por qué necesita
decirlo.

Para ensefiar a multiplicar esas expresiones con la cosa al-
Khwarizmi recuerda qué significa multiplicar:

Que sepas que para cualquier nimero multiplicado por otro
nimero es necesario sumar uno de los ndmeros tantas veces
como las unidades que contiene el otro (Rashed, 2007, p.
122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Al-Khwarizmi no continda, como podria esperarse, dando
ahora una regla para multiplicar las expresiones con nimeros
y cosas, sino que presenta una situacién puramente aritméti-
ca que utiliza como un modelo mas concreto a partir del cual
dar sentido a los calculos (algebraicos) con la cosa. La situa-
cién en cuestion es la multiplicacién de numeros cuando
estan representados en el sistema de numeracién posicional
decimal, es decir, lo que al-Khwarizmi explicard en su Libro

del cdlculo con los niimeros hindiies (Allard, 1992)!. En efecto,
lo que hace al-Khwarizmi es explicar que para multiplicar
decenas mds unidades por decenas mds unidades hay que
hacer cuatro multiplicaciones. Pero no sélo explica eso, sino
que extiende el modelo concreto del célculo aritmético hindu
a la situacion en que las unidades no se afiaden a las decenas
(como en la representacion hindua de los nimeros) sino que se
substraen:

Si se tiene decenas a las que se ha afiadido unidades o de las
que se ha quitado unidades, es necesario multiplicar cuatro
veces: las decenas por las decenas, las decenas por las unida-
des, las unidades por las decenas y las unidades por las uni-
dades. (Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

Vale la pena observar que, como al-Khwarizmi tiene disponi-
bles los nombres “decenas” y “unidades’, puede enunciar la
regla en general sin verse obligado a enunciarla mediante un
ejemplo numérico concreto. “Decenas” y “unidades” desem-
penan, en los calculos aritméticos en el sistema de numera-
cion posicional decimal, un papel similar al que van a desem-
penar las especies de numeros en los célculos algebraicos, por
eso al-Khwarizmi puede usar ese cdlculo como modelo (mds
concreto) para ensenar el calculo (mds abstracto) algebraico.

Ademais, al extender el modelo de la situacién propia del sis-
tema de numeracion (la adicién de decenas y unidades) a una
situacién similar a la anterior, pero nueva (la substraccién de
unidades a decenas), da paso también a un modelo para la
regla de los signos:

Entonces, si las unidades que estdn con las decenas son
ambas anadidas, la cuarta multiplicacion es aditiva, y si son
ambas substraidas, la cuarta multiplicacién es también aditi-
va. Pero si unas estan anadidas y otras substraidas, la cuarta
multiplicacién es substractiva (Rashed, 2007, p. 122-123;
Hughes, 1986, p. 241).

Vale la pena detenerse un momento en el detalle de los térmi-
nos que acompainan este modelo aritmético de la regla de los
signos: al-Khwarizmi no multiplica los signos mds y menos a
la manera de la moderna formulacién de la regla de los signos
(+ x +=+; + x — = —; - x — = +). Al-Khwarizmi no dice siquie-
ra en lenguaje vernaculo: “mds por mds, mds; mds por menos,
menos; menos por menos, mas’. Al-Khwarizmi no habla de
esos signos sueltos, sino de las cantidades que se suman o se
restan.

Pero ademads, al-Khwarizmi no habla de cantidades positivas
o cantidades negativas, esto ultimo es simplemente impensa-
ble, sino de cantidades que se suman y cantidades que se res-
tan a otras: en este caso “unidades anadidas” y “unidades
substraidas” a unas decenas. El calificativo “afiadido” o “subs-
traido’, “aditivo” o substractivo” no tiene sentido para una
cantidad aislada, sélo tiene sentido para una cantidad que esta

inmersa en un célculo. La regla de multiplicacién es pues una



regla operatoria sobre lo que la cantidad estd realizando o ha
realizado en una operacion aritmética: ser anadida o ser subs-
traida en el curso de la realizaciéon de un célculo es lo que le
da a las cantidades, sélo a efectos de ese célculo, el caracter
aditivo o substractivo. Ese cardcter aditivo o substractivo no
es pues una propiedad absoluta de una cantidad, sino una pro-
piedad de la cantidad relativa a un calculo concreto en el que
aparece: como se estd multiplicando una cantidad, a la que se
le ha anadido otra, por otra cantidad, a la que se le ha subs-
traido otra, el cuarto producto es una cantidad “substractiva’,
es decir, una cantidad que se va a substraer de otra.

Por otro lado, la regla sélo estd enunciada para “la cuarta mul-
tiplicacién’, que es la multiplicacién en la que los factores pro-
vienen ambos de las cantidades que estdn anadidas o substra-
idas a otras. Sélo en este caso tiene al-Khwarizmi que enun-
ciar una regla. En los otros casos, interviene una cantidad que
ni estd afiadida ni estd substraida, sino que es la cantidad a la
que se le anade o se le quita algo. Cuando dos de esas canti-
dades se multiplican, el producto no es aditivo ni substracti-
vo, es de nuevo una cantidad a la que se le afiade o se le quita
algo. Cuando una de estas cantidades se multiplica por una
cantidad anadida o substraida, el producto resultante tiene el
cardcter aditivo o substractivo de la cantidad por la que se
multiplica, sin que la cantidad que ni es anadida ni substraida
pueda influir en ese cardcter.

Al-Khwarizmi ejemplifica a continuacién las reglas que ha
formulado en general en el modelo aritmético concreto con
tres ejemplos numéricos, elegidos para tener uno de cada una
de las posibilidades de producto de “unidades afiadidas” y
“unidades substraidas” El primero, y mds simple, es:

Por ejemplo: diez y uno por diez y dos; el diez por el diez es
cien; el uno por el diez, diez aditivo; el dos por el diez, veinte
aditivo; el uno por el dos, dos aditivo. Y todo esto es treinta y
dos. (Rashed, 2007, p. 122-123; Hughes, 1986, p. 241).

En este ejemplo esta patente ese cardcter asimétrico de la adi-
cién que hemos indicado: en “diez y uno’; diez es la cantidad a
la que se le suma otra cantidad; uno es la cantidad afiadida. El
modelo de adicién que subyace es el de una cantidad inicial al
que se le afiade una cantidad que cambia la cantidad inicial,
no es el modelo de adicién que la presenta como el cardinal de
la unién de dos conjuntos disjuntos y en el que los dos suman-
dos desempenan el mismo papel en la adicion.

Ambos dieces, el de “diez y uno” y el de “diez y dos’, son can-
tidades que ni son anadidas ni substraidas: su producto, por
tanto, no es aditivo ni substractivo. Al-Khwarizmi escribe “el
diez por el diez es cien’, y no “el diez por el diez es cien aditi-
vo” En las otras tres multiplicaciones, el producto si que esta
calificado, en este caso, siempre como “aditivo” Veamos los
otros dos ejemplos:
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Si se tiene diez menos uno por diez menos uno, el diez por el
diez es cien; y el uno substraido por el diez es diez substrac-
tivo, y el uno también substraido por el diez es diez substrac-
tivo. Esto es ochenta. Y el uno substraido por el uno substra-
ido, uno aditivo. Esto es pues ochenta y uno.

Si se tiene diez y dos por diez menos uno, el diez por el diez
es cien; el uno substraido por el diez es diez substractivo; el
dos afiadido por el diez es veinte aditivo. Esto es ciento diez.
El dos anadido por el uno substraido es dos substractivo.
Todo esto es pues ciento ocho (Rashed, 2007, pp. 122-125;
Hughes, 1986, pp. 241-242).

Los tres ejemplos son pues

(10+1) (10 + 2)
(10-1)(10-1)
(10+2)(10-1)

Los dieces son siempre cantidades que ni son afadidas ni
substraidas. En los cdlculos al-Khwarizmi siempre escribe
“diez” sin calificativo alguno. En el primer ejemplo, en que las
otras cantidades estan ambas anadidas, al-Khwarizmi no se
preocupa de escribir el calificativo “aitadido” con el uno o el
dos, pero en los otros dos ejemplos, siempre lo escribe: “el uno

» «

substraido’, “el dos afiadido”.

Los productos siempre van acompaiados de su calificativo,
“aditivo” o “substractivo’, de manera que el calculo se comple-
ta luego realizando sobre el primer producto, es decir, el
resultado de la multiplicacién de las dos cantidades iniciales
(que es al que se van a anadir o del que se van a substraer el
resto de los productos) las adiciones o substracciones corres-
pondientes al caricter de los otros tres productos. Al-
Khwarizmi, ademads, se detiene en subrayar el efecto de la
cuarta multiplicacidn, que es en la que ambos factores estan
calificados como “anadido” o “substraido”.

Una vez expuestos los ejemplos de los célculos aritméticos
que son el modelo concreto para ensenar las reglas de calculo
con la cosa, al-Khwarizmi dice explicitamente que ésa ha sido
su intencion al explicar todo lo anterior:

Te he mostrado esto para indicarte cémo multiplicar las
cosas unas por otras, si estan afiadidas a un niimero, o resta-
das de un numero, o disminuidas por un nimero (Rashed,
2007, pp. 124-125; Hughes, 1986, p. 242).

Dicho esto, al-Khwarizmi desgrana ejemplos de calculos con
expresiones con la cosa del estilo que ha anunciado, en los
que, al poner en funcionamiento para esas expresiones alge-
braicas los célculos que ha mostrado en el modelo concreto
aritmético, va mas alld de la imitacion con las expresiones
algebraicas de los célculos aritméticos. En particular, lo aditi-
vo y lo substractivo dejan de ser calificativos estrictamente
ligados a lo que se aflade o se substrae a una cantidad que ni
es aditiva ni substractiva, para calificar también a las cantida-
des que en las expresiones aritméticas aparecian como canti-
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dades iniciales. Pero ademads, lo substractivo, aunque sigue
apareciendo como substraido de una cantidad, parece inde-
pendizarse en el curso de los célculos. Veamos cémo son los
ejemplos.

Los ejemplos son estos diez:

1. (10 -x) - 10

3. (10 +x) - (10 + %)
5.(1-1/6) - (1- 1/6)
7.(10 - x) - x

9. (10 + x/2) - (1/2 - 5x)

2. (10 +x) - 10

4. (10 —x) - (10 — x)
6. (10 —x) - (10 + x)
8. (10 + x) - (x — 10)
10. (10 + x) - (x — 10)

El quinto ejemplo no es en realidad un célculo de expresiones
con la cosa, sino que el lugar de la cosa estd ocupado por una
fraccién. En el ejemplo noveno también hay fracciones, o,
para ser mds preciso, mitades, y curiosamente, el nimero de
cosas es la mitad de diez. Estos dos ejemplos no responden al
mismo esquema sistematico de desarrollo de posibilidades
que los otros, y sélo parece tener sentido que al-Khwarizmi
los incluya por la dificultad que conllevaba el célculo con frac-
ciones en su época.

En el ejemplo décimo, cuyo enunciado es el mismo que el del
octavo, lo que hace al-Khwarizmi es decir que “diez y cosa” es
lo mismo que “cosa y diez” y desarrollar entonces el calculo
(x + 10) - (x — 10).

Veamos en detalle cémo desarrolla al-Khwarizmi los ejem-
plos. Empecemos por los cuatro primeros.

1. (10 —x) - 10

Si se te dice: diez menos cosa, y el sentido de la cosa es la raiz,
por diez, entonces multiplica diez por diez, resulta cien, y
menos cosa por diez, resulta diez raices substractivas.
Decimos: cien menos diez cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125;
Hughes, 1986, p. 242).

2.(10 +x) - 10

Si se dice: diez y cosa por diez, ti multiplicas diez por diez,
resulta cien, y cosa por diez, resulta diez cosas aditivas. Se
tiene pues cien y diez cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125;
Hughes, 1986, p. 242).

3. (10 +x) - (10 + x)

Si se dice: diez y cosa por si misma, ti dices: diez por diez,
cien, y diez por cosa, diez cosas, y diez por cosa, diez cosas
también, y cosa por cosa, tesoro aditivo. Resulta entonces
cien dirhams y veinte cosas y tesoro aditivo (Rashed, 2007,
pp. 124-125; Hughes, 1986, p. 242).

4.(10 - x) - (10 — x)

Si se dice: diez menos cosa por diez menos cosa, ta dices: diez
por diez, cien, y menos cosa por diez, diez cosas substracti-
vas, y menos cosa por diez, diez cosas substractivas, y menos

cosa por menos cosa, tesoro aditivo. Resulta pues cien y teso-
ro menos veinte cosas (Rashed, 2007, pp. 124-125; Hughes,
1986, p. 242).

En estos cuatro ejemplos, al-Khwarizmi hace las dos o las cua-
tro multiplicaciones por separado, y luego combina los pro-
ductos teniendo en cuenta si cada uno de ellos es aditivo o
substractivo. Hasta aqui no hace mas que calcar sobre las
expresiones con la cosa lo que ha hecho con el modelo arit-
mético mds concreto, substituyendo simplemente el uno o el
dos, que estaban anadidos o substraidos a diez en los ejemplos
aritméticos, por la cosa.

Sin embargo, hay algo que es nuevo: en los ejemplos aritméti-
cos en que aparece “diez menos uno’, al-Khwarizmi llamaba
en los calculos “el uno substraido” a ese uno que en la expre-
sién aritmética estd después de la palabra “menos’, aqui al-
Khwarizmi ante la expresién equivalente “diez menos cosa” no
dice en los célculos “la cosa substraida’, sino “menos cosa” ya
desde el primer ejemplo.

“Lo substraido” de una cantidad, el uno substraido de diez en

el ejemplo aritmético expresado en la frase “diez menos uno’,

se independiza para ser no una cosa substraida sino “menos
”

cosa”

Por supuesto que esto estd lejos de indicar la constitucién de
la idea de nimero negativo: sélo cuando nombra lo que se va
a multiplicar dice al-Khwarizmi “menos cosa’, en cuanto se
trata del resultado de la multiplicacién, de nuevo esté presen-
te que cualquier cosa que lleve delante la palabra “menos”
representa una cantidad que ha de substraerse de otra. El
resultado de la multiplicacién de “menos cosa” por diez no es
“menos diez cosas’, sino “diez cosas substractivas. La palabra
“menos’, la expresion “menos cosa” sdlo se ha independizado
de la cantidad de la que se substrae mientras se esta calculan-
do con ella.

Eso no quita para que la reiteracién a lo largo del texto de al-
Khwarizmi de la expresiéon “menos cosa” le dé carta de natu-
raleza como parte del lenguaje algebraico que al-Khwarizmi
usa en su libro, y probablemente contribuyé a establecer. Si
usamos la cléasica caracterizacién de Nesselman (1842) de los
tipos de lenguaje algebraico, el texto de al-Khwarizmi es
“retérico” porque los célculos algebraicos estan expresados
totalmente y en detalle usando palabras del lenguaje vernacu-
lo. Ahora bien, decir que entonces el dlgebra estd escrita en
lenguaje vernaculo es contar sélo la mitad de la historia: al-
Khwarizmi sé6lo usa el lenguaje verndculo, por supuesto, pero,
por un lado, fija significados técnicos de las palabras, y, por
otro, y més importante para lo que quiero senalar aqui, esque-
matiza y estereotipa el texto. Salta a la vista cuando se lee el
libro de lgebra de al-Khwarizmi, o simplemente los fragmen-
tos que estoy citando aqui, que al-Khwarizmi construye frases
repitiendo expresiones verbales que, por la reiteracion, se



convierten en férmulas estereotipadas. El historiador libanés

Adel Anbouba dice que una frase como “illa shay’ fi illa shay’

mal za'id (menos cosa por menos cosa, tesoro aditivo)’, que
acabamos de encontrar en el cuarto ejemplo, “va contra la
gramdtica” (Anbouba, 1978, p. 72). Al-Khwarizmi rompe la
gramatica de la lengua verndcula como parte de su elabora-
cién del sistema de signos del dlgebra, que no se hace con mas
materia de la expresion que la de la propia lengua vernacula®
La nueva gramatica produce textos esquemdticos y estereoti-
pados: “menos cosa” es mds compacto y manejable en un
texto esquematico y estereotipado que “la cosa substraida’; y,
una vez se ha permitido violar la gramatica, se puede inde-
pendizar de la expresion completa que le daba sentido (“diez
menos cosa”), para designar algo con lo que se hacen calculos
algebraicos®.

Veamos el quinto ejemplo, en el que no aparece la cosa, pero
que al-Khwarizmi enlaza con los anteriores al empezar
diciendo “De la misma manera’, lo que nos podria hacer pen-
sar que el sentido de incluir este ejemplo no estd en usarlo
como modelo aritmético y por tanto mas concreto de la mul-
tiplicacién de expresiones con la cosa, sino, por el contrario,
como aplicacion ahora de esos célculos de vuelta a la aritmé-
tica, para unos célculos que son dificiles.

5. (1-1/6) - (1- 1/6)

De la misma manera si te dicen: un dirham menos un sexto
por un dirham menos un sexto. Se tiene cinco sextos por si
mismo, es decir, veinticinco partes de treinta y seis partes de
dirham, que es dos tercios y un sexto de un sexto.

La regla para ello es: multiplicas un dirham por un dirham, se
tiene un dirham. Y menos un sexto por un dirham vale un
sexto substractivo, y menos un sexto por un dirham vale un
sexto substractivo. Queda dos tercios de un dirham. Y menos
un sexto por menos un sexto vale un sexto de un sexto aditi-
vo. Es pues dos tercios y un sexto de un sexto (Rashed, 2007,
pp. 126-127; Hughes, 1986, p. 242).

No entraré aqui en las peculiaridades de la denominacién de
las fracciones en la época drabe medieval, que son responsa-
bles de algunos de los detalles de estos calculos. Sélo mencio-
naré que la lengua arabe tiene nombre sélo para las fracciones
unitarias, y que éstas se llaman “fracciones expresables’, mien-
tras que las demas se llaman “inexpresables” o “sordas” (exac-
tamente la misma palabra se usa también para las magnitudes
inconmensurables). Las fracciones sordas se describen con
expresiones como la que aparece en este texto: “veinticinco
partes de treinta y seis partes” para 25/36, reiterando la pala-
bra “parte” para indicar claramente que la unidad (en este
caso, el dirham) se ha dividido en treinta y seis partes y que se
han tomado veinticinco de esas treinta y seis. También tiene
nombre para fracciones con un dos en el numerador, como
dos tercios, pero eso se debe a que la lengua arabe no sélo
tiene singular y plural, sino también dual, por lo que para
decir dos cosas, por ejemplo, no se usa el niumero dos, sino
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que se pone la palabra “cosa” en dual. Esto explica la forma en
que al-Khwarizmi da aqui el resultado: en drabe se ve como
mds simple la expresidn “dos tercios y un sexto de un sexto”
que “veinticinco partes de treinta y seis partes”

Lo que interesa sefalar, y va en el sentido que habia adelanta-
do antes de exponer este ejemplo, es que aqui al-Khwarizmi
aplica al cdlculo de expresiones con fracciones la regla que ha
enunciado para expresiones con la cosa, e incluso usa el
mismo lenguaje esquematizado y estereotipado que viola la
gramatica: “menos un sexto por menos un sexto’, etc.

Veamos ahora los ejemplos sexto, séptimo y octavo
6. (10 —x) - (10 + x)

Si se dice: diez menos cosa por diez y cosa, td dices: diez por
diez, cien, y menos cosa por diez, diez cosas substractivas;
cosa por diez, diez cosas aditivas, y menos cosa por cosa,
tesoro substractivo. Y esto es cien dirhams menos un tesoro
(Rashed, 2007, pp. 126-127; Hughes, 1986, p. 242).

7.(10 —x) - x

Si se dice: diez menos cosa por cosa, ti dices: diez por cosa,
diez cosas, y menos cosa por cosa, tesoro substractivo.
Resulta pues diez cosas menos un tesoro (Rashed, 2007, pp.
126-127; Hughes, 1986, pp. 242-243).

8. (10 + x) - (x — 10)

Si se dice: diez y cosa por cosa menos diez, ta dices: cosa por
diez, diez cosas aditivas; cosa por cosa, tesoro aditivo; menos
diez por diez, cien dirhams substractivos; menos diez por
Cosa, diez cosas substractivas. Decimos entonces: un tesoro
menos cien dirhams. Después de haberlas opuesto, se elimi-
nan diez cosas aditivas con diez cosas substractivas. Quedara
entonces un tesoro menos cien dirhams (Rashed, 2007, pp.
126-129; Hughes, 1986, p. 243).
El ejemplo séptimo no incluye nada nuevo, su diferencia con
los ejemplos primero y segundo es simplemente que la expre-
sién simple es una cosa en vez de ser un diez, por lo que una
de las dos multiplicaciones da origen a un tesoro, en este caso
substractivo. Esa multiplicacién de la cosa por la cosa ya habia
aparecido en los ejemplos tercero y cuarto, y es una multipli-
cacion de especies de niumeros: cosa por cosa es tesoro ya que
al-Khwarizmi ha advertido que “el sentido de la cosa es la

raiz¥.

En los ejemplos sexto y octavo, las diez cosas aditivas se com-
pensan con las diez cosas substractivas, quedando una expre-
sion en la que sélo hay dos especies: simples nimeros o dir-
hams y tesoros. En el ejemplo sexto al-Khwarizmi se limita a
enunciar el resultado: “Y esto es cien dirhams menos un teso-
ro” El ejemplo octavo es mds interesante porque al-
Khwarizmi explica cémo han desaparecido las cosas al final
de los célculos, y, en la explicacidn, utiliza la palabra “qabalat’,
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que tiene la misma raiz que al-mugabala, la palabra que apa-
rece en el titulo del libro de al-Khwarizmi acompanando a al-
jabr, y que es el nombre de una de las operaciones fundamen-
tales que definen el célculo. Esa raiz tiene el significado de
oponer una cosa a otra, y se usa para compensar los términos
de una expresion algebraica que sean de la misma especie. En
el caso de este célculo, hay dos de las cuatro multiplicaciones
que han producido términos de la misma especie: diez cosas
aditivas y diez cosas substractivas. El calculista algebraico las
opone, las pone una frente a otra y las compensa, en este caso
la oposicion, al-mugabala, tiene como consecuencia que las
cosas se eliminan y en la expresidn final no hay cosas, sélo dir-
hams y tesoros.

El ejemplo noveno, ya lo anunciaba cuando comenzamos a
examinar estos ejemplos, es peculiar por la presencia de mita-
des:

9. (10 + x/2) - (1/2 - 5x)

Si se dice: diez dirhams y media cosa por medio dirham
menos cinco cosas, tu dices: medio dirham por diez, cinco
dirhams aditivos; y medio dirham por media cosa, un cuarto
de cosa aditivo, y menos cinco por diez dirhams, cincuenta
raices substractivas. Resulta la suma de todo entonces cinco
dirhams menos cuarenta y nueve raices y tres cuartos de raiz.
Multiplicas luego cinco raices substractivas por media raiz
aditiva. Resulta dos tesoros y medio substractivos. Es enton-
ces cinco dirhams menos dos tesoros y medio y menos cua-
renta y nueve raices y tres cuartos de raiz. (Rashed, 2007, pp.
128-129; Hughes, 1986, p. 243).

Este ejemplo nos hace ver de nuevo que la presencia de frac-
ciones era una dificultad notable para los célculos, pero no
nos vamos a entretener mas que en constatarlo.

El altimo ejemplo muestra, en primer lugar, que es necesario
decir explicitamente que “diez y cosa” es lo mismo que “cosa 'y
diez”

10. (10 + x) - (x — 10)

Si se dice: diez y cosa por cosa menos diez. Es como si se
hubiera dicho: cosa y diez por cosa menos diez. Tt dices: cosa
por cosa, tesoro aditivo; diez por cosa, diez cosas aditivas;
menos diez por cosa, diez cosas substractivas. Se anula lo
aditivo con lo substractivo y queda el tesoro. Y menos diez
por diez, cien substraido del tesoro. Resulta pues un tesoro
menos cien dirhams. (Rashed, 2007, pp. 128-129; Hughes,
1986, p. 243).

Aqui, la oposicion de los dos términos que son de la misma
especie se enuncia sin tanta precision como en el ejemplo
octavo, y como después de las tres primeras multiplicaciones
s6lo queda el tesoro, la cuarta multiplicacién, que da un resul-
tado substractivo, se enuncia como “cien substraido del teso-

ro”. Pero eso no completa el célculo, sino que el resultado se da
con la expresion algebraica en su forma esquemadtica y estere-
otipada: “un tesoro menos cien dirhams”.

Después de este tltimo ejemplo, al-Khwarizmi termina el
capitulo “Sobre la multiplicacion” recapitulando:

Y para todo lo que se obtiene por la multiplicacién de aditi-
vo y substractivo, como menos cosa por cosas afiadidas, el
ultimo producto es substractivo siempre. (Rashed, 2007, pp.
128-129; Hughes, 1986, p. 243).

El calculo con especies

Al-Khwarizmi sélo trata con tres especies: tesoros, raices y
simples ndmeros. En el capitulo “Sobre la multiplicacién’, que
hemos examinado, desarrolla un calculo con expresiones en
las que estd la cosa y ensena a calcular con las cosas “si estdn
solas, si estan con un numero, si estdn disminuidas en un
numero o si estdn restadas de un niumero” Con ello trata todas
las multiplicaciones entre expresiones con especies que pue-
den aparecer en su célculo; cualquier otra multiplicacion exi-
girfa ampliar la serie de las especies, incluyendo el cubo, el
tesoro tesoro, el tesoro cubo, etc., como hicieron tras él sobre
todo al-Karaji, as-Samaw’al y los que les siguieron. En los
otros dos capitulos al-Khwarizmi aborda las tres operaciones
aritméticas que faltan: adicién, substraccién y division. Sin
embargo, en estos capitulos al-Khwarizmi no sigue calculan-
do con la cosa; de hecho, la palabra “cosa” ni siquiera aparece
una sola vez en ellos. Las expresiones con las que al-
Khwarizmi calcula en estos dos capitulos son algunas expre-
siones con especies y, sobre todo, expresiones en las que apa-
recen radicales.

No examinaré los dos capitulos completos como he hecho en
el caso del capitulo “Sobre la multiplicacién’, sino que me
limitaré a examinar unos célculos que presenta en el capitulo
“Sobre la adicién y la substracciéon” que son peculiares. En el
conjunto de estos dos capitulos, el estilo de presentacion es
bastante diferente del que hemos visto que al-Khwarizmi uti-
liza en el capitulo “Sobre la multiplicacién”: no hay aqui
modelo concreto alguno a partir del cual se le dé sentido a los
célculos algebraicos. Los célculos que vamos a examinar tie-
nen la peculiaridad, ademds, de que al-Khwarizmi los
demuestra mediante figuras en dos casos, y dice que no es
posible demostrarlo mediante figuras en otro, pero que en ese
caso se puede hacer una demostracién “con palabras” Esta
“demostracién con palabras” puede verse como el germen de
la demostracién puramente algebraica.

Los dos primeros calculos no son célculos con especies sino
con radicales, en concreto la adicién y la substraccién de dos
binomios con radicales cuadréticos que son irracionales:
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(v200 -10)+(20 200

(20-+200) - (/200 - 10)

Veamos como enuncia al-Khwarizmi los calculos:

Que sepas que la raiz de doscientos menos diez, sumada a
veinte menos la raiz de doscientos, es igual a diez.

La raiz de doscientos menos diez restada de veinte menos la
raiz de doscientos es treinta menos dos raices de doscientos,
y dos raices de doscientos es la raiz de ochocientos (Rashed,
2007, pp. 130-131; Hughes, 1986, p. 243).

Los otros célculos son la adicién y la substraccién de dos
expresiones algebraicas que ambas contienen las tres espe-
cies:

(100 + &2 — 20x) + (50 + 10x — 2x?)

y
(100 + &2 — 20x) — (50 + 10x — 2x?)

Veamos como enuncia al-Khwarizmi los calculos:

Cien y tesoro menos veinte raices, a lo que se afiade cincuen-
ta y diez raices menos dos tesoros, resulta ciento cincuenta
menos un tesoro y menos diez raices (Rashed, 2007, pp. 130-
131; Hughes, 1986, p. 243).
Cien y tesoro menos veinte raices, de lo que se substrae cin-
cuenta y diez raices menos dos tesoros, resulta cincuenta dir-
hams y tres tesoros menos treinta raices (Rashed, 2007, pp.
130-131°).
Tras esos enunciados en los que nada se explica, al-
Khwarizmi promete demostraciones:

Te muestro su causa verdadera de una forma que te conduce
a lo que se busca, si Dios quiere (Rashed, 2007, pp. 130-131;
Hughes, 1986, p. 243).

Las demostraciones no estan, sin embargo, a continuaciéon de
estos enunciados, sino que al-Khwarizmi continda el capitulo

A

10
V200 — 10

B

V200
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“Sobre la adicién y la substracciéon” con cuestiones cémo
“duplicar la raiz de cualquier tesoro, conocido o sordo’, tripli-
carla, etc., cuestiones que no vamos a examinar, y s6lo al final
del capitulo “Sobre la divisiéon” aparecen las demostraciones.

La primera de ellas, que pretende demostrar que efectiva-
mente

(%—10)+(20—\/ﬁ)=10

es una demostracion hecha mediante una figura, que se cons-
truye para representar las expresiones y ver en ella que los cal-
culos dan lo que se ha dicho que dan. En la figura 1 indicamos
cémo estan representadas las expresiones en la figura que al-
Khwarizmi construye. La figura 2 es la que aparece en la edi-
cién de Masharrafa y Ahmad del texto de al-Khwarizmi
(Masharrafa y Ahmad, 1939 p. 33).

La demostracién comienza como sigue:

En cuanto a la causa de la raiz de doscientos menos diez ana-

dida a veinte menos la raiz de doscientos, ésta es la figura: la

recta AB es la raiz de doscientos: de A al punto B es el diez, y

lo que queda de la raiz de doscientos es el resto de la recta

AB, es decir la recta CB (Rashed, 2007, pp. 136-137; Hughes,

1986, p. 245).
Al-Khwarizmi comienza pues construyendo un segmento AB
para representar la raiz de doscientos (que es irracional,
“sorda’; en la terminologia de al-Khwarizmi) en el que sefala
un segmento igual a diez para tener asi representado tanto la
raiz de doscientos como el binomio inicial, raiz de doscientos
menos diez.

Construye luego una recta del punto B al punto D, la recta
veinte, que es el doble de la recta AC, que es diez (Rashed,
2007, pp. 136-137; Hughes, 1986, p. 245).

Lo que le va a anadir al binomio inicial, no lo representa a
continuacién del segmento ya construido, como pareceria
natural para representar la adicién como yuxtaposicién de
segmentos, sino que en otra recta (dispuesta perpendicular-
mente a la anterior, pero el hecho de que aparezca perpendi-

Figura 2
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cular en la figura no desempena papel alguno) va a represen-
tar el otro binomio, comenzando para ello por la cantidad a la
que se le substrae algo, en este caso, por el veinte. El segmen-
to BD se construye de manera que sea el doble del segmento
AC, ya que éste representa diez, y ahora se trata de represen-
tar veinte. De la misma manera, llevara a ese nuevo segmento
otro igual a la raiz de doscientos, para representar asi veinte
menos la raiz de doscientos, es decir, el binomio que se suma
al inicial:

Del punto B al punto E una igual a la recta AB, es también la
raiz de doscientos. El resto del veinte es del punto E al punto
D (Rashed, 2007, pp. 136-137; Hughes, 1986, p. 245).

Con los dos binomios representados, ya estd en condiciones
de representar su adicion:

Ya que queremos anadir lo que queda de la raiz de doscien-
tos una vez quitado el diez, que es la recta CB, a la recta ED,
que es veinte menos la raiz de doscientos, cortamos de la
recta BE una recta igual a la recta CB, sea la recta GE
(Rashed, 2007, pp. 136-139; Hughes, 1986, p. 245).

Es decir, al-Khwarizmi traslada ahora el segmento que repre-
senta raiz de doscientos menos veinte en la primera recta a la
segunda recta, colocandolo a continuacién del segmento que
representa veinte menos la raiz de doscientos, de manera que
esté a la vez separando una parte del segmento que represen-
ta a la raiz de doscientos. Entonces puede identificar los seg-
mentos correspondientes en las dos rectas que ha construido.

Ahora bien, es evidente que la recta AB, que es la raiz de dos-
cientos, es igual a la recta BE; que la recta AC, que es el diez,
es igual a la recta BG, y que el resto de la recta AB que es CB,
es igual al resto de la recta GE (Rashed, 2007, pp. 138-139;
Hughes, 1986, p. 245).

Con lo que puede proceder a ver que, representada asi la adi-
cién de los dos binomios en la segunda recta, el resultado es
el que habia enunciado.

Anadimos a la recta ED la recta GE; seré evidente que se ha
substraido de la recta BD, que es veinte, una recta igual a la
recta AC, que es diez, es decir, la recta BG, y que nos queda
la recta GD, que es diez (Rashed, 2007, pp. 138-139; Hughes,
1986, p. 245).

Y concluye:

Lo que habia que demostrar. He aqui la figura (Rashed, 2007,

pp. 138-139; Hughes, 1986, p. 245).
La demostracion es del mismo estilo que la que al-Khwarizmi
hace de los algoritmos de resolucién de las formas candnicas
compuestas. Una demostracion cuya garantia de verdad resi-
de en que se ve lo que se quiere demostrar en una figura en la
que se representan los objetos algebraicos (en este caso
mediante segmentos) y las operaciones con ellos (mediante

operaciones de cortar, trasladar y pegar, en este caso los seg-
mentos). En ningun caso se duda que lo que se vea pueda ser
enganoso, continuamente esta diciendo al-Khwarizmi “es evi-
dente que” (Cremona traduce “ergo manifestum est nobis’,
“por tanto es evidente para nosotros”).

Por tanto, al-Khwarizmi no busca la garantia de verdad en un
conjunto establecido de proposiciones que se aceptan como
verdaderas y de procedimientos de derivacién de nuevas pro-
posiciones verdaderas a partir de las ya establecidas. Es decir,
no son demostraciones que se sustenten en el edificio eucli-
deo de definiciones, nociones comunes, postulados y propo-
siciones derivadas a partir de ellos. Son demostraciones
hechas con figuras geométricas, pero no demostraciones geo-
métricas (en el sentido euclideo).

La segunda de las demostraciones es del mismo estilo. En la
figura 3 indicamos cémo estan representadas las expresiones
en la figura que al-Khwarizmi construye. La figura 4 es la que
aparece en la edicién de Masharrafa y Ahmad del texto de al-
Khwarizmi (Masharrafa y Ahmad, 1939 p. 34).

En cuanto a la causa de la raiz de doscientos menos diez
substraida de veinte menos raiz de doscientos, he aqui la
figura: la recta AB es la raiz de doscientos; de A al punto C,
es el diez conocido. Construyamos del punto B al punto D
una recta y pongamosla veinte. Pongamos del punto B al
punto E una recta igual a la recta raiz de doscientos, que es
igual a la recta AB. Es evidente que la recta CB es lo que
queda de la raiz de doscientos, una vez quitado el diez, y que
la recta ED es lo que queda de veinte una vez quitada la raiz
de doscientos. (Rashed, 2007, pp. 138-139; Hughes, 1986, p.
246).

La representacién comienza de la misma manera que en el
caso anterior, ya que los binomios son los mismos, pero ahora
se trata de substraer uno de otro en vez de sumarlos, por lo
que la construccion del segundo segmento ha de ser distinta.
El diez que estd substraido del binomio que se substrae, lo
coloca en la figura afiadido al segmento que representa el
binomio del que se tiene que substraer, en la derecha del seg-
mento que lo representa (ver la figura 3).

Queremos substraer la recta CB de la recta ED.
Construyamos una recta desde el punto B al punto G, que se
igual a la recta AC, que es diez. La recta GD entera serd pues
igual a la recta GB, y la recta BD. Ahora bien, es evidente que
todo esto es treinta. (Rashed, 2007, pp. 138-141; Hughes,
1986, p. 246).

El resto de la demostracion transcurre de forma similar a la
anterior:

Es evidente que la recta BE es la raiz de doscientos, y que la
recta GB y BC es igualmente la raiz de doscientos. Ya que la
recta EH se ha hecho igual a la recta CB, ser4 evidente que lo
que se ha substraido de la recta GB, que es treinta, es dos rai-
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Figura 3

ces de doscientos. Pero dos raices de doscientos es la raiz de
ochocientos (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p.
246).

Y concluye:

Lo que habia que demostrar. He aqui la figura (Rashed, 2007,
pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 246).

La tercera demostracién que vamos a examinar es diferente, y
no tiene parangén con ninguna de las demostraciones que al-
Khwarizmi hace en su libro. No es una demostracién con
figuras geométricas del estilo “ingenuo’, con la garantia de
verdad en lo que se ve, sin dudar de ello, que acabamos de ver
en practica en las dos demostraciones anteriores. Lo que al-
Khwarizmi quiere demostrar no es ahora un célculo con radi-
cales, sino una adicién de dos expresiones con especies, cuyo
resultado ha enunciado en el capitulo “Sobre la adicién y la
substraccién” unas pdginas antes®:

(100 + &2 — 20x) + (50 + 10x — 2x%) = 150 — &2 — 10x

El mismo al-Khwarizmi explica por qué no va a hacer una
demostracion con figuras:

En cuanto a cien y un tesoro menos veinte raices, a las que se
afiaden cincuenta y diez raices menos dos tesoros, no le con-
viene ninguna figura porque estd compuesta por tres espe-
cies diferentes, tesoros, raices y ntimeros, y no hay con ellas
lo que les sea igual, para que pueda ser representado en una
figura (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, pp. 246-
247).

En las demostraciones mediante figuras de los algoritmos de
solucion de las formas candnicas compuestas que hace al-
Khwarizmi, la manera que tiene de representar las tres espe-
cies depende efectivamente de que lo que ha de representar es
una ecuacion. En efecto, al-Khwarizmi representa los tesoros
mediante cuadrados y las raices mediante rectangulos en los
que un lado representa la raiz (del tesoro) y el otro el nimero
de raices, con lo que las raices es también una superficie.

Para representar la tercera especie, los simples numeros, al-
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Khwarizmi recurre al artificio de que éstos estén representa-
dos por toda la superficie de la figura, lo que puede hacer ya
que los simples niimeros estan relacionados con las otras dos
especies por substraccién o adicién en las ecuaciones. Esto no
puede hacerse si no se trata de representar una ecuacion, sino
una expresion algebraica como las que tiene que representar
ahora, por eso dice al-Khwarizmi que “no le conviene una
figura” porque tiene las tres especies y “no hay con ellas lo que
les sea igual”.

Al-Khwarizmi concluye esta explicacién con una frase enig-
mdtica:

Pudimos hacer una figura de ello, pero no sensible (Rashed,
2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Nada mas nos dice al-Khwarizmi de esa “figura no sensible’,
porque ante esta dificultad abandona el recurso a las figuras
sensibles en las que cortar, trasladar y pegar para ver lo que se
quiere demostrar (y tampoco recurre a esa enigmatica “figura
no sensible”), para hacer lo que podemos llamar el primer
precursor del que tenemos noticia de una demostracién pura-
mente algebraica: una demostracién que se hace simplemen-
te en el terreno de la expresion en el sistema de signos del
algebra sin recurso a las figuras. Al-Khwarizmi la llama
demostracion mediante palabras (al-lafz), o por la expresion

» o«

(Cremona traduce “verbis’, “por las palabras”):

En cuanto a su necesidad es evidente en palabras’ [por la
expresion] (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Esta es la demostracién “por la expresién” o “en palabras”:

Sabes en efecto que tienes cien y un tesoro menos veinte rai-
ces. Ya que le has afiadido cincuenta y diez raices, resulta
ciento cincuenta y un tesoro menos diez raices porque estas
diez raices han restaurado las veinte raices substraidas a diez
raices (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Al-Khwarizmi trata las expresiones por partes, considerando
que las dos que se van a aiadir constan de una parte que es la
cantidad digamos principal o inicial, y otra que es la cantidad
que se le ha quitado, y por tanto le falta a la cantidad inicial, y
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ha de restaurarse en el curso de los calculos, si se quiere llegar
a una forma canénica. Ese es el sentido que tiene al-jabr, la
operacion fundamental del célculo: la restauracion de lo que
falta. Lo primero que hace aqui al-Khwarizmi es restaurar las
veinte raices substraidas a la primera cantidad (cien y tesoro)
con las diez raices de la segunda cantidad, con lo que consigue
restaurar parte de lo que le falta a la primera. Ahora puede
tratar el caso de los dos tesoros que le faltan a la segunda can-
tidad:

Queda pues ciento cincuenta y un tesoro menos diez raices;
habia un tesoro con el cien; asi, cuando has substraido de
cien y un tesoro los dos tesoros substraidos de cincuenta, un

NOTAS

tesoro se anula con un tesoro y te queda un tesoro. Resulta
pues ciento cincuenta menos un tesoro menos diez raices
(Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986, p. 247).

Y concluye

Lo que habfa que demostrar (Rashed, 2007, pp. 140-141;
Hughes, 1986, p. 247).

inaugurando asi una nueva forma de demostrar, cuya historia
vale la pena indagar®. Sin embargo, no puedo dejar de pensar
que me hubiera gustado ver esa “figura no sensible” que al-
Khwarizmi dice haber hecho, pero que se guardé para si.
HISTORIAS |

1 Se supone que el libro de célculo hindu lo escribié al-Khwarizmi después
del libro de dlgebra, porque al comienzo de él cita el libro de élgebra.
Aungque esa hipétesis es plausible, cabe que no fuera asi ya que no se con-
serva ningun testimonio del libro de calculo hindt que no esté mezclado
con textos procedentes de otras fuentes (ver la entrega de estas historias
de al-Khwarizmi subtitulada “Los Libros”, Puig, 2008). Ademads, que al-
Khwarizmi atin no hubiera escrito su libro de cédlculo hindd no excluye
que no conociera ya la representacién de los nimeros hindd que luego
contribuirfa decisivamente a difundir en todo el mundo.

2 El historiador tunecino Mahdi Abdeljaouad hace, en su introduccién a un
texto del siglo x1v de Ibn al Ha’im, un comentario del mismo orden: “se ve
funcionar una lengua matematica, totalmente retérica, pero que respon-
de a las reglas lingiiisticas especificas de la lengua algebraica”
(Adbeljaouad, 2003, p. 11). Es ese responder a reglas especificas lo que
permite hablar del sistema algebraico de signos del texto de al-Khwarizmi,
aunque todo él sea “retdrico’, es decir, no use mas materia de la expresién
que la materia de la expresién de la lengua verndcula.

3 En la traduccién latina de Cremona, las cosas no son exactamente igua-
les. “Diez menos cosa por diez menos cosa” es “Decem re diminuta in
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decem re diminuta”, en donde “diminuta” viene del verbo “diminuere”,
substraer, y, por tanto, estd mas cerca de “cosa substraida” que de “menos
cosa” En consecuencia, cuando Cremona traduce la frase contra la gra-
mética drabe “illa shay’ fi illa shay’ mal za’id (menos cosa por menos cosa,
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