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ntroducci()n

El campo de la Diddctica de la Matemdtica, durante la déca-
da de los noventa, consideré la problematica del aprendizaje
de las matemadticas en términos de procesos cognitivos y ya no
como una simple adquisicién de competencias y de habilida-
des segtin Azcarate, C. y Camacho, M. (2003). Ademas, en ese
mismo tiempo, se amplia el campo de los problemas investi-
gados, hasta entonces muy centrado en los conceptos basicos
de las matematicas de la ensefianza primaria (que correspon-
de al “pensamiento matemdtico elemental” entre los cuales
cabe destacar la Diddctica de la Geometria, por ejemplo), a
cuestiones relacionadas con el pensamiento matematico pro-
pio de los curriculos de los dltimos afos de bachillerato y pri-
meros cursos universitarios.

Recordemos que Piaget, ] (1896-1980) destaco lo siguiente: en
la etapa de las operaciones formales (de los 11 afios en ade-
lante) los adolescentes pasan de las experiencias concretas
reales a pensar en términos légicos mas abstractos. Son capa-
ces de utilizar la légica propositiva para la solucién de proble-
mas hipotéticos y para derivar conclusiones. Son capaces de
emplear el razonamiento inductivo para sistematizar sus
ideas y construir teorias sobre ellas; pueden usar el razona-

miento deductivo para jugar el papel de cientificos en la cons-
truccién y comprobacién de teorias. Pueden usar un lengua-
je metaforico y simbolos algebraicos como simbolos de sim-
bolos. Son capaces de pasar de lo que es real a lo que es posi-
ble, pueden pensar en lo que podria ser, proyectdandose en el
futuro haciendo planes en teorias cognoscitivas en la etapa de
desarrollos formales.

Relevancia del trabajo para la Educaciéon
Matematica

Cuando nos referimos a procesos cognitivos implicados en el
pensamiento matemédtico avanzado, pensamos en una serie
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de procesos matemadticos entre los que destaca el proceso de
abstraccidn, la cual consiste en la substitucién de fenémenos
concretos por conceptos confinados en la mente. Segtn
Azcarate, C. y Camacho, M. (2003), de los cuales tomaremos
parcialmente en cuenta sus reflexiones, no se puede decir que
la abstraccién sea una caracteristica exclusiva de las matema-
ticas superiores, como tampoco lo son otros procesos cogni-
tivos de componente matematica tales como analizar, catego-
rizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar,
formalizar, pero resulta evidente que estos tres ultimos
adquieren mayor importancia en los cursos superiores: la pro-
gresiva matematizaciéon implica la necesidad de abstraer, defi-
nir, demostrar y formalizar. Por otro lado, entre los procesos
cognitivos de componente mas psicoldgica, ademdas de abs-
traer, podemos citar los de representar, conceptualizar, indu-
cir y visualizar. Sin embargo, en las matematicas elementales
las descripciones se construyen sobre la experiencia (percep-
cién visuo-espacial, interaccién con proceptos' operaciona-
les), mientras que en el mdas alto nivel de las matematicas
avanzadas (conocimiento formal), las propiedades de los obje-
tos se construyen a partir de definiciones. Debemos estar
pendientes ya que saberse de memoria la definicién de un
concepto no garantiza en absoluto comprender su significado;
en realidad, comprender quiere decir tener un esquema con-
ceptual de forma que se asocien ciertos significados a la pala-
bra que designa el concepto: imagenes mentales, propiedades,
procedimientos, experiencias, sensaciones.

Marco tedrico y calidad bibliografica

En los Modelos Cognitivos se considera de acuerdo a Azcarate,
C.y Camacho, M. (2003), por un lado, la definicién de un
concepto matemdtico como una secuencia de palabras o una
definicion verbal del concepto, fruto de su evolucion histéri-
ca. Se podra distinguir entre las definiciones formales, conve-
nidas y aceptadas por la comunidad cientifica de los matema-
ticos en un momento dado (que se suelen encontrar escritas
en los libros y mas atin en manuscritos antiguos), y las defini-
ciones personales que utilizan las personas (estudiantes, pro-
fesores, matemadticos) como interpretacién, construccién o
reconstruccion de una definicién formal.

Sfard (1991) habla de dos tipos de concepciones de un mismo
concepto matemadtico: las concepciones que llama operacio-
nales cuando se tratan las nociones matemadticas como proce-
sos dindmicos, algoritmos y acciones, y las concepciones
estructurales cuando se consideran los conceptos matemati-
cos como objetos abstractos estaticos. Si bien afirma que los
dos tipos de concepciones son complementarias “la habilidad
para ver una funcién o un niimero, a la vez como un proceso
y como un objeto es indispensable para una comprensién pro-
funda de las matemadticas, cualquiera que sea la definicién de
comprender” (On the dual nature of mathematical concep-

tions: reflections on processes and objects as different sides of
the same coin, Educational Studies in Mathematics, Vol. 22,
pp. 1-36). Por ejemplo: la expresion flx)= x*—9 representa
simultdneamente el proceso de cémo calcular el valor de la
funcién flx) para un valor particular de x y el objeto, es decir
el concepto de funcién para un valor general de x. Se habla de
un procepto “molde”

En cuanto a las expresiones:

X .
lim , im——, —
=l x-] 220 x =1 2

2.9 senx & 1
)y

representan el proceso de tender a un limite y el objeto valor
del limite, pero sin incluir el procedimiento de cdlculo especi-
fico para obtener ese valor. En este caso se trata de un pro-
cepto “estructural” Segtin Azcarate, C. y Camacho, M. (2003),
de aqui surge la necesidad de describir y aprender cémo fun-
cionan ciertos sistemas de representacion: representaciones
de escritura decimal de los nimeros, representaciones grafi-
cas de formas (funciones o no), representaciones de la escri-
tura literal y algebraica, representaciones que son las figuras
en geometria, las cuales vamos a tomar muy en cuenta en el
desarrollo del presente articulo.

Metodologia y resultados

Duval (1996), considera dos caracteristicas esenciales de la
actividad matematica: el cambio y la coordinacién de los
registros de representacién semiética. Por ejemplo, si se con-
sideran los registros de representacion: lingiiisticos (lenguaje
natural, escritura algebraica, lenguaje formal) u otros regis-
tros (figuras geométricas, gréaficos cartesianos, tablas, etc.), se
entiende por cambio de registro de representacion “a la con-
version de la representacion de alguna cosa en una represen-
tacion de esta misma cosa en otro sistema semiético”. Por
ejemplo, “realizamos un cambio cuando al resolver un pro-
blema matemdtico usamos un gréfico cartesiano para repre-
sentar una funcion y en el siguiente paso de la resolucién,
expresamos con una ecuacion algebraica la misma funcién”.
(Quel cognitif retenir en didactique des mathématiques?
Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol. 6, 3, pp.
349-382. (1999). Actas del PME 23, pp. 3-26).

La actividad geométrica involucra tres clases de procesos
cognitivos: La visualizacién, el razonamiento y la construc-
cién. Los cuales se deben desarrollar separadamente. Bishop
(1983).

Falacias y Sofismas Geométricos

La Falacia se define como engafio y Sofisma mediante “falso

” o«

razonamiento para inducir a error’;, “argumento, razonamien-



to falso a pesar de una apariencia de verdad” Engafiar es dar
una apariencia de verdad a lo que es mentira, y por tanto
entenderemos en matematica a falacia y sofisma como sinéni-
mos y con el significado de que mediante un razonamiento
falso, pero aparentemente verdadero se obtiene una conclu-
sion falsa la cual proviene de un error en el razonamiento que
a veces no es facil detectar, que puede no ser inmediato de
percibir. Veamos los siguientes ejemplos:

a) “Demostrar” que en todo triangulo la longitud de un
lado es igual a la suma de las longitudes de los otros dos
lados.

Solucién: Consideremos el tridngulo ABC y los juntos medios
de sus lados A B,y C, como muestra en la figura 1:

Figura 1: Primera configuracién del ejemplo anterior.

donde la recta que une los puntos medios de dos lados de un
tridngulo es paralela al otro lado.

Al unir los puntos A y B, con C, se obtiene la poligonal
AB C.A B. Demostremos que la longitud de esta poligonal es
igual a AC + CB.

En efecto, como B,C/A C es un paralelogramo, entonces
B,C,=CA,y C,A,=B,C como ademds,

AB, +BC=AC y CA +AB=CB

tenemos que:

AB +BC,+C,A +AB=AB +CA +BC+AB=AC +CB

De manera andloga procedemos con los tridngulos y obtene-
mos la poligonal cuya longitud se demuestra, con un razona-
miento semejante, que es igual a AC + CB.Veamos la figura 2:
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Figura 2: Otras nuevas configuraciones del ejemplo anterior.

Si seguimos con este proceso indefinido, observamos en las
sucesivas gréficas que los lados de las poligonales obtenidas se
hacen cada vez mas pequenas y sus vértices “tienden” a estar
en el segmento AB, pero, la longitud de las poligonales es
siempre igual a AC+CB. Luego, en el “limite” la poligonal que
se obtiene es el lado AB 'y por consiguiente AC+CB=AB. Dé
una explicacién al por qué de esta conclusion falsa provenien-
te de un razonamiento aparentemente correcto y de observa-
ciones visuales.

Sugerencia: Obtenga una sucesién de poligonales {L } _ la
cual es una sucesidn constante con valores iguales a
L=AC+BC; luego el “limite” cuando “ # tiende a infinito” es la
misma constante L distinta de AB.

Nota: Es importante indicar que cuando se tiene una suce-
sién de poligonales {P } como las del ejemplo anterior, que

tiene como “limite” una curva, en este caso el segmento AB
no siempre es cierto que el limite de las longitudes de P, sea

igual a la longitud de la curva limite, en este caso la longitud
AB.

Podemos revisar Barreto (2008b) donde se demuestra geomé-
tricamente que en cualquier tridngulo rectdngulo se cumple la
relacién Pitagorica:

AC +BC =AB

Donde AC y BC son las longitudes de los catetos (lados que
forman el angulo recto) y AB es la longitud de la hipotenusa
(lado que se opone al dngulo recto).

Donde haciendo AC = @, BC = b y AB = ¢ tenemos que se
cumple que a*+b*=c?® lo cual se dedujo usando figuras como
las de la figura 3.

Ahora bien, de acuerdo con la figura 3 sabemos que la longi-
tud de la hipotenusa en este tridngulo denominado isorrec-
tangulo es V2, el cual se puede decir que fue unos de los
ntmeros que dieron origen a los nimeros irracionales.
Veamos como un razonamiento falso como el anterior nos
conduce a una contradiccion.
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Figura 3: A la izquierda vemos la divisién de cada cuadrado en
tantos cuadraditos como unidades tenga los cuadrados originales
construidos sobre los lados del tridngulo rectdngulo notable, apli-
cando una aprehensién operativa de cambio (figura 2). A la dere-

cha dividimos los dos cuadrados construidos sobre los lados del

triangulo isorrectangulo, siguiendo las diagonales, para obtener
ocho piezas de forma triangular, aplicando una aprehensién ope-
rativa de cambio figural en el tridngulo isorrectdngulo.

b)Mediante un Razonamiento andlogo al del problema
anterior, con un tridangulo isorrectangulo, Demuestre que

V2 =2.

Figura 4: Tridngulo isorrectangulo (tridangulo isésceles que tam-
bién es rectangulo y que los lados que forman el angulo recto
denominados catetos son iguales. En este caso iguales a la unidad

de medida.

Como segtn el teorema de Pitdgoras tenemos que: AB* = 12 +
12 =2. Luego AB = V2 (1).

Figura 5: Configuraciones realizadas a la Figura 4 de arriba, de acuerdo
con lo realizado en la figura 2 del ejemplo (a).

Si realizamos los célculos del ejemplo (a) notamos que de
acuerdo con la figura 5 tenemos:

1
AL +AC +CB +BE=_+ 4+

N |~
N | =
N | =

E+A2C2+C2M+MCI+C1N+NC3+C3BZ+§~3=
1 1.1 1 1 1 1 1

=—+—F—F—F—F—F+—+—=2
4 4 4 4 4 4 4 4

Si continuamos con este proceso observamos que los lados de
las poligonales obtenidas se hacen cada vez mds pequenas y
sus vértices “tienden” a estar en el segmento AB luego en el
limite, la longitud de esa poligonal es igual a AB = 2 (2) Asi, de
(1) y (2) tenemos que V2=2. Lo cual es una falacia o sofisma.

¢) Otra falacia de tipo geométrico es el siguiente: “la longitud
de cualquier semicircunferencia es igual a su didmetro.”

Sugerencia: razone considerando la semicircunferencia dibuja-
da abajo de centro en Oy didmetro AB = 2R. Veamos la figura 6:

Figura 6: Primera configuracién del ejemplo anterior.

Luego, dibujemos semicircunferencias de radio R/2 y cuyos
centros son los puntos medios de los segmentos OA y OB res-
pectivamente. Veamos la figura 7:

Figura 7: Configuracién del ejercicio (c).



Denote por L, la suma de las longitudes de estas dos semicir-
cunferencias. De manera andloga proceda con estas dos ulti-
mas semicircunferencias. Podemos considerar las semicir-
cunferencias con centro en los puntos medios A,, A,, B, y B,
de los segmentos 14711, @, OT-?l y BTB respectivamente y con
radio R/4. Denote por L, la suma de las cuatro semicircunfe-
rencias, y asi sucesivamente.

Vea que las semicircunferencias obtenidas tienen longitudes
cada vez mas pequeiias y que la curva compuesta por la reu-
nién de todas ellas “tienden” a confundirse con el segmento
AB y como la suma de las longitudes de todas esas semicir-
cunferencias es igual a TR entonces tenemos que TR = AB. La
“longitud de la semicircunferencia de didmetro AB es igual a
su diametro” Ademds, como AB =R entonces del resultado
anterior obtenemos que 1 =2. ;Cémo se explica esta falacia.

En un curso de maestria que tome en la Universidad
Pedagégica Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico
Barquisimeto denominado Historia de la Matemdtica
Discreta con un destacado profesor llamado Douglas Jiménez,
el cual tiene una amplia trayectoria en historia de la matema-
tica y es referencia en este articulo y casi todo lo escrito por
este autor, se discutid el origen de la letra ity se tomo en cuen-
ta la proposicion 2 del duodécimo libro de los Elementos de
Euclides que nos dice que: “los circulos son uno a otro como
los cuadrados de sus didmetros”. En la referencia de Barreto, |
(2009b) se dice que en el lenguaje moderno, si es A el area de
un circulo i de didmetro d, entonces

2
ﬁ = d% 0]
4, 4,
Independientemente de los circulos y A, A,. El cual en nota-
cién de proporcién es: A : A,:d *d,>

Estd demostrada en los Elementos con una base tedrica pro-
vista por uno de los mejores discipulos de Platén, el matema-
tico Eudoxo. Se conoce como método de exhaucién y es uno
de los antecedentes del moderno célculo integral. La demos-
tracion segiin vimos en el desarrollo del curso de maestria
procede por comparacién del drea del circulo con las dreas de
los poligonos regulares inscritos en la circunferencia y el and-
lisis de las pequenas diferencias entre estas dreas, que se redu-
cen al aumentar el nimero de lados de los poligonos. Sin
embargo, demostraciones como estas, basadas en procesos
que potencialmente estamos en capacidad de repetir cuantas
veces deseemos, es decir lo que hoy llamamos procesos infi-
nitos, mostraban la dificultad de conseguir la cuadratura del
circulo. Arquimedes se apoyo en la proposicion 1 del duodéci-
mo libro de los elementos de Euclides que dice: “los poligonos
semejantes inscritos en circulos son el uno al otro como los
cuadrados de sus didmetros” Aunque cabe destacar que
Arquimedes no uso poligonos circunscritos sino que razono
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por reduccién al absurdo, la cual era un razonamiento muy
usado en estos tiempos para evitar los procesos infinitos.

Nos cuenta Jiménez (2004), que manteniendo la linea de pen-
samiento Griego orientada hacia la comparacién de figuras,
Arquimedes demuestra que cualquier circulo “es igual” (es
decir, tiene la misma drea) que un tridngulo rectdngulo uno de
cuyos catetos es igual al radio del circulo y el otro igual a la
circunferencia del circulo, como se muestra en la Figura 8:

Figura 8: Cuadratura aproximada del circulo segin Arquimedes.

En la discusion del curso se noto que si en la férmula para cal-
cular el area del tridngulo deducida en Barreto (2008a, 2009c)
tenemos que A,=CR/2, donde denota el drea del tridngulo
rectangulo y el area del circulo calculado anteriormente es
A.=TR? con A denotando el drea del circulo. La longitud de
la circunferencia C es precisamente demostrada por Arqui-
medes, usando doble reduccion al absurdo, tenemos que:

A=A, (2)

De donde obtenemos que nR*=CR/2 asi que C=2nR. En nota-
cién moderna usamos L en vez de C para denotar la longitud
de la circunferencia. Aqui si razona Arquimedes por doble
reduccién al absurdo suponiendo desigualdades en ambas
areas, las cuales surgen de usar poligonos inscritos o circuns-
critos.

Ejercicio: Enuncie estos problemas de longitud de la circunfe-
rencia y de area del circulo en un lenguaje actual y demués-
trelos usando limites de sucesiones.

El nimero m aparece como una constante que Arquimedes
encuentra de la ecuacion (1), donde viéndolo de otra manera es:

A A A __A_,

— =—>.Y de manera general: ilz =—2==—
d’ d, d’* d, d

De donde obtenemos usando el hecho de que el didmetro es
el doble del radio de la circunferencia lo siguiente:

A= kd® = A= k(2r)* = A= kar*= A= (4K)r>

De aqui, notando que si la constante m=4k observamos que
k=1/4 el cual es la forma que tiene precisamente la constante
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para hallar aproximaciones de este ntmero irracional.
Veamos algin mentor de aproximaciones importantes de este
numero trascendente (o trascendental)®: En 1674 el alemén G.
Leibnitz da la serie:

o 1 11
Z=1-Z 4+ Z 2.

4 3 57

Pero presenta problema pues tienen que sumarse unos 19
millones de términos para conseguir 7 decimales correctos.
La férmula desarrollada por Leonhard Euler quedaria como
sigue:

1—1+1+1—1—1+
3.2° 3.3 5.2° 5.3% 7.27 7.3

1
+__
3

S a
N | =

“

En esta época se solia utilizar la letra “p” (peripheria) para
designar a la razén entre circunferencia y didmetro, aunque
algunos, como el inglés William Jones (1706), ya utilizaban el
simbolo 1. Fue Leonhard Euler quien introdujo este simbolo
de forma definitiva al utilizarlo en su libro “Introductio in
Analysin Infinitorum”, publicado en 1748. Anos mas tarde, en
1764, Euler encontraria otra férmula de convergencia répida.
En 1761 Lambert demuestra que 1 es irracional, y en 1794
Legendre prueba un resultado un poco mas fuerte: que m?
también es irracional. En 1882 el holandés Lindemann de-
muestra que 1 es trascendente, lo cual supone (entre otras
cosas) que la cuadratura del circulo es imposible. Este proble-
ma habia permanecido sin resolver durante mas de 2000 afos.

Las matematicas son la tnica ciencia en la que siempre se
sabe exactamente de que se habla y en la que se esta seguro
de que cuanto se dice es verdadero. Emile Borel* (Francés,
1871-1956).

Ahora veamos algunas falacias aparentes que han surgido
revisando un poco la historia de la matemadtica, estas falacias
son comunmente llamadas paradojas (idea extrafa o irracio-
nal que se opone al sentido comdn y a la opinién general) por
un filésofo griego que vivié unos 4 siglos antes de Cristo lla-
mado Zenoén. Es conocido por sus paradojas, algunas de las
cuales niegan la existencia del movimiento. Zendn intenté
probar que el espacio no estd formado por elementos discon-
tinuos y, concretamente, que no existe el movimiento. La
paradoja de Aquiles y la tortuga han llegado hasta nuestros
dias y siguen atormentando a los estudiantes de filosofia.
Aristételes y Simplicio dijeron que los argumentos de Zenén
son falacias. A veces las representaciones gréaficas nos ayudan
a la demostracién de muchos teoremas; y nos pueden servir
de orientacion, de guia, en la demostracidn; nos suministran
las “intuiciones® geométricas” que nos serviran para formular
teoremas y demostraciones.

a) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién en analogia con las paradojas de Zendn, en

donde partimos de una barra de longitud 1 (una unidad)
y luego dividamosla sucesivamente por mitades, veamos
la figura 9:

Figura 9: Particién de una barra de longitud 1 (una unidad de
medida) en una sucesién de mitades cada vez mds pequeiias.

i. Estas construcciones geométricas “sugieren” cudl puede
ser el valor de la siguiente “suma infinita” (Prueba
Gréfica):

1 1 1 1
— =4t —F..=1
2 4 8 2"

« Justificacién de la respuesta anterior: la suma de todos
los pedazos obtenidos en la barra es igual a la longitud
total de la misma. Por lo tanto, esto “sugiere” que esa
suma infinita de partes de la unidad es igual a la unidad.

ii. Demuestre analiticamente la validez de la respuesta que
di6 en la parte i.

Sugerencia: Forme la progresiéon geométrica:
a =a !
n 1

Donde a_es el término n-ésimo, a, es el primer término y r es
la razén de la progresion. Ademds, la suma finita viene dada
por:

S :al(l—r”‘l)

; .Cona, # 0
1-r

Cuando esta suma es infinita® es llamada serie geométrica y
escribimos



Es decir, la suma infinita de S_y tenemos que cuando |r|<1
ocurre que:

- a
k=0 1-r

Solucién: Obsérvese que los términos de esa suma constitu-
yen una progresiéon geométrica de términos, cuyo término
enésimo se halla de la siguiente manera:

1
dl—g,
()
>4 o202) 2 2}’
i)
g 2la) 22 2]’
1 1(1) (1Y) (1Y
i)

1 11 Yy
an:_n:_ ? :al —_
2" 2|2 2

Y observamos que la razén es r=1/2 Asi, nos queda la suma
finita:

1 1(1) 1(1Y (1Y
S,=a,ta,+ta,+-+a,=—+—| = [+=| = [ +-+=| =
2 212 2l2 2| 2

Donde el primer término es a,=1/2, luego, de acuerdo con la
sugerencia para calcular la suma infinita tratamos de calcular
el limite siguiente:

limS, = Zalrk

n—oo %=0

La cual es llamada serie geométrica. Como la razén es menor
que 1 tenemos que:

‘I\JM—'

NP
ayryr =— -—= =
; S Y -1
2

N RN -
Il
—_

Por lo tanto, a,+a,r+a,r’*+..+a,r"+..=1.Por convencién r’=1y
1
ri=r.

Asi:

|
+
|
+
| =
+
+
+
Il
—
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b) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién, en donde partimos de un cuadrado de lado
1 (una unidad) y luego vamos tomando puntos medios
de los lados de los cuadrados y rectangulos que se van
obteniendo sucesivamente, como observamos en los
dibujos de la figura 10:

Figura 10: Particién de unos cuadrados o rectangulos, partiendo
de un cuadrado de lado 1 (una unidad de medida) y se forman
una sucesion de mitades cada vez mds pequenas.

i. ;Qué indican los niumeros colocados en esos cuadrados y
rectangulos?

Respuesta: Son las areas de los respectivos cuadrados y rec-
tangulos que intervienen en el proceso descrito.

ii. Dibujemos las figuras geométricas que se obtienen en las
dos iteraciones que siguen. Veamos la figura 11:

Figura 11: Particién de unos cuadrados o rectangulos y firmamos
una nueva iteracién.

iii. Las figuras antes dibujadas “sugieren” cual puede ser el
valor de la siguiente “suma infinita” (prueba grafica):

« Justificacién de la respuesta anterior: estas construc-
ciones sugieren que la suma de las dreas es igual al area
total, que en este caso es igual a una unidad cuadrada,
puesto que al iterar indefinidamente el proceso resul-
tante es el area del cuadrado mas grande que es uno.

iv. Demuestre analiticamente la validez de la respuesta que
dio en la parte iii.

Sugerencia: use lo sugerido en la parte ii del ejercicio ante-
rior.
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c) Observe las construcciones geométricas que hacemos a
continuacién, en donde partimos de un tridangulo equila-
tero que tiene area A véase la figura 12:

Estado Inicial Primera Iteracion Segunda Iteracién

Figura 12: A la izquierda notamos el estado inicial, es decir el
tridngulo equildtero sin ninguna iteracién. En el centro tenemos
la primera iteracién’ construyendo cuatro tridngulos congruentes
dibujando el “situado mas al centro” en negro o en un tono de
este y continuando con el proceso en cada uno de los tridngulos
que habriamos dibujado en gris tenemos a la derecha la segunda
iteracién.

La figura asi obtenida por iteracion es un Fractal®, denomina-
do tridngulo o fractal de Sierpinski (polaco, 1882-1969).

i. Hagamos el dibujo correspondiente a la tercera iteracion.
Véase la Figura 13.

Figura 13: Ahora tenemos la tercera iteracién en el tridngulo
equildtero.
ii. Denotemos {A }  por la suma de las dreas de los tridn-
gulos dibujados en negro en la n-ésima iteraciéon (n>1)
siendo A=A el area del tridngulo inicial. Calcula 4, 4., A,.

iii. ;Cudl supone que puede ser el término n-ésimo A , en
funcién de A y de n?

iv. Calcule {A } . cuando 7 tiende a infinito (n — o).

Sugerencia: Recuerde que:

limb" =0, si |b|<1

n—yo0

d) Podemos hacer una “comprobacién geométrica” (no es
una demostracién) para la suma de los primeros nime-
ros impares la cual proviene de la época de Pitagoras’.
Veamos la figura 14:

Figura 14: Comprobacién geométrica de la suma de los primeros
nimeros impares.

En el cual se van formando cuadrados con esos puntos y en los
lados del cuadrado hay # puntos (n>1). Esta construccion geo-
métrica sugiere el resultado #? es decir, si la suma de los pri-
meros términos de la progresién aritmética es: S =1+3+
5+..+(2n-1). Entonces, S = > (Verificarlo)

Interpretaciones y Conclusiones

En el articulo pudimos hacer el andlisis de algunos engafios
causados por falacias y sofismas geométricos, en los cuales
nuestros estudiantes aprenderdn partiendo de situaciones
netamente intuitivas, las cuales les servirdn para plantear la
solucién en un plano analitico, el cual no siempre es ficil, pues
desde tiempos inmemoriales el ser humano ha tenido proble-
mas con la idea aunque sea intuitiva de infinito. El problema
de infinito potencial planteado anteriormente es en muchos
casos dificil de entender a primera vista, pero con el tiempo
de meditacién, mucha practica mental se logra asimilar,
logrando encontrar la solucién en el infinito actual.
Recomiendo la sabia escritura de Jiménez, D. ampliamente,
siendo esta persona un ser excepcional y muy buen profesor,
ayudando en el noble deber de la ensenanza y es referencia
nimero uno en todos mis articulos. |
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derecho a expresarlas. Francois Marie Arouet Voltaire
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1 Procepto es una traduccién que usa Azcérate, C y Camacho, M. (2003),
de la expresién original inglesa procept, que proviene de proceso (pro-
cess) y de concepto (concept).

2 Es cuando se aiaden (quitan) a la configuracién inicial nuevos elemen-
tos geométricos (creando nuevas subconfiguraciones).

3 Esta historia es tomada de parcialmente de la pagina Web:

http://centros5.pntic.mec.es/ies.de.bullas/dp/matema/conocer/numpi.htm

4 Se encuentra entre los primeros matemadticos que emitieron opiniones
dentro de la concepcién de los intuicionistas, que es una de las escue-
las del pensamiento matematico.

5 La palabra intuicion proviene del latin “intuitio” de “in” que significa
“en” y de tueri” que significa “ver”. Su significado es el “conocimiento
claro o inmediato de verdades que penetran en nuestro espiritu sin
necesidad de razonamiento”. “Es la captacién inmediata y directa de un
objeto por un sujeto”. Debemos tener cuidado pues podemos caer en
falacias geométricas.

6 El simbolo sumatoria P (Letra Griega Sigma) se utiliza para escribir de
manera abreviada una suma. Por ejemplo si queremos escribir S
=124+22+...+n?utilizando la notacién X la hacemos asi:

5=3 )
j=1

que se lee la suma o sumatoria de j* por j variando desde j=1hasta n. En
lugar de utilizar el indice j, podemos usar otro indice cualquiera, por
ejemplo:

s=Y k=35
=) =)

7 Iterar significa repetir o reiterar. Iteracion es la repeticién de acciones
andlogas.

8 Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura bdasica se repite en
diferentes escalas. El término fue propuesto por el matematico Benoit
Mandelbrot en 1975. En muchos casos, los fractales pueden ser gene-
rados por un proceso recursivo o iterativo, capaz de producir estructu-
ras auto-similares independientemente de la escala especifica. Los frac-
tales son estructuras geométricas que combinan irregularidad y estruc-
tura.

9 Nativo de la isla de samos en el Asia Menor (S. VI a. C). Fue el funda-
dor, en Crotona (Sur de Italia) de la escuela Pitagdrica a la cual se deben
muchos aportes importantes a la matemadtica entre ellos el conocido
Teorema de Pitdgoras.
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