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Este trabajo aborda el enriquecimiento del conoci-
miento del estudiante sobre el concepto de mediana.
Esto se persigue estableciendo conexiones entre las
propiedades geométricas y estadisticas, tanto para la
ensenanza secundaria como para los primeros cursos
universitarios.

La geometria ofrece un escenario ideal para el enri-
quecimiento curricular. Por un lado, explorar las pro-
piedades y profundizar en las construcciones permite
al estudiante aplicarlas en la resolucion de problemas
que no podrian abordarse Gnicamente con una de-
finicién aprendida memoristicamente.

Por otro lado, la posibilidad de presentar pruebas y
demostraciones permite acercarlos al razonamiento
matematico asociado a la notacidn, la secuenciacidén
logica, la deduccidn o la induccién. Ademas, la utili-
zacion de software dinamico como GeoGebra, abre

un campo de exploracién y validaciéon de conjeturas.

Hay una amplia bibliografia que analiza las relaciones
entre la media aritmética y el baricentro geométrico,
puesto que este traslada las propiedades de la media
aritmética al plano. Autores como Margolis (1979)
defendieron el uso de la geometria para presentar
conceptos estadisticos basicos a estudiantes. El trabajo
de Sarkar y Rashid (2016) tenia como objetivo prin-
cipal el de desarrollar una forma visual para la com-
prension de la media aritmética de un conjunto de
puntos, asi ayudaba a los estudiantes a reconocer fa-
cilmente que la media es sensible a valores extremos.
Sin embargo, no son tan conocidas algunas propie-
dades de la mediana desde una perspectiva geomé-
trica.

En esta sesion se plantea el enriquecimiento en este
sentido: «<Reposando»!, parindonos a analizar el con-
cepto de mediana y retando al estudiante a probar
resultados a partir de la experimentacién con la ma-
nipulacién de imagenes.
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En el lenguaje habitual utilizamos numerosos térmi-
nos que podriamos asociar a medidas de tendencia
central: habitual, acostumbrado, tipico, mismo, regu-
lar, mayoria, clasico, estereotipo, esperado, normal, co-
rriente, convencional... La Real Academia Espafiola
de la Lengua define mediana como de calidad inter-
media. Moderado, ni muy grande ni muy pequeno.
Alude a la idea de posicién intermedia. Esta sesion
de ESTALMAT se inicia con una pregunta aparen-
temente ingenua: ;Por qué en matematicas se utiliza
la palabra mediana en estadistica y en geometria?
¢Representan la misma idea?

Con esta excusa, se comparte una lluvia de ideas con
los estudiantes en relacién a lo que conocen sobre la
mediana.Vamos a profundizar en esta posible relacion
en varias tareas, comentando algunos de los aspectos
mas interesantes para gestionar la puesta en comun.

Tarea 1. Mediana en estadistica

Supongamos un conjunto de datos, stiene la mediana
alguna interpretaciéon geométrica?

La definicidn se orienta a elementos de posicidén en
la recta real. Una vez ordenados los datos, la mediana
es el valor central. Cuando los datos son discretos e
impares, la unicidad de soluciéon es evidente, pero
¢qué ocurre cuando los datos son pares, hay unicidad
en la definicién?

Esta situacidn se aprovecha para hablar de la impor-
tancia de los convenios que se adoptan en algunas
definiciones matematicas.Y se les orienta a que in-
vestiguen la definicién formal de mediana de un
conjunto de puntos en la recta real, tanto en el caso
discreto como en el continuo.

Tras esta discusion, se dirige la puesta en comun a
que relacionen la definicién con una interesante pro-
piedad.

— ¢Qué significa esta formula?

mind_ |x.- K| =3_|x- Mediana|

Tras recoger sus impresiones, se verbaliza la propie-
dad de que la mediana minimiza la suma de los va-
lores absolutos de las diferencias de los datos a
cualquier punto de la recta real. ;Por qué se cumple
esta propiedad?

Para que investiguen, se les presentan distintos casos,
tanto con un numero par de datos como con un nu-
mero impar.

En el nimero impar, se puede visualizar (figura 1)
que la suma de los valores absolutos de las diferencias
se minimiza en la mediana (punto rojo), pues esta en
el interior de los diferentes intervalos encajados cuya
suma de longitudes es la minima de las sumas posi-
bles. Utilizando el deslizador de GeoGebra, pueden
comprobar que esa suma es mayor en cualquier otro
punto e intentar formalizar su argumentacion.

Figura 1. Representacion de la
mediana de un conjunto de puntos

Otras alternativas para la comprobacion empirica es
definir una funcioén (figura 2) que vaya calculando la
suma de los valores absolutos de la diferencia en los
distintos puntos del intervalo. Vamos a ilustrarlo en
el caso de la mediana para los valores 1,2,4 y 10. En
la figura 2 se observa que todos los puntos compren-
didos entre 2 y 4, generan sumas minimas en las di-
ferencias en valor absoluto. Luego se vuelve a
retomar la unicidad o no en la definiciéon de la me-
diana cuando hay un ntmero par de datos, aten-
diendo a esta propiedad.

Como elemento de enriquecimiento se les pide que
demuestren esa propiedad para cualquier conjunto
de datos discretos en la recta real, utilizando lenguaje
formal matematico.
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Figura 2. Funcién de la suma de los valores absolutos
de la diferencia en los distintos puntos del intervalo

Una vez presentada la demostracion, se retoma la
idea inicial de resaltar aspectos geométricos en la de-
finicién estadistica de la mediana. Han aparecido
conceptos geométricos, como la posiciéon y la mini-
mizacion de distancias que podrian servirnos de pis-
tas para relacionar los significados geométricos y
estadisticos de la mediana. Seguimos...

Tarea 2. Mediana en geometria

Si definimos la mediana en un tridngulo como el
segmento que une un vértice con el punto medio
del lado opuesto, ;existe alguna interpretacion desde
el punto de vista estadistico?

Para orientarles en esta busqueda se les plantea que
intenten probar las siguientes afirmaciones. Para ello,
pueden utilizar distintas construcciones con GeoGe-

bra.

a) ;La mediana divide al triangulo en dos partes
de igual area?

b) ;Las tres medianas se cortan en un punto, que
se denomina baricentro?

c) G=(A+B+C)/3. :El baricentro es la media
aritmética de los tres vértices?

La primera propiedad (figura 3) se deduce de obte-
ner dos triangulos con igual altura y con la misma
longitud de la base. Esta propiedad de dividir el trian-
gulo en dos partes iguales podria estar relacionada
con la definiciéon de mediana como distribuciéon
central. Se les invita a investigar si historicamente se
introdujo antes el concepto estadistico o el geomé-
trico o a estudiar diferentes usos de la palabra me-
diana en la vida cotidiana de los que podrian haberse
derivado (mediana de una carretera, hermano me-
diano...).

La ultima propiedad intuye una relaciéon con la esta-
distica por investigar. Pasamos a la exploracién con

GeoGebra para responder a las siguientes preguntas:

— ;Por qué las tres medianas se cortan en un
unico punto? (figura 4)

Mediana

A M C
@ ® ®

Figura 3. Mediana de un triangulo

A C

Figura 4. Baricentro de un tridngulo
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— ;Por qué el baricentro se obtiene como la
media aritmética de los vértices?

Mas alla de esperar demostraciones formales basadas
en ecuaciones de rectas utilizando coordenadas (que
se les muestran tras la experimentacién y el trabajo
con GeoGebra) se les reta a encontrar propiedades
que puedan originar esa aparente coincidencia.

Por ejemplo, la media aritmética cumple la propiedad
de que la suma de las diferencias a todos los datos es

0.

— ¢Coémo se interpreta esa relaciéon con el bari-
centro?

— St las diferencias entre dos puntos se identifi-
can con vectores, ;qué nos dice esta propiedad
sobre el baricentro?

— ;Es el centro de masas de los tres vértices del
triangulo?

También se les invita a indagar sobre la «traduccion»
de propiedades de la media aritmética al baricentro
geométrico y viceversa (tabla 1).

Si a un conjunto de datos
se le suma una constante,
la nueva media aritmética
es la media anterior mas
esa constante.

Si a un tridngulo se le
aplica una traslacién, su
baricentro... (COMPLETA)

Si todos los datos se Si a un triangulo se le

multiplican por una
constante, la nueva media
aritmética es la media
anterior... (COMPLETA)

La media aritmética de los
cuadrados de las
desviaciones de los valores
de la variable con respecto
a una constante cualquiera
se hace minima cuando
dicha constante coincide
con la media aritmética.

aplica una homotecia, el
nuevo baricentro...
(COMPLETA)

Tabla 1. Propiedades de la media

aritmética y el baricentro

En este momento se hace hincapié en lo interesante
de haber encontrado relaciones entre la geometria y
la estadistica. Asi se pueden trasladar propiedades co-
nocidas en un campo para el otro.Veamoslo.

Tarea 3. Vision estadistica-geométrica
Por ejemplo,

— Tenemos tres puntos (A, By C) y sea G su
media aritmética. S1 M es la media aritmética
de A y B, entonces G=(1/3)C+ (2/3)M. Es
decir, se pondera con los pesos de los conjun-
tos en los que se ha dividido.

Se prueba este resultado sustituyendo en expresiones
algebraicas, pero ;qué propiedad geométrica del ba-
ricentro se deduce de la anterior propiedad?

Tras el trabajo individual y la puesta en comtn en
pequenos grupos, se muestra la conocida propiedad
de que el baricentro dista 1/3 del vértice y 2/3 del
punto medio opuesto.

Pero volviendo a los resultados de la tarea 1, sparece
que la mediana geométrica estd mas relacionada con
la media aritmética que con la mediana estadistica?
Vamos a investigar la propiedad de minimizar la dis-
tancia.

Tarea 4. Investigamos los puntos
notables de un tridngulo

Inicialmente, de un modo experimental, se les pide
que investiguen si algunos de los puntos notables que
conozcan de un triangulo, minimiza la suma de dis-
tancias a los vértices.

Para ello, utilizan GeoGebra y un fragmento de las
propiedades de algunos puntos notables (Liébana,
Ramirez y Moreno, 2018) y la definicién de punto
de Fermat. Se les deja como linea de investigaciéon
mis alla de la sesidn para que indaguen en estas pro-

piedades (tabla 2).



Abraham Lopez Viveros, Rafael Ramirez Uclés y Antonio Moreno Verdejo - Suma 97 53

Puntos notables Propiedades

Circuncentro ?
Baricentro &?
Ortocentro &?
Incentro &?

Minimiza la suma de distancias a
los vértices

Otros (Nagel, Spieker) ¢?

Tabla 2. Actividad para indagar propiedades de puntos
notables

Definicion: Se llama punto de Fermat al punto del
plano para el cual la suma de las distancias a los vér-
tices de un tridangulo dado es minima.

Proposiciéon 1. Para un tridangulo con angulos menores
de 120 grados, el punto de Fermat coincide con el
punto interior al tridngulo con el que los lados del
tridngulo subtienden angulos de 120 grados.

Proposiciéon 2. Cuando el tridngulo es obtusangulo
con algun angulo mayor o igual a 120 grados, el
punto de Fermat coincide con el vértice correspon-
diente a dicho angulo.

Segtin lo anterior, la propiedad de la mediana de mi-
nimizar la suma de distancias se corresponde con el
punto de Fermat.Vamos a investigar varios procedi-
mientos para ver si aparece algun elemento que dé
pistas sobre aspectos estadisticos.

Tarea 5. Investigamos el punto
de Fermat

El objetivo es descubrir en las distintas construccio-
nes del calculo del punto de Fermat, algunas ideas
relacionadas con la posicion central (figuras 5y 6). Para
ello comprueban la proposicion anterior en la cons-
truccion de la propiedad de que el angulo de vision
desde el punto de Fermat a los vértices es de 120 grados
(Moreno, Lopez y Ramirez, 2021).

Un caso interesante es el triangulo obtusingulo de
120 grados. Con la herramienta de arrastre, se ob-

serva en las construcciones qué ocurre en angulos
mayores y como varia el punto de Fermat.

m

Figura 5. Demostracién de Torricelli

Figura 6. Demostracién de Simpson
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Tarea 6. Punto de Fermat
para n puntos

Como ampliacién de la tarea anterior, se les muestra
la generalizacion de la propiedad de minimizar la
suma de distancias, mostrando la construccion del
arbol de Steiner para cuadrilateros (figura 7). Se pone
el énfasis en el reconocimiento de los angulos de 120
grados como elementos para minimizar.

A continuacidn, se les motiva con una nueva cues-
tién. Hemos visto que, en el caso de los triangulos,
no siempre coincide el punto de Fermat (propiedad
de la mediana) con ninguna de las medidas estadisti-
cas que conocian (media aritmética, mediana de las
coordenadas por separado...). ;Ocurre algo diferente
en los cuadrilateros, es decir, el punto de Fermat
coincide con la media aritmética?

Tarea 7. ;Qué es la media aritmética
de los vértices de un poligono?

En esta tarea se propone que comparen en diferentes
poligonos el resultado de calcular la media aritmética
de los vértices y el punto que minimiza la suma de
las distancias. Para ello, utilizan GeoGebra y la herra-
mienta de arrastre para minimizar la funcioén de suma
de distancias. Posteriormente se les pide que verifiquen
la conjetura de que el punto que minimiza la suma

Figura 7. Arbol de Steiner para un cuadrilatero

de distancias es el punto de corte de las diagonales
en los poligonos convexos (Moreno, Lopez y Rami-

rez, 2021) (figura 8).

Tarea 8. Modelizacion

Como actividad final, se les presenta la siguiente pre-
gunta y que busquen problemas de la vida cotidiana
que tendrian relacion:

— ;Coémo se calcula el centro de una determi-
nada region del plano?

En la lluvia de ideas pueden surgir varias propuestas:

— La media aritmética de esa region.
— El centro de la circunferencia mas pequefa
que contenga a todos los puntos.

En relacion a la primera, se les presenta el procedi-
miento utilizado en Geografia para localizar el centro
geografico de una regiéon. Para modelizarlo utili-
zando GeoGebra, se les motiva a que tomen puntos
de la regién y a que hagan la media aritmética:

— ;Coémo afecta el muestreo de esos puntos en
la localizacion del centro geografico?

En relacion a la segunda propuesta, el problema no
es trivial. Seria equivalente a buscar el punto que mi-
nimizara la maxima distancia al resto. Un problema
podria ser la instalacién de un dron en un punto de
una regién para que llegase ripidamente a cualquiera

3
A 8 -

Figura 8. Cuadrilateros convexos
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de los puntos de dicha regién (como podria ser el
caso de apagar un incendio).

Se muestran algunos ejemplos de mapas reales para
que investiguen cuando el punto medio de los dos
puntos mas alejados resuelve este problema.Y si es
posible aplicar esta estrategia cuando no hay un con-
junto de puntos discretos. La prueba de estas tltimas
cuestiones se deja como un reto abierto, para que
contrasten los resultados empiricos que obtienen con
las distintas construcciones con la posibilidad de for-
malizar el caso general.

Conclusiones

El enriquecimiento curricular desde esta propuesta,
supone detenerse a profundizar en un concepto, re-
produciendo para ello los métodos de investigacion
en matematicas. Con este trabajo, el estudiante pro-
fundiza en el concepto de mediana probando pro-
piedades y verificando relaciones entre las propieda-
des geométricas y estadisticas del término mediana.
Hemos intentado destacar la importancia de la in-
terpretacion geométrica de los conceptos estadisticos

1 Nuestra propuesta de enriquecimiento curricular no se
basa en transmitir muchos conocimientos sino en asentary re-
posar los nuevos contenidos, profundizando en ellos y en los

para ampliar el conocimiento de estos, pero también
para abrir al estudiante el campo de problemas que
pueden ser modelizados con este concepto.
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modos de trabajo matematico: técnicas de argumentacion, es-
trategias de resolucién de problemas... (Ramirez y Flores,
2016)





