Realidad aumentada
con GeoGebra
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Recientemente GeoGebra ha publicado una nueva
aplicacion para dispositivos méviles 108§, Geo-
Gebra AR. La aplicacién se puede descargar en
la App Store.

Ademas, en la aplicacion Calculadora Grafica
3D, tanto en su version para Android como para
IOS han incluido el botén de realidad aumentada.
En este articulo exploraremos las posibilidades
de ambas aplicaciones.

¢Qué es la realidad aumentada?

La realidad aumentada (RA) es el conjunto de
tecnologfas que permite al usuario mezclar ima-
genes reales con imagenes virtuales mediante dis-
positivos electrénicos. El nombre viene precisa-
mente de las aportaciones que se pueden realizar
al observar una imagen real a través de un dis-
positivo electronico.

Algunas caracteristicas de la realidad aumen-
tada son:

— Combina elementos reales y virtuales.

— Es interactiva en tiempo real, es decir, los
elementos virtuales interaccionan con el
movimiento del usuatio.

— Esta realizada en 3D.



Para poder visualizar la realidad aumentada
es necesario disponer de algin elemento tecno-
légico que mezcle la realidad con los elementos
virtuales. Existen diferentes tipos de visualiza-
cion:

— Nivel 0. Es el nivel mas bajo y ofrece la in-
teraccion minima con el mundo fisico. Las
aplicaciones enlazan el mundo fisico con
el virtual mediante el uso de cédigos de
barras y codigos en 2D (por ejemplo, los
cédigos QR).

— Nipel 1. Las aplicaciones utilizan marca-
dores, patrones en 2D que desencadenan
la aparicion de objetos tridimensionales
sobre ellos.

— Nipel 2. Las aplicaciones utilizan imagenes,
objetos o coordenadas GPS para super-
poner la informacion virtual.

— Nivel 3. Es el nivel mas alto y estarfa com-
prendido por dispositivos como gafas o
lentillas que proyectan informacion sobre
lo que se esta viendo en tiempo real.

GeoGebra realiza una realidad aumentada de
nivel 3 a través del moévil mezclando imagen real
con imagen virtual sin necesidad de ningtin mar-
cador.

GeoGebra AR

Para poder disfrutar de la nueva gpp es necesario
realizar algunas comprobaciones técnicas ya que
no todos los dispositivos cumplen los requisitos
necesarios para su funcionamiento.

Tanto para Android como para IOS es nece-
sario disponer de las librerfas (conjunto de he-
rramientas de software pequefio y auténomo
que ofrece una funcionalidad muy especifica al
usuario) de Realidad Aumentada de cada plata-
forma, en Android el software necesario es AR-
Core y en I0OS es ARKit. Para poder usar la app
ARy la calculadora grafica 3D con AR es nece-
sario que nuestro dispositivo soporte esas libre-
rias.

Se pueden consultar los dispositivos compa-
tibles para Android en Google Play y en App
Store para los dispositivos 1OS.

Figura 1. ARCore. Android

Figura 2. ARKit. 10S

Ambas aplicaciones funcionan de forma si-
milar, por tanto, realizaremos los ejemplos con
una de ellas.

Primeros pasos

Al pulsar sobre la app AR nos aparecera una ven-
tana para detectar una superficie y dos lineas de
entrada.

Una vez detectada la superficie es posible «co-
locar objetos» sobre ella. Para ello tenemos dos
opciones: colocar los objetos predefinidos o es-
cribir funciones = f(x, ).

GeoGebra ofrece los siguientes objetos pre-
definidos:

— Sdlidos platonicos

— Triangulo de Penrose
— Piramide de Sierspinski
— Balén de futbol

— Funcién 3D

— Botella de Klein

— Superficie reglada

— Escalera helicoidal.

En todos estos objetos es posible mover el
movil como si los objetos estuvieran realmente
en la superficie, permitiendo explorar su interior,
su exterior, propiedades, etc.

También es posible anadir dos funciones del
tipo = f(x,7) en las dos lineas de entrada que se
encuentran en la parte inferior de la pantalla.

Con esta opcién podemos jugar a encontrar
la ecuacion de multitud de objetos cotidianos.



{Cémo se puede construir un baldn de
futbol a partir de un icosaedro regular?

Figura 3. Balon de futbol

Esta grafica muestra la funcion z=x*y. Toma
una captura de pantalia que muestre las
pardbolas, y otra que muestre solo lineas
rectas, JDonde estan los ejes x, y, 27

Figura 4. Funcién 3D

Toma una secuencia de capturas de pantalla
donde entres en la botella, sigas el tubo y
finalmenta gquedes atrapado en el cuello de
la botella

Figura 5. Botella de Klein

Pero creemos que la verdadera potencialidad
de la realidad aumentada de GeoGebra esta en
la integracion de la realidad aumentada en la app
Calculadora Grafica 3D.

Al iniciar la Calculadora Grafica 3D, nos apa-
rece el interfaz 3D de GeoGebra (figura 6). Si
nuestro dispositivo lo soporta, en la esquina in-
ferior derecha aparecera el botén que nos per-
mitira realizar realidad aumentada.

Al pulsar en ese botén, nos aparecera la ima-
gen que se obtiene a través de la camara del
movil y un aviso que nos dice:

Muévete lentamente para detectar superficies.
Una vez detectada la superficie, GeoGebra

colocara virtualmente los objetos que hayamos
construido en la vista 3D.

Figura 6. Interfaz GeoGebra 3D

Algunas propuestas

Objetos cotidianos

Una buena opcién para comenzar con la realidad
aumentada es intentar representar un objeto co-
tidiano y ver sus posibilidades.
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o El desarrollo del cubo es conocido por todos,
pero podemos explorar las diferentes configura-
ciones que genera el cubo y verlas en directo.

Pero quizas donde puede mostrar toda su po-
tencia es en la visualizacion de esos cuerpos geo-

métricos no tan estandar (figuras dela 7 ala 12).

Figura 7. Cubo

76

SWMC,

Figura 8. Modelo sobre el cubo

Figura 9. Modelo sobre el cubo
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Figura 12. Desarrollo modelo 3



Para ello podemos recurrir a las construccio-
nes existentes en <geogebra.org>. Una estu-
penda coleccién de poliedros la podemos en-
contrar en el perfil de José Manuel Arranz
<https:/ /www.geogebra.org/u/arranz>.

Usar la realidad aumentada con construccio-
nes ya elaboradas es realmente sencillo, al iniciar
la aplicacion, en la parte superior izquierda nos
aparece el icono =, pulsando accedemos al
menu de la @pp. En la opcién Buscar podemos
introducir el nombre de la construccion que que-
remos abrir. Hay que recordar que solo podremos
abrir construcciones disefiadas en 3D.

Otra opcion es conocer la url de la construc-
ci6én e introducir el codigo que aparece al final

(figura 13).

https://www.geogebra.org/m/nDz3w6Ts#material, FF588 DnRI

Figura 13. Url de una construccion de José Manuel Arranz

Actividad 1

Muévete (figura 14) y responde a las siguientes preguntas:
— ¢Cuantos cuadrados azules hay? ¢Y rojos?

— ¢Cuantos triangulos?

— ¢Cuantas caras confluyen en un vértice?

— Comprueba la férmula de Euler para este poliedro

Figura 14

ILa visualizacion con realidad aumentada es
perfecta para observar propiedades matematicas
de cuerpos geométricos y explorar como si estu-
viera fisicamente delante de nosotros.

Podemos proponer a los alumnos explorar la
dualidad entre cubo y octaedro a través de su vi-
sualizacion con realidad aumentada.

La siguiente actividad es muy asequible para
realizar directamente en la app.

Actividad 2

— A=(-1-1,0)

—B=(1,-1,0)

Con botén punto medio .*" obtenemos el punto medio de tres
caras marcando dos vértices opuestos de una cara.

— K=PuntoMedio(H,A)

— L=PuntoMedio(E,G)

— M=PuntoMedio(E,G)

Escribimos:

— Octaedro(K,M,L)

A continuacion, podemos activar la realidad aumentada y ver
nuestro cubo y su dual encima de la mesa (figura 15).

éComo serd el poliedro que se obtiene al unir los puntos
medios de las aristas del cubo?

Figura 15

Mobiliario urbano

El mobiliario urbano es una gran fuente de ins-
piracién para usar la realidad aumentada de
GeoGebra. Observemos el macetero de la figura

16.
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o Una vista entrenada, y este podria ser un ob-
jetivo, rapidamente vera un paraboloide sobre
tres esferas. Con la aplicacién en mano, nos lan-
zamos a intentar comprobar nuestra hipotesis

(tigura 17).

78

91 Figura 16

— 0287 028y =07 L2 =02

Figura 17

Una buena idea es escribir los pardmetros que
influyen en el paraboloide usando deslizadores.
Asi escribimos:

—m=tx*+1y?

GeoGebra creara dos deslizadores m y t que
nos permitiran ajustar nuestro paraboloide al pa-
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raboloide real del macetero. Ajustando los valores
obtenemos la ecuacion del paraboloide:

0,28 x2-0,287%+=0,2

Una vez ajustado el paraboloide intentamos
encontrar las tres pequefias esferas. Un primer
intento nos lleva a introducirlas 2 mano escti-
biendo:

(x—A&)2+y>+ ({—ﬂ)z =2

Otra vez mas usamos los deslizadores para
ajustar nuestra esfera con la esfera real.

Nos acercamos con el mévil y ajustamos hasta
que nuestra esfera sea tangente al paraboloide y
al plano XY. A continuacion, efectuamos un giro
alrededor del eje Z de 21/3, y otro giro mds para
obtener la tercera esfera.

Sin embargo, no es facil ajustar la tangencia
con realidad aumentada, intentemos modelizar
por completo el problema. Para ello nos pasare-
mos a la version de escritorio o la version web
de GeoGebra.

Fijando una altura 3= £ y representado el
plano y=0, obtenemos las figuras 18 y 19.

Figura 18

Figura 19



Con el punto .4 podemos obtener la ecuacion
de la esfera. Para ello trabajaremos en el plano
XZ como si fuera el plano XY:

0,28 x*—0,28 y*+2=0,2
{JZO

Obtenemos la paribola 3=-0,28 x*+0,2.

Dibujamos la recta tangente y la recta normal a
la parabola por el punto 4. Podemos usar la vista
CAS para realizar todas las operaciones (figura 20).

Una vez que hemos comprendido el problema
en el plano podemos llevarlo al espacio.

Supongamos la esfera § centrada en el punto
C(x,9,%) que es tangente al paraboloide en el
punto A y al plano z=0.

Se tiene que verificar que d(C,.A)=d(C, 7).

Por tanto, escribiendo en la barra de entrada:
@A) =292+ (A=) *+ (A -2)* =
Obtenemos el lugar geométrico de los puntos

del espacio que equidistan de .4 y del plano T
(figura 21).
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Figura 20

Figura 21. Puntos equidistantes a Ay el plano z=0

Ya solo resta calcular la interseccion de la
recta normal al paraboloide en el punto A con el
lugar geométrico obtenido anteriormente para
obtener el centro de la esfera buscada.

Por ultimo, nos queda rotar nuestra esfera al-
rededor del eje Z un angulo de 21/3 (figura 22).

Una opcién que incorpora GeoGebra 3D es
la representacion 2D de un plano. Activando la
representacion 2D del plano 3= £, comprobare-
mos por qué las matematicas son tan bellas.

Figura 22. Modelo 3D del macetero

Figura 23. Representacion 2D del plano z=k

Conclusiones

Con esta pequefia introducciéon hemos preten-
dido explorar algunas de las posibilidades de la
realidad aumentada de GeoGebra.

Creemos que la modelizacién de objetos co-
tidianos es una actividad muy rica por la gran
cantidad de conocimiento que hay que desarrollar
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para lograr dicha modelizacion, y la realidad au-
mentada supone un gran elemento motivador
para iniciarse en ella.

Algunos de los ejemplos mostrados, como la
actividad 1 y la actividad 2, son realizables con
materiales manipulables, sin duda muy valiosos,
pero creemos que el uso de la realidad aumentada
permitira dar otro enfoque a problemas mas
complejos.

No podemos dejar de mencionar el problema
de los dispositivos, actualmente no todos los
dispositivos soportan esta tecnologfa. Sin em-
bargo, estamos convencidos de que este pro-
blema dejara de serlo en breve, pues la realidad
aumentada en todas sus variantes ha venido para
quedarse.
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