Las investigaciones sobre la ensefianza de las matematicas
problematica han comenzado a focalizarse en la
construcciéon de un conocimiento matematico profesional
necesario para buenas practicas docentes. Presentamos
un camino hacia el horizonte matematico del concepto de
areas de figuras planas. Esto nos permite tensionar la
matematica escolar y la matematica de la formacion, asi
como consolidar un esquema para el diseio de
dispositivos de formacion profesional de profesores de
matematica, tanto en formacidn como en ejercicio.

Palabras clave: Conocimiento matematico para la
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Desarrollo profesional de profesores de matematica.

Mathematics to teach or mathematics for teaching. The
case of computing areas of plane figures

Research on the teaching of mathematics has begun to
focus on the construction of a professional mathematical
knowledge necessary for good teaching practices. We
present a path towards the mathematical horizon of the
concept of area of plane figures. This allows us to constrat
the school mathematics and the mathematics of teacher’s
development, as well as to consolidate a scheme for the
design of professional development devices for both pre-
and in-servce mathematics teachers.

Keywords: Mathematics knoledge for teaching, Horizon
content knowledge, Profesional development of
mathematics teachers.
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¢Cuanta matematica tiene que saber quien ensefia
matematica? La vigencia de esta pregunta se evi-
dencia en los trabajos de Klein (2016), Santal6
(1993), Ma (2010), Ball, Hill y Bass (2005), Usis-
kin (2002), Schoenfeld y Kilpatrick (2008), Go-
dino (2009), Proulx (2009), Carrillo, Climent,
Contreras y Munoz-Catalan (2013). Estos autores
proponen tensionar la matematica escolar y la
matematica de la formacion, para lograr una
comprensiéon mas profunda acerca de la mate-
matica escolar, como una herramienta efectiva
de desarrollo profesional.

Inspirados en el concepto de horizonte del co-
nocimiento matemdtico (HCK), introducido por Ball,
Thames y Phelps (2008: 403) y que identifica el
tipo de conocimiento matematico que un profe-
sor debe saber para establecer relaciones entre
todos los conceptos matematicos incluidos en el
mapa curricular de la escuela, comenzamos a
buscar oportunidades para explicitar dichas ten-
siones: numeros racionales (Soto, 2016), seccio-
nes conicas (Soto, 2012) y resolucién de ecua-
ciones algebraicas (Soto, 2015), entre otras.

El presente trabajo contiene el analisis del
horizonte matematico del concepto de area de
figuras planas, que funcion6 como base de un
dispositivo de formacion destinado a profesores
de ensefianza primaria y secundaria en ejercicio.



Uno de los objetivos de este dispositivo es el de
analizar como se deben modificar las formas de
calcular areas de figuras planas a medida que sus
propiedades geométricas y topoldgicas cambian.
Empezamos identificando al triangulo como figura
basica para calcular areas de poligonos simples para
mostrar como la nociéon de triangulacion de figuras
planas se modifica cuando la propiedad de sizple
se abandona. Esto nos permite obtener la férmula
general de Green para el calculo de areas de figuras
planas, que aparece recurrentemente en la forma-
cién de profesores de matematicas.

Areas de figuras planas

El calculo del area de rectangulos ha sido un pro-
blema enfrentado por la humanidad desde hace
mas de 3000 afios aproximadamente (Soto, 2015),
y este concepto y su calculo se introducen pri-
meramente en la escuela. Justamente, el concepto
de area de figuras planas y su calculo esta presente
en los disefios curriculares a partir del cuarto y
hasta el noveno afio de escolaridad en Argentina,
(ver Nucleos de Aprendizajes Prioritarios, 2018).
Si nos concentramos en el calculo de areas de
triangulos: la f6rmula mas popular en los progra-
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Figura 1. Poligonos para los que usualmente se obtienen
en la escuela férmulas para el célculo del drea

mas de la escuela es (b X 5)/2, donde b es la me-
dida de alguna de las bases del triangulo y / es la
altura correspondiente. La validez de esta férmula
se basa en el hecho de que siempre un triangulo
se puede pensar como la mitad de un rectangulo
(¢por qué?). Y es a partir de la férmula para cal-
cular el area de un triangulo como se obtienen
férmulas para el calculo de areas de poligonos de
7 lados como se indica en la figura 1.

Es importante puntualizar que existen otras
formulas para calcular el area de un triangulo, al-
gunas de las cuales se presentan en el siguiente :

Teorema (Férmulas para el cdlculo del drea de un
trigngulo). Dado un triangulo ABC, donde las longi-
tudes de sus lados son respectivamente ¢, a y b,
sus angulos son A, By Cy el radio de la circunferen-
cia que contiene a sus vértices es R, su area se
puede obtener mediante las siguientes férmulas:

i. A:\/sx(s—a)x(s—b)x(s—c)

donde s=%b_"C
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2
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La primera férmula es la formula de Herén.
Una demostracion muy interesante se puede en-
contrar en Nelsen (2001). La prueba de la validez
de este teorema queda a cargo del lector.

Uno de los ingredientes para obtener las for-
mulas de areas de la figura 1 es la posibilidad de
triangular figuras planas. Para fijar ideas necesita-
mos la siguiente definicion:

Sea P un poligono simple de n lados. Una triangu-

lacion para P es una descomposicion de P en trian-

gulos que satisfacen las siguientes condiciones:

1. cada tridngulo esta totalmente contenido en P;

2. los vértices de cada triangulo son vértices de P;

3. los triangulos dos a dos tienen a lo sumo un lado
en comun.

Se sigue entonces que la descomposicion del
pentagono regular de la figura 1 no satisface una
de las condiciones de la definicién (¢por qué?).
Sin embargo las descomposiciones del pentigono
de la figura 2 si satisfacen las condiciones de la
definicion.



Figura 2. Triangulaciones diferentes de un pentdgono

Este tipo de triangulaciones depende de la
existencia de diagonales en poligonos simples
entendidas como segmentos cuyos extremos son
vértices de Py estan contenidas en P. El hecho
de que siempre es posible triangular una figura
plana simple de acuerdo a la anterior definicion
se resume en el siguiente teorema:

Teorema (de triangulacion). Todo poligono P simple
de n vértices puede ser particionado en triangulos
afiadiendo cero o mas diagonales.

ILa demostracion de este resultado se puede
ver en O’Rourke (1993). Se basa en que todo
poligono de 7 vértices tiene un vértice convexo
(o un angulo interior menor a 180°) y una diago-
nal, como las definidas en la figura 3.

/

Figura 3. El cuadrilatero HIJK tiene dos diagonales,
una totalmente contenida en el interior y la otra no.

Cada triangulacién de un poligono de 7 vér-
tices utiliza #» — 3 diagonales y produce 7 — 2
triangulos (¢por quér) (O’Rourke, 1993). Leonard
Euler, en 1758 aproximadamente, demostré que
cualquier poligono convexo de 7 lados admite
, (2n—4)!

" (n=Dl(n—2)!

triangulaciones diferentes.

Este numero, se denomina e/ n-ésimo niimero de
Catalan (Gardner, 2014). Un detalle interesante es
que en 1730 el matematico chino Antu Ming es-
tudio estos nimeros, independientemente del tra-
bajo de Euler (Larcombe, 2011). Por ejemplo, el
nimero de triangulaciones diferentes de un pen-
tagono es £ = 5, como se muestra en la figura 2.

Como vivimos en el mundo de las coordena-
das, gracias a René Descartes (jpor supuestol), y
tres puntos no alineados determinan un dnico
triangulo (¢por qué?), resulta interesante pregun-
tarse si es posible utilizar las coordenadas de los
vértices del triangulo para obtener su area.

Teorema (Férmula para el drea de un triangulo). El
area de un triangulo de vértices A, By C, denotado
por (A, B, C), cuyas coordenadas son respectiva-

mente (x, ¥,), (x,, ¥,) ¥ (x5, ¥,), sera:

x oy 1
(A,B,C):% X, y, 1 [1]
X, Y, 1

Para demostrarlo basta considerar los lados
del triangulo como vectores y usar el producto
vectorial. Ver Poole (2007: 26), Grossman (2007:
257) y Klein (2016: 5), entre otros.

La férmula [1] involucra el determinante de
una matriz 3% 3, lo que sugiere que el orden en el
que enumeramos los vértices del triangulo va a
fijar su signo: si los vértices del triangulo se recorren
en sentido antihorario, va a tener signo positivo
(¢por qué?). En general, para un poligono simple
de 7 lados se tiene el siguiente resultado, conocido
como la fdrmmnla de la lazada (Braden, 1980):

Teorema: Si los vértices de un poligono simple de n
lados de coordenadas (x,, y,), (x,, ,), ., (x,, ¥.), s&
ordenan de acuerdo al recorrido antihorario de su
perimetro, entonces su area es:

1 . X; Y
2; Xiw Vi [2]

dondex  =x ey

n+l1 - yl

La demostracion se basa en la posibilidad de
triangular cualquier poligono simple, haciendo
induccién sobre el nimero de vértices.

Hasta ahora todos los resultados asociados al
calculo de areas encerradas por poligonos re-
quieren que los mismos sean simples, es decir,
poligonos cuyos lados no se intersecten entre si

en puntos que no sean sus vértices. Cabe pre-



guntarse entonces si es posible generalizar la for-
mula [2] para calcular el area de un poligono 7o
simple, como el que se muestra en la figura 4.

El resultado establecido en el teorema de trian-
gulacion para un poligono depende de la existencia
de diagonales, entendidas estas como se mencion6
anteriormente. Ahora bien, en el caso de poligonos
no simples, la existencia de diagonales enteramente
contenidas en el interior deja de ser cierta como
se puede observar en la figura 4.

Figura 4. Poligono no simple
sin diagonales contenidas en su interior.

Supongamos que etiquetamos con 1, 2, 3...
n— 1, nlos vértices del poligono que queremos
triangular, de modo que sean recorridos en sen-
tido antihoratio. Si denotamos (1, 2, ..., #) el
area del poligono 1,2,3,...#n—1,7y si 0 es cualquier
punto del plano, entonces el area del poligono
estara dada por el siguiente resultado:

Teorema (Férmula para el drea de un poligono). Si
la frontera del poligono se recorre en sentido anti-
horario 1,2,...,n-1,n, su area es:

(1,2,...,n)=(0,1,2)+(0,2,3)+...

...+(0,n—1,n)+(0,n,1) (3]

donde cada terna representa el drea del triangulo cu-
yos vértices son las coordenadas de dicha terna. Cada
area se calcula utilizando la formula [1]. Mas aun,
(1, 2, ..., n) no depende de la eleccién del punto 0.

Para demostrarlo se hace induccion sobre el
numero de vértices (Klein, 2016: 12).

Si queremos calcular el area del poligono HIJK
de la figura 3 usando la férmula [3], tenemos que
enumerar sus vértices. Por ejemplo, H=1,1=2,
] =3y K= 4 entonces la férmula [3] se lee:

(1,2,3,4)=(0,1,2)+(0, 2, 3)
+(0,3,4)+(0,4,1)
donde el punto 0 coincide con H. Entonces
0, 1, 2) = 0 (gpor qué?), (0, 2, 3) corresponde al

area del triangulo HIJ, (0, 3, 4) corresponde al area
del triangulo HJK que es negativa al ser recorrido
en sentido horario y (0, 4, 1) = 0 (gpor quér).
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Figura 5. Triangulacién del cuadrildtero RSTU
utilizando un punto auxilar 0.

Ejercicio 1
Para el poligono que aparece en la figura 4, utilizar la triangula-
cién sugerida en la figura 5 para determinar las coordenadas de
sus vértices de modo tal que el area encerrada resulte cero, po-
sitiva o negativa.

Figura 6. Estrella pitagdrica

Ejercicio 2

Calcular el drea encerrada por la estrella pitagérica que aparece
en la figura 6 utilizando la férmula [3].

La idea de triangulacion que utiliza la férmula
[3] sitve también para aproximar areas de figuras
curvilineas. Veamos el caso del area encerrada por
una circunferencia de centro Oy radio 7. Para ello
dividamos la regién encerrada por la circunferencia
en triangulos ORT como indica la figura 7.
Siel punto O es el origen, utilizando la represen-
tacion de puntos del plano mediante coordenadas
polares y la formula [4], se tiene que:

OR T :TZXSCHE . )
(O.R,T) =202 (;por quéd



Notar que el area (O, R, T) es positiva, (ipor
qué?). Si definimos € = 21/7, donde 7 es el nd-
mero de triangulos de la triangulacion, el area
del circulo se aproxima por:

232 X sen 28

i/
2

Si aumentamos el numero de tridangulos, o
equivalentemente 7 — 9, el area del circulo re-
sulta 4 =T X7~

Figura 7. Triangulacién de una circunferencia

Si pensamos ahora en una figura curvilinea
cualquiera, podemos aproximar su area como hi-
cimos con la circunferencia y estableciendo el
sentido de recorrido antihorario, obtenemos el
siguiente corolario del conocido teorema de

Green (Marsden y Tromba, 2004: 505):

Teorema (Area encerrada por curvas planas). Si la
frontera de una curva cerrada simple se recorre en
sentido antihorario, el area encerrada por ella es:

%f(xdyfydx) [4}

Para demostrarlo seguimos las ideas de Klein
(2016: 14). Sin pérdida de generalidad tomamos
el punto O como el origen de coordenadas del
plano cartesiano. Definiendo el triangulo OPP,
cuyos vértices tienen coordenadas (0, 0), (x, ») y
(x+ dx, y + dy), como se muestra en la figura 8,
entonces tenemos:

0 0 1
OPR)= x5 1= (=)
x+de y+d 1

4 (x+dx, y+dy)

Figura 8. Triangulacion del area encerrada por la curva C

Para aproximar el area encerrada por la curva
C, sumamos las areas de todos los tridngulos como
el anterior mediante los que particionamos el area.
Sihacemos que dx — 0y dy — 0 simultaneamente
obtenemos la clasica formula de Green [4].

Reflexiones finales

Este trabajo pretende presentar una forma de ten-
sionar la relacién entre la matematica escolar y la
matematica profesional en el contexto de disposi-
tivos de formacion docente. Hacer explicito el ho-
rizonte de un concepto de la matematica escolar
ofrece una herramienta de desarrollo profesional
tanto para futuros profesores como para profe-
sores en ejercicio, asi como también permite esta-
blecer relaciones con generalizaciones de concep-
tos enseflados —Ila férmula de Herén es un caso
particular de la férmula de Bramagupta (Coxeter
y Greitzer, 2013: 73-76)—, o con matematica es-
pecializada (Rosenberg, Spillane y Wulf, 2008).
Los caminos hacia el hotizonte no son unicos,
por tanto el presente trabajo lejos esta de ser ex-
haustivo. A modo de cierre queremos dejar las
preguntas para la reflexion que emergieron en la
implementacion de este dispositivo sobre las
practicas docentes:
— ¢Es necesario ensefiar un catdlogo de for-
mulas para hallar el area de figuras planas?
—:Qué saberes movilizan los estudiantes al-
rededor del concepto de area?
— ¢Coémo esta realizacion del horizonte mate-
matico del concepto de area puede incidir
en la forma de pensar y planificar la ense-



fianza del concepto de area y su calculo en
la escuela?

— ¢Cémo incide el uso de las tecnologias (soft-
ware de geometria dinamica) en la perti-
nencia de este horizonte matematico al mo-
mento de pensar la ensefianza del concepto
de calculo de 4drea de figuras planas?
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