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En la primera parte del articulo dedicado a Felix 03
Klein, publicado en Suma 82, nos centramos en smags
los aspectos topoldgicos por los que este gran
matematico de inicios del tercer milenio es co-
nocido.

Por una parte, vimos cémo de un cuadrado
se derivan el cilindro, la esfera, el toro, la banda
de Mobius y la botella de Klein utilizando ins-
trucciones de pegado topoldgico con nomencla-
tura de colores y vectores.

Por otra, se destaco el papel que la topologia
de esos objetos geométricos ha desarrollado en
ambitos, en un principio no matematicos, como
el cine. Y todo ello a través de los didlogos futuros

que un chico llamado Santiago mantenfa con
personajes ilustres de la historia de las matema-
ticas recreados virtualmente por el ordenador de
la nave espacial en la que viajaba. Dicho ordena-
dor estaba encarnado en la personalidad virtual
denominada HAL, como el ordenador consciente
de la célebre odisea espacial dirigida por Stanley
Kubrick en 1968.
Ahora, en esta segunda parte del articulo, el
E n pu e rt a S d el punto de atencion pasa dc? las matemétifas al
matematico y a la persona. Siempre acompafiados
por Santiago conoceremos con mas detalle como

[ ] [ ]
te rce r m I I e n I 0 pensaba y cémo vivié el hombre Felix Klein.
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NOVIEMBRE
2016

94

+
5%3

8. Felix Klein. Primeros pasos

FeLIX KLEIN: Hola, yo naci en cuadrados de na-
meros primos.

SANTIAGO: ¢Como es eso?

FELIX KLEIN: Naci el 25 de abril de 1849, es
decir, 5% del 22 del 43°. El lugar de mi nacimiento
fue Disseldorf, Prusia (que después formé parte
de Alemania) de la que mi padre era Secretario
del Gobierno, por lo que mi nacimiento fue todo
un acontecimiento que incluso fue publicado en
los periédicos de la época.

Vivi en mi ciudad natal hasta que entré en la
Universidad de Bonn, donde estudié matematicas
y fisica (1865-18606). Esta tltima materia era la
que mas me atrafa y por lo que obtuve un puesto
de asistente de laboratorio del matematico y fisico
Plicker, pero este me supervisé mi doctorado
con una tesis matematica sobre geometria lineal
y aplicaciones a la mecanica, que era de su interés
por esa época. Justo cuando me estaba docto-
rando fallecié mi tutor, dejando incompleta su
inmensa obra sobre fundamentos de la geometria
lineal, por lo que se me asigné para terminar la
segunda parte de la nueva geometria del espacio
de Plicker.

ALFRED CLEBSCH: Yo estaba en Géttingen en
1868, y en 1869, Klein visité nuestra universidad
y lo conoci. Me caus6 una fuerte impresion; tanto

Sophus Marius Lie

Nota historica

es asi que recibié mi apoyo para ocupar una ca-
tedra a sus cortos 23 aflos, pues yo ya podia pre-
ver que se convertiria en uno de los principales
matematicos de su tiempo.

KLEIN: Durante 1869 estuve, ademas de en
Gottingen, en Berlin y en Parfs.

9. Sophus Lie. Viajes y comienzo
de una amistad

SopHUS MARIUS LiE: Recuerdo perfectamente la
temporada que compartimos en Paris... Conoci
a Klein durante el invierno de 1869, en Berlin.
Al principio me pareci6 una coincidencia asom-
brosa, pues Klein era alumno de Plicker, uno de
los matematicos que junto con Jean Victor Pon-
celet mas me inspiraron con sus escritos. Pero
después nos uni6 ademas una gran amistad y
mucho trabajo de colaboracién.

En 1870 decidimos viajar juntos a Parfs para
después ir a Inglaterra, por lo que Klein pidi6
infructuosamente recomendaciones para ambos
al Ministerio de Educacion de Berlin.

En Paris conocimos a Gaston, Darboux y Jor-
dan, que nos dio a conocer los trabajos de Galois
gracias al Traité des sustitutions et des équations algé-
brigues que habia publicado en 1868. Klein y yo
trabajamos mucho juntos, por lo que decidimos
tomar habitaciones adosadas. Fruto de esta cola-
boracién publicamos tres volumenes: Gesermelte
mathematisque Abhandlungen. Por mi parte, en esa
época descubri la transformacion que lleva mi
nombre.

KLEIN: Descubrimos propiedades fundamen-
tales de las rectas asintoticas de la superficie de
Kummer y trabajamos en la investigacion de las

El Parlamento espaiol habia ofrecido el trono vacante al principe Leopoldo de Hohenzollern-

Sigmaringen, primo del rey de Prusia, Guillermo | Hohenzollern. La tensidn entre Francia, que se oponia

a estar entre dos reyes prusianos, y Prusia estaba en aumento. La guerra fue provocada por el canciller

prusiano, Otto Von Bismark, que insulté a Francia alterando un mensaje de su rey (el telegrama de

Ems), que buscaba paraddjicamente dar fin a la crisis entre Francia y Prusia. El canciller buscaba la

guerra para unificar bajo dominio prusiano a los estados del sur de Alemania y lo provocé redactando

un comunicado de prensa en el que supuestamente resumia el contenido del telegrama.
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W-curvas. Nuestro objetivo era
convertir el hacer geométrico en
hacer algebraico. Para ello cam-
biamos nuestro punto de vista,
dejando de ser la geometria el
estudio de objetos en el espacio,

Nuestro objetivo era convertir
el hacer geométrico en hacer
a[ge[oraico. Para ello
cambiamos nuestro punto de
vista, dejando de ser la

KLEIN: Y sin duda también
por tu apariencia. Por algo te lla-
maban el gigante germano.

Lig: jPero yo no soy ger-
mano! ;Soy noruego! Y lo sabes
bien, pequefio (esta es una

pasando a ser el estudio del pro-
pio espacio. En Parfs descubri
las posibilidades unificadoras que
encerraba el concepto de grupo
y realicé mis primeros descubri-
mientos matematicos importantes en colabora-
cion con Lie, en 1970.
Un conjunto forma grupo respecto de una

operacion si:

—El conjunto es cerrado bajo la operacion.
—FEI conjunto contiene un elemento identidad
respecto de la operacion.

—Todo elemento del conjunto tiene un elemento
inverso respecto de la operacion.

—ILa operacion es asociativa.

Lo interesante del concepto de grupo es que
los elementos del conjunto pueden ser nimeros
(aritmética), puntos u otros elementos geomé-
tricos, transformaciones (en algebra o geometria)
u otro tipo de objetos. Por otra parte, la operacion
puede definirse desde el punto de vista aritmético
(suma, multiplicacion...), geométrico (rotaciones
en torno a un punto...) o cualquier otra regla
que cumpla las condiciones de grupo.

Lit: Antes de que pudiéramos partir a Ingla-
terra, en julio de 1870 Otto Von Bismark, el
Canciller prusiano, public6 un mensaje que hizo
que Francia declarara la guerra a Prusia el 19 de
julio, por lo que Klein tuvo que volver rapida-
mente a Berlin. Yo por mi parte decidf ir a pie
hasta Italia, atravesando Francia, pero a los 50
kilémetros de marcha, en el bosque de Fontai-
nebleau, me detuvieron como sospechoso de
ser espia aleman. Y hubiera sido disparado a las
seis de la mafiana si no hubiera sido por Dar-
boux. Incluso en diarios noruegos se publico
«Cientifico noruego encarcelado por ser espia.
Seguramente las cartas y documentos matema-
ticos que portaba, los confundieron con men-
sajes cifrados de espionaje. Ademas alguno de
ellos estaba escrito en aleman.

geometria el estudio de objetos
en el espacio, pasando a ser el
estudio del propio espacio.

broma entre ellos, ya que &lin
significa pequefio en aleman y
Lie era muy alto)

KLEIN: Ademis ya te advert!
que tu adicciéon por las largas
caminatas es inmoderada.

KLEIN (susurra a Santiago): Tiene un caracter
terrible, aunque su amistad y su capacidad mate-
matica son sumamente apreciables.

KLEIN: Volviendo a mis viajes por Europa.
Mi precipitada salida de Paris hizo que se pausara
mi relacion profesional con Lie. Desde entonces
nuestra amistad y colaboracion matematica fue
basicamente por correspondencia.

Durante la guerra tuve que cumplir con el
servicio militar como asistente médico. Final-
mente volvi a mis quehaceres docentes, siendo
nombrado profesor a principios de 1871 en Got-
tingen, donde publiqué dos articulos sobre la
geometria no euclidea, en los que probé que
tanto la geometria euclidea como la geometria
no euclidea son casos particulares de la geometria
proyectiva con una seccion conica especifica ad-
junta. Esto implico el resultado siguiente: la geo-
metrfa no euclidea es consistente si y solo si lo
es la geometria euclidea. Este resultado zanjo la
controversia de la geometria no euclidea, aunque
algunos cientificos como Cayley aun no estaban
preparados para este salto, acusaindome de argu-
mentaciones circulares.

Posteriormente fui nombrado profesor en Er-
langen en 1872.

10. El programa Erlangen,
la geometria y las matematicas

KLEIN: La generalidad del concepto de grupo y
su potencia como idea unificadora me inspiraron
para mi disertaciéon inaugural de acceso a mi
puesto de profesor en Erlangen. Ahi reflejé la
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posibilidad de utilizar los grupos para caracteri-
zar las geometrfas que hasta ese momento se
estudiaban por separado. Basicamente se trataba
de describir una geometria como el estudio de
las propiedades de las figuras que permanecen
invariantes al actuar sobre ellas un grupo de
transformaciones. Por lo tanto, toda clasificacién
de los grupos de transformaciones se convierte
en una clasificacion de las geometrias (Erlanger
Programm).

Fijate que en el programa define la geometria
de forma que incluye tanto a la euclidiana como
a la no euclidiana.

SANTIAGO: Eso es demasiado general para mi.
¢Podrias darme un ejemplo?

KreiN: Claro. La geometria euclidea plana,
que seguro conoces, serfa el estudio de las pro-
piedades de las figuras del plano (como areas,
longitudes...) que permanecen invariantes me-
diante las transformaciones que vulgarmente lla-
mamos movimientos en el plano (simetrias, tras-
laciones y rotaciones).

Fijate que si afladimos las homotecias a los
movimientos, se mantendrian los angulos, pero
no las areas ni longitudes.

Por indicarte otros ejemplos: la geometria afin
serfa el estudio de los invariantes mediante el
grupo de las traslaciones, la geometria proyectiva
serfa el estudio de los invariantes mediante el
grupo de las proyectividades y la topologia seria
el estudio de los invariantes mediante el grupo
de las funciones continuas y de inversa continua.

HAL: Con su disertacion, Klein puso fin a la
distincion entre el método sintético y el alge-
braico-analitico. En su época supuso la consa-
gracién de la Geometria Proyectiva como reina
de las geometrias. Por otra parte, era la primera
vez que una ciencia (la Geometrfa) fue capaz de
autodefinirse rigurosamente.

Su disertacion de Erlangen y sus posteriores
trabajos al principio no tuvo mucha repercusion,
aunque poco a poco se fue extendiendo por to-
dos los ambitos cientificos.

SANTIAGO: Klein, tienes unas ideas que gene-
ralizan mucho. Seguro que tienes también una
idea globalizadora de las Matematicas.

KLEIN: Yo concibo la matematica en su evolu-
cién como un arbol que crece no solo en sus ra-

FRANCISCO MAIZ JIMENEZ

mas, sino también en sus raices: «las relaciones
puramente logicas deben quedar como el esqueleto
del organismo de las matematicas, pero lo vivo de
las matematicas, su eficacia externa, sus estimulos
estriban siempre en sus aplicaciones, es decir en
las correlaciones entre los entes puramente lgicos
y todos los demds dominios del sabe.

Establezco también una division de las Mate-
maticas en dos partes:

—Matematicas de la aproximacién (por ejemplo,
el estudio de ).

—Matematicas de la precision (por ejemplo, la
division de la circunferencia en partes iguales).

En mi libro, en el apartado titulado «Inter-
medio: sobre el moderno desarrollo y la cons-
truccion de la matematicar, hago un estudio de
la construccion de la matematica, distinguiendo
tres tipos de procesos o conceptos generales que
han tenido los matematicos sobre la ciencia:

—Descomponer toda la ciencia en regiones es-
tancas y aisladas del resto, sin que ninguna de
ellas dependa ni recurra a los recursos de las otras.

Este tipo de pensamiento se usé en la ciencia
griega en general y Euclides en particular. Tam-
bién fue utilizado en la matematica del siglo XvI
por Cauchy, por Weierstrass (en 1860) y en las
axiomaticas de la geometria.

—Se da especial importancia al enlace entre las
distintas partes de la ciencia, usando mutuamente
los recursos de estas. Se prefieren los métodos
que abarcan varias regiones de la ciencia y el ideal
es ver la ciencia matematica como un todo.

Este tipo de pensamiento fue usado por al-
gunas tendencias de la matematica griega, por la
geometria analitica de Descartes en la relacion
entre nimero y espacio, por el calculo diferencial
e integral del siglo xv11, por Leibniz (sobre todo
en fisica matematica y teorfa de funciones de va-
riable compleja) y Newton en el calculo infinite-
simal. También en la matematica de los siglos
XVIIT y XIX (en la geometria proyectiva).

—Se trata del procedimiento algoritmico, que a
veces se considera los cimientos del edificio ma-
tematico.



Este tipo de pensamiento fue usado en las
matematicas de la India y de los arabes. Leibniz
se vio influenciado por esta forma de entender
la ciencia y Newton lo usé cuando dio la serie
del binomio general.

11. Munich y Leipzig

Lir: En 1872, el Parlamento noruego cred para
mi una catedra en la Universidad de Cristiania
(la antigua Oslo), donde desarrollé mis ideas. Por
otra parte la vida me dio penas y alegtias en esas
fechas: en 1873 murié mi padre, en 1874 me casé
con Anna Sophie Birch, hija de una prima her-
mana del famoso matematico noruego Niels
Henrik Abel. Tuve dos hijas y un hijo.

KLEIN: La boda de Lie me sorprendio, ya que
ambos éramos reacios a casarnos. Ya le adverti
que «en esas condiciones no se puede trabajam.

LiE: No te hagas el sorprendido. Al afio si-
guiente también tu te casaste y también lo hiciste,
igual que yo, con una pariente de un famoso
cientifico.

KLEIN: Es cierto. En Erlangen habia pocos
estudiantes, por lo que me trasladé a la Escuela
Superior Técnica de Munich en 1875. Ese mismo
afio me casé con la nieta del famoso filésofo
Georg Wilhelm Fiedrich Hegel.

Estuve cinco afios en Munich, donde tuve
unos grandes estudiantes, como Hurwitz, von
Dyck, Rohn, Runge, Planck, Bianchi, Ricci y Cut-
bastro, que con el tiempo brillaron con luz propia
como cientificos de primer nivel. Este fue el pri-
mer momento donde realmente senti la vocacion

!
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Universidad de Leipzig

de maestro. Seguramente por los excelentes re-
sultados que obtuvieron mis alumnos.

En 1880 consegui una catedra de geometria
en Leipzig, donde también habfa otros colegas
interesados en una docencia de excelencia: von
Dyck, Rohn, Study y Engel. Esto hizo que in-
tentara crear una escuela fuerte en Leipzig, ins-
pirado en todas las que habia observado en mis
viajes y fundamentada en el enfoque geométrico
que utilizé6 Riemann para la teorfa de funciones.

Comencé a realizar una doble funcién: la pu-
ramente académica, por un lado; y la otra, que
estaba enfocada a la creaciéon de una escuela
propia: maestro, editor, organizador de eventos
y encuentros cientificos... En estos momentos
fue cuando estuve en mi cumbre como mate-
matico:

Habia trabajado en teorfa de funciones, que
yo considero como mi mayor contribucién a las
matematicas, gracias a las ideas de Riemann mez-
cladas con otros conocimientos y ramas de las
matematicas: algebra, geometrfa multidimensional
y teorfa de invariantes, de grupos, de nimeros y
de ecuaciones diferenciales (especialmente en
mis propios campos: funciones modulares elip-
ticas y funciones automorfas).

Consideré las ecuaciones de 4.° y 5. grado,
usando para ello resultados de Hermite y Kro-
necker. Quedo resuelto el problema usando el
grupo del icosaedro, lo que me llevo a publicar
en 1884 un libro sobre el icosaedro.

También escribi una serie de articulos sobre
funciones modulares elipticas.

Desarrollé una teorfa de funciones automor-
fas, al igual que Poincaré en 1881. Con él co-
mencé a escribirme y entablé una amistosa riva-

Henri Poincaré
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lidad. Era un formidable matematico y ambos
buscabamos formular y probar un gran teorema
de uniformizacion.

Con gran trabajo y estrés consegui adelantarme
a Poincaré al formular el teorema que buscabamos
y esbozar una estrategia de demostracion.

Pero este gran esfuerzo y el intentar compa-
ginarlo con el resto de mis tareas administrativas
hicieron que durante el otofio de 1882 mi delicada
salud se derrumbara y tuviese que darme una
pausa. Como consecuencia de mis problemas de
salud, sufrf una depresion entre 1883 y 1884.

LIE: En mi estancia en Cristiania, la falta de
reconocimiento matematico me hacia sentir de-
cepcionado, pero Klein me mand6 en 1884 a
uno de sus discipulos recientemente doctorado
en Leipzig, Fiedrich Engel, para ayudarme en la
redaccion de mis trabajos. Este primer encuentro
con Engel durante 9 meses fue especialmente
fructifero matematicamente para ambos.

KreIN: En 1884 publiqué junto con Robert
Fricke cuatro volimenes sobre funciones mo-
dulares automorfas y elipticas, que con el tiempo
llegd a ser un clasico.

Aunque en 1885 fui elegido miembro de la
Real Sociedad de Gran Bretafia, finalmente, en
1886 di por concluida mi carrera en la investiga-
cion matematica de primer nivel y acepté una
catedra en la Universidad de Géttingen.

12. Educacion matematica

SANTIAGO: Perdona que te interrumpa, pero al
escucharte sobre el cambio de la investigacion a
la docencia me surge una duda. ¢Siempre tuviste
claro en qué ibas a trabajar?

KLEIN: No, como ya te he contado, mi pri-
mera intencién fue estudiar Fisica. Después me
interesé por las matematicas y posteriormente, a
partir de 1900 sobre todo, por la docencia. En
1905 se me permitié formular los Meraner Lehr-
plan-entwiirfe (disefios de programas de estudios)
e intenté por todos los medios la modernizacion
de la instruccion matematica en Alemania.

En el Congreso Internacional de Matematicos
de Roma, en 1908, me eligieron presidente de la

FRANCISCO MAIZ JIMENEZ

Comision Internacional sobre Instruccion Ma-
tematica.

¢Tu tienes claro lo que deseas estudiar?

SANTIAGO: Estoy pensando en ser profesor
de matematicas.

KLEIN: Si me permites, te voy a dar mi opi-
nién sobre el tema, que puedes leer mas profun-
damente en mi libro Matematica Elemental desde
un punto de vista Superior. Si realmente te inte-
resa la educacion. ..

HArL: Santiago, ten en cuenta que la persona-
lidad virtual de Klein te dara su opinién personal,
si bien no es muy desacertada, ya que ningun
gran matematico se preocup6 antes que €l por la
ensefnanza de las matematicas.

SANTIAGO: Estoy interesado en oirlo, HAL,
deja que prosiga.

KLEIN: Como te iba diciendo, en mis tiempos
(no sé si esto habra cambiado) la ensefianza ma-
tematica en Educacion Primaria y Secundaria era
muy elemental y al pasar a la Universidad se pro-
ducfa un gran salto que imprimia en el estudiante
universitario otras formas de pensamiento, olvi-
dando al menos parcialmente lo aprendido ante-
riormente. Cuando el estudiante termina sus es-
tudios universitarios y pasa al profesorado, no
puede ensefar del mismo modo que a ¢l le han
impartido clases en la Universidad, por lo que
vuelve a tener que cambiar su pensamiento. El
comportamiento mas usual ante estos cambios
es impartir clase, en el mejor de los casos, como
le impartieron Educacién Primaria en su mo-
mento, olvidando rapidamente todo lo aprendido
en la universidad.

Esta situacion es la que me provoco que es-
cribiera esta obra. Esta claro que sera una tarea
infructuosa si a un nifio le intentas explicar el
concepto de numero axiomaticamente, y te re-
comiendo que nunca te lo propongas. Es mejor
hacerlo usando conocimientos de la vida real que
¢l conozca. Esto deberfa extenderse al resto de
la ensefianza, relacionando la matematica con la
vida cotidiana.

Otra cosa muy importante es el concepto de
funcioén, que relaciona cualquier par de magnitu-
des en un plano, y deberfa explicarse aunque
dejes de impartir otros conceptos del temario.



SANTIAGO (susurra a HAL): Pero las funciones
se dan siempre en secundaria ;no?

HAL: Esto no fue asf hasta que Klein hizo
cambiar la educacion. Primero se cambio en Ale-
mania y luego en el resto del mundo.

KLEIN: ... es muy importante también la in-
troduccion al calculo infinitesimal, asf como la en-
sefanza del calculo, que debe dar seguridad en el
manejo de sus reglas. También es necesario unificar
los criterios entre maestros y profesores, ya que
no solo imparten conceptos de forma diferente,
sino que incluso usan notacién distinta. Por ejem-
plo, «X» y «*» como signos de la multiplicacion.

La sustitucion de numeros por letras para el
calculo literal debe ser paulatina, acostumbran-
dose poco a poco a dicha abstraccion.

Hay que tener una especial sensibilidad en la
introduccién de los nimeros negativos y de los
paréntesis, pues no son intuitivos. De hecho creo
que serfa mejor que en los primeros cursos no
intentaras explicar la regla de los signos.

No se debe ahondar en exceso en el concepto
de niimero y su origen, en extremo dificil; de he-
cho, se experimenta una sensacion de bienestar
cuando se deja de lado su investigacion.

Te recomiendo también que tanto ti como
tus futuros alumnos utilicéis las maquinas de cal-
cular y la tecnologifa que tengas a tu alcance.

LLas matematicas son mas atractivas si son ex-
puestas usando elementos intuitivos y figuras
apropiadas, porque se facilitarfa mucho su com-
prension con estos recursos.

Las cuatro recomendaciones principales que
les hacia a los futuros profesores eran:

Universidad de Gottingen

1. Las exposiciones de conceptos abstractos
deben ser intuitivas y utilizando representaciones
graficas.

2. Hay que resaltar los enlaces con conceptos
previamente conocidos.

3. Hay que dar importancia a la evolucion
historica de los conocimientos cientificos.

4. Hay que presentar algunos ejemplos de li-
bros populares u otros soportes para diferenciar
entre los conceptos del gran publico influidos
por tales obras y los mismos conceptos expresa-
dos por matematicos profesionales.

Todos los puntos descritos deben ser cono-
cidos por los aspirantes al magisterio secundario,
pues al llegar a la practica de la ensefianza trope-
zaran con que los conceptos de los alumnos son
aquellos vulgares. Si no conocen bien los ele-
mentos intuitivos de la Matematica ni las rela-
ciones vivas enttre las distintas ramas de esta, ni
la relacién entre ella con las demads ciencias ni,
sobre todo, su desarrollo histérico, les fallara
siempre el terreno que pisen y una de dos: o vol-
veran su atenciéon al campo de la matematica
pura y no seran entendidos por sus discipulos o
sucumbiran a la lucha, olvidando cuanto apren-
dieron en los cursos superiores cayendo en la
rutina de siempre.

Estos consejos son especialmente importantes
en el campo del calculo infinitesimal, donde la
discontinuidad en la ensefnanza alcanza un grado
maximo.

HAL: Santiago, tienes que tener en cuenta que
en sus tiempos, la enseflanza secundaria estaba
siempre destinada a los futuros universitarios.
Por otro lado, su libro estaba destinado a formar
profesores de ensefianza primaria y secundaria.

13. Gottingen

KrEIN: Desde que acepté mi catedra en Gottin-
gen en 1886 hasta que me retiré en 1913 intenté
que Gottingen volviera a ser el centro de inves-
tigacion en matematica mas importante del
mundo. Aunque no lideraba las investigaciones,
ya que no me vefa con el animo suficiente des-
pués de mi depresion, en Gottingen impartf gran
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variedad de cursos, cambiando la geometria por
la fisica matematica. Incluso llegué a publicar un
trabajo sobre el girostato.

Se me permitié establecer un centro de in-
vestigacion siguiendo mis directrices: reuniones
semanales de discusion, biblioteca matematica
con sala de lectura... También consegui traer a
Hilbert desde Konigsberg para el grupo de in-
vestigacion en 1895.

SANTIAGO: ¢Pero en las universidades también
se ficha a estrellas como en equipos deportivos?

HAL: As{ ha sido siempre. En muchas oca-
siones, las estrellas invitadas daban mas fama a
las universidades que el resto del profesorado.
Te pondré algunos ejemplos para que te hagas
una idea.

HILBERT: Mi nombre empezaba a sonar mas
alla de Konigsberg y a apesar de tener otras ofer-
tas acepté la de Klein para Géttingen porque me
gust6 su forma de llevar la investigacion mate-
matica, sus sesiones grupales y su gran capacidad
de administrador; sin duda, un gran estadista.
También tenfa una gran apertura de miras, tanto
en las propias matematicas, que no cerraba a sus
aplicaciones practicas, como a la apertura de las
puertas de Géttingen a las mujeres, hasta ahora
cerradas para ellas en la mayorfa de centros de
estudios del planeta.

HAL: Entre los cerebros que atrajo a Gottin-
gen, se encuentran dos de las mujeres matemati-
cas mas célebres de su época:

GRACE CHISHOLM: En 1893, después de haber
aprobado los examenes finales y obtenido mi ti-
tulo en el Grintén College, me decidi a dirigirme
a Gottingen para continuar con mis estudios. En
1895 obtuve mi doctorado bajo la tutela de Félix
Klein. Le estoy muy agradecida por ello.

David Hilbert (1862-1943)
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Grace Chisholm (1868-1944)

HAL: Grace es considerada la primera mujer
en doctorarse de una manera «normaly.

EMMY NOETHER: Estudié matematicas en la
Universidad de Erlangen—Nuremberg y en 1903
aprobé el examen final. Mis primeras clases las
impartf en el instituto matematico de la Univer-
sidad de Erlangen, sustituyendo ocasionalmente
a mi padre entre los afios 1908 y 1915. Luego,
en 1915, fui invitada a la Universidad de Go6t-
tingen por Felix Klein y David Hilbert. Alli im-
parti clases en nombre de David Hilbert (que
me las cediod) hasta 1919, cuando me fue otorgada
la habilitacion como privatdozent.

HAL: Gracias a Klein cambi6 el estudio de
las ciencias aplicadas en las universidades alema-
nas. También le debemos a él en gran parte que
se erigieran los Institutos de Matematicas puras
y aplicadas. Perdura en el recuerdo ademas su la-
bor en la Enciclopedia Matematica, de la que fue
uno de los creadores y editores.

CLEBSCH: Klein también escribid en revistas
especializadas. Yo mismo fundé la revista Maz-
hematische Annalen, pero no fue hasta que Klein
se hizo cargo de ella que su fama rivaliz6 e in-
cluso rebasé a Crelle Journal (apoyada por la es-
cuela de matematicas de Berlin). Y esto lo con-
siguié por sus grandes dotes matematicas y
administrativas.

KrEIN: Unos pocos editores bien agrupados
fueron los artifices, ademas de una buena eleccion
de temas, seleccionados democraticamente: ana-
lisis complejo, geometria algebraica, teorfa de in-
variantes, analisis real y teorfa de grupos (si bien
esta ultima eleccion estoy seguro que se hizo en
deferencia a mi persona).

SANTIAGO: ¢También hay competencia entre
revistas matematicas?

Emmy Noether (1882-1935)



HAL: Asi es.

LiE: En 1886 fui llamado por la Universidad
de Leipzig para suceder a Klein, que habfa sido
nombrado profesor de la Universidad de Gottin-
gen. Fue en Leipzig donde, siguiendo la recomen-
dacién de Klein, comencé a reunir alumnos bri-
llantes que dieron difusion a mis ideas. De nuevo
volvi a trabajar con Engel, pero esta vez durante
nueve afos, hasta mi principal publicacion: Theorze
der Transformationsgruppen, entre 1888 y 1893.

Aunque mi estancia en Leipzig fue prolifica,
no fue del todo feliz. Por una parte tuve ciertas
desavenencias con mis compafieros, de los que
decidf alejarme.

KLEIN: Su caracter no era facil de entender y
habia que tenerle un especial aprecio para tener
un trato de continuo con él. Ademas, por aquella
época su esposa Anna enfermo, lo que le produjo
una crisis nerviosa que concluyé en 1889 en una
depresion por la que estuvo ingresado siete meses
en una clinica psiquiatrica en los alrededores de
Hannover.

LiE: Cuando sali del sanatorio volvi a mi tra-
bajo, aunque los otros matematicos se estaban
aprovechando de mis descubrimientos, usandolos
y copiandolos.

KLEIN: Vamos Sophus!, sabes que eso es
como tu apellido («lie» significa mentira).

Lie: Después de mi estancia en la clinica corté
mi comunicaciéon con Klein e incluso llegué a
escribir: «Yo no soy pupilo de Klein, ni es el caso
opuesto, aunque esto podria acercarse mas a la
verdad.

ANNE HEGEL (esposa Klein): Felix no lleg6 a
comentar nunca esa frase en publico. Prefiri6
dejarlo pasar por bondad y porque lo entendia
en su enfermedad.

Tumba de Félix Christian Klein en Gottingen

LiE: Finalmente, en 1892 decidi irme a Parfs,
donde mis trabajos fueron bien reconocidos por
los jovenes matematicos franceses con los que
solfa charlar en el Café de la Source.

El 7 de junio de 1892 me nombraron miembro
de la seccion de Geometria de la Academia de
Ciencias de Paris. Por su parte, Klein recibia la
medalla De Morgan de la Sociedad Matematica
de Londres en 1893. Gracias a un informe de
Klein, la Sociedad Fisico-Matematica de Kazan
me otorgo el Premio Lobachevski en 1897.

ANNE HEGEL: Una tarde de verano, cuando
volviamos a casa de una excursion, alli, delante
de nuestra puerta, estaba sentado un hombre pa-
lido y enfermo. {Liel, exclamamos gratamente
sorprendidos. Los dos amigos se dieron la mano,
se miraron uno a otro a los ojos, todo lo pasado
desde su dltimo encuentro lo daban por olvidado.
Lie se quedé un dia con nosotros, el querido
amigo, y ya habfa cambiado... Poco después mu-
116, pero no antes de que el gran matematico
fuese recibido en Noruega como un rey.

KLEIN: Poco antes de mi retiro recibi la Me-
dalla Copley de la Sociedad en 1912. Y a pesar
de mi retiro, segui ensefiando matematicas en mi
casa durante la Gran Guerra.

HaL: Klein muri6 en Géttingen el 22 de junio
de 1925.

14. El manifiesto de los 93

ANDRE WEIL: En 1914 se public6 un texto fir-
mado por 93 intelectuales alemanes para contra-
rrestar la negativa opinion publica que tenfan el
resto de paises por el bombardeo de la catedral
de Reims (elegida por los alemanes por ser el lu-
gar de la consagracion de los monarcas de Fran-
cia) y de la ciudad belga de Lovaina. Pero lejos

Explosion de una bomba alemana en la catedral de Reims
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de calmar los animos, mas bien hicieron todo lo
contrario, y los antigermanos utilizaron el mani-
fiesto como una muestra de la barbarie teutona.
Entre los nombres que aparecian en el manifiesto
estaba el de Klein.

ANDRE WEIL: Pude informarme de que mu-
chos de los firmantes, entre ellos Felix Klein, no
habfan visto el texto. Solo se les pidi6 por telé-
fono una adhesion que les fue presentada como
un deber patriético. También he de decir que
Hilbert se neg6 a firmarlo.

GRACE CHISHOLM Young, de Collonge, La
Conversion (Suiza): El Times public6 un escrito
que envié con motivo de la muerte de Felix
Klein. En este escrito dejo constancia de las cir-
cunstancias de un lamentable error que me aclaré
el propio Klein en respuesta a una carta. Me
contestd, el 7 de diciembre de 1918, que su pri-
mera noticia del manifiesto fue mediante su lec-
tura en un periddico. Para su sorpresa, vio su
nombre impreso cuando ¢l unicamente habia
dado su consentimiento telegrafiado al pregun-
tarle si firmarfa que los intelectuales del mundo
civilizado mantendrian una actitud objetiva du-
rante la guerra.

HAL: Al parecer, la manipulacion de telegra-
mas era algo habitual, como pudiste comprobar
con Bismark y Klein. También otros firmantes
del manifiesto declararon no estar de acuerdo
con el texto, tal como comunicé el astronomo
Foerster, que se encontré en la mismas circuns-
tancias que Klein.

KrEIN: Al parecer, en lo referente al mani-
fiesto, yo mismo dejé de seguir mi maxima favo-
rita: «Nunca ser tontox.

Conclusiones

SANTIAGO: Me ha gustado mucho esta experiencia
de aprendizaje contada por sus protagonistas, aun-

FRANCISCO MAIZ JIMENEZ

que a veces no he entendido todo lo que explica-
ban. Sin duda, Klein fue un gran maestro.

HAL: Me alegro. Tu apreciacion sera transmi-
tida en los informes que se generen para el pro-
yecto Klein. Si quieres conocer algo mas sobre
este personaje de la historia de las matematicas te
recomiendo el articulo sobre ¢l publicado en la
revista Suma (ndmeros 82 y 83) en 2016.

Si te parece, ahora podriamos hablar con la
personalidad virtual de...
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