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Editorial

... Y ocho. Si, hemos llegado al nimero 8 de SUMA. Mi iltimo nimero como director.
Aunque la gestaci6én de una idea y su posterior puesta en marcha lleva tiempo y esfuerzo, en el caso
de SUMA fue fécil contagiar entusiasmo entre quienes la deberian apoyar en su primera y fragil
andadura. Todos los que nos moviamos alrededor de la Educacién Matemdtica en Espaifia nos
volcamos decididamente aportando ideas, trabajos para su publicacién y, sin escatimar esfuerzos,
pudimos, entre todos, hacer lo que era necesario: SUMA,

Siempre he dicho que lo importante de una revista no es sacar uno, dos, ..., ocho niimeros. Lo
decisivo es que salgan los mil primeros y jen eso estamos!.

Si tuviese que sefialar una sola cosa positiva de SUMA, diria sin lugar a dudas que ha quedado
de manifiesto que podemos abordar una tarea comin. Este es el camino que puede llevar lejos a
la Educacion Matemética en Espaia,

Ahora SUMA va ha ser gestionada por otro equipo que, desde Huelva, va a dirigir Sixto
Romero. Para mi serd un honor colaborar con €, y os pido a todos los que colaborasteis conmigo que
lo sigais haciendo.

Dando los gracias a todos los que habeis ayudado en la etapa que con este nimero se cierra,
quedo a vuestra entera disposicion.

Rafael Pérez deez
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Problemas multiplicativos de conversion

Carlos Maza Gomez

Introduccion

Desde que, en los afios setenta, se planteé la necesaria
presenciade laresolucién de problemas comoeje vertebrador
del curriculum de Matematicas, se han dado decisivos avan-
ces en este terreno. En lo concerniente a la resolucién de
problemas aritméticos en la Ensefianza Primaria, se ha traba-
jado «grosso modo» en tres aspectos fundamentales:

1) En primer lugar, las posibilidades que ofrecen los
distintos conceptos y operaciones aritméticas de desarrollar-
se a través de la resolucién de problemas.

2) En segundo lugar, las estrategias empleadas por los
nifios al resolver problemas, con especial énfasisenla llama-
da «artimética informal», es decir, las estrategias infantiles
no influidas por la escolarizacion.

3) Por dltimo, la aplicacién de todo lo anterior en la
instruccién escolar, sea por medio del curriculum, sea por
formas concretas de ensefianza en el aula. Este es el aspecto
mésreciente y el que orientard, probablemente, el mds préxi-
mo futuro en la investigacion sobre resolucién de problemas.

Fruto de estos esfuerzos han surgido trabajos consisten-
tes sobre los dos primeros aspectos para la suma y la resta
[Carpenter, Moser y Romberg 1982], asi como resultados
menos completos en la multiplicacién, division, fracciones,
etc.

Parece razonable suponer que la bien establecida
clasificacién de distintos tipos de problemas de suma y resta
[Puig y Cerdan 1988, Maza 1989] ird introduciéndose paula-
tinamente y de modo sistematico en el curriculum espaiiol. Lo
mismo sucede desde hace tiempo, aunque sélo de forma
intuitiva, respecto a los problemas de multiplicacién y divi-
sién. Dado que el aprendizaje infantil, dentro de una misma
operacion, varia sustancialmente segiin los tipos de proble-
mas considerados, se puede afirmar que la no consideracién
por el profesor de estas clasificaciones comportaria:

a) Que se transgrediera el principio de una progresiva
complejidad en el aprendizaje, planteandose problemas com-
plicados antes que otros més sencillos.

b) Olvidar tipos de problemas en beneficio de otros, mds
clasicos. Tal serfa el caso de presentar s6lo problemas de
multiplicacién resolubles por suma reiterada, olvidando los
de combinacidn propios del producto cartesiano o los que se
presentan en este articulo, de conversion.

Alavistadetodoello, este articulo pretende hacer conocer
al profesorado la clasificacién de problemas de multiplica-
cién y division, difundiendo, al mismo tiempo, las posibi-
lidades que encierran los Ilamados problemas de conversién,

Clasificacion de problemas de multiplicaciéon
y division

Hay cierto acuerdo entre los investigadores en Educa-
cién Matemadtica en la existencia de tres tipos generales de
problemas para estas dos operaciones [Schwartz 1976,
Vergnaud 1983, Quintero 1986, Nesher 1988].

Para la multiplicacién, e incluyendo un ejemplo breve de
cada caso, serian los siguientes:

1) Problemas de razén
Compras 2 paquetes de caramelos. Cada paquete tiene
6 caramelos. ;Cudntos caramelos compraste?.

2) Problemas de comparacién
Tienes 6 pesetas. Un amigo tiene dos veces las pesetas que
td tienes. ;Cudntas pesetas tiene tu amigo?.

3) Problemas de combinacion (o de producto cartesiano)
Tienes 6 camisas y 2 pantalones. Si te pones una camisa y
un pantalén cada vez, ;de cuantas formas distintas puedes
vestirte?.
Todos los problemas planteados se resuelven con la ope-
racion 2 x 6 pero, sin embargo, plantean dificultades diferen-
tes. Parece claro que los problemas de combinacién (que
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implican la combinacion de los elementos en juego a través
de un producto cartesiano) son mds dificiles que los dos
tipos anteriores, resolubles por una suma reiterada [Hart
1981, Quintero 1985].

Si bien se estd conforme con esta clasificacién, no hay
tanto acuerdo en determinar aquella variable que distingue
a unos problemas de otros. Aqui presentaremos, exclusi-
vamente, lainterpretacién dada por Schwartz [1976, 1986]
que supone un andlisis de los tipos de cantidades empleados.

Asi, se distinguen las cantidades «extensivas» del tipo 6
caramelos o 2 pantalones, de las cantidades «intensivas»,
que sefialan la presencia de una cantidad en otro. Este seria el
casode 6 caramelos por paquete. Al objeto de simplificar
este andlisis, Schwartz [1986] propone que las cantidades del
tipo «dos veces mds» sean consideradas comointensivas, bajo
el razonamiento de que, en el problema de comparacién
expuesto, ese «dos veces mds» podria entenderse como las
pesetas de tu amigo respecto de las tuyas.

Esta reduccidn se propone exclusivamente para simplifi-
car el andlisis tedrico. En su vertiente prictica se siguen
considerando distintas la razén del primer problema (6 cara-
melos/paquete) y el cuantificador del segundo (2 veces mas).

Deestaforma, los problemas de razén y de comparacién
tendrian la estructurade cantidades Ex I (cantidad extensiva
por cantidad intensiva), mientras que el problema de com-
binacion responderia a la estructura E x E.

Estaclasificacién supone que paralos dos primeros tipos,
inicialmente, la operacién de multiplicar no es conmutativa.
Uno de los nimeros corresponde a la cantidad que se repite (I
en el primero, E en el segundo) y el otro a la cantidad de veces
que se repite el anterior. Ello tiene como consecuencia in-
mediata que los problemas de divisién correspondientes han
de tener en cuenta que la incOgnita sea una u otra cantidad,
lo que da lugar a dos problemas de divisién para cada uno
de los dos primeros casos contemplados anteriormente,
Serfan los siguientes:

1) Problemas de razén

a) Paricipacién-razon: Compras 2 paquetes de caramelos,
lo que hacen un total de 12 caramelos. ;Cudntos hay en cada
paquete?.

b) Agrupamxento-Razén Compras 12 caramelos en pa-
quetes de a 6 caramelos. (Cudntos paquetes compraste?.

2) Problemas de comparacién

a) Participaci6n-Cuantificador: Tu amigo tiene 12
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pesetas, 2 veces lo que tii tienes. ;Cudntas pesetas tienes?,
b) Agrupamiento-cuantificador: Tienes 6 pesetas y tu
amigo 12, ;Cuéntas veces mas que td tiene tu amigo?.

3) Problemas de combinacion

Tienes 6 camisas y varios pantalones. Si te pones una
camisa y un pantalén cada vez, puedes vestirte de 12 maneras
diferentes. ;Cudntos pantalones tienes?.

Las denominaciones «particién» y «agrupamiento» (que
también recibe el nombre de cuoticién) corresponden a las
dos acciones fundamentalesde resolucién de estos problemas:
Repartir loselementos dadosobservandolosque corresponden
alfinal o formar grupos delos mismos elementos alcanzando
un nimero de grupos determinado.

Los problemas de conversion en la multiplicacion

En el andlisis de los problemas maultiplicativos se han
mencionado las posibilidades E x Iy E x E. Una simple
extensi6n de las mismas conduce a considerar la posibilidad
IxL

Este tipo de problemas ha sido, en general, considerado
como pocousual oinaplicable en la Ensefianza Primaria [Puig
y Cerddn 1988, Nesher 1988], por lo cual ha merecido poca
atencion. Lainica aplicaci6n que se aduce para ellos es la
conversion de medidas que se desarrolla en cursos superiores.
Sin embargo, un andlisis sencillo puede descubrir no sélo su
aplicabilidad en las aulas de Primaria sino, ademas, su posible
conveniencia.

Respecto a los problemas de multiplicacién, la estructura
IxI ofrece tres posibilidades, segin se considere por canti-
dad intensiva unarazén (R) o un cuantificador (C). Estas son:

1) Problemas R X R

En cada bolsa de un cumpleafios hay 5 paquetes de chicle.
Cada paquete tiene 3 chicles. ;Cudntos chicles hay en cada
bolsa?.
2) Problemas R X C

Hay 5 chicles en un paquete pequefio. Un paquete grande
tiene 3 veces los chicles del paquete pequeﬁo (Cudntos
chicles tiene el paquete grande?.

3) Problemas C X C

Pablo tiene un dinero. Enrique tiene 3 veces el dinero de
Pablo. Guillermo tiene 4 veces el dinero de Enrique. ;Cuén-
tas veces tiene Guillermo el dinero de Pablo?.



B
|

Como una simple muestra de las posibilidades de reso-
Iucién que pueden tener estos problemas, se le plantearon a
Guillermo, un nifio de 8 afios y 2 meses. Cursaba el segundo
curso de EGB, en el cual habia encontrado, por primera
vez, distintos problemas multiplicativos y algunos ejemplos
no sistematicos de division. Se le recomend6, durante la
entrevista, que dibujara los elementos del problema antes de
resolverlos, al objeto de observar la expresi6n grafica de su
procedimiento y ello diera una pista de Ia posible represen-
tacién del problema que hubiera construido.

Los problemas RxR y RxC fueron bien resueltos y, como
se puede apreciar por sus dibujos (Figura 1), a través de una
suma reiterada. Tal parece que el procedimiento de solucién
consistia en considerar la primera razén dada como el
multiplicando y el otrondmero (razén o cuantificador) como
el multiplicador. Conello, enrealidad, se reduciael problema
RxR a un problema de razén y el RxC a un problema de
comparacion.

De ahi surgen dos interrogantes: Esta estrategia de suma
reiterada jes la més aplicable, en general, a este tipo de
problemas?. Ademds, ;estos problemas de conversién con-
llevan mayor dificultad que los de razén y comparacion,
o suponen una dificultad de aprendizaje similar?. Lo que si
parece probable es que, si la estrategia de resolucién fuera la
suma reiterada, los problemas de conversion serian posibles
de resolver incluso a los 8 afios.

0 (]

0 o ¢ o
b % 0

O o
Vi o o o

Figura 1

Problemas multiplicativos de conversién

Elproblema CxCacarred, sin embargo, una gran dificultad. E1
entrevistado parecia necesitar un referente concreto sobre el
que trabajarpor lo que consideraba para Pablo un dinero
hipotético (5 pesetas). Ademds, era incapaz de emplear mas
de un cuantificador, de manera que aplicaba el1iltimo pronun-
ciado (4 veces) para dar la solucion errénea de 20.

Este tipo de problemas supone la inclusién jerarquizada
de tres conjuntos: El dinero de Pablo estd incluido en el de
Enrique (3 veces) que, asu vez, estd incluido en el de Guiller-
mo (4 veces). Se le suministrd, entonces, un diagrama de
Venn donde aparecian los tres conjuntos relacionados de esta
manera, pero no di6 resultado alguno.

Para confirmar la hip6tesis de que la inclusién jerarquizada
eraun osticulo en este tipo de problemas, se le planted otro del
mismo tipo:

La tienda «Roja» vende 3 veces mds que la «Azul» y la
«Azul» vende el doble que 1a «Verde». ;Cudl vende mds: La
tienda «Roja» o la «Verde»? ;Cudntas veces mas?.

Larespuesta a la primera pregunta fué acertada (1o cual ni
confirmé ni desminti6 la hipétesis), Habiéndole instado a
dibujar la situacién fué incapaz de hacerlo, aferrandose a la
respuestade la segunda pregunta. Esta consistid en el siguiente
didlogo:

Pregunta: ¢ Cudntas veces mds?

Respuesta: Una.

Pregunta; Una vez. Entonces ;jvende el doble?

Respuesta: No.De 3 laverde es el doble ;no?. Luego
es 3 menos el doble, una vez mds.

Pregunta: jAh! Lo que haces es 3 menos 2.

Respuesta: Si, éso. Una vez mds.

Tal parece que la secuencia «Verde incluida en Azul
incluidaenRoja» estransformadaen «Azulincluidaen Verde
incluida en Roja», de manera que lo que se compara son las
veces que la Azul estaria incluida en ambas. En una estaria
incluida 2 veces y en la otra 3. Asi que la pregunta del
problema se transforma en: ;Cudntas veces mds incluye la
Roja que la Verde a la Azul?.

De todo ello, se puede conjeturar que existirian tres
acciones en la resolucion de este tipo de problemas:

a) Admitir la presencia hipotética de una cantidad (el

dinero de Pablo, la mercancia vendida por la tienda Verde).
Ello parece plantear dificultades en el primer problema.
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b) Considerar una adecuada relacion de inclusién entre
las tres cantidades en juego, 1o que se muestra como dificil
en el segundo problema, asi como en el primero.

¢)Realizar una operacién multiplicativa entre cuantifi-
cadores apoyada en las dos primeras acciones. Ello resulta
insalvable si alguna de las anteriores acciones fracasa.

Los problemas de conversion en la division

Se puede sostener que las multiplicaciones del tipo IxI no
son conmutativas, lo que daria lugar a dos clases de divisién
para cada una de las categorias presentadas [Puig y Cerddn
1988]. Dimensionalmente, se puede sostener también lo con-
trario, que es lo que haremos aqui. En efecto, en el
problema RxR de multiplicacién, la solucién viene dada por

5 paquetes/bolsa x 3 chicles/paquete
y también por
3 chicles/paquete x 5 paquetes/bolsa

Esta solucién es, en ambos casos, de 15 chicles/bolsa.

Sise toma, entonces, lamultiplicacién como conmutativa,
los posibles problemas de divisién que surgen paralelamente
a los anteriores, son los siguientes:

1) Problemas R X R
Un paquete tiene 4 caramelos. Hay 12 caramelos en una
bolsa. ;Cudntos paquetes entran en una bolsa?.

2) Problemas R X C

Los nifios de una familia comen 14 galletas en cada
desayuno, eldoble de lo que comen los nifios de otra familia.
(Cudntas galletas comen en cada desayuno los nifios de la
segunda familia?.

3) Problemas C X C

Pablo tiene un dinero. Guillermo tiene 10 veces el dinero
de Pablo y el doble del dinero de Enrique. ;Cudntas veces
tiene Enrique el dinero de Pablo?.

Es interesante observar que Guillermo, el nifio entrevis-
tado, presenta un comportamiento estable tanto para los
problemas de multiplicacién como de divisién. Asi, resuelve
con facilidad los dos primeros y falla en el segundo.

El problema RxR muestra ademas, en su resolucién, un
adecuado establecimiento de las relaciones de inclusi6n entre
los tres conjuntos presentes, los de caramelos, paquetesy
bolsas. Su representacion gréfica asi lo muestra (Figura 2).
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Figura 2

Dicha representacion no reproduce el esquema de accio-
nes tal como se presentan en el problema, sino que comienza
dibujando la bolsa para continuar con los paquetes uno a uno,
incluyendo en cada paso los caramelos correspondientes y
dando la respuesta final adecuada. Algo similar sucedeenel -
problema RxC.

Nuevamente, esel problema CxC el que le causa dificul-
tades. Dibuja un conjunto de seis elementos (que manifiesta
ser el dinero de Pablo) y, a continuacién, otro conjunto de
seis mds seis elementos (que afirma ser el dinero de Enri-
que). Asi pues, necesita nuevamente tomar un conjunto de
referencia sobre €l que operar y la operacién que ejecuta es
la aplicacién del iltimo cuantificador dado (el doble).

Con un tratamiento semejante al caso de la multiplicacién,
se le planted un nuevo problema menos propicio a serle asig-
nadas cantidades hipotéticas iniciales:

La tienda «Roja» vende 8 veces mas que la tienda «Azul»
y 4 veces mds que latienda «Verde». ;Quién vende mis,
la tienda «Verde» o la «Azul»?. ;Cudntas veces mas?.

La primera pregunta fué, nuevamente, acertada. La
segunda supuso un comentario similar al caso de la multipli-
cacién:

Pregunta: ¢ Cudntas veces mds?
Respuesta: Cuatro.

Pregunta: JPor qué?

Respuesta: Porque 4 mds 4 son 8.



|
|
!,
|

Una vez més, la pregunta parece haberse transformado
en ;Cudntas veces mas vende laRoja que 1a Verde respecto
de 1a Azul?. Parece, pues, que es posible realizar la inclusidn
de los tres conjuntos (tal como en el problema RxR) asi como
prescindir de la cantidad inicial (aqui no hace hipétesis
alguna al respecto), pero no consigue operar multiplicativa-
mente las tres relaciones simultineas de inclusién que hay
que considerar: laRoja incluye ala Azul, la Verde incluye a
la Azul y la Verde incluye ala Azul,

No obstante, existe un dato significativo que permite
sostener otro tipo de hipétesis sobre el origen del error
detectado. Surge del diagrama que se le mostré en torno
al problema de divisién CxC del dinero de los tres nifios
(Figura 3).

GUILLERMO

Figura 3

Este diagrama mostraba la relacion de inclusién entre la
cantidad menor (el dinero de Pablo) y la mayor (el de
Guillermo). Se le pedia que determinase la relacién entre
el conjunto intermedio (el dinero de Enrique) y el mayor.
Reduciendo el problema a un agrupamiento, la respuesta fué
correcta como se muestra por la forma en que lo completé (en
trazo grueso) y el didlogo que siguid:

Problemas multiplicativos de conversién

Pregunta: (Cudntas veces tiene Enrique el dinero de
Pablo?

Respuesta: Cinco, cinco veces.

Pregunta: (Por qué?

Respuesta: Eldoble de 5 son 10.

Ante estarealizacion, podria sostenerse que el hecho de
hacer perceptivalacantidad inicial de Pablo (representada por
un rectdngulo) pudo motivar el acierto. Ello estaria conforme
por esa necesidad planteada de considerar una cantidad hipo-
tética inicial.

No obstante, parece mas probable que el establecimiento
de yna de las inclusiones a través del diagrama le ayude a
centrar su atencién en sélo dos inclusiones (el dinero de
Enrique respecto de Pablo y respecto de Guillermo). La
reduccion de tres inclusiones simultdneas a dos podria ser la
clave del mayor acierto.

Conclusiones

Este trabajo asi expuesto no permite sacar conclusiones
definitivas, como tampoco lo pretendia. Su objetivo ha sidoel
de abrir a la observacién un reducido campo de problemas
normalmente no tratados en la escuela. Se han mostrado
algunas de las posibilidades que ofrece en el desarrollo
infantil de la comprensiony aplicacién de estas operaciones
aritméticas, asf como en el terreno de la instruccién, sea por
el planteamiento de una diversidad de situaciones resolubles
con una misma operacion, sea por la aplicabilidad de 1las
representaciones graficas parafacilitar el razonamiento infantil
en resolucién de problemas.

Algunos de los interrogantes que plantea este tipo de
problemas ya han sido mencionados de manera explicita.
Otros pueden irse formulando m4s adelante. En todo caso,
se puede sostener que los problemas de conversion estdn
Hlamados a ejercer un papel tan importante como los restantes
tipos de problemas y, por ello, me permitoinvitar a profesores
e investigadores a seguir profundizando en las estrategias
infantiles que losresuelven, enla comparacién entre este tipo
de problemas y los demadsy en la viabilidad de su aplicacion
en el aula.
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La mitad de un cuadrado

José Antonio Mora Sanchez

Introduccion :

Larealizacién de trabajos de investigacién es uno de los métodos de ensefianza que més se resisten aentrar en las clases de mate-
maticas. El que sean los estudiantes los que tomen decisiones y determinen el camino de su trabajo plantea muchas incégnitas.

Este articulo intenta poner el énfasis en varios aspectos de los trabajos de investigacion:

1. Lasituaci6n planteada no tiene por qué ser dificil, todo lo contrario, ha de ser accesible a los estudiantes. La complejidad
la determinan ellos con sus propias decisiones.

2. La duracién de la investigacion no se puede predeterminar, vendr4 dada por el interés de los estudiantes.

3. El trabajo en grupos es una forma adecuada de organizar la clase para abordar este tipo de trabajos por provocar un inter-
cambio de ideas que induce a aceptar la relatividad o parcialidad de los propios planteamientos y a situarse en perspectivas
ajenas.

4. Laintervencion del profesor es fundamental en el transcurso de la investigacion:

» Diagnostica el nivel inicial de los estudiantes y las posibles dificultades.

» Promueve, impulsa y agiliza el trabajo de los grupos.

» Hace observaciones.

« Pide justificaciones de las conjeturas realizadas.

» Hace notar contradicciones e incoherencias.

« Hace reflexionar sobre los resultados obtenidos.

* Reta y anima a explorar nuevas ideas.

+ Cuando los estudiantes estdn atascados, les hace sugerencias sin dar la solucién.
« Organiza debates para estudiar los resultados obtenidos por los grupos.

» Somete a discusion tanto las buenas soluciones como las

erréneas y aprovecha los errores como fuente de aprendizaje.

» Contribuye a que en la clase se d4 un ambiente relajado en el que cualquier aportacién es valorada positivamente,
analizada y debatida.
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Enunciado del problema

La mitad

Dado el cuadrado de la figura, una forma de conseguir un poligono cuya rea sea la mitad es: «tomar los puntos medios de
dos lados opuestos y unirlos con una linea recta».

¢y

Busca otros procedimientos.

Antecedentes o

Ecncontr6 por primera vez este problema en un articulo de Juan Antonio Garcia Cruz (1986). Me parecié un enunciado
abierto y sugerente que, si se dejaba tiempo suficiente a los estudiantes, podia llevar a diversidad de soluciones y, Io que es
més importante, darles la posibilidad de hacer mateméticas: adentrarse en conceptos geométricos, como el drea o la simetrfa
y en procedimientos como la generalizacién, la particularizacién o la demostracion.

Lo propuse a los estudiantes de primer curso de reforma en el LF.P. Verge del Remeide Alicante como una investigacién
a la que fbamos a dedicar el tiempo que fuera necesario dentro de un apartado de Geometria titulado «Construcciones
Geométricas». Posteriormente propuse este mismo enunciado desde una perspectiva algebraica para reforzar la utilizacién
y manipulacién de expresiones algebraicas.

Las notas que siguen son producto del trabajo con los estudiantes en clase y de las discusiones con otros profesores que han
trabajado esta investigacion ellos mismos o lo han propuesto en sus clases. Una primera redaccién apareci6 en Mora y Pérez
(1987).

Los primeros tanteos
Un enunciado abierto provoca que, nada mds comenzar, los alumnos planteen preguntas para clarificar el enunciado:
+ (Hay que dividir el cuadrado en dos partes iguales?.
« (Hay que utilizar siempre una linea recta?.
+ (Una sola linea?.
» (Puede ser curva?.

« (Hemos de obtener siempre dos poligonos iguales?. -; Unicamente dos poligonos?.

Es importante dejarles que tomen sus propias decisiones, que examinen las consecuencias de su eleccion y si ésta responde
a las condiciones establecidas por el enunciado. Por ejemplo, suelen surgir soluciones del tipo:

@
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que lleva a plantearse la pregunta: ;es esto:

@

un cuadrildtero?. D. Crawfort (1988) relata un interesante desarrollo de esta situacion en una clase en la que los estudiantes
examinan las consecuencias de admitir o rechazar este tipo de figuras como cuadrilteros.

El proceso de generalizacion
El trabajo se organiza en grupos de cuatro-cinco alumnos. Al principio es necesario organizar frecuentes debates para
centrar los objetivos del trabajo y abrir las vias de lainvestigacion. Mds adelante cada grupo ir delimitando su tarea en la medida

que identifique nuevos problemas e intente su resolucién. , .

Las primeras soluciones son variaciones de la presentada en el enunciado:

m 4N

Ante ellas, la intervencion del profesor: ;No habra una forma mds general de dividir el cuadrado, de forma que las cuatro
obtenidas sean casos particulares?. Tras un rato de trabajo sale algin alumno a dibujar en la pizarra:

®

con esto ya tenemos infinitas soluciones al variar la inclinacién de la linea, manteniendo que pase por el centro del cuadrado.

El proceso de generalizacion puede acabar aqui, o ir més lejos. De nuevo la pregunta: ;No habra una forma méds general, de
modo que los resultados ya obtenidos puedan considerarse nuevamente casos particulares de la nueva solucién?, e inducir asi
a modificar la linea. Hay ideas como:

©6)

que abren necesariamente nuevas vias al modificar la inclinacion:

O]
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el nimero de segmentos:

8
o introducir nuevas variaciones:
e incluso fantasias:
(10)

no es raro que se anuncien como soluciones:

14 dd -

que llevan a revisar el enunciado y examinar si la figura obtenida es realmente un poligono.

Mas tarde aparecen nuevas soluciones que son variaciones de las encontradas hasta ahora y que consisten en afiadir y quitar
una region:

(12)

y surgen poligonos que podemos encontrar en la Alhambra:

(13)
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Hablar de matemaéticas

En algin momento de este proceso, las intervenciones del profesor han de ir encaminadas a una descripcion lo més precisa
posible de la linea con la que dividimos el cuadrado. Esta precisién depender fundamentalmente del grado de desarrollo de los
estudiantes.

La pregunta en cuestion puede tomar la forma de: ;C6mo podrias comunicar por teléfono a un interlocutor cada una de
las soluciones que has encontrado hasta ahora, de forma que la pueda reproducir tal y como la tienes?.

Esdificil para el profesor tomar la posicién de moderador sin dar sus propias soluciones, una de las opciones serfa provocar
que los estudiantes reflexionen sobre las consecuencias de las definiciones de sus compafieros. Para ello, se propone a la clase
que cuando un compafiero emita un procedimiento, intenten seguirloal piédelaletray vean si pueden conseguir que el poligono
obtenido no cumpla las condiciones del problema. Algunas definiciones para el caso del trapecio (5) son:

» "Tomar los extremos de dos lados opuestos un poco inclinadas y trazar una linea que los una".

« "Tomar un punto, auna distancia determinada del vértice y otro en el lado opuesto, ala misma distancia y unirlos con
una recta”,

» "Cualquier linea que salga de un lado hacia el lado opuesto pasando por el centro”.

Todas ellas contienen incorrecciones, pero revelan que los estudiantes se estén inmersos en el problema y realizan un
verdadero esfuerzo por hacerse entender y expresarse con correccién. Como se apunt6 en el Simposio de Valencia (1987):
«Para que se desarrolle la capacidad de expresarse con claridad es necesario valorar mds la expresién de los intentos titubeantes
y los procedimientos incorrectos en lugar de acallarlos en favor de los caminos seguros y las respuestas correctas».

Podemos introducir un elemento de concisién si planteamos: «Pensad ahora que lo vais a comunicar ahora a alguien que
esti lejos y la conferencia es cara».

Los poligonos como punto de partida

Eneste momento parece que la investigacién vallegando a su fin, pero el profesor puede introducir nuevos modos de enfocar
el problema que hagan despertar de nuevoelinterés de los estudiantes. Por ejemplo, «Hemos encontrado dos (o cuatro) tridngulos:

(14)

(No habr4 otros tridngulos distintos a estos dentro del cuadrado y cuya érea sea la mitad?». No tarda en salir alguien con:
15)
La pregunta: «;No habrd ms tridngulos?» provoca que se aporten como seluciones los giros del anterior
k‘ E 1o

hasta que alguien se da cuenta de que el vértice no ha de estar
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necesariamente en el centro del lado;

a7

Mas adelante se discutird la conveniencia y la necesidad de probar que el 4rea del tridngulo obtenido es la mitad de la del
cuadrado. Es interesante sefialar que este momento suele ser uno de los mas apropiados para que los estudiantes justifiquen
por qué ese tridngulo tiene por 4rea la mitad del cuadrado y, més adelante hacer una revisién desde esta nueva éptica de las
soluciones obtenidas hasta ahora.

Aligualque se ha plahteado con tridngulos podemos hacerlo con rectdngulos: ;Habr4 otros?. Unos alumnos los encuentran

al desplazar el del enunciado hacia el interior del cuadrado. A otros les basta con que el rectdngulo tenga dos lados en el
cuadrado que midan la mitad de su lado. .

(18)

En los trapecios ocurre algo parecido con los desplazamientos.

(19)

pero es la solucion de los rectdngulos que tenia en cuenta la medida de las bases, la que puede dar alguna indicacién para tra-
pecios del tipo:

20)

en los que las condiciones para las bases son mucho mas dificiles de expresar.

La idea de trasladar un poligono abre la posibilidad de revisar el trabajo realizado y aparecen soluciones a partir de
procedimientos rechazados anteriormente:

— @D

Hasta ahora hemos trabajado a partir de las figuras que ya teniamos. Siseguimos la estrategia que D. Fielker (1987) llama «acti-
tud abierta», podemos encontrar nuevas preguntas que hagan modificar la forma de los poligonos considerados o el nimero
de lados como:
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» "¢ No habr4 cuadrados de 4rea la mitad dentro del inicial?".
« "1 Y paralelogramos?".

* "¢Y rombos?". "¢Cometas?"

» "¢ Otros cuadrilateros distintos a los mencionados?".

« ";Ex4gonos?". ";Pentdgonos?". ...

La figura:

22)

surge inicialmente como un rombo y no es fécil que vean en ella un ¢uadrado. A veces se llega a acaloradas discusiones entre
los que «saben» que ahi hay un cuadrado y los que «se niegan a admitir» que esa figura pueda ser algo distinto a un rombo.
Es una nueva oportunidad de volver a los principios y ver la necesidad de definir con precision los conceptos de cuadrado y
rombo. '

La prueba la realizan considerando que hay cuatro tridngulos dentro y cuatro fuera y que todos son iguales.

Esta soluci6n lleva a otra que en principio es aceptada como buena:

un método para refutarla es llevarla a casos extremos (cerca del limite):

@4

o estudiando los rectangulos:

25)

A partir de (18) pueden surgir variaciones que pueden encaminarse hacia la cometa, el trapecio isdsceles, el paralelogramo y
otros cuadrildteros:

(26)
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Cuando buscan rombos puede aparecer:

(%)
27)

La dificultad reside en encontrar el punto (*). Una forma de situarlo, es darse cuenta de que el cuadrado inicial est4 formado
por dos tridngulos cuyas bases son una de las diagonales del cuadrado, a partir de aqui se puede ver que ha de estar situado
sobre la otra a 1/4 (de la longitud de la diagonal) del vértice.

28)

L

No es necesario que los puntos (*) se mantengan fijos. Los podemos desplazar sobre las lineas paralelas a 1a diagonal que pasan
por los puntos obtenidos, en el mismo sentido o en sentidos opuestos.

w W NN

La bisqueda de pentdgonos y exdgonos se ve oscurecida por la imagen mental que tienen los estudiantes, cosa que ya ocurria
con los rombos que son 0 no son cuadrados. Parece como si no hubiera pentdgonos ni exdgonos distintos a los regulares, y
esto es producto de que rara vez los libros presentan alguno que no searegular. Asi, aunque ya tienen algunos en su coleccién
de soluciones, no los reconocen como tales:

ol (4

Un caso especial de pentdgono surge al revisar la solucién del tridngulo:

(30)

@31

~J

Hay nuevas soluciones que provienen de dividir el cuadrado en dos o més rectangulos de igual o distinta rea, y aplicar en cada
uno de ellos uno de los métodos ya encontrados con cuidado de que la figura resultante sea un poligono.

(AN
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Las soluciones que provienen de dividir el cuadrado en 4 mds pequefios y en todos ellos aplicar un método pueden llegar a
ser especialmente elegantes:

[2 X IE m E B E | ] "
No es necesario aplicar siempre el mismo procedimiento, podemos combinar dos 0 m4s con resultados como:
- A-
1 hid
LNV
B | I it 4
Resulta sorprendente ver como varios procedimientos diferentes pueden dar lugar a una misma figura. Es el caso de:
(35)

que puede obtenerse por varias vias:

(a) A partir del rectangulo, trasladar un triangulo.

(b) Considerar el cuadrado como dos rectangulos iguales y obtener en cada uno de ellos un paralelogramo.
(c) La region barrida al desplazar un segmento de longitud la mitad del lado del cuadrado.

(d) Dividir el cuadrado en 16 tridngulos iguales y tomar 8,
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(36)

' A U
(a) i (b) + -
, ‘ A

(c) (d) oL

9

Para finalizar este apartado, he intentado construir un mapa de las soluciones en el que se pretende reflejar las direcciones del
pensamiento a partir de la observaci6n de estudiantes y comparieros enfrentados a esta investigacion. Las flechas de los niveles
1 a 6 vienen a indicar que, a partir de lo aprendido al encontrar una solucién, los individuos tienen cierta «predisposicién»
a encontrar la siguiente. Los niveles 7 y 8 corresponden a combinaciones de dos o mas procedimientos. Atin hay un 9° nivel
que se expone en el apartado siguiente,
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El concepto de area

Cuando los estudiantes trabajan con papel cuadriculado, pronto encuentran soluciones que provienen de formar un
poligono que contenga exactamente la mitad de los cuadraditos:

37

(38)

Y otras que requieren de ciertos refinamientos:

v

(9

&</

Lo més interesante es que el método lleva implicito la manipulaci6n del concepto de 4rea desde una perspectiva estética,
¥y que es posible contrastar este enfoque con otro dindmico como el que ofrece Parker (1988) que considera el rea como la
cantidad de plano atravesado por un segmento de recta mévil que ha permanecido siempre paralelo al original. Asi:

AT

habrd «barrido» (40)

en nuestro caso, el desplazamiento de un segmento que mida la mitad dellado en una direccién perpendiculara si mismo,
nos lleva a la solucién del enunciado.

(41)

Si el segmento se mueve en una direccién no perpendicular, sino formando un dngulo agudo consigo mismo mientras
permanece paralelo a su posicion original, debe atravesar la misma 4rea; y tenemos el paralelogramo:

(42)
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Lo sorprendente de esta visién en el problema que nos ocupa es que aporta nuevas soluciones, ya que si el camino que
describe el segmento noinfluye enlacantidad de superficie barrida, 1o podremos hacer cambiar de direccién tantas veces como
deseemos, siempre y cuando se mantenga paralelo a su posicién original:

(43)

Parker atin va mas lejos ya que, si el segmento se acorta en proporcién constante a medida que se desplaza, generar un
trapecio. El drea serd lalongitud media del segmento porla distancia que atraviesa. Para obtener una solucién lo dnico que habra
de preocuparnos ¢s que esa media sea exactamente la mitad del lado del cuadrado. En el limite tendremos el tridngulo.

(44)
B+b B+0
S = ° 1 S = ° 1
2 2
Para acabar, podemos modificar estas ltimas soluciones si hacemos variar la direccién del segmento que decrece:
45)

La demostracion

En muchos momentos del proceso relatado surge la necesidad de demostrar que el poligono obtenido tiene por rea la
mitad del cuadrado. Sidemostrar es convencer con argumentos 16gicos, es necesario tener en cuenta quién tiene que producir
esos argumentos y a quién van dirigidos, en ambos casos son los estudiantes. El tipo de razonamientos que son plausibles para
alumnos de estas edades y que podemos esperar de ellos es muy distinto del que maneja un matematico.

En muchos casos es conveniente dar por vélidas justificaciones a veces incompletas o0 ambiguas ya que el objetivo que se
persigue es iniciar a los estudiantes en la conveniencia y el proceso de la demostracién y que den sus primeros pasos en este
sentido.

Por otra parte, un requisito imprescindible es que en la clase secree una atmésfera de indagacion para que los estudiantes
sientan la necesidad de probar o refutar sus conjeturas cuando encuentran
soluciones al problema.

Las argumentaciones que se dan sonde dos tipos: unas utilizan razonamientos de corte geométrico: equivalencia de reas,
movimientos, etc.; otras, se basan en procedimientos algebraicos: utilizacién y manipulacién de férmulas parael calculo
del rea de los poligonos.

La solucién del rectdngulo planteado en el enunciado es evidentepara los alumnos ya que «se ha dividido el cuadrado en

dos partes iguales». Cuando el rectdngulo se dibuja en el interior del cuadrado, proponen un desplazamiento hacia uno de los
lados.
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(46)

La demostracion algebraica tiene en cuenta que el rectdngulo tiene por altura el lado del cuadrado y por base la mitad.
Cuando se propuso la demostracion para el tridngulo, 1a congruencia de tridngulos hizo que resultara sencillo.

S,=S, ¥ S.=S, luegoS, .=

A+D

A | D (47)

Aqui, labase y la altura del tridngulo son iguales a los lados del cuadrado.

Para el paralelogramo se vid que una traslacion del tridngulo hacia la izquierda lo convierte en un rectdngulo

(48)

Parael trapecio, los alumnos propusieron realizar un giro de180° alrededor del centro del cuadrado con lo que los dos
trapecios se superponen. La demostracion algebraica que toma en cuenta que la suma de las bases es igual al lado del cuadrado,
tuvo la ventaja de ser titil para otros trapecios obtenidos, con la geométrica hubo que cambiar el procedimiento, dar cortes realizar
desplazamientos.

49)

En cambio la demostracin geométrica sirvié mds tarde para lospoligonos con una linea con centro de rotacién de orden 2,

(50)
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Un caso especial lorealizé unaalumna que, ante el poligono dela figura, realiz6 el siguiente proceso (recortando y despla-

zando):
' [ %
e _ (51)
>/ .

Hay un resultado interesante cuando tenemos un cuadriltero convexo inscrito en un cuadrado (es valido también cuando
estd inscrito en un rectdngulo) con una diagonal paralela a uno de sus lados

‘ :{ {-x (52)

* i |
1(1-x) Ix
ST] = ; STZ =
2 2
1(-x)+1x  P-Ix+lx I? S.
ST] + STZ = = = =

2 2 2 2

Avanzado ya el trabajo de manipulacion algebraica les propuse el siguiente problema: «Demostrar que, segin se hace la
construccién del cuadrado pequefio de la figura, sureaser la mitad degrande»

(53)

Aiin estudiamos algunos otros cuadrilateros como:

(54)

Mosaicos

En este tipo de trabajos, no son los estudiantes los tnicos quese plantean preguntas e intentan responderlas. También
adquiere relevancia el papel del profesor como investigador en una doble vertiente: por una parte, la investigacién did4ctica
através de la cual busca estrategias para favorecer el aprendizaje de los estudiantes; por otra, lamisma situacién matemdtica
planteada
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supone un reto para €. Ha de situarse en la perspectiva del resolutor para introducirse en la tarea propuesta como uno mas,

A veces, podemos encontrar alicientes para retomar temas que tenfamos «aparcados» y volver a profundizar en ellos,
Durante una época en la que intentaba poner orden a las ideas de este trabajo, una visita a la Alhambra y sus mosaicos, me
ofreci6 nuevas sugerencias.

La chispa inicial surgi6 de una de las figuras que mds me llaman la atencién: el hueso. La técnica de construccion parte
también del cuadrado. Ver Ruiz y Pérez (1987).

Labiisqueda de nuevos procedimientos parala mitad del cuadrado me llevé al planteamiento siguiente: «Siel hueso surge

de desplazar regiones del cuadrado hacia el exterior:
g (55)

(Podré conseguir algo parecido sin salirme del cuadrado?». En el contexto de la investigacion, la cuestién iba tomando
una nueva forma: «;Podré encontrar el hueso dentro del cuadrado, con un drea igual a la mitad?». Tras varias tentativas
consegui una via a partir de la divisién del cuadrado en cuatro mds pequefios y considerando dos opuestos:

(56)

(57

Traslaciones Simetrias

Ya que estamos en la Alhambra, ;por qué no intentarlo con otros disefios?.
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Una vez obtenido el hueso, no fué dificil conseguir el avién:
H -

La creacion de modulosresulté seruncampo fructifero que da lugar adiversas formas utilizadas por los drabes. Una pequeiia
muestra:

(58)

(59)

& AR

Los mosaicos generados por algunas figuras obtenidas en los apartados anteriores como el rombo, el trapecio o el tridngulo

también nos recuerdan los de la Alhambra:

Aqui se vislumbran algunos trazos de lo que podria ser el inicio de una nueva investigacion.

(60)
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Ampliaciones
Algunas ampliaciones al problema cuando los alumnos estan interesados o para algunos que deseen ir mas lejos.
Obtener una poligono de 4rea equivalente a la mitad de un tridngulo equiltero o un tridngulo isésceles.
Construir poligonos cuya 4rea sea la mitad del cuadrado con piezas del tangram chino.
Obtener una figura de drea la mitad de un exdgono o un circulo.

El paso del plano al espacio: obtener un poliedro cuyo volumen sea la mitad del cubo. Estudio de las secciones modulares
del cubo.

Obtener un poligono que tenga por rea la cuarta parte de la del cuadrado.

Creacién de mosaicos con algunas de las figuras obtenidas.
Conclusiones

Unainvestigacionde este tipo puede plantear dificultades al profesor: «Todo esto estd muy bien, pero yo tengo un programa
que cumplir y no puedo perder tanto tiempo». Podemos responder a esta pregunta si analizamos cudles son los conocimientos
matematicos implicados en el proceso relatado. Los alumnos:

Han utilizado la terminologia geométrica y han enriquecido su vocabulario en la descripcién de formas y figuras.

Han profundizado en conceptos como el de poligono, drea o los movimientos (traslaciones, giros y simetrias) y los han
relacionado.

Han estimado, medido y calculado longitudes y superficies.

Han consolidado destrezas como la utilizacién de férmulas y la manipulacién algebraica.

Han realizado construcciones geométricas.

Han utilizado propiedades geométricas como el teorema de Pitdgoras.

Por otra parte, tambi€n hay que considerar como conocimientos a los procedimientos y estrategias que se utilizan para hacer
matemadticas:
La busqueda sistemdtica a la vez que imaginativa de soluciones a un problema.
La generalizacion a partir de casos particulares y la particularizacion al darse cuenta de que una solucién engloba a
muchas otras.
La realizacion de conjeturas, la bisqueda de contraejemplos para refutarlas.
La demostracion utilizando argumentos geométricos y algebraicos.

Tras esta forma de proceder en el aula, el mejor logro ha residido en la actitud tipicamente matemética con que el estudiante
ha interpretado esta experiencia:

Han descrito y definido figuras obtenidas con sus propias palabras.

Han defendido sus soluciones ante sus compafieros.

Han tomado decisiones en el curso de su trabajo y han examinado las consecuencias de su eleccién.
Han tomado una via de trabajo que han seguido hasta que ha dejado de ser interesante. En algunos casos han ideado
un método, porejemploel de cuadriculacion, y pronto lo han abandonado por resultar demasiado sencillo encamindndose
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hacia otros procedimientos mds interesantes y satisfactorios.
Han tenido la oportunidad de apreciar la simetria y la regularidad de las formas creadas.

Para acabar, una pregunta: jPuede ser esto una muestra (como habrd muchas otras) de aprendizaje significativo?.
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Juan E. Doreste, 1 - Apartado, 442
Teléfono: 31 40 00 - Telefax: 31 43 00
35001 LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

5 junio 91 ("Dia del Medio Ambiente)

Estimados amigos y colegas:
quiero haceros una consul-

ta técnica, para ver si, a través de la revista, alguno mds experto a-
porta algunaluz sobre el problema, |

Se trata de que hago en algunas clases un "concurso" de Cesta y
puntos, por equipos y no sé si acierrto con la f#rmula para pasar los
puntos obtenidos a una nota, Al ser un problema de estadistica o de
cdlculo de probabilidades, es mds complejo, Hasta ahora, suponiendo
que fuesen 6 equipos en la clase de 6-7 alumnos pomedio, ddbamos 6
vueltas, con preguntas hechas por los propios alumnos gque eran mezcla-
das en una urna, Es decir, cada equipo tenfa 6 preguntas directas, que
eran valoradas a 10 puntos, Si falla, los rebotes irfan decreciendo,

desde 9 hasta 5 puntos si era el Udltimo equipo el acertante,

Y la fdédrmula empleada era:

Punt086dlreCt°S %{1 + Puntos rebote

100

No os echeis las manos a la cabeza ni llameis a Bol, pues
a veces, con aportaciones de los propios interesados hemos hecho algu-
nas correcciones a la maldita fdrmula, Pero me gustarfa que se hablase
de este problema, a ver si hay mds atinadas soluciones,

Muchas gracias por vuestra colaboracidn,

ose Anto andy




Aplicaciones didacticas de la localizacion

de errores matematicos*

M? Isabel Goicoechea
Esteban Indurain
Esperanza Minguillén

Resumen:

Planteamos este articulo con animo didactico:
Analizamos una serie de ejemplos en los cuales un
error matematico ha sido deliberadamente inclui-
do. El alumno que intente detectar dénde esta el
error se ve forzado a revisar aquéllos conceptos ya
aprendidos, pero quiza no consolidados. Creemos
que esta técnica de descubrimiento de errores
servira para elevar el nivel de rigor matematico del
alumno.

1. Introduccion

Un conocido aforismo del juego del ajedrez,
debido al gran maestro Tartakower, dice que «en
ajedrez s6lo se aprende de los errores» (véase [V-P]).
De hecho, hay libros de "didactica del ajedrez" que
consisten en la contemplacién de partidas en las
cuales se han cometido errores, que, al ser puestos
en evidencia al lector de un tal libro, ayudan al
mejor conocimiento del juego por parte de éste,
adquiriendo un mayor nivel.

Pues bien, creemos que esta misma idea
didactica es aplicable a la ensefianza universitaria
de las matematicas (a todos los niveles) , en base a
la inclusién (por ejemplo, en problemas de exame-
nes) de razonamientos matematicos en los que un
error ha sido cometido deliberadamente , y que el
alumno debe localizar. La conclusién de un tal

razonamiento puede ser absurda (por ejemplo, en
las tipicas «convincentes» demostraciones del he-
cho "2 = 1" a.través de algan razonamiento mate-
matico cuya falsedad no sea obvia). Quiza, la
presentacion de estas situaciones absurdas o pa-
radgjicas hacen que el alumno se vea mas motiva-
do arepasar los conceptos matematicos que haido
aprendiendo, ayudando a consolidarlos a un nivel
mayor de precision, rigor, y detalle. Nuestro obje-
tivo es , por tanto, precisamente ése: la consolida-
cion de conceptos clave, en todo su detalle, por
parte del alumno.

2. Sobre errores tipicos

Entre los errores tipicos que suelen cometerse
en los razonamientos matematicos cabe distinguir
entre los errores "de operacion”y los errores "de
concepto”. A los del primer tipo no se les suele dar,
en principio, excesiva importancia, pensando que,
"todo matematico se equivoca alguna vez en las
operaciones més sencillas". Los errores del segun-
do tipo son los que intervienen directamente en la
adquisicién de los conceptos matematicos. Un
error de concepto significa que algo no se ha
captado del todo, o se ha captado mal.

Cabe senalar, no obstante, que errores que a
primera vista se considerarian "de operaciones"
acaban siendo errores de concepto en muchos

*Parte del contenido de este articulo fue expuesto en el Congreso "XIV Jornadas Hispano-Lusas de Matematicas", (Puertode la Cruz,
Tenerife, Junio 1989), en la seccién correspondiente a "Didactica e Historia de las matematicas”.
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casos. Asi se apunta en [CIP] , donde vemos el
siguiente ejemplo .

EJEMPLO 1. Supongamos que un alumno
tiene que derivar el cociente de dos funciones. En
ese momento duda si"laférmula” es "denominador
por derivada de numerador , menos numerador
por derivada de denominador, dividido todo por
cuadrado de denominador", o bien es "numerador
por derivada de dedominador , menos denomina-
dor por derivada de numerador , ... ". El alumno
piensa: "i{No importa, todo lo mas me equivoco en
un signo, no creo que me bajen mucho la nota por
eso !". Al razonar asi, nuestro alumno olvida la
interpretacion del signo de la derivada (derivada
positiva se corresponde con funcién creciente). Si
aplica mal la regla de derivacién a una funcién
como 1/x , obteniendo, por ese error, que su
derivada es +(1/x? , no sélo ha cometido un error
de operaciones, sino también de concepto, ya que
la funcién 1/x es siempre decreciente, luego no
puede tener derivada positiva.

Otro ejemplo tipico en esta linea puede ser el
"despiste" (que el alumno casi nunca considera
"grave”) consistente en dejarse de sumar la
"constante de integracién" en el calculo de la
primitiva de una funcién. Veamos cémo un tal
error puede conducir a situaciones totalmente
absurdas :

EJEMPLO 2 : (Véase [NOR]) Se desea calcular
unaintegral tan inocente como [(dx/x) . razonamos
asi . Por un lado, si pensamos que el numerador
"dx" es la diferencial del denominador "x", la inte-
gral sera ellogaritmo del denominador "logx". Pero,
si en la integral multiplicamos por 2 a numerador
y denominador, tendremos [(2dx/2x) , y 2dx =
d(2x) sigue siendo la diferencial del denominador
(en este caso "2x") con lo que nuestra integral sera,
también, log(2x).

Asi, de laigualdad log x = log(2x) se sigue x = 2x,
y de aqui se sigue "1 = 2",

Otro tipo frecuente de error se produce cuando
se razona "por analogia", pero dejandose llevar en
exceso por la intuicién, sin basar el razonamiento
en algan hecho matematico bien conocidoy conso-
lidado. Veamos algun ejemplo :

EJEMPLO 3 : Nos disponemos a calcular
o cOsx dx . Razonamos asi :

No importa qué valor tenga x : Por ejemplo, si x
valel,2,,3,...alsercos 1, cos2, cos 3, ... sendas
constantes, salen fuera de la integral. Asi, la
integralen [0,1] de cos 1 vale cos 1, la de cos2 vale
cos2, la de cos3 vale cos3, ... Luego, por analogia,
la integral pedida debe valer cos x.

EJEMPLO 4 : Observemos que 22 = 2 + 2 (se

suma dos veces). también 32 = 3 + 3 + 3 (se suma
tres veces) , y 42 =4 + 4 + 4 + 4 (se suma cuatro
veces).
Engeneralx’=x+x+... +x (se sumaxveces) , luego
derivando miembro a miembro en la anterior ex-
presion tenemos que 2x =1+ 1 +... + 1 (y aparecen
"X" unos) . Asi que 2x =x,y, por tanto, 2 = 1,

EJEMPLO 5 : (Este ejemplo lo tuvieron que
"sufrir" alumnos de la Universidad de Zaragoza en
un examen (23-enero-82) de la asignatura "Analisis
Matematico V (Analisis Complejo)", entonces a
cargo del Dr. D. José Garay de Pablo).

"Vamos a ver que los tnicos numeros que
existen son el cero y el uno, razonando con lo
mucho que sabemos sobre niimeros complejos :
Sea z un namero complejo no nulo, y sea w = Log
z. Entonces se verifica z = e = ¢2Adw/2m) = (g2m)w/2nt =
lw/zm =1,

En consecuencia de lo que antecede afirmamos
que todo numero complejo no nulo es igual a la
unidad. Luego dado un numero complejo, o es

Cabe decir, en defensa del hecho de +olvidarse de alguna condicién» , que, cuando se hace deliberadamente , a conciencia, puede
dar fruto en la investigacién matematica. Pensemos que un método muy usual consiste , en esencia, en relajar (xolvidars) una
condicién de un teorema, para intentar obtener la misma conclusién (pero en condiciones mas generales). Si este resultado méas

general no es ya clerto, se obtendra un contraejemplo.
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cero, o0 es uno, y asi, no hay ningun numero
complejo (y por tanto, tampoco real) distinto de
cero o de uno".

Otro tipo de error mucho mas sutil, es todo
aquél que aparezca en un razonamiento que parte
de hipétesis validas y llega a conclusiones vilidas
(pero por un camino falso) . Evidentemente, como
todo parece correcto, el error es mucho mas dificil
de descubrir. Veamos un ejemplo, que también
hubieron de «sufrir» alumnos de la Universidad de
Zaragoza en un examen (5-feb-77) de la asignatura
"Geometria I", entonces a cargo de D. Javier Otal
Cinca :

EJEMPLO 6 : La desigualdad de Schwarz dice ;

"Si vy w son vectores libres, se tiene que
lvwl < Ivl Iwl" . A continuacién damos una de-
mostracién de este hecho: "Basta ver que (vw)? <v?
w? . Si v 6 w son nulos, el resultado es evidente .
Supongamos, pues, que ni v ni w son nulos.
entonces v? , y w? son nimeros reales positivos y
existen sus raices cuadradas V(v?) y V(w?) . Para todo
par s,t de niimeros reales se tiene :
0 < (tv-sw)? = t2v2 + s?w? -2tsvw, luego 2tsvw < t2v2
+s?w2 Tomando t = V(v3) , s = V(w?) obtenemos que
2V(v?) V(w)vw < 2v2w2, Por tanto, simplificando, vw
<VW)V(w3), y asi (vw)? < v2w? La demostracién es
falsa. Localicese algun error.

(Digamos que hay un error, claro, en el tltimo
paso: No es cierto, en general, que al elevar dos
cantidades al cuadrado se mantenga una des-
igualdad: por e¢jemplo, -7 < 5, pero 49 > 25).

Otro tipo de error frecuente se produce al no ser
cuidadoso con una notacién que, segun los casos,
puede significar cosas distintas. Un ejemplo apa-
~ rece en [M-T] , problema 41, pag. 186.

EJEMPLO 7. ¢Cual es el fallo del siguiente
razonamiento ?

"Supongamos que w=1flx,y) ,y que y =x2 Por laregla
de la cadena ow/dx = ow/0x . dx/0x + ow/dy . dy/ox =
ow/dx + 2x 0w /dy . Asi 0=2x{ow/dy), luego aw/dy = 0.
Pero, si por ejemplo es w = f(x,y) = x + y , resulta
dw/dy =1, asique 0 = 1",

(Nétense los dos significados de ow/dx , antes y
después de la sustituciény = x2) ,

Aplicaciones diddcticas de la localizacién de errores matemdticos

Otro tipo de error frecuente aparece cuando el
alumno razona mecanicamente, empleando "rece-
tas" o "férmulas" que son la panacea a la hora de
resolver un problema o tipo de problemas concre-
to.

En una tal circunstancia, el alumno no quiere
tener en cuenta que una férmula por si sola no
sirve para nada, no dice nada, no es mas que una
sucesion de simbolos, igual que pudiera ser un
galimatias como:

"rguhFFSOB, IOEWioOg\{O¥A0°dkgflk". Las for-
mulas sélo sirven cuando actiian sobre conceptos
para obtener y producir resultados.

Ademas, "cada férmula tiene suradio de accibén”,
esto es : ha de darse respuesta a cuandoy cémo la
tal férmula puede ser utilizada, dependiendo esto
del contexto en el que estemos trabajando. No
podemos "sacarnos una formula de la manga",
cuando nos venga en gana, porque eso puede
incluso no tener sentido. Veamos dos ejemplos a
este respecto (el primero de los cudles dedicamos
a nuestros alumnos de Ciencias Econémicas y
Empresariales) y que consisten en "mezclar" dos
"ingredientes" (o "férmulas") cuyos radios de ac-
cion son "conjuntos disjuntos” (por ejemplo : capi-
talizacion a interés simple versus a interés com-
puesto ; movimiento uniforme versus uniforme-
mente acelerado ) .

EJEMPLO 8: "Teorema : Ninguna entidad ban-
caria nos paga jarnas ningun interés".

"Demostracion’: El banco trabajara con interés
simple y/o interés compuesto.

Sea C,, el capital inicial que nosotros colocamos
en el banco. Sea 1 el tanto unitario de interés. Sea
Cn el capital que tendremos al cabo de n afios.
Veamos que, o bien i es cero (con lo que no nos
pagan intereses) o bien C, = C_ (con lo que, si al
cabo de n afios tenemos lo mismo que al empezar,
tampoco nos han pagado intereses). En efecto :
Apliquemos que C_, = C_+1C, ("férmula" del in-
terés simple) y que C_, = C_ +1 C_ (“férmula" del
interés compuesto). Igualando resultaiC =1C,. Por
tanto i es cero, o bienC, = C_.

Por si el alumno no esta atin convencido, todavia
cabe proponerle otra "demostracién" alternativa ;
Aplicamos ahora que C, = C, (1 + ni) (interés
simple), y también que C_ = C (1+i)" (interés com-
puesto). Igualandoresulta que C, (1 +ni) = C (1+)".
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Asi, 0 bien C, = O (con lo que, seguro, no nos
pagaran interés , pues significa que no pusimos
dinero alguno en el banco), o bien 1 + ni = (1+i)" .
Particularizando esto ultimo para n=2 resulta que
(1+1)2= 1 + 2i, Desarrollando el cuadrado obtendre-
mos que 1 + 2i + 2 = 1 + 2i. Asi, simplificando
términos, esi* =0, luegoi=0.

EJEMPLO 9: Un mévil cae libremente desde
una altura h. Sea t el tiempo que tarda en caer.
Como espacio es velocidad por tiempo, llamando v
a la velocidad sera h = vt . Ademas velocidad es
aceleracién por tiempo, luego v = at (siendo "a" la
aceleracion gravitatoria), y asi h = a t2.

Por otra parte espacio es velocidad inicial (en
nuestro caso cero) por tiempo, mas la mitad de la
aceleracion por el cuadrado del tiempo. Asi, re-
sultard h = (a/2)t> . Ahora, resulta un juego de
ninos concluir, igualando las dos expresiones de
"h", que "2 = 1",

3. Comentarios sobre la literatura

existente

No hemos encontrado suficiente literatura al
respecto del aprovechamiento de errores para la
ensenanza de las matematicas. Un estudio peda-
gogico aparece en [CIP] , donde aparecen ideas
interesantes, que rozan aspectos psicoldgicos del
razonamiento de un alumno ante un problema.
Los ejemplos de este texto son, tal vez, demasiado
elementales.

Referencias Bibliograficas

Un excelente libro, con recopilacién mas que
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son interesantes libros como [BUT] (véase proble-
ma 4, pag. 200, o probleina 16, pag. 207, sobre
integrales impropias), o [M-T] (ademas del Ejemplo
5, véase la pagina 328 que da un "contraejemplo”
(por supuesto, falso) al teorema de Fubini para
integrales dobles, en base a la utilizacién de una
funcién construida mediante una serie doble).
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La operacion de sumar: el caso

de los problemas verbales

Vicente Bermejo
Purificacién Rodriguez

Resumen

El presente trabajo revisa algunos de los hallaz-
gos mas recientes en el ambito de la resolucién de
los problemas verbales aditivos. A este respecto, se
recoge una clasificacién de los tipos de problemas
y se analizan las variables explicativas de los
diferentes niveles de ejecucién; asimismo se pre-
sentan las principales estrategias de resolucién y
los errores mas caracteristicos. Por iltimo, se hace
mencion de los modelos de simulacién que se han
desarrollado en este Ambito.

Introduccién

La representacion de los problemas verbales
bajo forma de simbolos matematicos constituye
una meta central en el curriculum de las matema-
ticas. Sin embargo, los profesores constatan fre-
cuentemente que los nifios solucionan correcta-
mente las tareas aditivas cuando se presentan bajo
laforma de algoritmos, fracasando, no obstante, en
esas mismas tareas cuando se formulan como
problemas verbales. La explicacion de estos he-
chos representa una de las mayores preocupacio-
nes de la investigacién actual, que pretende esta-
blecer los cimientos pertinentes de la aritmética
elemental, a fin de facilitar la labor instructiva del
profesorado y evitar en lo posible el alto porcentaje
del fracaso escolar existente en este ambito.

Desde esta perspectiva, los esfuerzos de los
especialistas han seguido principalmente dos li-
neas de trabajo estrechamente relacionadas entre
si. Por una parte, se ha intentado dar respuesta al

hecho de que los escolares resuelvan con mayor
facilidad unos tipos de problemas aditivos con
respecto a otros, analizando los diferentes factores
que de un modo u otro podrian incrementar o
disminuir el grado de dificultad de los mismos:
sintaxis, nivel de vocabulario, nimero de palabras,
etc. Por otra, se estd prestando cada vez mas
interés al estudio de los procesos cognitivos que se
originan durante la resolucién de estos problemas
verbales aditivos. Los resultados de estos esfuer-
zos se traducen en una gran cantidad de trabajos,
sobre todo en Estados Unidos, que podriamos
agrupar en dos grandes bloques tematicos: cues-
tiones relativas al analisis de los niveles de dificul-
tad de los problemas verbales, estrategias de solu-
ciony naturaleza de los errores, y muy vinculados
con estos temas, la elaboracion de modelos de
simulacién.

En las breves paginas que siguen intentaremos
ofrecer una panoramica global de los aspectos
mencionados, centrandonos principalmente en
torno al primer grupo temaético, ya que la comple-
jidad de los modelos de simulacién requeriria un
espacio fisico mas amplio, a fin de poder presentar
una vision minimamente satisfactoria. Para una
mayor profundizacion sobre estas cuestiones, y
sobre todas las aportadas en este articulo, remiti-
mos al lector a nuestro libro (Bermejo, 1990).

1. Tipos de problemas verbales aditivos

Un primer paso, previo al intento de explicacion
del nivel de dificultad de los distintos problemas es
su clasificacién y tipificacién. Atendiendo a las
relaciones semanticas subyacentes a los proble-
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mas verbales, los autores suelen proponer cuatro
categorias generales: problemas de cambio, de
combinacién, de comparaciony de igualaciéon (ver
Riley, Greeno y Heller, 1983 para una revision).
Los problemas de cambio se caracterizan por la
presencia de una condicién inicial, sobre la que se
efectua una accién implicita o explicita, producién-
dose como resultado un incremento o decremento
de esa situacién inicial. Por su parte, tanto los
problemas de combinacién como los de compara-
ciénsuponenrelaciones estaticas. En los primeros
se presentan dos conjuntos disjuntos, que pueden
ser considerados aisladamente o como partes de
un todo, sin que medie ningan tipo de accién. Los
de comparacién suponenigualmente la relacién de

dos cantidades disjuntas, bien para determinar la
diferencia existente entre ellas, bien para averiguar
una de las cantidades conociendo la otra y la
diferencia entre ellas. Por otra parte, tanto los
problemas de cambio, como los de combinaciéon y
comparacién se pueden distinguir tres subtipos en
funcién de la ubicacién de la incégnita: en uno de
los sumandos o en ¢l resultado. Por ultimo, los
problemas de igualacién constituyen una mezcla
de los problemas de comparaciény cambio, puesto
que hay una comparacién de dos conjuntos
disjuntos y una accién implicita que ha de aplicar-
se a uno de esos subconjuntos para hacerlo igual
al otro. En la Tabla 1 se encuentran ejemplos de
cada tipo de problema.

Tabla 1: Ejemplos de cada una de las categorias de problemas verbales.

W N —~

al principio?.

cromos tiene Carlos?.

tiene Juan?.

WA~

tener los mismos que Juan?.
Carlos?.

cromos tiene Carlos?.

PROBLEMAS DE CAMBIO
. Juan tiene 7 cromos. Carlos le da 5 cromos méas. ¢/Cuantos cromos tiene ahora Juan?.
. Juan tiene 6 cromos. /Cuantos cromos necesita para tener 16 3n total?.
. Juan tenia algunos cromos. Carlos le da 6 cromos méas. Ahoratiene 16 en total. (Cuantos tenia

PROBLEMAS DE COMBINACION

1. Juan tiene 8 cromos y Carlos 4. ¢Cuantos cromos tienen entre los dos?.
2. Juan tiene 7 cromos. Carlos tiene también algunos cromos. Entre los dos tienen 14. s Cuantos

3. Juan tiene algunos cromos y Carlos tiene 4. Entre los dos tienen 12 cromos. ¢Cuantos cromos

PROBLEMAS DE COMPARACION
. Juan tiene 7 cromos y Carlos tiene 4 cromos. ¢Cuantos cromos tiene Juan mas que Carlos?.
. Juan tiene 6 cromos. Carlos tiene 8 cromos mas que Juan. ¢Cuantos cromos tiene Carlos?.
.Juan tiene 12 cromos. Tiene 5 cromos mas que Carlos. ¢Cuantos cromos tiene Carlos?.
PROBLEMAS DE IGUALACION
1. Juan tiene 12 cromos, Carlos tiene 6 cromos. ¢Cuantos cromos le tienen que dar a Carlos para

2.Juan tiene 4 cromos. Sile dan 7 cromos tendra los mismos que Carlos. ¢Cuantos cromos tiene

3. Juan tiene 13 cromos. Si a Carlos le dan 4 cromos tendra los mismos que Carlos. ¢Cuantos
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Por otro lado, el nivel de e¢jecucién de los nifios
varia sistematicamente dependiendo del tipo de
problema planteado y dichas variaciones se expli-
can generalmente en funcién de una serie de
variables, que sumariamente mencionamos a con-
tinuacion:

1) La estructura semdntica: la mayoria de los
trabajos (Carpenter y Moser, 1982, 1983, 1984;
Bermejoy Rodriguez, 1988; De Cortey Verschaffel,
1987; etc.), coinciden en sefialar que los problemas
de cambio son los mas faciles seguidos de los de
combinacién y finalmente los de comparacion.
Ademas, una investigacion realizada por nosotros
(Bermejo y Rodriguez, 1987a) con nifios de 22 de
preescolary 12 de EGB sobre problemas de combi-
nacién e igualacién, encontramos que el nivel de
ejecucién era notoriamente inferior, sobre todo
entre los preescolares, en los problemas de
igualacién, mientras que el porcentaje de éxito en
los problemas de combinacién era muy elevado en
ambos grupos.

2) El lugar ocupado por la incégnita: se ha
comprobado que en general el nivel de dificultad de
los problemas aumenta cuando la incdgnita se
sitia en uno de los sumandos. Pero, la dificultad
se incrementa atn mas cuando la incégnita se
sitta en el conjunto de partida. Por ultimo, no se
observan diferencias importantes entre los proble-
mas cuando ésta se halla en el resultado. Asi, por
ejemplo, el nivel de dificultad de los problemas de
comparaciéon aumenta considerablemente cuando
la incoégnita aparece en el conjunto de partida,
segun los resultados obtenidos en nuestra inves-
tigacion con problemas de comparacién (Bermejoy
Rodriguez, 1990) en nifios de 2° y 3° de EGB.

3) La formulacién verbal del problema: esto es,
el orden de presentaciéon de la informaciéon en el
problema asi como el grado de explicitacion de las
relaciones entre las cantidades conocidas y des-
conocidas, pueden influir en los procesos de re-
solucién de los nifos.

Ademas de los factores sefialados, existen otros
que podrian igualmente facilitar o dificultar la
correcta ejecucién de estas tareas sobre todo en el
caso de los nifios pequerfios. Nos referimos a la
presencia de ayudas y la magnitud de los sumandos
(Bermejoy Lago, 1988; Bermnejoy Rodriguez, 1987a).
El ajustado control de todos estos parametros en la
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programacién curricular y en la ensefianza en el
aula no sélo incidiria positivamente en la dismi-
nucién de las altas tasas de fracaso escolar, sino
que ayudaria a cambiar la actitud frecuentemente
negativa de los nifios hacia esta materia.

2. Estrategias de solucién y errores
infantiles

La observacion detenida de las respuestas da-
das por los niflos ante los problemas verbales de
adicién nos permite diferenciar, entre otras, las
siguientes estrategias propuestas por Carpenter y
Moser (1983, 1984):

1) Estrategias de modelado directo: consisten
enrepresentar ambos conjuntos o cantidades pro-
puestas en el problema mediante objetos fisicos (o
los dedos) y recontar después dichos objetos.
Constituye un tipo de estrategias muy simple que
los nifios utilizan incluso antes de recibir instruc-
ciéon formal (Bermejo y Lago, 1988; Bermejo y
Rodriguez 1987a, 1987b; Carpentery Moser, 1984).
2) Estrategias de conteo: son las estrategias de
contar sin modelos (objetos fisicos). Son similares
a las estrategias del apartado anterior, pero se
diferencian de ellas en que el nifio no usa objetos
o dedos para respresentar los sumandos. Aunque
no precisa representar previamente los conjuntos,
sl necesita utilizar algun procedimiento que le
permita registrar el niimero de pasos efectuados al
final del conteo, como por ejemplo los dedos
(Baroody, 1987; Baroodyy Ginsburg, 1986; Bermejo
y Lago, 1988; Bermejoy Rodriguez, 1987b; Fuson,
1988) o bien cuando el conteo se produce men-
talmente ciertos ritmos fisicos, como movimientos
de cabeza. Dentro de este grupo se incluyen tam-
bién las estrategias de contar a partir del primer
sumando y contar a partir del sumando mayor.
3) Estrategias de hechos numéricos: incluyen la
memorizacién y las reglas. En la primera, el hecho
numeérico se recupera inmediatamente de la me-
moria a largo plazo sin conteo aparente. Las reglas
se refieren a procedimientos en los que el nifio
compone y descompone los nameros para hallar la
suma total o resultado del problema.

Ademas de los tipos de estrategias recogidos, los
autores prestan cada vez mas atencién a otros tres
aspectos fundamentales relacionados con ellos: su
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evolucién con la edad, los mecanismos de transi-
cién entre ellas y los procesos implicados en la
eleccion del tipo de estrategia. Para una revisién
mas detallada remitimos al lector al volumen antes
citado (Bermejo, 1990).

En cuanto alos Errores, se suelen presentar dos
tipos: de ejecucibn y de representacién. Los pri-
meros se originan cuando el nifio elige correcta-
mente la operacién aritmética correspondiente,
pero fracasa a la hora de ejecutarla. Los segundos
surgen a causa de una representacion inapropiada
del problema a partir del texto verbal (De Corte y
Verschaffel, 1985). Suelen presentarse en tres
categorias fundamentales: repetir una de las can-
tidades propuestas en el problema, seleccionar
una operacion inadecuada e inventar la respuesta.
Respecto al primer tipo, puede observarse con
frecuencia en todas las categorias de problemas.
Un ejemplo de ello lo tenemos en los problemas de
cambio cuando los nifios se muestran incapaces de
representar los conjuntos de partida y de cambio
separadamente, cometiendo los consiguientes
errores (Riley et al., 1983). En relacién con la
seleccién de una operacién inadecuada aparece
cuando el nifio aplica la forma canénica A + B = ?
a problemas cuya incdgnita se situa en uno de los
sumandos. Este error puede tener tres causas:
1) dificultad para concebir el significado de la
indefinicién de uno de los sumandos ("algunos"); 2)
que los nifios no tomen en consideracién la infor-
macioén temporal contenida en el texto; y 3) que no
comprendan la proposicién comparativa que de-
termina el otro sumando (Bermejo y Rodriguez,
1990). Por ultimo, en algunas ocasiones los ninos
inventanlarespuesta, como ocurre frecuentemente
cuando estan cansados o no comprenden en ab-
soluto el problema planteado.

3. Modelos de simulacién

Los modelos teéricos intentan ofrecer hipétesis
plausibles sobre las estructuras cognitivas subya-
centes en la resolucién de los problemas verbales
(Briars y Larkin, 1984; De Corte y Verschaffel,
1985; Kintsch y Greeno, 1985; Riley et al., 1983).
Todos ellos insisten en que las dificultades que
presentan los nifios se deben a la construccién
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inadecuada de la representacidn inicial del proble-
ma planteado (Bermejo y Lago, 1987). Asi, los
modelos de Riley et al. (1983) y Briars y Larkin
(1984) asumen que la solucion de los problemas
verbales depende del conocimiento conceptual que
conduce ala seleccién apropiada de un esquema de
accion para la solucién. Por otro lado, aportan
datos sobre la dificultad de las diferentes clases de
problemas y proporciona hipétesis acerca de los
procesos de representacién que los niflos cons-
truyen cuando solucionan problemas verbales, asi
como las inferencias que hacen de las operaciones
que ejecutan sobre los conjuntos.

De Corte y Verschaffel (1985) proponen un
modelo en el que se insiste en la importancia del
procesamiento semantico. Consta de cinco fases:
(1) representacion global del problema; (2) selec-
cion de una operacion aritmética formal o una
estrategia informal de conteo para encontrar el
elemento desconocido; (3) ejecucion de la operaciéon
o de la estrategia informal; (4) reactivacién de la
representacion inicial del problema, sustituyendo
el elemento desconocido por el resultado de su
ejecucion; y (5) verificacion de la solucién. En la
primera fase dos esquemas cumplen un papel
esencial: los semanticos que representan el cono-
cimiento del nifio sobre las relaciones subyacentes
en los problemas verbales; y el «esquema de las
palabras del problema» (Wordd Problem Schema,
WIPS), que hace referencia a su conocimiento
sobre la estructura, el papel, y la intencién del
problema. Los distintos modelos son s6lo aproxi-
maciones tedricas sobre los procesos cognitivos
subyacentes en la resolucién de los problemas.

4. Conclusiones

A pesar de la concision seguida a lo largo de este
articulo, resulta evidente la existencia de un gran
cumulo de trabajos y hallazgos (algunos realizados
con poblaciones de nuestro pais) sobre los proce-
sos, procedimientos y demds circunstancias que
rodean e inciden en la comprension de la operacién
de sumar. Parece obvio, que las implicaciones de
tales trabajos deben tener una clara repercusién
en las practicas cotidianas de ensefiar la adicion.
Porlo tanto, es una tarea necesaria y urgente tratar
de acercar el ambito de lainvestigacién ala progra-



macién, asi como a la gestacién de materiales y
procedimientos educativos que faciliten el aprendi-
zaje de los contenidos matematicos en el aula.
Desde esta optica, hemos sefialado los principales
factores que inciden de un modo u otro en la
dificultad de los problemas verbales aditivos.
Igualmente hemos analizado tanto las estrategias
que los nifios utilizan habitualmente para solucio-
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nar estas tareas en funcién de la edad y el tipo de
problema planteado, como los tipos de errores mas
frecuentes que suelen cometer los nifios. Por
altimo, hemos revisado brevemente algunos de los
modelos tedricos mas significativos, que pueden
ser de gran ayuda para el educadorya que sugieren
los procesos cognitivos que el aprendiz pone en
marcha cuando soluciona este tipo de problemas.
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Patrones de razonamiento proporcional
en la resolucion de tareas de ciencias

José Antonio Acevedo Diaz

Resumen

En este articulo se propone una tipologia de
patrones de razonamiento proporcional con apli-
cacién general a tareas matematicas y cientificas.
También se describen algunos ejemplos de las
estrategias y procedimientos seguidos por los es-
tudiantes en una tarea de proporcionalidad de
Quimica. Asimismo, se hace una discusién de los
principales resultados obtenidos a partir del ana-
lisis de diversos problemas de proporciones re-
sueltos por estudiantes de Enseflanza Secundaria
(1°y 22 de BUP, 14-17 afios de edad). Finalmente,
se sugieren brevemente ciertas implicaciones para
la enseflanza de la nocién de proporcionalidad.

El concepto de proporcionalidad

La compresién tardia de la nocién de proporcio-
nalidad ha sido explicada por Inhelder y Piaget
(1955), considerando que, con anterioridad al do-
minio de las relaciones métricas cuantitativas y
precisas que este concepto requiere, es necesaria
una etapa de aproximaciones cualitativas en forma
de compensaciones. Segin Piaget, la compensacion
es mas accesible que la proporcionalidad, ya que
aquella se basa en relaciones cualitativas y 16gicas
mientras que las proporciones s6lo adquieren un
significado verificable experimentalmente a través
de su cuantificaciéon numeérica. Asi pues, el proceso
evolutivo supone siempre una anticipacién légica
de la proporcionalidad antes de llegar a establecer-
se métricamente, 1o que ha sido confirmado por
otros investigadores (Karplus et al., 1980; Noelting,
1980 a,b).

Ante un problema de razén simple con dos
variables linealmente interdependientes, después
de la aproximacién mas elemental que supone la
estrategia cualitativa, el siguiente paso de la se-
cuencia evolutiva es también consecuencia de lo
anterior. En efecto, como las compensaciones
pueden ser tanto aditivas como multiplicadas, no
es de extranar que los escolares tiendan a buscar
unasoluciéon utilizando un patrén de razonamiento
aditivo-sustractivo en vez de multiplicativo, es
decir, a partir delaigualdad de diferencias aditivas.

Finalmente, antes de alcanzarse la estrategia
multiplicativa, esto es, el producto cruzado entre
razones equivalente (“regla de tres”), o bien el
producto/cociente por un factor de equivalencia,
todavia existe una aproximacién que permite al-
canzar algunos éxitos: la correspondencia median-
te relaciones doble-mitad, procedimiento que pre-
senta un cierto caracter iterativo. En resumen, de
modo general podemos establecer cuatro estrate-
gias basicas, las cuales constituyen una secuencia
evolutiva de patrones de razonamiento propor-
cional (PRP) que, de menor a mayor nivel de
elaboracién, son los siguientes:

1. Cualitativo

2. Aditivo-sustractivo
3. Doble-mitad

4, Multiplicativo

Para concluir esta introduccién sefalaremos
que el estudio del razonamiento proporcional ha
tenido siempre una notable repercusion fuera de
Espana en investigaciones sobre Psicologia del
aprendizaje, Epistemologia genéticay Didactica de
las Matematicas y de las Ciencias Experimentales.
Los articulos son tan numerosos que es imposible
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dar aqui una referencia de los mas importantes. No
obstante, indicaremos que Tourniaire y Pulos (1985)
han realizado una interesante revisién de la litera-
tura sobre el tema que cubre hasta 1984, aunque
centrada casi exclusivamente en publicaciones de
los EE.UU., mientras que Vergnaud (1983), pre-
senta una muestra de la tradicién francesa. En
nuestro pais los trabajos son mucho mas escasos
y se han venido centrando preferentemente en las
estrategias de comparacién de proporciones y su
aprendizaje escolar (Corral, 1986 y 1987; Pérez
Echevarria, 1987; Pérez Echevarria et al., 1986).
Nuestra contribucién al tema (Acevedo, 1988 y
1989; Acevedo et al., 1987 a, b, 1988 a, b), se ha
encaminado a establecer una tipologia general
aplicable a diferentes problemas de proporcionali-
dad, al conocimiento de la evolucion de los PRP en
el Bachilleratoy al desarrollo de estrategias para su
aprendizaje en dominios de la Fisica y la Quimica.

En este trabajo la finalidad principal es hacer
reflexionar al profesorado sobre la complejidad
conceptual de la nocién de proporcionalidad,
mostrandole ejemplos de cémo la tipologia PRP
propuesta anteriormente aparece en la resuluciéon
detareas condiferentes contextosy caracteristicas,
haciendo hincapié en suincidencia en la Ensefianza
Secundaria (1° y 2° BUP).

Metodologia seguida

Para la investigacion se seleccionaron 100 estu-
diantes que cursaban 1° BUP y otros 100 de 2°
BUP, con igual namero de alumnos y alumnas en
cada curso, todos escolarizados en un Instituto de
Bachillerato de Huelva. La muestra era representa-
tiva, en diversas caracteristicas académicas y
socloecondmicas, de una poblacién mucho mas
amplia, de alrededor de un millar de estudiantes de
EE.MM. de diversos Institutos onubenses, los cuales
habian realizado una de las tareas: “Alto-Corto”
(AC). Los/as 200 alumnos/as hicieron ademas
otra tarea: “Agua Salada” (AS), con contenidos
relacionados con la Quimica, mientras que aque-
llos/as de 22 BUP resolvieron también la tarea de
la “Balanza” (BA), dentro de sus actividades nor-
males de aula, con el objetivo de encontrar una ley
general para el equilibrio mecanico de dicho ins-
trumento fisico. Las caracteristicas principales de
las dos primeras pruebas, ambas de proporciona-
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lidad directa, se detallan més adelante por seralas
que nos referiremos preferentemente en este tra-
bajo. También pueden encontrarse referencias a la
tarea BA en otro lugar (Acevedo 1988).

El analisis cualitativo de las formas de resolver
los distintos problemas y las explicaciones verba-
les y simbélicas permiti6 clasificar las respuestas
segun los PRP ya sefialados, tabulandose después
las frecuencias de los mismos para poder hacer
comparaciones y establecer las conclusiones opor-
tunas en base a los resultados obtenidos. Con tal
fin se harealizado un completo analisis estadistico
mediante pruebas no-paramétricas “Ji-cuadrado”
(x2) de distribucién de frecuencias en tablas de
contigencias, admitiendo como significativas so-
lamente aquellas diferencias que no puedan ser
atribuidas al azar con una probabilidad maxima de
error del 5%, esto es, exigiendo como nivel minimo
de significacion el 95% (p < 0.05).

Breve descripcién de las tareas
1. La tarea “Alto-Corto”

Una de las proporciones matematicas de interés
viene dada por la métrica representada por la
igualdad de dos razones numéricas. En tal caso
puede plantearse el problema de hallar el cuarto
componente delaequivalencia. La tarea AC (Karplus
etal., 1977), cuya version castellana en uno de sus
modos de presentaciéon ha sido publicada por
Aguirre de Carcer (1981 y 1985), es adecuada para
estudiar los PRP. Esta tarea ha sido analizada en
EE.UU., incluyendo el efecto que puede producir el
método utilizado y el formato de presentacion de la
misma en las respuestas de los sujetos. Staver y
Pascarella (1984}, concluyeron que ninguno de los
factores citados influye significativamente en los
resultados encontrados, lo que garantiza una cierta
validez.

Nosotros hemos utilizado la tarea, como en
otras ocasiones (Acevedo et al., 1987 by 1988 b),
en forma de prueba de ensayo de papel y lapiz, con
respuestay explicacién abierta, presentandola con
un formato ilustrado, de manera que pueda ser
administrada colectivamente en condiciones ha-
bituales de aula. En la misma, los escolares tienen
quemedir con clips encadenados, paralo que se les
facilité una cadenita con siete de ellos, la altura de
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un murieco dibujado: el sefior Corto (4 clips), cuyo
valor es conocido en otra unidad (6 botones). Luego
tienen que predecir en clips la altura de otra figura
semejante: el sefior Largo, que no esta dibujado,
sabiendo que mide 9 botones de altura.

2. La tarea “Agua Salada”

Como puede verse en el anexo, la tarea AS
consiste en un conjunto de problemas sencillos de
proporcionalidad lineal de primer grado, formal-
mente equivalentes al de la tarea AC. Se trata de
averiguar los gramos de sal o el volumen de agua,
segunlos casos, que hay que poner en unrecipiente
donde hay una determinada cantidad de agua/sal,
respectivamente, con el objetivo de obtener una
disolucién salina de la misma concentracién que
otra cuyos datos se especifican en un dibujo. Enla
tarea se han combinado dos grupos de cuestiones
del mismo tipo excepto por el hecho de que los
volimenes de liquido vengan dados por ntameros
pequenios o mas grandes, por si este factor pudiera
influir en larespuesta. Ademas en la primera de las
situaciones planteadas, el problema 11, se han
puesto los mismos numeros que en la tarea AC
para poder confrontar los resultados directamente.

Ejemplos de respuestas

La inmensa mayoria de las respuestas dadas
por los/as alumnos/as a las tareas de proporcio-
nalidad citadas encajan perfectamente en la
tipologia PRP. Parailustrarlas estrategias utilizadas
hemos seleccionado algunos ejemplos con las ex-
plicaciones y justificaciones que aportan los esco-
lares.

En el caso del patrén cualitativo las estima-
ciones se hacen de forma intuitiva, a veces sin dar
unresultado numeérico. Por ejemplo, en el problema
12 de la tarea AS una respuesta de este tipo puede
ser: : ,

- “Algo menos de agua hasta conseguir la
misma concentracion”.

En la cuestiéon 21 de la misma tarea recibimos
otra, esta vez con un valor numeérico:

- “Un pocomas de sal,.creo que 4 g., para que
estén igual de saladas”.

El patrén aditivo-sustractivo es muy tipico
entre las estrategias erroneas.
Asi, para la cuestiéon 12, encontramos:

-“5cl,yaquesihay 1g. menosde salen C que
en A y ponemos también 1 cl. menos de
agua en C la concentracion sera la misma

 en los dos vasos”.

O en el problema 21:

- “5 g. Porque el tubo E tiene 2 ml. mas de
agua, luego por logica hay que poner 2 g.
mas de sal que en D para que la proporcién
sea la misma”.

Conviene destacar el hecho de que en ambas
respuestas se hacen sumas/diferencias indistin-
tamente con unidades homogéneasyheterogéneas,
pasando estaincongruencia totalmente inadvertida
en este modo de razonamiento.

La correspondencia doble-mitad es otro de los
patrones identificados, que podemos considerar
como de transicion, tanto por su caracter iterativo
como porque no siempre permite llegar a un re-
sultado correcto, segin puede observarse en las
dos siguientes explicaciones correspondientes a la
cuestion 12:

-“En C hay 1g. menos de sal. Como en A hay
6 cl. cada 4 g., en C tengo la mitad de sal
mas la mitad de esta cantidad. Entonces
habra que poner de agua 3cl. + 1.5cl. =4.5
cl.”.

-“4 cl. En C hay la mitad de la sal de A mas
uno, luego tengo que poner la mitad de
agua que en A mas uno”.

Mientras que el primer razonamiento conduce a
una solucién correcta y estd bastante préoximo ala

‘proporcionalidad multiplicativa, salvo por su ca-

racter iterativo, en el segundo aparece mezcladala
correspondencia doble-mital con las caracteristi-
cas erroneas del patrén aditivo. Podria parecer
gratuito, entonces, incluir ambos ejemplos en el
mismo PRP, pero hemos comprobado frecuente-
mente cémo el uso de este tipo de estrategia
conlleva al mismo sujeto adar unresultado correcto
0 a equivocarse, segun el problema con el que se
enfrente, '

Por tltimo, el patrén multiplicativo incluye
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aquellas estrategias generales de calculo que per-
miten resolver correctamente las tareas propues-
tas, tales como el producto cruzado entre razones
equivalentes, conocida popularmente como “regla
de tres”, o bien la determinacién de un factor de
equivalencia entre dos de las variables, o de las
unidades, por el que multiplicar/dividir el otro
dato del problema. Asi, en la cuestion 21 encon-
tramos las siguientes justificaciones:

- “En D hay 4 ml. por cada gramo de sal. Si
divido los 14 ml. de agua por 4 me saldran
los gramos de sal que tiene que haberen E
para que esté igual de salado. La respuesta
es3.5g.".

- “Para que tengan la misma concentracién
ambas disoluciones tiene que haber 0.25¢.
de sal por cada ml. de agua en cada uno de
los tubos. Multiplicando el volumen de
aguade E (14 ml.) por esa cantidad obtengo
3.5 g. que es la solucién”.

Resultados y andlisis estadistico
de los datos

Tanto en la descripcién de los resultados que
sigue, como en el posterior resumen del analisis
estadistico efectuado, nos referimos, siempre que
no se indique lo contrario, a los datos obtenidos
respecto al total de respuestas a los cinco proble-
mas de proporcionalidad directa, el de la tarea AC
y los cuatro de la tarea AS.

Aunque en las respuestas analizadas hemos
podido observar todos los PRP de la tipologia, como
se deduce de las tablas de datos, dos de ellos son,
sin duda, los mas frecuentes: el multiplicativoy el
aditivo-sustractivo. Con referencia a ellos pode-
mos indicar que:

- Dos de cada tres procedimientos se ajustan al
patrén multiplicativo. Enel caso de 22 BUP son casi
cuatro de cada cinco, mientras que en 1° BUP se
supera ampliamente la mital. '

- Una de cada seis estrategias corresponden al
patrén aditivo-sustractivo, lo que supone casi los
dos tercios de los procesos que conducen a resul-
tados erréneos. Ente patréon se revela asi como el
modo de razonamiento inadecuado mas importan-
te entodos y cada uno de los problemas de propor-
cionalidad, tanto en 12 BUP, con una frecuencia
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que llega a cerca de la cuarta parte de las respues-
tas dadas, como en 2° BUP, donde atin aparece en
algo mas de la décima parte de los procedimientos
puestos en juego.

Seria muy prolijo exponer aqui todos los resul-
tados derivados del exhaustivo analisis estadistico
realizado, por lo que nos limitaremos a reflejar lo
mas importante que se colige del mismo.

Por otra parte, al considerar conjuntamente los
cinco problemas de observan diferencias significa-
tivas (p < 0.02), entre los mismos, que deben ser
precisadas mediante confrontaciones entre cada
dos cuestiones por separado. Ental caso, el proble-
ma de la tarea AC resulta mas facil que las cues-
tiones 21 y 22 de AS (en cada comparacioén p <
0.01), pero nohay diferencias relevantes con los
problemas 11y 12 de la misma tarea. Tampoco se
encuentran diferencias estadisticamente significa-
tivas al cotejar entre si los distintos problemas de
latarea AS, con excepcién de la comparaciéon entre
las cuestiones 11 y 21, apareciendo la primera
como mas sencilla que la segunda (p < 0.01).

Por otra parte, la confrontacién por cursos de

los procedimientos de resolucién utilizados
globalmente revela una importante diferencia (p <
0.001), enlos PRP favorable a los estudiantes de 2°¢
BUP frente a los de 12 BUP. Un analisis porme-
norizado permite comprobar que las diferencias se
dan con la significacién indicada (p < 0.001), en
cada una de las cuestiones de la tarea AS, excepto
en la 11, donde la probabilidad de error es algo
mayor, pero significativa atin (p < 0.05).
En cambio, para el problema de la tarea AC,
aunque los resultados parecen algo mejores en 2°¢
BUP, la diferencia no es estadisticamente significa-
tiva (p > 0.10). »

Finalmente, merece mencién aparte la compa-
racién de los resultados entre las tareas de propor-
cionalidad directa y 1a de proporcionalidad inversa
(BA). Segun se desprende de las frecuencias mos-
tradas enlatabla 1, las diferencias son tan grandes
que no es precisa ninguna prueba estadistica. En
la tarea BA llama la atencién, ademas del escaso
porcentaje del patréon multiplicativo, alrededor de
uno de cada diez, el enorme uso de la estrategia
aditiva, que cubre mas de los tres quintos de todos
los procedimientos de resolucién, asi como la im-
portancia de la cualitativa, que supone mas de la
quinta parte de los PRP.
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- Tabla 1. Frecuencias relativas porcentuales, distribuidas por cursos, de los PRP en las tareas “Alto-
Corto” (AC), “Agua Salada” (AS) y “Balanza” (BA).

PATRONES RP 1° (AC) 12 (AS) 22 (AC) 2° (AS) 2° (BA)
Multiplicativo 66 53 78 78 9
Doble-mitad 11 12 7 3 2
Aditivo-sustractivo 17 24 13 10 63
Cualitativo 6 2 6 22
Otros/Sin respuesta 2 5 0 3 4

4

- Tabla 2. Frecuencias relativas porcentuales de los PRP correspondientes a los problemas de las
tareas “Alto-Corto” (AC) y “Agua Salada” (11, 12, 21 y 22): Se afiade el promedio total (PT).

PATRONES RP (AC) (11) (12) (21) (22) (PT)

Multiplicativo 72 67 68 65 61 66.7
Doble-mitad 9 12 6 4 8 7.8
Aditivo-sustractivo 15 15 17 19 18 16.8
Cualitativo 3 5 6 8 5.1
Otros/Sin respuesta 1 2 6 5 3.6

Algunas conclusiones para la reflexién

Se ha sefialado repetidas veces que no resulta
facilla generalizacién de la nocién de proporciona-
lidad a situaciones con distintos contextos y carac-
teristicas diversas (Tourniaire y Pulos, 1985). En
este trabajo no hemos encontrado diferencias no-
tables al confrontar las dos tareas de proporciona-
lidad directa cuando las cantidades puestas en
juego son las mismas. Tampoco ha resultado muy
clara la influencia de niimeros mayores o menores
en los datos del problema si no varia el contenido
del mismo. En cambio, la interaccion de los dos
factores, contextoy cantidades, produce una cierta
regresion en los procedimientos hacia los PRP
menos evolucionados.

Indiscutiblemente, las diferencias mas acusa-

das se revelan entre los PRP usados en las tareas
de proporcionalidad directay en la de proporciona-
lidad inversa. Parece claro que la resolucién de
problemas de proporcionalidad inversa es mas
dificil, pero es bastante probable que también
intervenga de una manera decisiva el contenido de
latarea BA, asicomo las expectativas inducidas en
el desarrollo de la misma (Acevedo, 1988; Acevedo
et al., 1988 a). De cualquier manera, la compara-
cién de respuestas permite comprobar cémo los
sujetos utilizan preferentemente los PRP mas
simples al enfrentarse a situaciones mas comple-
jas, aun cuando ante otras cuestiones menos
complicadas hubieran empleadomayoritariamente
estrategias mas elaboradas, que son adecuadaas
para una correcta resolucién de las tareas.

La influencia del contexto del problema se hace
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notar también cuando advertimos una diferencia
significativa a favor de los estudiantes de 2° BUP
sobre los de 1° BUP, precisamente al confrontar
entre ambos cursos los resultados obtenidos al
resolver las cuestiones con un contenido quimico,
aunque éste sea tan poco especializado como el de
la. tarea AS. Asi pues, sl bien disponemos de una
tipologia evolutiva PRP que puede aplicarse de una
manera bastante general a muy diferentes ambi-
tos, podemos indicar que existen tres factores, al
menos, que pueden influir en la utilizacién de unos
procedimientos u otros al abordar problemas de
proporcionalidad: el que ésta sea direxta o inversa,
el contenido de la tarea y, en menor medida, las
cantidades que hay que manejar en las razones
correspondientes. Ademas, los efectos parecen ser
mas acusados cuando se combinan algunas/todas
las variables anteriores. )
Creemos haber mostrado suficientamente que
el aprendizaje de la proporcionalidad, cuya impor-
tancia ya hemos puesto de manifiesto en otras
ocasiones (Acevedo, 1989), no resulta tan simple

Referencias Bibliogréificas

como quizas podria parecer desde un punto de
vistamas superficial. También pensamos que silos
profesores conocen las estrategias de los estuidian-
tes, asicomo las dificultades que éstos encuentran
para usar los PRP correctos, empezaran a estar en
mejores condiciones para intentar potenciar un
aprendizaje mas significativo, en donde se ensefie
alos/as alumnos/as sobretodo a utilizar el concepto
de proporcionalidad, ademas de a saber calcularla.

En resume, aunque la mayoria de los escolares
de 1°/2°2 BUP parecen presentar una competencia
inical aceptable en el razonamiento proporcional,
se trata de mejorar su actuacién, facultando sus
habilidades para que puedan transferir su capaci-
dad de resolucion a contextos muy diversos. Ahora
bien, para lograr ésto es preciso, sin duda, que se
produzca previamente una reflexién critica del
profesor, que le permita cuestionar su activadad
docente habitual e introducir en ella los cambios
necesarios paramejorarla calidad de su ensenanza,
facilitando asi un buen aprendizaje y el desarrollo
cognitivo de sus alumnos y alumnas.

ACEVEDO, J.A. (1988). Patrones de razonamiento proporcional en una tarea de Fisica. Actas VIJornadas de Estudio
sobre la Investigacién en la Escuela. (Sevilla, Publicaciones de la Universidad de Sevilla), pp. 11-15.

ACEVEDO, J.A. (1989). Desarrollo cognitivo y Matematicas. Un ejemplo: la evolucién del razonamiento proporcional
en BUP. Epsilon (S.A.E.M. Thales), 13. pp. 51-57.

ACEVEDO, J.A. BOLIVAR, J.P., SANCHEZ-LAULHE, E. y TRUJILLO, M. (1987 a). Razonamiento proporcional
multiple: la tarea del “ARQUITECTO". Actas V Jornadas de Estudio sobre la Investigacién en la Escuela.
(Sevilla, Publicaciones de la Universidad de Sevilla), pp. 80-83. o

ACEVEDO, J.A., BOLIVAR, J.P., SANCHEZ-LAULHE, E. y TRUJILLO, M. (1987 b). Razonamiento proporcional lineal
de primer grado: la tarea “ALTO-CORTO". Actas V Jornadas de Estudio sobre la Investigacion en la Escuela.
(Sevilla, Publicaciones de la Universidad de Sevilla). pp. 84-86.

ACEVEDO, J.A., BOLIVAR, J.P.,, LOPEZ-MOLINA, E.J. y TRUJILLO, M. (1988 a). /Qué hipétesis elaboran los
adolescentes? La tarea de la balanza. Actas IJornadas sobre experiencias docentes. (Pamplona, Departamento
de Educacidén del Gobierno de Navarra). pp. 33-40.

ACEVEDO, J.A., BOLIVAR, J.P., LOPEZ-MOLINA, E.J. y TRUJILLO, M. (1988 b). Tipologias de las respuestas de
estudiantes de EE.MM. a dos tareas de razonamiento proporcional. Revista de Psicologia General y Aplicada
(pendiente de publicacion).

AGUIRRE DE CARCER, 1. (1981). La ensefianza de las ciencias y la teoria de Piaget (1971-1981). Resultados mas
importantes para el profesorado de BUP y del primer ciclo universitario. Boletin del ICE de la Universidad
Autonoma de Madrid, 4, pp. 21-37.

AGUIRRE DE CARCER, 1. (1985). Los adolescentes y el aprendizaje delas Ciencias. (Madrid, Publicaciones del M.E.C.).

CORRAL, A. (1986). La dificultad de ensenar el razonamiento proporcional. Infancia y Aprendizaje, 35-36, pp. 47-
58. :

CORRAL, A. (1987). El aprendizaje de la estrategia de comparacién de proporciones. Infancia y Aprendizaje, 37, pp.
33-43. :

INHELDER, B. y PIAGET, J. (1955). De la logique de l'enfant a la logique de I"adolescent. Essais sur la construction
des structures opératoires formalles. (Paris, P.U.F.). Traduccién castellana de M.T. Cevasco (1972): Dela logica
del nifo a la légica del adolescente. {(Buenos Alres, Paidés).

46 SUMA 8/1991



Patrones de razonamiento proporcional en la resolucion de tareas de ciencias

KARPLUS, R., KARPLUS, E., FORMISANO, M. y PAULSEN, A. (1977). Proportional reasoning and control of variables
in seven countries. Journal of Research in Science Teaching, 14 (5), pp. 411-417.

KARPLUS, R., PULOS, S.y STAGE, E.K. (1980). Early adolescent’s structure of proportional reasoning. En R. Karplus
(Ed.): Proceedings of the Fourth International Conference for the Psychology of Mathematics Education. (Berkeley,
California, Lawrence Hall of Science).

NOELTING, G. (1980 a). The development of proportional reasoning and the ratio concept. Part I: Differentiation of
stages. Educational Studies in Mathematics, 11 (2), 217-253.

NOELTING, G. (1980b). The development of proportional reasoning and the ratio concept. PartIl: Problem-structural
at successive stages; problem solving strategies and the mechanism of adaptative restructuring. Educational
Studies in Mathematics, 11 (3), 331-363.

PEREZ ECHEVARRIA, M.P. (1987). Relacién entre estrategias de célculo y tipo de problemas en la ensefianza de las
matematicas. En A. Alvarez (Comp.): Actas de las II Jornadas Internacionales de Psicologia y Educacién.
Realizaciones y tendencias actuales en la investigacion y en la prdctica. (Madrid, Visor/M.E.C.), pp. 339-344,

PEREZ ECHEVARRIA, M.P., CARRETERO, M. y POZO, J.I. (1986). Los adolescentes ante las matematicas.
Proporcién y probabilidad. Cuadernos de Pedagogia, 133, pp. 9-13.

STAVER, J.R. yPASCARELILA, E.T. (1984). The effect of method and format on the responses of subjects to a piagetian
reasoning problem. Journal of Research in Science Teaching, 21 (3), pp. 305-314.

TOURNIAIRE, S. y PULOS, S. (1985). Proportional reasoning a review of the literature. Educational Studies in
Mathematics, 16, pp. 181-204.

VERGNAUD, G. (1983). Multiplicative structures. En R. Lesh y M. Landau (Eds.): Acquisition of mathematics concepts
and processes. (New York, Academic Press), pp. 127-174.

ANEXO
La tarea "Agua Salada"

Resuelve, en la hoja que se te da aparte, las cuestiones que te proponemos a continuaciéon. Por favor, explica
detenidamente con palabras, calculos, simbolos o dibujos coémo averiguas la solucién de cada problema.

1* CUESTION 2* CUESTION
En el dibujo A se representa un vaso que contiene sal En el dibujo D tienes un tubo que contiene sal
completamente disulta en agua. En el dibujo B se completamente disuelta en agua. En el dibujo E se

" muestra un vaso que solo tiene la cantidad de agua que  muestra un tubo que tinicamente tiene la cantidad de

seindica. En el dibujo C hay un vaso con iinicamente sal  agua que se indica. En el dibujo F se representa un tubo

en la cantidad sefialada. que solo tiene sal en la cantidad sefalada.
14 ml
e 12 ml
cel
3g 2g
48 39
A B c D E F

11.- ¢Qué cantidad de sal, en gramos, tienes que disolver
enelvasoB paraqueelaguaresulteigualdesalada  21.- sQué cantidad de sal, en gramos, tienes que disolver

que la del recipiente A? Explicalo. en el tubo E para que el agua resulte igual de sa-
12.- ¢Qué cantidad de agua, en centilitros, tienes que lada que la del tubo F? Explicalo. ‘

poner para que al disolver la sal del vaso C el agua  22.- JQué cantidad de agua, en mililitros, tienes que

resulte igual de salada que la del recipiente A? poner para que al disolver la sal del tubo F el agua

Explicalo. resulte igual de salada que la del tubo D? Explicalo.
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Una experiencia de evaluacion formativa
en las operaciones basicas

Pepe Gonzdlez Alba.

Manolo Jiménez Girén.

Paco Briales Gonzdlez

Grupo Albuqueria de Matematicas

Las cuatro operaciones

Nuestro trabajo como profesores del ciclo supe-
rior de E.G.B. nos ha demostrado la existencia de
lagunas y dificultades en las cuatro operaciones
“basicas” asi como que la presién del programa
oficial nos lleva a otras operaciones y contenidos
mas complejos.

Esta situacién actué como detonante para la
elaboracion de una prueba que de forma sistema-
tica nos acercara a esta problemdtica en la que
alumnos que no tenian construido el concepto de
adicién trabajaban ecuaciones de segundo grado.
La prueba original consté de veintiocho problemas,
que luego dejamos reducida a sélo diez. La mayoria
de los problemas estan extraidos de los libros:

JAULIN-MANNONI, F. Las cuatro operaciones
basicas. Ed. Visor. Madrid 1985.

MIALARET, G. Las matemdaticas: como se apren-
den, como se enserian. Ed. Visor. Madrid 1984.

La prueba recoge problemas sobre tres de las
operaciones béasicas (suma, resta, y multiplica-
cién), y cada uno de ellos tiene una dificultad
especifica.

La prueba

1. Hoy un délar vale 158 pts. y ayer valia 159.
¢Cuanto ha bajado el ddlar?

2. Pongo 500 gr. de mermelada en un tarro que
pesa 160 gr. /Cuanto pesa en total? —

3. Tenia 200 pts. Hay ahora 375 pts. ¢ Cuantose
ha anadido?

4., Se ha comprado una camisa por 1.115 pts.,
que se ha vendido después a 2.335. ¢ Cuanto se ha
ganado?

5. Un autocar a la salida ha cargado 5 personas,
en una primera parada 3 personas, en la segunda
parada 6 personas, en la tercera parada 7 perso-
nas, en la Gltima parada 2 personas. ¢Cuantas
veces se ha parado el autocar?

6. Una granjera va al mercado y vende 3 pares
de pollos al precio de 600 pts., el par. Con este
dinero compra 2 cacerolas al precio de 170 pts.,
cada una. Sabiendo que tenia 300 pts., en su
monedero al salir y que el viaje le ha costado 120
pts. ¢ Con cuanto dinero vuelve a su casa?

7. Me gasto 13 pts., por la mafiana y 26 por la
tarde. Cuanto he gastado?

8. Inventar un problema cuya pregunta sea:
¢/ Cual es el beneficio de los 6 litros de aceite?

9. Una granjera va al mercado con 185 pts., en
su bolso. Vende un conejo a 290 pts., unpolloa310
y un pato. Compra 582 pts., de telay paga 75 pts.,
por el billete del tren. Al final le quedan 423 pts.
¢, Cual es el precio del pato?

10. Si se sabe que un libro y un cuaderno

cuestan juntos 35 pts. ¢Qué nimero hay que
conocer para calcular el precio del cuaderno?
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Las dificultades

Como hemos comentado ya, cada problema
tiene una dificultad especifica. Veamos cuales:

1. Lasecuenciatemporal en que se dan los datos
es la contraria de como han de ponerse para restar.
(Hay niflos que restaran 158 - 159=)

2.Lamermeladay el tarro que la contiene tienen
distinto valor psicolégico para el nifio (sobre todo
para los pequenos), de ahi que no se les ocurra
sumarlos.

3. Elverbo evoca una suma: “afiadir”, cuando en
realidad este problema se resuelve mediante la
resta.

4. Se trata de un problema-tipo sobre precio de
compra, precio de venta y beneficio.

5. Intenta averiguar en qué medida el nifio lee
atentamente el problema. Podemos achacar tam-
bién los errores a la asociacién de la idea de
problema con niimeros y operaciones, y no con la
idea de buisqueda.

6. Es un problema de sumas y restas. La difi-
cultad esta en que necesita méas de una operacién,
en lugar de una séla como los anteriores.

7. El verbo “gastar” evoca una resta, y sin
embargo este problema requiere una suma.

8. Se trata de un problema en el que hay que
razonar a partir de la pregunta, en lugar de a partir
de los datos. Es un planteamiento reversible en
cuanto a problemas.

9. Es un problema de operaciones yuxtapues-
tas, parecido al seis.

10. Es un problema de busqueda, mas que un
problema de numeros.

En las dificultades anteriores hay una serie de
conceptos que creemos merecen una aclaracién
inicial;

- La reversibilidad: Este es un concepto
omnipresente en matematicas, y en todos los nive-
les educativos, desde Preescolar a la Universidad.
Cada vez que ampliamos el campo numérico de
naturales a enteros, y sucesivamente racionales,
reales, complejos, tenemos que reflexionar sobre la
conmutatividad; o con un ejemplo mas simple: Una
experiencia de reversibilidad para un nifio peque-
1o puede ser descubrir que cinco “piedrecitas”
puestas en fila, contadas de derecha a izquierda le
da el mismo resultado que contadas de izquierda a
derecha. Parece ser que Dienes, decidié ser mate-
matico, el dia que descubrié lo anterior.

- Los problemas como busqueda. Para ilustrar
este tema ofrecemos una cita que pensamaos, no
tiene pérdida:

“Paramuchos nifios, la palabra problema esta
asociada a la idea de niimeros y no a laidea de
busqueda; para ellos, resolverlo no es reflexio-
nar, sino combinar ntimeros sin saber c6mo ni
por qué, tan sélo porque es una costumbre
que hay que seguir lo mismo que se ponen
mayusculas en ciertas palabras o que no se
escribe en el margen. El adulto pide opera-
ciones: el nifio las da, provocando reacciones
de aprobacion o de desaprobacion, cuyas ra-
zones pueden serle impenetrables, pero que
toma a menudo, la costumbre de prever segiin
sea, la fisonomia del maestro” (1).

La experiencia

Esta prueba la aplicamos en primer lugar en
nuestras aulas: C.P. “Huertas Viejas”, de Coin, y
C.P. “Remedios Rojo”, de Monda (Malaga). Después
de esta primera experiencia la hemos propuesto a
otros compafieros en actividades de formacién en
las que hemos participado:

- En Marbella y Ojén: Ocho centros de E.G.B.

- En Pizarra: Un centro de E.G.B.

- En Malaga: Cuatro centros de E.G.B. y cuatro de
EE.MM. (La mitad de estos ultimos eran centros
experimentales de Reforma)

- Escuelas rurales, en su mayoria unitarias, de la
Comarca del Guadalhorce.

(1) JAULIN MANNONI, F. Las cuatro operaciones basicas. Editorial Visor. Madrid 1985. Pagina 53.
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Estos niveles enlos que se ha aplicado la prueba Estas tablas nos dan los ERRORES cometidos
han sido: Ciclo Medio, Ciclo Superior y los dos por los alumnos en la relacién de problemas,
primeros afios de Enseflanzas Medias. La expe- expresados en PORCENTAJES, desde tercero de
riencia nos dice que en todo este tramo de edades E.G.B. a segundo de BUP.
la prueba se puede poner en marcha, y los resulta-
dos son significativos desde el punto de vista de la
reflexién profesional.

Algunos resultados

Marbella
N del problema

Errores 1 2 3 4 5 |, 6 7 8 9 10 Total

nifnos

32 curso 79 10 76 72 96 100 38 83 | 100 72 29

42 curso 25 12 27 29 34 93 29 57 90 91 89

52 curso 32 7 16 30 41 79 25 79 83 83 146

62 curso 30 5 7 11 29 63 23 49 71 68 244

7° curso 35 4 6 37 46 14 62 69 43 157

82 curso 14 3 5 5 18 36 5 33 43 11 174

Midlaga
Ne del problema .

Errores 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

nifios
62 curso 6 0] 3 0 6 54 3 30 60 42
72 curso 13 0 13 33 42 36 17 54 83 70
7° curso 3 3 15 24 27 69 9 48 69 30
8¢ curso 0 9 0 10 43 32 10 40 56 22
1°¢ BUP 8 0 0 8 54 0 23 54 15
1° BUP 0 0 0 7 21 71 0 43 43 43
1¢ BUP 6 0 0 12 0 31 6 25 56 44
12 BUPRE 6 6 0 44 29 0 46 37 ' 19
22 BUPRE 8 4 0 26 30 4 65 60 30
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Evaluacién formativa
en el drea de matemaéticas

La evaluacion tiene dos dimensiones bien dife-
rencladas:
- Por una parte la evaluacién de alumnos: enjuiciar
el trabajo realizado, las actitudes que han mante-
nido, la adquisicién de contenidos...
- Y otra dimensién habitualmente olvidada: la
evaluacién formativa, que podemos entenderla como
AUTOEVALUACION DEL PROFESOR:

- Implica una aptitud del profesor: ¢ Tengo algo
que aprender de mis alumnos? jPuedo hacerlo
mejor?

- Significa reconocer que la evaluacién formativa
es lamejor fuente de aprendizaje profesional. Es
dificil “aprender por ésmosis”: no se aprende
simplemente porestaren clase. Hay que provocar
el aprendizaje.

- La evaluaci6n formativa significa preguntarse
por:

¢Tenen mis alumnos los conceptos previos
consolidados?

4Se adecuan los nuevos conceptos al nivel de mi
aula?

,Cuales son los conceptos que estan ofreciendo
mayor dificultad?

Si los datos obtenidos de la prueba que propo-
nemos los situamos en un cuadro como el siguiente:

Nombres |1 | 2|3 |4|5|6|7|8]9|10| Res.Ind.

Resultados

por
problemas

Este cuadro nos ofrece dos tipos de informacién:
- Por una parte resultados individuales de los
alumnos (Haciendo una lectura horizontal: los
resultados globales por alumno quedarian refleja-
dos en la ltima columna vertical).
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- Por otra, los resultados correspondientes a cada
problema (Haciendo una lectura vertical: los resul-
tados globales de cada problema quedan reflejados
en la ultima fila horizontal). Esta lectura nos da la
situacién de la clase en relacion con la pruebay los
conceptos incluidos en ella.

Valorando los resultados individuales desde un
perspectiva de evaluacién formativa, lo que menos
debe preocuparnos es enjuiciar el trabajo de los
alumnos, siendo la perspectiva alternativa pregun-
tarse: ¢Cudles son los alumnos que necesitan mas
ayuda?

Si lo que valoramos son los resultados de cada

problema en el cuadro podemos observar cuiles
son las lagunas mas importantes en las cuatro
operaciones que tiene mi clase y mis alumnos.
El primer apartado sugiere un campo de trabajo al
profesor: atender mas a los alumnos que mas lo
necesitan; el segundo ofrece la posibilidad de re-
flexionar sobre la adecuacién a mis alumnos de mi
proyecto de trabajo y sugiere las modificaciones
que tengo que realizar en éste.

Vamos a extraer de los cuadros anteriores al-
gunos resultados para reflexionar sobre ellos:

Nedelproblema | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8 36 5 33 43 11

Errores 82 curso 14 3 5 51
8 4 0 4 26 30 4 65 60 30

Errores 2° BUPRE

Como vemos tres son los problemas con mas
dificultades en estos niveles:

problema 6
problema 8
problema 9

El seis y el nueve son los tnicos problemas que
necesitan mas de una operacion: son de los que
necesitan operaciones yuxtapuestas para hallar la
solucién,

El ocho es de razonamiento a partir de la pre-
gunta, en lugar de a partir de los datos.

Los numeros uno y cinco también han supuesto
dificultad, aunque no como los anteriores. El pro-
blema uno necesita ordenar temporalmente los



datos y el cinco requiere una lectura atenta antes
que una operacion.

En segundo de BUP encontramos también un
gran numero de errores en el problema diez: es un
problema de btisqueda.

Que un porcentaje tan elevado de alumnos de
octavo y segundo de BUP no dominen aun estos
problemas sugiere que muchos alumnos terminan
la EGB y recorren el BUP sin tener consolidado el
concepto de las cuatro operaciones.

Algunas reflexiones que podemos
realizar a partir de estos resultados

- Una posible causa de estos resultados es
considerar cada curso como un compartimento
estanco: asi lo que se debid trabajar en quinto no
se hace en sexto, séptimo, octavo, BUP... Cada
curso estd definido por un programa que no se
altera.

- Los nifios de Ciclo Superior olvidan los conte-
nidos de ciclos anteriores, asi como los de EE.MM
olvidan los de EGB.

- La secuencia “explicar un tema y después
poner problemas a propdsito de ese tema” esta tan
arraigado en el nifio, que muchos intentaron resol-
ver estos problemas por ecuaciones, ya que era el
tema que estaban trabajando en ese momento.

- Habitualmente no ensefiamos al nifio a razo-
nar, sino a “adivinar” operaciones, posiblemente
porque se ha optado por una metodologia que pone
mas énfasis en la enseflanza de los algoritmos y su
automatizacion, olvidando el trabjo encaminado a
la adquisicion de conceptos. No pretendemos que
los conceptos suplanten a los algoritmos, sino que
caminen juntos.

- Con mucha frecuencia, iniciamos al nifio en la
realizacién de problemas tipo, planteando el pro-
blema siempre de la misma forma, en lugar de
ofrecerle problemas presentados de de multiples
maneras. Prueba de esto es que cuando salimos de
la forma-rutina, el nifio se pierde.

(2) Ibid. Pagina 106.
(3) Ibid. Pagina 116.

Una experiencia de evaluacion formativa en las operaciones bdsicas

Sugerencia de algunas soluciones

Es dificil el planteamiento de soluciones de
forma sistematica. Resefiamos brevemente algunas,
diferenciadas en dos grupos:

De carécter general:

- Relativizar los programas.

- Acercer la escuela al nifio.

- Dejar un hueco diario en la clase de matematicas
para trabajar las cuatro operaciones.

- Plantear mas situaciones problematicas en lugar
de operaciones sueltas carentes de sentido.

- Coordinar en departamento o seminario, para
plantear soluciones individuales a lo sobrecargado
de lps libros de texto y a la orientacién de estos.

- Trabajar en contacto con la familia, de manera
que escuela y hogar converjan en las experiencias
que se ofrecen a los nifios, buscando aquellas de
mayor riqueza.

De carédcter concreto:
- Ofrecer la mayor variedad posible de problemas.
Ejemplo: ,

1 2 3
Pablo tiene 520 pts. ? y
Santiago tiene 450 pts. 250 pts. ?
Tienen juntos ? 540 pts. ?
Pablo tiene de mas ? ? z (2)

- Plantear problemas que obliguen a seleccionar
los datosadecuados a cada pregunta (asise aprende
a discriminar qué datos nos sirven y a desechar,
seguin la pregunta, los inutiles). Ejemplo:

Un libro pesa 350 gr.
Un cuaderno cuesta 2 pts.

JPrecio de 3 cuadernos?
JPrecio del libro y del
cuaderno?

Un libro cuesta 5 pts. JPeso de 5 libros?
Grueso del libro 3 cm. :

Superficie del cuaderno: 300 cm? (3

- Trabajar problemas inventando preguntas a
partir de los datos. Ejemplo:
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“Se sabe que una caja de café cuesta 3 pts., un
paquete de azacar 2 pts., una botella de aceite 7
pts., que hay 3 cajas de café, 5 kg. de azicar, 6
botellas de aceite” (4) \

A partir de estos datos el alumno tiene que
plantear preguntasy contestarlas (A mayor cantidad
de datos, més posibles preguntas). Algunas pue-
den ser:

- ¢Cuanto costaran los 5 kg. de azticar?
- ¢Cuanto costaran 2 kg. de aziicary 2 botellas
de aceite?

- Ofrecer problemas de razonamiento a partir de
la pregunta. (Seria lo contrario del epigrafe ante-
rior: dar unarelacion de preguntas de un problema
y pedir al alumno que invente los datos necesarios
para resolverlos?.

- Plantear problemas que incluyan los concep-
tos de precio de compra, precio de ventay beneficio,
por su utilidad en la vida diaria, pero cuidando de
presentarlo en distintas formas:

Precio de compra + Beneficio = Precio de venta.

Precio de venta - Precio de compra = Beneficio.
Precio de venta - Beneficio = Precio de compra.

(4) Idem.

Consideraciones finales

- La conclusion basica es la necesidad de
relativizar y flexibilizar los programas. Con un
ejemplo: Prestandomucha atencién alasecuaciones
de segundo grado, cuando no se dominan las
sumasy las restas, el sistema educativo “instruye”
ciudadanos familiarizados con la resolucién de
operaciones complejas en situaciones
descontextua-lizadas y al mismo tiempo incapaces
de resolver problemas sencillos.

- En nuestra vida profesional son muchos los
momentos en los que hemos deseado cambiar
metodoldgicamente intentando dar solucién a los
problemas que observamos en nuestras aulas,
perosiempre nos ha faltado la decision para hacerlo.
Las razones de la indecisiéon son muchas: la pre-
sion de los padres, de los companeros, de otros
Centros, del nivel educativo siguiente... La reali-
zacion de esta prueba DA FUERZAS PARA CAM-
BIAR, adquirimos el convencimiento de que es
necesario, y encontramos una justificacién ética
muy fuerte frente a esa presién.

Sileyendo estas paginas crees que es imposible
que en tu clase se den estas situaciones y estos
resultados, te invitamos a que lo compruebes: te
basta la duda razonable, el deseo de mejorar y
media hora de tus alumnos.
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¢ Cuanto tendria que medir la caja
para contener x veces mas galletas?

José M2 Tirado Muiioz

Todos los que nos dedicamos a la escuela,
podriamos elaborar un nutrido catalogo de ejem-
plos, que mostrarian c6mo nuestros alumnos y
alumnas, son capaces de adquirir determinados
conceptosy aplicarlos ala resolucién de problemas
tipo; mientras que, paralelamente, tienen serias
dificultades para resolver otras situaciones estre-
chamente relacionadas con los conceptos que, en
teoria, dominan.

Este trabajo no se centra en las causas de tan
extrana y contradictoria convivencia (amplia bi-
bliografia existe al respecto), mas bien es un mo-
desto intento de dar respuesta a una necesidad
aqui y ahora.

Durante el curso 89-90 trabajo con dos grupos
de 82 y en el primer trimestre (en la linea de lo
descrito arriba), compruebo que, conociendo las
féormulas para calcular volimenes de prismas,
cilindrosy otros cuerpos tienen grandes dificultades
para determinar qué se podria hacer para conse-

guir que una caja de galletas pudiera contener una

cantidad doble, triple, cuadruple, ... de producto.
Con el propésito de desmenuzar las variables de las
que depende el volumen, en concreto de
paralepipedos y cilindros (formas de envase muy
corrientes en el mercado), planteo en clase las
cuestiones que se detallan en el trabajo que pre-
sento.

No trascribo los razonamientos intermedios en
favor de una mayor brevedad, limitAndome a reco-
ger las conclusiones a las que fuimos llegando que,
en muchos casos, dieron pie a nuevas vias de
investigacion.

Queremos empaquetar cajitas de cerillas (fig. 1),
en cajas de carton (fig. 2), ¢podemos hacerlo colo-
cando las cajitas de cerillas en cualquier posicion?

aBem
Figura 1 dem $
Lot
P ¢

.

Figura 2

Las cajitas de cerillas pueden colocarse en 6
posiciones diferentes (fig. 3); pero solo dos de ellas
nos permiten llenar la caja de un modo exacto.
En la posicion A caben: - 4 a lo largo
- 4 alo ancho
- 3 a lo alto.

En la posicién C caben: - 4 a lo largo
- 2 alo ancho
- 6 a lo alto.
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Podemos empaquetar el mismo niimero de caji-
tas en las dos posiciones y en ambos casos:

Simultiplicamos elnumero de cajitas que caben
a lo largo por las que caben a lo ancho y a lo alto,
obtenemos el total de cajitas que se pueden alma-
cenar en una caja. Es lo mismo que multiplicar las
cajitas que caben en una capa por el niamero de
capas posibles.

Las posiciones B, D, E y F no permiten empa-
quetar porque dos de las tres dimensiones de la

caja no son miultiplos de las correspondientes -

dimensiones de las cajitas de cerillas. Por ejemplo:
enlaposicion B, no se puede almacenar un niimero
exacto de cajitas ni alo largo ni a lo alto, ya que 32
no es multiplo de 6, ni 18 lo es de 8.

JHabra alguna caja que permita empaquetar las
cajitas de cerillas en cualquiera de las 6 posicio-
nes?.

Podriamos utilizar cualquier caja cuyas dimen-
siones fueran multiplos comunes de las dimensio-
nes de las cajitas de cerillas (8, 6 y 3 cm).

La mas pequeria posible seria la de 24x24x48,
24x48x72, etc. (siguiendo el criterio descrito).

A partir de este momento sustituimes las cajitas
de cerillas por centimetros cubicos de madera.
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En la primera capa podemos colocar (8x4), cm?,

Necesitamos 6 capas parallenar la caja, luego el
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total seria: (8x4x6) cm?®

JCuantos cm?® podria contener la caja st duplica-
mos, triplicamos, ... una de sus dimensiones?.

Si duplicamos el largo:
Enla primera copa podemos colocar (16x4) cm?®,




¢Cudnto tendria que medir una caja para contener x veces mds galletas’?

Enlas 6 capas: (16x4x6) cm?® = 384 cm? (el doble
que la caja de la fig. 4).

Tabla resumen de los calculos realizados:

LARGO | ANCHO | ALTO | N° DE cm® QUE
PUEDEN CONTENER
X2 = = X2
= x2 = X2
= = X2 X2
x3 = = X3

Si duplicamos, triplicamos, ... una de las tres
dimensiones la caja, el namero de cm?® que puede
contener, también se duplica, triplica, etc.

2JQué ocurrira st duplicamos, triplicamos, etc.,
dos de sus tres dimensiones?

Tabla resumen de los calculos realizados:

LARGO{ ANCHO | ALTO [N° DE cm® QUE
PUEDE CONTENER
x2 X2 = x4
= X2 X2 x4
x3 = x2 X6
= X 2 x3 x 6
x3 = x3 x9

Si duplicamos, triplicamos, ... dos de las tres
dimensiones de la caja, el niumero de cm® que
puede contener se multiplica por el producto de lo
que han aumentado las dos dimensiones consi-
deradas. '

" ¢Qué ocurrira si duplicamos, triplicamos, ... las
tres dimensiones de la caja?.

Tabla resumen de los calculos realizados:

LARGO| ANCHO | ALTO |N¢ DE cm?® QUE

PUEDE CONTENER

X2 X2 X2 x 8
X2 X2 x3 x 12
x 2 x3 x3 x 18
x3 x3 x3 x 27

, .
Si duplicamos, triplicamos, ... las tres dimen-
siones de la caja, el niimero de cm® que puede
contener se multiplica por el producto de lo que
han aumentado las tres dimensiones.

Para aumentar, entonces, el niimero de cm? que
puede contener la caja “n” veces, tendremos tantas
posibilidades como trios de niimeros seamos ca-
paces de encontrar cuyo producto sea “n”.

2JQué cambios habria que realizar en las dimen-
siones delacaja paraque elnitimerodecm® que pueda
contener sea 5 veces mayor que en la fig. 4?.

Siguiendo la regla general descritaen el parrafo
anterior, se trata de encontrar trios de ntmeros (a,
b y ¢}, de tal forma que axbxc = 5.

Modificando una sola dimensién: 1x1x5

1x5x1
5x1x1.
Modificando dos dimensiones: 2x1x2.5
4x1x1.25
4x1x0.625W
Modificando las tres dimensiones:
2x2x1.25 2x0.5x5 2x0.25x 10
4x2x0625 4x025x5 4x0.125x 10
8x025x25 2x0.125x20
Etc., etc.

(1) Descartamos valores de mas de 3 cifras decimales y decimales periodicos.
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De un trio inicial cuyo producto sea 5, podemos
sacar otros con el mismo producto: duplicando un
factor y reduciendo a la mitad otro, triplicando uno
y reduciendo otro a la tercera parte, ... ... ...

Cuando uno de los factores es menor que 1, lo
que realmente hacemos es reducirlo:

x05=:2

x025=:4

x0.125=:8

x0.625=x625y: 1.000 6 x 25y : 40.

2Qué ocurrira st duplicamos, triplicamos, ... una
odos dimensiones y reducimos a la mitad, la tercera
barte, ... otra u otras?.

Tabla resumen de los calculos realizados:

LARGO |ANCHO | ALTO |N°® DE cm?® QUE
PUEDE CONTENER

X2 = :2 =
x4 o= 2 x2
2 x3 = x1.5

En el tercer caso que se recoge en la tabla, el
numero de cm® que puede contener la caja se
multiplica por 1.5 debido a que el ancho Io hemos
triplicado y el largo lo hemos reducido a la mitad:
x3y:2=x3yx1/2=3/2=1.5.

La variacion total del numero de cm® que puede
contener la caja se puede obtener multiplicando las
variaciones habidas en las tres dimensiones (ex-
presando las reduciones en forma de producto).
Ejemplo:

LARGO |JANCHO | ALTO | N2 DE cm® QUE
PUEDE CONTENER

XA ‘B xC xAx1/BxC

Elvolumen de unacajade formade paralepipedo
se puede calcular numéricamente multiplicando
sus tres dimensiones, o bien, multiplicando el area
de la base por la altura.
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¢Servira el mismo procedimiento para calcular el
volumen de una caja cilindrica?.

a) Medimos el volumen de varios cilindros ma-
cizos por inmersion. :

Medimos los radios de las bases y las alturas y
realizamos los calculos numeéricos.

Comparamos los resultado obtenidos por los
dos procedimientos y observamos un desacuerdo
de 3-5 cm?® que no convence.

b) Tomamos un cilindro hueco, de plastico.

, Medimos el radio de la base y la altura.

Despegamos una de las bases y lo llenamos de
agua hasta el borde ciudadosamente.

Medimos los cm? de agua que hemos necesita-
do.

Realizamos el calculo numérico del volumen y
admitimos que la diferencia (1.5 cm?) entre los
resultados de los dos procedimientos, puede ser
debida a la acumulacién de sucesivos pequenos
errores de medida dificilmente evitables.

Consideramos, por tanto, valido el mismo pro-
cedimiento para calcular el volumen de un
paralelepipedo y de un cilindro:

AREA DE LA BASE x ALTURA

2T




2Qué ocurrird con el volumen de un cilindro al -

variar el radio de la base y/o la altura?.

Tabla resumen de los calculos realizados:

;Cudnio tendria que medir una caja para contener x veces mds galletas?

Si el radio se divide entre n y la altura se
multiplica por m, el volumen se multiplica por:
1/n?xm.

JCudl serd, entonces, el procedimiento mas via-

RADIO ALTURA VOLUMEN

= x2 x2

= x3 x3
x2 = x4
x3 = x9
x2 x2 x8
x2 x3 x12
x2 2 x2
2 x2 2
x3 2 x4.5
x3 3 x3

ble para duplicar el volumen del aljibe de la fig. 5?.

Figura 5

Si la altura del cilindro se multiplica por n, el -

volumen se multiplica también por n.

Si el radio del cilindro se multiplica por n, el
volumen se multiplica por n?.

Lo mas sencillo seria duplicar la alturaya que si
quisiéramos hacerlo modificando el radio de la

Si el radio se multiplica por ny la altura porm, base, tendriamos que multiplicarlo por un ntimero
el volumen se multiplica por: n? x m.
Sielradio se multiplica pornylaalturasedivide es una expresion decimal con infinitas cifras no

entre m, el volumen se multiplica por: n*x 1/m.

cuyo cuadrado fuera 2. Ese ntimero seria V2, que

periddicas (niimero irracional).

Apdb. de Correos 1304. 21080-Huelva

{ATENCION!
NUEVO APARTADO
DE CORREOS PARA

SUMA.
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~consideradas por los estud1antes ni presentadas

El placer de las matematicas

| 'Peter _Hiltonm L

. h’acen al investirme con el grado de a fal
~ Doctor Honoris Causa; _procuraré ser digno de su' . pe
o com’xanza‘ durante el resto de mi carrcra academi-‘ R

asde enseﬁanza elementaly secundaria
udad de Salt Lake Utah Elej1 como tema '

i nipresente. or- -
antes fuesen intrigados por las : denador esta conﬁriend  pri minencia -incl
'Sutﬂegas de las’ matemadticas y considerasen el ime
'hacer matematicas como divertido En el curso de
la discusion que siguio a’ ‘mi exposicion ‘como
‘primera contribucion un’ profesor de ensenanza
secundaria se opuso, diciendo que las matemati-

‘cas eran una- materia seria y no deberian ser

- por el profesor como una diversion.

Mantuve entonces, muy discretamente por su-
puesto,y mantengo ahora que ese ‘profesor estaba
trabajando bajo la extendida pero equivocada
“ creencia de que hay un conﬂxcto fundamental entre

(1) N R Estas hneas ‘son la _traduccion hecha por M2 D. Iriarte Bustos del discurso de investi ra
; la Universidad de'Barcelona de Peter Hllton Dado el interés de su contemdo, hernos c 1do oport
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cornprension que obliga a creer necesanamente
conclusion 10 muestrapor quela proposicion

puéde imaginar que se. pueda acortar

- significativamente Es. austeramente sobna sm :

~ matematico; yo sostengo que la motlvacién mas
* fuerte para ‘hacer matematicas - esel: deseo ‘de

e Ciertamente lds ultirhos dos metodos nos llevan
ala conv1c016n de la validez del método- seguldo vy
: i de adaptarlo para ‘probar otros

. erhos sugerido todos los ejemplos
,dadoA anteriormente,nos danl la sensacmn de que

j ,,obtener tal sensacién A menudo exige un’ gran
: »-e‘sfuerzo A veces creemos haber fracasado y en-
“tonces, en un flash deslumbrante de insplracu‘)n ‘

'despues de muchas horas quizas de muchos dias

ir- - de esfuerzos aparentemente indtiles, la esencia del
:1HE problerna se. ‘pone al descubierto y todo aparece

maravllloso y magmficamente claro.
Aqu1 deseo puntualizar que tales sensacxones
aunque de naturaleza puramente experimental

~ me parecen deuna gran importancia y constituyen
larazén primordlal para hacer que el estudio delas
~-maternatlcas sea una actividad fundamental en la

vida. de uno.’ Mantengo que la emocién que se -

deriva de estos extranos flashes de descubrimiento
no depende de que uno mismo haya descubierto la
idea original en cuestion -el redescubrirmento es

i descubrlmiento original-. La experiencia que tengo
o de desc:ubrnmento en otras ciencias, por supuesto
- -desegundamano, sugiere que los matematicos son

'muy especiales -en este aspecto. James Watson

_cuenta, en su libro The double Helix, el descu-

a brimiento ‘que realizé junto con Frances Crick

motivacion mas fuerte, dentro de la competencia
v 'cientlfica para resolver estos enigmas era preci-
- samente la urgencia de ser los primeros: en efecto,
0 Watson nos dice como le estimulaba a Crick yaél
i mismo elsaber que LinusPauling estabatrabaj ando




Tambien recuerdo una

nto clentifico original
ble y.qu la' ‘era comprension de

eminente bidlogo 'y premio
Wijo’que ensu experiencia,

‘hacia el este. El numero de caminos de (c d) a

(a b) viene dado por el numero combinatono&l» 0
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Geometria analitica con ordenador:
algunas curiosidades y conjeturas sobre poligonos

Juan Bosco Romero Marquez

Introduccién

Eneste articulo presentamos algunos problemas
de geometria analitica plana sobre poligonos.

Se utilizan fundamentalmente la simetria res-
pecto de un punto, la interseccion de rectas y la
distancia euclidea para establecer unas curiosida-
desy conjeturas sobre poligonos planos, concavos
o convexos, utilizando como herramienta de traba-
jo el ordenador.

Ha sido experimentado en el aula con un grupo
de alumnos de tercero de B.U.P.

1. Descripcién del problema

Dado un poligono P (a) de n vértices A (X, Y),
(distintos), i = 1,2,3..., n y dado un punto P del
plano que lo contiene (puediendo estar en la
frontera en el exterior o en el interior del poligono),
se trata de construir otro poligono (que se prueba
que es semejante) como sigue:

Sean B, (X, Y,),i=1,2,3,..., n los puntos simeé-
tricos de P respecto de los vértices A del poligono
dado, y uniéndolos se forma un nuevo poligono que
se prueba que es semejante al dado y que designa-
remos como P (b).

Desde cada uno de los vértices del poligono P (b)
se trazan las rectas a dos vértices consecutivos A,
A, , obteniéndose los puntos de interseccion de las
rectas C, 1 = 1,2,3,..., n. Con esto formamos un
tercer poligono P (c).

Se ha realizado un programa en BASIC con un
ordenador AMSTRAD 6128.

2. Resolucién analitica

A continuacién exponemos la resolucion anali-
tica cuyas formulas han sido utilizadas para con-
feccionar el programa con ordenador.

1.- Férmula para hallar los puntos simétricos al
lado respecto de los vértices, siendo P y Q los
puntos simétricos, n el nimero de vérticesy X (n+1)
e Y (n+1) el punto dado la férmula es:
PH)=2X(3)-X(Mn+1)

QW =2Y@)-YMn+1)
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Donde i va desde 1 hasta ny n es el niimero de
vértices del poligono.

X (n+1) e Y(n+1) son las coordenadas del punto
interior, exterior o frontera.

P (1) y X (i) son las abscisas del punto simétrico
y del vértice respecto del cual hallamos el punto
simétrico respectivamente,

Q (1) eY (i) son las ordenadas del punto simétrico
y del vértice respecto del cual hallamos el punto
simétrico respectivamente.

2.- Punto de interseccion de dos rectas

Basta con hallar las soluciones comunes de dos
rectas, representadas por dos ecuaciones con dos
incégnitas de tipo lineal:

AX+BY+C=0
AX+BY+C=0

Estas férmulas han sido utilizadas para hallar
los vértices C (i).

3.- Area de las figuras

Como todo poligono se descompone en un ni-
mero finito de tridngulos orientados. Para calcular
su area calculamos el area de cada uno de los
triangulos en que se descompone y se suman, si la
orientacion no es adecuaday sale negativa se toma
positiva.

Asi el area del triangulo de vértices A (al, a2),
B (b1,b2), C (c1,c2) es:

al a2 1
bl b2 1
clc21

A=1/2

En caso de poligonos céncavos siempre pode-
mos elegir el vértice adecuado de forma que los
triangulos en que se descompogan queden todos
dentro.

4.- Distancia entre dos puntos

Dados A (al,a2), B (b1,b2), la distancia euclidea
es:
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d(AB) = \/(bl-b2)2 + (al-a2)?

5.- Notas y Observaciones

a) En el caso de un triangulo, los triangulos
obtenidos, en el problema 1 son semejantes al
triangulo dado.

b) En el caso de un cuadrilatero simétrico es
semejante al cuadrilatero dado. Sin embargo, el
cuadrilatero formado por las intersecciones, entre
los puntos de éstos, segin problema 1 es siempre
un paralelogramo, que puede llamarse, el
paralelogramo medio o de Varignon de los dos
cuadrilateros dados.

« ¢) Se puede generalizar este resultado si parti-
mos de dos cuadrilateros semejantes cualesquiera,
y construimos, el cuadrilatero de sus interseccio-
nes, P (c) segin lo expuesto en el problema 1.

3. Curiosidades

Notas aclaratorias:
NV: Namero de vértices del poligono.

CX: Poligono convexo.
CV: Poligono céncavo,

1", poligono/pol resul = Area del 1¢. poligono
dividida entre el area del poligonoresultante.

peri-gran/peril = Perimetro de la figura que se
forma dividido entre el perimetro de la
primera figura.

peril/periresul = Perimetro de la primera figura
dividido entre le perimetro de la figura
resultante,

El simbolo = quiere decir que la razén no es
constante,

L B R R AT

varia unas centésimas.



' Geometria analitica con ordenador: algunas curiosidades y conjeturas sobre poligonos

NV 1=. poligono/pol. resul. peri-gran/peril peril/peri resultante.
P. interior 2.25 2 ==
3 CX P. frontera 2.25 2 ==
P. exterior 2.25 2 ==
P. interior 1.125 2 1.05
CX P. frontera 1.125 2 1.05
P. exterior 1.125 2 1.05
4
P. interior 1.125 2 1.5*
CV P. frontera 1.125 2 1.5
P. exterior 1.125 2 1.6*
P. interior 0.86 2 0.96*
CX P. frontera 0.86 2 0.96*
P. exterior 0.86 , 2 0.96*
5
P. interior == 2
CV P, frontera == 2 ==
P. exterior == 2
P. interior 0.75 2 0.80*
CX P. frontera 0.75 2 0.80*
P. exterior 0.75 2 ==
6
P. interior == 2 1.06*
CV P. frontera == 2 0.95*
P. exterior == 2 ==
4. Problemas y conjeturas c¢) Pentdgono: Tay Th son semejantes mientras

que Tc no lo es.
a) Tridngulo: Ta y Tb son directamente semejantes

¢ inversamente semejantes a Tc. A (Ta) P (Th)
— =0.86 [ =2
A (Ta) P (Th) A (To) P (Ta)
— =225 —_— =2
A (Tc) P (Ta) P (Ta)
- =096
El perimetro del primero entre el perimetro del P (Th)

tercero no da un numero constante. )
d) Hexdgono: Solo hay razén de semejanza

b) Cuadrilatero: Tay Tb son semejantes, mien- entre Ta y Tc.
tras que Tc es un paralelogramo independiente del

punto elegido. A (Ta) P (Th)
- =075 - =2

A (Ta) P (Th) ‘ A (Tc) P (Ta)

= 0.86 —_— =2 P (Ta)

a,

A (Tc) P (Ta) o8
= 0.96
P (Tb)

Observaciones finales: La razon entre el perimetro de la primera figura y la figura grande es siempre
2. Hay que hacer notar que en los poligonos céncavos no se mantienen muchas razones por problemas

de biconcavidad.
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Calculadoras, diagramas y funciones

Pedro Alson

Resumen

La calculadora de bolsillo es utilizada para
introducir la nocién de diagrama. El diagrama es
un “artefacto” 1itil para condensar la descripcié del
proceso hecho con una calculador al evaluar una
formula. Consta de tres partes: teclas o cuadrados,
pantallas o elipses y flechas. Se muestra como
utilizarlos para facilitar la introduccién de conceptos
como la composicién de funciones, dominioy rango
de funciones, inversa de una funcién, ecuaciéony
su solucion. Se muestra también como pueden ser
usados para corregir o evitar deficiencias, en el
aprendizaje del estudiante, de habilidades
operativas relacionadas con esos tépicos. Se hacen
algunos comentarios acerca de los resultados ob-
tenidos trabajando con grupos de estudiantes, al
comienzo de la Universidad, durante los altimos
cinco afnos. Se incluyen algunas reflexiones gene-
rales sobre la estrategia.

Introduccién

Algunos estudiantes que ingresan alas Escuelas
de Biologia o Quimica de la Facultad de Ciencias de

la Universidad Central de Venezuela tienen difi-

cultades para distinguir pequenias diferencias de
escritura entre férmulas. Les cuesta reconocer,
por ejemplo, por qué las expresiones cos (x+1) y
cos (x) +1 designan objetos diferentes. Este tipo de
insuficiencias suele estar acomparnado por inter-
pretaciones erréneas de las formulas: es frecuente
ver que sen (x) es interpretado como el producto de
senpor x. Como consecuencia de estono entienden

L

por qué (sen (x))? = sen? (xJ; para ellos lo natural
deberia ser (sen(x))2 = sen2 (x)2.

No es dificil imaginarse las dificultades que se
tendra para ensenar, a estudiantes conlaslagunas
y malformaciones sefialadas, el calculo de deriva-
das (como exige el programa del primer semestre).
Por ejemplo, algunos de ellos en vez de aplicar la
regla de la cadena para derivar sen (2x) utilizaran
la regla del producto obteniendo incorrectamente:
cos (2x) + sen (2).

La situaciéon que se ha esbozado brevemente:
nivel insuficiente de los estudiantes para lo que se
les pretende solventar las principales lagunas.
Esta estrategia ha sido utilizada por mas de cinco
afios conresultados alentadores. Estoyelhechode
que consideramos que la estrategia podria ser
aprovechada en otro contexto, a mediados del
bachillerato por ejemplo, nos animan a publicar
este articulo.

En la primera seccion describimos lo que es un
diagrama y mostramos cémo es utilizado para
orientar la actividad de los estudiantes y darle un
significado no soélo a las formulas, sino también a
las ecuaciones de la forma f (¢ = a.

En la segunda seccién se explica un poco el
comportamiento de los estudiantes al haber tra-
bajado con esta estrategia.

Finalmente, en la tercera seccion, se hacen
algunos comentarios cuya finalidad es explicar,
aunque sea parcialmente, en qué se fundamentala
estrategia y cuales son las razones para que {un-
cione relativamente bien.
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1.- Diagrama y su uso

Como la calculadora de bolsillo se ha vuelto un
objeto al alcance de la mayoria de la poblacién
estudiantil se pensé que podria ser utilizada para
identificar una férmula con un proceso realizado
con ella.

Para calcular sen (3% con una calculadora se
debe proceder siguiendo los pasos:

marque el niimero 3;
presione la tecla del cuadrado;
presione la tecla del seno.

Esta descripcion se vuelve rapidamente pesada
y tediosa. Esto llevé a disefiar unas formas u
esquemas para agilizar la descripcion del proceso.
Las Figuras 1a) y 1b) muestran dos ejemplos de
esas formas.

t“-—'\-—b"‘v‘-
( )
e
/"F-—-—-__ =
3, h
- [
4 7
.__-.._ —--._,.
A
.‘_'-"'"_'-.\. ‘__F_"_'%_\
‘ h ‘ >
“"—__,.....-'-" .\‘-\_._ g— g
T e
{ } { »
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Este tipo de formas se “fabrican” juntando tres
tipos de objetos: unos rectangulares, otros elipti-
cosy finalmente unas flechas. Los rectangulos son
reservados para anotar las teclas funcionales uti-
lizadas. Las elipses son utilizadas para anotar los
nuameros que aparecen en la pantalla al realizar el
proceso. La flechas son utilizadas para indicar en
qué orden se hacen las operaciones. De ahora en
adelante nos referiremos a este tipo de formas
como diagramas. La Figura 2 muestra el diagrama,
debidamente lleno, que describe al proceso asociado
con la expresion sen(3?).

Figura 2

La Figura 2 no describe completamente el pro-
ceso realizado con la calculadora: 3 aparece en la
pantalla porque se ha presionado la tecla 3 y sin
embargo la tecla 3 no aparece en la Figura 2. Esto
se hace para evitar un cuadrado adicional y no
parece causar mayores problemas para la com-
prension por parte de los alumnos.

La formula sen (x) se asocia con el diagrama que
aparece en la Figura 3.

5




Para utilizar el diagrama para la representacion
de procesos asociados a una férmula f (x) se exige
slempre que en los cuadrados no aparezcan
expresiones evaluadas en x. Se vera mas adelante
que esto tiene consecuencias importantes.

La Figura 4 muestra los diagramas asociados a
cos (x+1) y cos (d+1. Al comparar los diagramas se
hace patente la diferencia de significados entre
ambas férmulas.
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Figura 4

Intentando corregir el manejo inapropiado de la
notacion algebraica se propusieron ejercicios que
consistian en completar diagramas parcialmente
llenos como los que aparecen enla Figura 5a) y 5b).
Uno de los objetivos claramente logrados con este
tipo de ejercicios es la comprensién de que una
formula siempre puede verse como una sucesion
ordenada de teclas: en el fondo es la idea de
composicion de funciones.

Hubo un momento en que los diagramas fueron
percibidos como objetos en si, vacios de su finali-
dad primera. En ese momento me di cuenta que
bastaba con ir modificando la parte que el profesor
llenaba para generar ejercicios y plantear al estu-
diante preguntas de diversa naturaleza y que iban
mas alla del simple manejo formal de las férmulas.
Por ejemplo al completarlos diagramas parcialmente
llenos de la Figura 6a), 6b) y 6¢) los estudiantes son
puestos en contacto con hechos relacionados con
los conceptos de funcién inversa, dominio de una
funcién y rango de una funcién.

Calculadoras, diagramas y funciones
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Figura 5

Al enfrentar el alumno con estos hechos no se
trata de introducir los conceptos subyacentes de
manera inmediata sino mas bien hacer ver que
cada tecla tiene su inversa, descubrir para cuales
numeros y cuales teclas la calculadora da error y
en que casos nunca se puede obtener un nimero
dado después de teclear una tecla (por ¢jemplo ver
que nunca aparece un numero mayor que 1 in-
mediatamente después de haber presionado la
tecla seno).

Dadas las ventajas que ofrecian los diagramas
para orientar el trabajo del estudiante de manera
muy precisa, sin por ello mecanizarlo, se crearon
formas similares para atacar problemas relacio-
nados con las formulas. La Figura 7 muestra una
forma que fué utilizada para ensefiar y entrenar en
el calculo de la formula inversa, especificamente
del hecho:

(el 0 F0 =1y of Yy 0 f,
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Otro aspectoimportante es el de la resolucion de
ecuaciones. Es claro que la accién que hace el es-
tudiante al rellenar la Figura 6¢) es Interpretada de
manera natural como la resolucién de 1 ecuaciéon
exp (x) = -2. Se prefiri6 sin embargo tratar las
ecuaciones con formas ligeramente mas compli-
cadas que un diagrama. Se queria dar 13 posibili-
dad al estudiante de que él mismo relacionara o
Interpretara la expresion usual de las ecuaciones
con el lenguaje de los diagramas. La Figura 8
ilustra el punto.
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Figura 8

Al tratar de buscar un diagrama apropiado para
laférmula exp (x) + sen (x) respetando la convencién
de que en los cuadrados no pueden ir expresiones
en x, se llega a la conclusion de que debe utilizarse
un diagrama del tipo de la Figura 1b). Este tipo de
diagramas es muy importante y lo llamaremos
ramificado. El tipo de diagrama que nos sirvié de
ejemplo en la mayoria de las figuras lo llamamos
no-ramificado. En general una férmula tiene un
diagrama que se forma “combinando” ambos tipos
de diagramas.

Al completar el diagrama de la figura 9 el
estudiante esta resolviendo la ecuacién exp (x)
+sen (x) = 0. Esta ecuacion es aparentemente mas
sencilla que In (sen (x-1)) - 1.48 . Después de al-
gunos intentos y con la ayuda de comentarios por
parte del profesor el estudiante descubre que la
primera ecuaciéonno se puede resolver despejando.
En cambio la segunda que es aparentemente mas
complicada es resuelta rapidamente y sin dudas.
El hecho subyacente es la inexistencia de inversa
para la ramificacion. El diagrama en este caso



ayuda a dar una interpretacién clara para el estu-
diante de lo que significa el no poder “despejar”. El
ejemplo pone ademas en relevancia el hecho
de que la solucién algebraica de una ecuacion
flxJ=adepende, enelfondo, de laexistenciade una
inversa de la formula f (x).

o> OO

O | |

San()

b

Figura 9

Otro punto importante es que los diagramas de
los polinomios y de las funciones racionales son en
general los ramificados. La composicién de funcio-
nes esta asociada a los diagramas no ramificados
y las operaciones binarias (sumay producto) a los
ramificados.

2.- Reacciones de los estudiantes

Un material didactico que contiene algunas de
estas actividades ha sido publicado en (1). Este
material ha sido utilizado durante varios afios.
Buena parte del trabajo hecho en clase fue
tutoreando a los estudiantes y evitando las expo-
siciones magistrales teéricas. La mayoria de los
profesores que trabajaron de la manera descrita
coinciden en los hechos que siguen:

¢ Rellenar las elipses cuando en la primera
elipse aparece una letra en vez de un namero
y los cuadrados ya estan llenos, no present6
mayores dificultades en los estudiantes. La
mayoria de los estudiantes terminé siendo
capaz de asociar correctamente diagrama con
férmulas: suele haber mayor dificultad en el
caso de diagramas ramificados.

¢ Muchos llegaron a comprender que un nu-
mero es solucién de una ecuaciéon f(x) =asial
evaluar fen ese namero el resultado es a. Este

Calculadoras, diagramas y funciones

punto, aparentemente trivial, no esta claro
cuando llegan de bachillerato. Muchos de
ellos conciben las raices de la ecuacion de
segundo grado como los nimeros que se ob-
tienen al final de un proceso cuyo punto de
partida es el polinomio que figuraenla ecuacion
de segundo grado (el = O es concebido como un
aditamento a la férmula). La aplicacion de
formulas inversas para la resolucién de
ecuaciones fué dominada por un numero
menor de estudiantes.

¢ Desde un punto de vista psicolégico los
estudiantes disfrutaron de la ensenanza.

e Buen numero de ellos se sentia al final
«bastante seguroen el topico aunque cometiesen
eventualmente algunos errores. Se notd por
parte de los alumnos un mayor cuidado al
manipular las férmulas y la conciencia de que
pequenas variaciones en la forma pueden
indicar grandes diferencias en el significado.
Sin embargo es frecuente, al volver a hacer
errores. Esto sucede a pesar de que el alumno
tiene, después de haber trabajado con la
metodologia descrita, la capacidad de com-
prender el error cuando le es sefialado.

» Otro aspecto que notamos, es la tendencia
por parte del estudiante a deshacerse de los
diagramas a medida que creen que entienden
la notacién algebraica usual. Esto nos parece
es una tendencia universal hacia la economia
de notacion.

3.- Reflexiones generales

Durante su bachillerato los estudiantes deben
aprender a manipular férmulas, reconocer y de-
mostrar cuando dos expresiones algebraicas son
equivalentes. Ademas de ello deberian, al salir,
saber despejar la solucion de ecuaciones de la
forma f(x) = a cuando ello es posible. Al ingresar en
la Universidad muchos de ellos no han adquirido
esos conocimientos.

Ellenguaje de los diagramas, a pesar de aparecer
elemental, pone en evidencia y de manera mucho
mas clara que el lenguaje usual, la estructura
subyacente a las formulas: los conceptos de com-
posicién, operaciones binarias con funciones, in-
versa de una funcién, etc.
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La estructura conceptual que se acaba de sefia-
lar es una adquisicién de fecha relativamente
reciente comparada con la notacién y las mani-
pulaciones algebraicas que se ensefian en los cursos
elementales. Tanto la notacién como las explica-
ciones que se dan en los cursos elementales estan
condicionadas por factores histéricos, habitos de
escritura, exigencias de economia de notacion, la
tendencia a disponer de los simbolos de manera
unidimensional (en lineas) y secuencialmente, etc.
Esto explica en parte la coexistencia de la notacién
tradicional con la estructura conceptual senalada
sin que a nivel de ensenanza se establezca un
puente que a todas luces resultaria provechoso.

Hemos notado que algunos estudiantes que
ingresan, focalizan su atencién en las x (o la letra
que juega el papel de la x), de las expresiones
algebraicas, sean éstas ecuaciones o simples for-
mulas. Reaccionan ante ellas de manera casi
compulsiva tratando de “mover” los simbolos para
despejar la x, ya que para ellos x es el objeto im-
portante y casi lo Gnico que han aprendido en
bachillerato es que cuando se da la solucién la x
debe quedar de un lado del signo igual y del otro
lado debe quedar un numero. Este bajo nivel de
comprension suele venir acompafiado de un do-
minio deficiente de las reglas de despeje. Esto hace
que a menudo cometan errores al calcular las
soluciones de las ecuaciones.

Al trabajar con los diagramas esos vicios de
formacién no pueden seguir funcionando. En efecto
alli despejar la x en f (x) = a es rellenar de abajo
hacia arriba: no hay movimiento de la x. Igual-
mente, al rellenar un diagrama para una férmula
J 9, el mayor esfuerzo esta en llenar los cuadrados
adecuadamente. Aqui nuevamente el diagrama
orienta sutilmente la actividad del estudiante: al
hacer que lamayor parte del esfuerzo no se concen-
tre en una actividad alrededor de la x, la impor-
tancia que el estudiante le da a la x, al leer una
expresion algebraica, disminuye. Otro aspecto
importante al ensefiar funciones es hacer entender
al estudiante la diferencia entre f()y f(x): entre la
funcién y la funcién evaluada en un x. La con-
vencion de que no se puede poner en los cuadrados

Referencias Bibliograficas

expresiones de laforma f(x) enfatiza esa diferencia.
Esto prepara al estudiante para manejar en un
contexto mas formal esa distincién.

Probablemente el factor que ha incidido mas en
la asimilacién masiva del tépico es lo que podria ser
llamado “launidad de lenguaje”. Alleer el estudian-
te enunciados de ejercicios como “resuelva la
ecuacion...”, “chequee si 2 esta en el rango de sen
(2x + 4)", etc., no ve claramente qué es lo que debe
hacer. Para superar esto el profesor suele resolver
algunos ejercicios similares de manera que el es-
tudiante tenga “un modelo”. El hecho es que al
utilizar el lenguaje convencional se deben utilizar
palabras que no son suficientes para orientar el
trabajo del estudiante (porque el estudiante ignora
todavia el significado). Cuando se trabaja con
diagramas hay una sola instruccién: COMPLETE
EL DIAGRAMA. El diagrama le permite al alumno
“ver” qué es lo que hay que hacer. El trabajar con
diagramas permite por lo tanto ir en el sentido
contrario al usual: no se utilizan nuevas palabras
para definir ejercicios al alumno, sino que los
ejercicios (definidos por el profesor al completar
parcialmente los diagramas) justifican la aparicién
de nuevas palabras y conceptos. Otro aspecto
fundamental que est4 ligado ala unidad del lenguaje
€s que existe una manera canoénica de ver si un
diagrama ha sido correctamente completado: basta
con ir chequeando de arriba hacia abajo haciendo
las evaluaciones indicadas y viendo si coinciden
con lo que aparece en las elipses.

Resumiendo, la estrategia utilizada se basa
fundamentalmente en la creacién de un lenguaje
que cumple simultaneamente tres funciones:

i) evidencia la estructura teérica subyacente al

topico;

ii) inhibe, por su propiaforma, el funcionamiento
de vicios de formacion;

iii) minimiza el uso de terminologia para orientar
el trabajo del estudiante.,

Creemos que el lenguaje descrito, debido a sus
caracteristicas, es particularmente apto para ser
utilizado a nivel de secundaria.

(1) Alson P. Métodos de Graficacién. Fondo Editorial Acta Cientifica-Facultad de Ciencias. Caracas. Venezuela.

(1987).
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Barajas matematicas

Angel Salar Gilvez

Las barajas al igual que los dominés suminis-
tran un potencial de primer orden para la elabo-
racién y planificacion de actividades matematicas
y pueden ser unos instrumentos didacticos ex-
traordinarios. Las barajas clasicas tienen un
atractivo especial para la mayoria de los nifios y es
dificil encontrar quien a partir de los 6 o 7 afios no
sepa jugar a alguna modalidad de juego de cartas.
En los juegos de naipes los nifios aprenden a
contar, a agrupar segun unas reglas, a clasificar,
ete., y algo muy importante desde el punto de vista
matematico; asociar valores arbitrarios a determi-
nadas cartas y contar agilmente en funcioén de
estos valores: el as vale tanto, el rey tanto otro, etc.

A diferencia de los dominds en que las reglas del
juego admiten pocas modificaciones, la variedad
de juegos de naipes es mucho méasrica, asi como el
numero de cartas que pueden emplearse. Las
reglas de los juegos mas comunes son ampliamen-
te conocidas, esto facilita la utilizacién didactica de
las barajas adaptando sin mas complicaciones las
mismas reglas de los juegos a situaciones matema-
ticas. Se facilita asi una etapa importante de
cualquier actividad didactica conjuegos: el periodo
que deben emplearlos estudiantes en familiarizarse
previamente con las reglas.

La oferta de material de matematicas que utilice
como soporte los naipes es muy escasa, incluso en
materiales importados de otros paises. Que sepa-
mos hasta la aparicién comercial de estas barajas
no habia ninguan material especifico para emplear
en las clases de matematicas de este tipo. Existen
unos naipes blancos, sobre los que puede escribirse
y posteriormente borrarse lo escrito, de proceden-
ciainglesa, que distribuye y comercializa DISTESA.

Suelen ser dificiles de conseguir y su precio es alto
aunque tienen muchas posibilidades e interés
didactico porque el material permite que cada
profesor pueda inventarse sus propios juegos o
actividades segun los propoésitos de ensefianza que
se tengan en cada momento.

En este sentido nos parece muy atractiva laidea
de MAT-MAT de aprovechar los juegos de naipes
como material para el aprendizaje de las mate-
maticas. Si a ello se aflade que el precio de las
barajas es bastante asequible, resulta barato dis-
poner de amterial suficiente para trabajar con una
clase completa. Desde este punto de vista las
barajas son, un material altamente interesante y
recomendable.

MAT-MAT es una empresa espafiola de Zaragoza
que fabrica y produce material didactico para las
matematicas, y dispone en la actualidad de una
oferta muy amplia, principalmente de juegos de
tablero y barajas. En las barajas han adaptado a
actividades con contenido matematico, diferentes
juegos tradicionales de cartas, en unos casos se
mantienen las reglas de estos juegos, y en otros
han creado un buen numero de juegos con reglas
propias nuevas.

Los naipes son de cartulina resistente satinada,
muy parecidas en el tamafio a las cartas de los
juegos para nifos y de la baraja clasica. El disefio
de los naipes ha mejorado notablemente de los
primeros modelos de barajas a los mas recientes.

Cadabaraja se acompafia con unos comentarios
generales para el profesor sobre la utilizacion
didactica del juego, las reglas de cada juego y los
objetivos especificos que se pretenden alcanzar con
los diferentes modos de juego que pueden desa-
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rrollarse con dicha baraja. Entodas las barajas hay
por tanto varias modalidades alternativas de juego
y distintas formas de jugar, normalmente son tres
o mas posibilidades las que se ofrecen.

1.- Nombre de la baraja: Las Pandillas
Nivel: Ciclo Medio y Ciclo Superior y EE.MM,
Tema: Fracciones

76 SUMA 8/1991

Es un juego de 55 cartas. Cada naipe lleva la
representacion de un nimero fraccionario., Hay 5
formas distintas en total de representar cada nii-
mero: grafica, porcentaje, decimal, subconjunto y
fraccién. La idea del juego consiste en agrupar los
numeros segin sus diferentes representaciones en
pandillas. Hay otras variantes posibles y el profe-
sor puede inventar otras reglas.



2.- Nombre de la baraja: La Escalada

Nivel: Ciclo Inicial y Ciclo Medio
Tema: Numeros naturales, operaciones y calculo
mental

Es una baraja compuesta por 64 naipes. Los
naipes son numeros naturales; signos de operacio-
nes: mas, menos, por, divisién y elevar a una

Barajas matemadticas

potencia; y también unas cartas con paréntesis.
Por la composicion de las cartas es evidente que
aun sin reglas, un profesor podria disefar por si
mismo actividades con estas cartas o bien sus
propios juegos para facilitar la comprension del
significado de las operaciones aritméticas ele-
mentales. En las instrucciones que acompanan a
la baraja se dan las reglas para jugar hasta 3
juegos.
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3.- Nombre de la baraja: Buscédgono Baraja de 45 cartas con diferentes figuras

Nivel: Ciclo Medio y Ciclo Superior geomeétricas planas en cada carta. La descripcién

Tema: NGimeros naturales, operaciones y calculo ™mas detallada de esta baraja puede verse en el N°
mental 3 de la Revista “SUMA”",
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4.- Nombre de la baraja:
Miltiplos y divisiones

Nivel: Ciclo Medio y Ciclo Superior
Tema: Nimeros naturales, operaciones y calculo
mental
La baraja consta de 48 cartas cada una con un
numero del 1 al 48 y tres “comodines” con diversos
nameros.

Barajas matemdticas
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La raiz cuadrada y la matematica china

Santiago Ferndndez Ferndndez

Introduccién

En este articulo se presenta uno de los algoritmos
mas utilizados en las clases de Matematicas, el de
la Raiz Cuadrada, el origen es probablemente
Chino, descubierto a. J.C.

Ellenguaje algoritmico tiene una gran fuerza en
nuestras aulas, algoritmos de la suma, de laresta,
del producto, de la divisién, de la raiz cuadrada, ...
aparecen innumerables veces en nuestras clases.
De entre todos hay uno verdaderamente misterioso
nos referimos al algoritmo delaraiz cuadradaensu
presentacién mas clasica, seguramente pocos
profesores conocen su origen y menos su justifica-
cién.

Preocupado por responder a estas dos cuestio-
nes me propuse bucear un poco en la Historia de
las Matematicas y seguir la pista de un algoritmo
tan utilizado como poco conocido, parece que el
origen y justificacién del mismo pertenece a la
misteriosay poco estudiada Antigua Cultura China.

Cultura Matemética China

La Cultura China es tan antigua como la Egipcia
y Mesopotamicay probablemente tanvitalista como
ellas, no obstante las fuentes histéricas que tene-
mos a nuestro alcance no pueden considerarse del
todo objetivas, lo que hace mirar con ciertas dudas
algunas de sus contribuciones.

Los primeros signos matematicos de la Cultura
China se atribuyen al documento Zhoubi Suanjing
probablemente escrito hacia el siglo XII a. de J.C.,
perosinduda el tratadomas importante es Jiuzhang
Suanshu (El arte matematico en Nueve Secciones)
de autor y fechas de aparicién desconocidos, esta
dividido en 9 secciones conteniendo en total 246
problemas, el Jiuzhang Suanshu (JZS) es conside-
rado por los historiadores de la Matematica una
especie de biblia matematica China, equivalente en
clerto sentido a Los Elementos de Euclides, una
diferencia atener en cuenta entre estos dos tratados
es que el JZS no contiene ninguna demostracion.
La influencia del JZS ha sido notable en otras
culturas: Japén, Corea, Vietnam,...

En una de las Secciones aparece con todo
detalle la manera de actuar para realizar el calculo
de la raiz cuadrada de un niamero.

Algoritmo de la raiz cuadrada

Queremos calcular la V55225
de acuerdo al algoritmo comentado anteriormente
escribiriamos los calculos organizados de la si-
guiente manera:

\V5,52,25 235
Py 43x3=129
152 465x5=2325
129
2325
2325
0
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Resultado V55225 = 235 La clave esta en la formula:
Surgen varias preguntas: (@+b)?=a’+2ab+b*=a%+(2a+b) b
- ¢(Por qué separar los nuimeros de 2 en 2 Sillamamos N = 55225,
empezando desde la derecha?. YN = abc = 100.a + 10.b + c

(naturalmente estamos considerando N exacta)
- ¢Por qué disponer los calculos de forma tan

caprichosa?. La disposici6n de calculos es la siguiente:

-4 7 a
En el JZS la disposiciéon de calculos es la si- N N - a?
guiente: a
R(?sultado (Shang) 1 1
Numero dado (Shi) '
(a) (b)

Elemento Cuadrado (fang fa)

Apuntador (Jie suan)
N - (a+b)?
T

(@ M | 15225
0

|

: Notas:
(c) 15225 (d) 15225 - Al poner a, senalamos en realidad 100.a; b sera
4 10.b; a+b+c representa por tanto abc; ...
t - El apuntador nos senala la posicion adecuada

para disponer las operaciones.

H 23 23 Explicaciones:

(e) 2325 0 2325

43 46 Si nos damos cuenta cada vez que realizamos

r calculos estamos acercandonos a la VN , asi en el
primer paso tomamos una primera aproximacién:

= [N
- L
=y

N-aa=N- a2

235
(8) (h) Enlos siguientes pasos (e) nos seguimos aproxi-
465 mando
L N-a?-(2a+b) =N - (ash)?
completando asi la exposicion Y por ultimo en (h) tenemos la ultimay definitiva

aproximacion, que en este caso da por resto cero.
Sin duda esta presentacién parece mas compli-
cada que la anterior, sin embargo tiene la esencia N-(a+b)*-[2(at+b)+ ¢l . c =N - (a+b+c)? = 0
del proceso.
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Sianalizamos con detalle todo el proceso, vermos
por ejemplo que una vez realizada la primera

aproximacion N -

a? la segunda viene explicada en

el esquema siguiente:

\V5,52,25-N |235

4 @
152-—N-a?

129 — N-(a+b)?

2325

'43x3=129-—(2.a+b).b
46 5x5=2325-[2(a+b)+c]c

2325 — N-{a+tb+c)?

0

N = 55225;

a=2 b=3 c=5

Justificacién geométrica

Como sabemos la Cultura Griega era partidaria
de asociar el Algebra a la Geometria, surgiendo asi
la llamada Algebra-Geométrica, justamente esa
relacion explica perfectamente estas aproximacio-
nes sucesivas, el diagrama adjunto es suficiente-

mente claro:

Referencias Bibliograficas

La rafz cuadrada y la matemdtica china

a2 a.b
<
2
S
a.b b2
(a+b).c c?

Como curiosidad es de notar que este mismo
diagrama aparece en obras de un matematico
griego como es Tedn de Alejandria, siglo IV d. de

- Martzloff, J.C.: Histoire des Mathematiques Chinoises. MASSON, Paris (1987).

- Li Yan and Du Shiran: Chinesse Mathematics. Oxford Science Publications. (1987).

- Taton, R. y otros: Historia General de las Ciencias I. Ed. Destino. Barcelona. (1975).
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La AP.M.E.P. a través de su grupo de Lyon, organiza su congreso nacional los dias
18, 19y 20 de octubre de 1991

con el tema

"MATEMATICAS SIN FRONTERAS" *

Los que deseen inscribirse, o presentar alguna comunicacion, (en este caso, hay que enviar un resumen de 5 lineas) deben dirigirse
a

AP.ME.P.LYON
Université Claude Bernard
43 Bd. du 11 novembre 1918
69622 VILLEURBANNE CEDEX
FRANCE

antes de fin de mayo.,

"La ensenanza de las matematicas estd cambiando mucho: innovacion, investigacion-accién, investigacion, didactica, didactica-
accion, epistemologia, historia de las matematicas.

¢Se trataria de un mundo sin fronteras?
¢Como se observan estos cambios fuera de nuestro hexagono (FRANCIA)?

También podemos intentar atravesar méas fronteras, entrevistindonos con colegas de distintas asignaturas.

¢Por fin podra uno iniciarse a las matematicas, descubrirlas, aprender a construirlas, usarlas?
¢Qué formacion se tiene que dar a los maestros?"

Han confirmado su participacién;

C. Lobry: Conferencia sobre Analisis no-estandar e informatica.

R, Jost: Matematicas sin fronteras: una competencia interclases y transfonteriza,

P. Ennebeck. Matematicas y francés, ¢qué transdisciplinariedad?.

G. Brousseau: Influencia de los procesos sociales y didacticos sobre el aprendizaje y los conocimientos mateméticos de los alumnos,
M. Legrand: Conferencia: Razonamiento matematico e iniciacion a un proceder cientifico,

D. Lehwan: Geometrias planas no euclideas.

R. Douady: Elaboracion de enunciados de problemas: interaccion entre matematicas y didactica de maestros.
P. Terracher: ¢Es razonable ensefiar geometria?

A, Valabrégue: "Ver, saber, poder, concebir”

F.yJ.P. Bertrandias: Matematicas para las ciencias de la naturaleza.

P. Audin: Matematicas en vaqueros.

J. Delerue: Utilizacion de imagenes analogicas y numéricas en un curso de matematicas.

F. Magna: La ensefianza de las matematicas a los no-videntes,

P. Linati: La escuela Europea de Varese (Italia).

M. Pupier: Modelizacién en biologia.

M. Berger: Conferencia sobre geometria.

J. Grea: Modelizacion en Fisica,

L XX??: La didactica en los paises del Este,

Diversos talleres presentados por el IREM de Lyon.
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7° CONGRESO INTERNACIONAL SOBRE
EDUCACION MATEMATICA

ICMER7

SEGUNDO ANUNCIO

UNIVERSITE LAVAL
QUEBEC, CANADA
17-23 de Agosto de 1992
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FECHAS LIMITES

INSCRIPCIONES (ver pagina 9 y el formulario incluido)

Pago antes del Pago antes de! Pago después del
15 de Diciembre de 1991 15 de Junio de 1992 15 de Junio de 1992
Participante 290 $CAN 340 $CAN 395 $CAN
Acompanante 90 $CAN 105 $CAN 125 $CAN

Todos losimpuestos estan incluidos en la matricula de inscripcion. Los pagos deheran efectuarse en dolares canadienses.
Solo en caso de dificultad especial se aceptara el délar americano ($US) segun la siguiente tarifa:

Pago antes del Pago antes del Pago después del
15 de Diciembre de 1991 15 de Junio de 1992 15 de Junio de 1992
Participante 250 $US 295 $US 345 $US
Acompanante 80 $US 90 $US 110 $US

REEMBOLSO (ver pagina 9)

La anulacion de inscripciones debera efectuarse por correo, fax. correo electronico o télex.
Reembolso del 90% si se recibe la anulacién antes del 15 de Febrero de 1992.
Reembolso del 80% si se recibe la anulacion antes de! 15 de Junio de 1992,

Reembolso del 50% si se recibe la anulacion antes del 15 de Julio de 1992,

No se reembolsara ningiin pago posterior al 15 de Julio de 1992.

SOLICITUD DE RESERVA DE HABITACION (ver pagina 8 y el formulario incluido)
Fecha limite: 1 de Julio de 1992

PROPUESTA DE COMUNICACION BREVE (ver pagina 6 y el formulario incluido)
Fecha limite: 31 de Enero de 1992

PRESENTACION DE PROYECTO (ver pagina 7)
Fecha limite: 31 de Enero de 1992

DIRECCION DEL CONGRESO

CONGRES ICME-7 CONGRESS Telefono: (418) 656-7592
UNIVERSITE LAVAL Fax: (418) 656-2000
QUEBEC, QC Correo electrénico: ICME-7@VM1.ULAVAL.CA
CANADA G1K 7P4 Télex: (021) 051-31621 UNILAVAL QBC

UNIVERSITE
O 00
28 [ AVAL



INTRODUCCION

En nombre de la Comision Internacional de Educacion Matematica (ICMI), el Comité
Nacional Canadiense del ICME-7 le invita a participar en el Séptimo Congreso
Internacional de Educacién Matematica (ICME-7), a celebrarse en la Université Laval,
Québec (Canada). El congreso se llevara a efecto del 17 al 23 de Agosto de 1992.

Losidiomas oficiales del Congreso seran el inglés y el francés, aungue se anticipa que
la mayoria de las sesiones se desarrollaran en inglés. Algunos servicios estaran
disponibles en tres idiomas: inglés, francés y espafiol.

Este segundo anuncio ofrece informacion sobre el programa, actividades del Congreso,
inscripcion y alojamiento. Incluye ademas, los formularios de inscripcién, de reserva
de habitacion y de propuesta para una comunicacién breve.

SI USTED PREVE ASISTIR AL CONGRESO, RELLENE Y DEVUELVA, LO ANTES
POSIBLE Y POR AVION, LOS FORMULARIOS RE INSCRIPCION Y DE RESERVA
DE HABITACION ACOMPANADOS DEL PAGO CORRESPONDIENTE.

Eltercer anuncio estara disponible en Abril de 1992 e incluira el programa detallado del
Congreso. Este se hara llegar a las personas que hayan enviado los formularios y el
pago correspondiente antes del 15 de Junio de 1992, a la direccién del ICME-7.
Aquellos cuyos formularios seanrecibidos después de esta fecha recibiran el programa
en el lugar del Congreso.

QUEBEC: LA CIUDAD ANFITRIONA

Fundada en 1608 por Samuel de Champlain, Québec es la ciudad méas antigua de
Canada, capital de la provincia del mismo nombre y cuna de la civilizacion francesa en
America. Ciudadela natural dominando el majestuoso rio Saint-Laurent, es la Unica
ciudad fortificada al norte de México. Declarada patrimonio mundial por la UNESCO
por suriqueza historicay cultural, labelleza y el caracter francés han hecho de Québec
un lugar privilegiado que atrae a turistas del mundo entero y donde encontramos la
hospitalidad y la «joie de vivre» tradicionales de los «Québécois». Québec también
seduce por sus buenos restaurantes, sus terrazas y su vida nocturna.

En el mes de Agosto, época del ICME-7, |a actividad turistica llega a su mas alto nivel
y se celebran diversas actividades en la ciudad. Por tanto, no espere mas y formule
lo antes posible su reserva de viaje.

Elcongreso se celebrara en el campus de la Université Laval, situado a 7 km del centro
de la ciudad. Se ofrece una gran variedad de servicios; la mayoria de los grandes
edificios estan climatizados y acondicionados para el acceso de personas minusvalidas.
El campus se puede cruzar andando en unos 15 minutos, y ademas encontrara pistas
especiales para pasear, hacer jogging o incluso practicar su deporte favorito. Cuatro
centros comerciales se encuentran cerca del campus y se puede ir en autobus
rapidamente a la parte antigua de Québec.
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INFORMACION GENERAL

Transportista oficial

Air Canada, transportista oficial del ICME-7, ofrece varios vuelos desde muchas ciudades de Europa y Estados Unidos
a todas las regiones de Canada. Los congresistas del ICME-7 pueden aprovechar tarifas especiales dirigiéndose a
cualquier oficina de Air Canada (en América del Norte, el niimero de teléfono es: 1-800-361-7585). Basta preguntar por
el Servicio de congresos indicando el cédigo CY920017 del ICME-7.

Llegada a Québec

La mayoria de los vuelos con destino Québec parten del aeropuerto de Dorval, en Montréal. Siusted llega al aeropuerto
de Mirabel (otro aeropuerto de Montréal) encontrara un enlace a su disposicion para ir a Dorval. Una oficina de
informacién de ICME-7 permanecera abierta en las horas punto durante los dias 15 y 16 de Agosto de 1992 en el
aeropuerto de Québec, situado a 10 km de la Université Laval.

Si usted prefiere viajar de Montréal a Québec en autobuls, puede tomar uno de los autobuses regulares desde el
aeropuerto de Mirabel o desde el de Dorval al centro de la ciudad de Montréal, donde podra viajar en un tiempo
aproximado de dos horas y media en uno de los autobuses que parten cada hora hacia Québec. También algunos trenes
conectan las ciudades de Montréal y Québec. Tanto si viaja en tren como en autobus, debera apearse en la estacién
de Sainte-Foy, a pocos kilémetros del campus.

Si usted prefiere alquilar un coche, podra hacerlo en cualquiera de los aeropuertos mencionados, asi como en las
ciudades de Montréal y de Québec.

Visados

Los visitantes de algunos paises necesitaran un visado de entrada a Canada. La solicitud del visado deberé efectuarse
al menos con tres meses de antelacion en el consulado canadiense mas proximo o en cualquier representacién oficial
de Canada.

Aviso a los participantes japoneses
La agencia oficial del ICME-7 en Japén es Canon Tours Inc., 1-9-12 Nishi-Shinjuku, Shinjuku-Ku, Tokyo 160, Japon
(teléfono: (03) 346-2249, fax: (03) 342-191 1).

Clima y vestimenta _

En Agosto, la temperatura de Québec varia entre los 12°C y 23°C (54°F y 73°F). Durante el dia el tiempo es muy
agradable, aunque las tardes pueden ser mas frescas. En esta época del afio hay riesgo de chubascos ocasionales.
Aseglrese, pues, de llevar la vestimenta apropiada.

Seguros de salud y personales

Los gastos médicos y la hospitalizacién pueden ser muy elevados para los visitantes, por lo cual se sugiere a todos los
participantes la contratacién de un seguro individual antes de dejar su pais, que incluya gastos médicos y de
hospitalizacién. También se recomienda el seguro contra perdida de equipaje y los cambios de horario de los vuelos.
Los organizadores del ICME-7 se desentienden de toda responsabilidad a este respecto.

Servicios en el campus :

En el mismo campus, ademas de las residencias de estudiantes se encuentran varios restaurantes (cafeterias y otros
servicios de alimentacién), un colmado, un banco, una oficina de correos, una librerfa, una capilla ecuménica y también
una gran zona de estacionamiento (gratuita para aquellos que estén alojados en las residencias). La mayoria de los
edificios tienen accesos especiales para minusvalidos. Los servicios de guarderia también estaran disponibles paralos
hijos de los congresistas.

Excursiones turisticas antes y después del Congreso

Han sido programadas varias excursiones antes y después del Congreso que partiran de Québec y de Montréal.
Comprenden desde visitas de uno, dos o tres dias hasta viajes organizados de una semana. Se proponen destinos
populares como la zona de Charlevoix y de Saguenay-Lac Saint-Jean, la Gaspésie, Ottawa, Toronto y las cataratas del
Niagara. Podra obtener el programa que detalla las excursiones turisticas en el tercer anuncio. Para mas informacién
dirijase a la direccion del Congreso.
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PROGRAMA CIENTIFICO

Los congresos ICME son una ocasion Unica para descubrir lo que pasa en la educacion matematica en el mundo, para
reflexionar sobre las responsabilidades y las realizaciones relativas a este campo, identificar los problemas, conocer
novedades y tomar contacto con los Ultimos progresos hechos en matematicas, asi como con las mas recientes
investigaciones sobre su aprendizaje y su ensefanza. De manera general, estos encuentros favorecen el intercambio
de puntos de vista y de experiencias sobre métodos practicos y teéricos, aplicados a la ensefanza de las matematicas
atodos los niveles. Elprograma ha sido estructurado de manera que ofrezca una vasta gama de actividades que animen
a todos los congresistas a dedicar algun tiempo a intercambiar ideas y experiencias. El comité organizador reservara
salones disponibles a ciertas horas predeterminadas para que los participantes puedan tomar la iniciativa de organizar
sesiones informales.

Los apartados mas importantes se exponen a continuaciéon. Unprogramadetallado apareceré junto con el tercer anuncio.

Sesiones plenarias
Ceremonias de apertura y clausura.

Conferencias plenarias de Geoffrey Howson (UK), Colette Laborde (Francia) y Benoit Mandelbrot (Francia y USA).

Grupos de trabajo

Objetivos: a) involucrar al congresista en un estudio activo de un determinado aspecto de las matematicas;
b) conseguir un contexto internacional para el estudio de este aspecto.

Cada grupo de trabajo se reunira en cuatro sesiones de 90 minutos.
A cada congresista se le pedira que elija un grupo de trabajo de entre los sefalados en la siguiente lista.

WG1 Formacién de conceptos matematicos elementales en la ensefianza primaria
Organizadora general: Helen Mansfield (Australia)

WG2 Concepciones erréneas y contradicciones de pensamiento de los estudiantes
Organizador general: Shlomo Vinner (Israél)

WG3 Dificultades de los estudiantes en el calculo diferencial e integral
Organizadores generales: Michéle Artigue (Francia), Gontran Ervynk (Bélgica)

WG4 Teorias sobre el aprendizaje de las matematicas
Organizadora general: Pearla Nesher (Israél)

WG5 Mejora de las actitudes y de las motivaciones de los alumnos
Organizadora general: Gilah Leder (Australia)

WG6 Formacién inicial y perfeccionamiento del profesorado
Organizador general: John Dossey (USA)

WG7 Lenguaje y comunicacion en el aula
Organizador general: Heinz Steinbring (Alemania)

WGS8 Innovaciones en la evaluacion de los estudiantes en la clase de matematicas
Organizadores generales: Zoltan Bathory, Jdlia Szendrei (Hungria)

WG9 La diferenciacién de los programas de matematicas dentro def aula y entre aulas diferentes
Organizador general: Skip Kifer (USA)

WG10 Clases pluriculturales y plurilingties
Organizador general: Patrick Scott (USA)



WGT1

WG12

WG13

WG14

WG15

WG16

WG17

WG18

WG19

WG20

WG21

WG22

WG23

El papel de la geometria en |a educacién general
Organizadora general: Rina Hershkowitz (Israél)

Probabilidad y estadistica para el futuro ciudadano
Organizadores generales: James Schultz (USA), Mary Rouncefield (UK)

Ellugar del algebra en la ensefianza secundaria y postsecundaria
Organizadora general: Carolyn Kieran (Canada)

Actividades de modelizacién en el aula
Organizador general: Trygve Breiteig (Noruega)

Matematicas de nivel postsecundario para diferentes grupos de estudiantes
Organizador general: Daniel Alibert (Francia)

Elimpacto de la calculadora en el curriculum de las escuelas elementales
Organizadora general: Hilary Shuard (UK)

La tecnologia al servicio del curriculum de las matematicas
Organizador general: Klaus-Dieter Graf (Alemania)

Métodos para la implementacién del cambio curricular
Organizador general: Hugh Burkhardt (UK)

Matematicas para alumnos que abandonan prematuramente sus estudios
Organizador general: Carlos Vasco (Colombia)

Matematicas en educacién a distancia
Organizador general: Gordon Knight (Nueva Zelanda)

La imagen publica de las matematicas y de los matematicos
Organizador general: Thomas Cooney (USA)

Educacién matematica con medios limitados
Organizador general: Fidel Oteiza (Chile)

Metodologias para la investigacién en educacién matematica
Organizador general: (por designar)

Conferencias

Se han previsto unas cuarenta conferencias en el programa. Versaran sobre temas ligados a la ensefianza, a los
programas, a la formacion del profesorado, a la investigacion en educacion, a la historia y sociologia de las matematicas,
a las teorias en didactica de las matematicas y a los mas recientes resultados en matematicas.

Grupos tematicos (lista parcial)

Cada grupo tematico se reunira en dos sesiones de 90 minutos.

Seruega acada participénte que elija uno de entre los siguientes grupos y que lo indique en el formulario de inscripcion.

TG1

TG2

TG3

Competiciones matematicas
Organizador general: Edward Barbeau (Canada)

«Ethnomatematica» y educaciéon matematica
Organizador general: Ubiratan D’Ambrosio (Brasil)

Matemaéticas para el trabajo y ensefianaza profesional
Organizador general: Rudolf Strasser (Alemania)




TG4  Los pueblos autdctonos y la educacion matematica
Organizador general: Bill Barton (Nueva Zelanda)

TG5 El contexto social de la educacion matematica
Organizador general: Alan Bishop (UK)

TG6 Lateoriay la practica de la demostracion matematica
Organizadores generales: Gila Hanna (Canada), Niels Jahnke (Alemania)

TG7 Juegos y rompecabezas matematicos
Organizador general: Tibor Szentivanyi (Hungria)

TG8 Ensenanza de las matematicas mediante proyectos
Organizador general: Jarkko Leino (Finlandia)

TG9 Las matematicas en el contexto de un curriculum total
Organizador general: John Mack (Australia)

TG10 Interpretaciones constructivistas de la ensenanza y del aprendizaje de las matematicas
Organizadores generales: John Malone, Peter Taylor (Australia)

TG11 Matematicas y arte iberoamericano
Organizador general: Rafael Pérez-Gomez (Espana)

TG12 El papel de las posiciones tedricas fundamentales en educaciéon matematica
Organizador general: Hans-Georg Steiner (Alemania)

TG13 La television en el aula de matematicas
Organizador general: David Roseveare (UK)

TG14 Cooperacion entre teoria y practica en la educacion matematica
Organizador general: Falk Seeger (Alemania)

TG15 Estadistica en el curriculum de la secundaria y postsecundaria
Organizador general: Richard Schaeffer (USA)

TG16 Filosofia de la educaciéon matematica
Organizador general: Paul Ernest (UK)

Grupos de Estudio

La Comision Internacional de Educacién Matematica (ICMI) cuenta oficialmente con tres grupos internacionales de
estudio: PME (Grupo internacional de psicologia de la educacion matematica), HPM (Grupo internacional de estudio de
las relaciones entre la historia y la pedagogia de las matematicas), y IOWME (Organizacién internacional de mujeres y
educacion matematica). Cada uno de los grupos organizara cuatro sesiones de 90 minutes cada una.

Estudios del ICMI

Tres estudios realizados por el ICMI seran presentados en el congreso. Se ha previsto una duracion de dos o cuatro
sesiones de 90 minutos para cada una de ellas.

S1 La influencia de los ordenadores y de la informatica en las matematicas y en su ensefianza (nueva edicicn)
Organizador general: Bernard Cornu (Francia)

S2 La popularizacién de las matematicas
Organizador general: Henry Pollak (USA)

S3 La evaluacién en la educacién matematica y sus efectos
Organizador general: Mogens Niss (Dinamarca)
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Minicongreso sobre calculadoras y ordenadores
Organizadores: Rosemary Fraser (UK), Eric R. Muller (Canada)

Esta conferencia especial de medio dia al principio del congreso esta pensada para dar la oportunidad a los participantes
de recopilar informacién, compartir experiencias y discutir estrategias. con el proposito de avanzar en las aplicaciones
précticas de la nueva tecnologia en las aulas de todo el mundo. El programa incluira sesiones plenanas. simulacion de
aulas y presentaciones breves.

Se ruega a los participantes que escojan un grupo de trabajo y que indiquen esta eleccién en el formulario de inscripcion.

MC1  Estudiantes de 5-11 afos

MC2 Estudiantes de 11-16 afos

MC3  Estudiantes de 15-18 anos

MC4 Estudiantes de la licenciatura de Matematicas
MC5  Futuros profesores

Presentaciones nacionales

Algunos paises representados en el ICMI expondran cintas de video ensefiando aspectos de educacién matematica en
su pais. Canada, como pais anfitrion, hara una presentacion especial.

Comunicaciones breves

En un congreso internacional, muchos congresistas pueden tener dificultades para expresarse o para comprender a sus
colegas en uno de los idiomas oficiales o en los dos. En estas cirscuntancias, las comunicaciones orales de 10 minutos.
presentes tradicionalmente en la programacion, tienen poco valor. Por esta razén, alos participantes del ICME-7 se les
ofrece la oportunidad de presentar comunicaciones breves a través de posters o excepcionalmente por medio de videos
o software. Los posters estaran expuestos durante la mayor parte del desarrollo del congreso y sus autores seran
invitados a organizar encuentros para intercambiar ideas con las personas interesadas. Para ser aceptados, los posters
deben tener una dimensién de 70 cm por 100 cm. El texto, especialmente los cuadros y graficos, debe ser claro y legible
a una distancia de un metro. Los posters que no responden a estas exigencias no podran ser expuestos.

El' mismo formulario debe ser utilizado para las propuestas de comunicacién a través de un video o software. Mas que
presentarunresumen, la proposicion debe describir el producto y especificar detalladamente la caracteristica del material
requerido. Es necesario sefalar que sélo los sistemas que son utilizados en América del Norte estaran disponibles
durante el congreso. Por otra parte, los responsables no pueden garantizar que el material solicitado pueda ser
proporcionado aunque la proposicion haya sido aceptada.

Para poder ser aceptada una comunicacion, la persona interesada debe hacer llegar un resumen o la descripcion de la
misma en inglés o en francés. El formulario aqui incluido, debidamente rellenado, sera recibido a més tardar el 21 de
Enero de 1992 a la direccidn indicada. (Los resumenes transmitidos por fax o por correo electrénico serdn rechazados.)
Las cartas de aceptacion o de rechazo serdn enviadas a las personas interesadas a mas tardar el 15 de Marzo de 1992.

El resumen o la descripcion debe ser mecanografiado en caracteres de 10 a 12 pulgadas (2,5 cm), en el interior del
rectangulo azul al dorso del formulario. La impresion del texto debe ser lo mas nitida posible, de manera que facilite su
reproduccion. Las copias obtenidas a través de una impresora por puntos no son generalmente de buena calidad. El
comité de programa podrd rechazar una proposicion no conforme a las indicaciones antes mencionadas.

Para facilitar la clasificacion de las comunicaciones y los intercambios entre congresistas, los autores deben indicar en
el formulario el grupo de trabajo, grupo tematico o grupo del mini-congreso al cual se relaciona méas su propuesta. Los
resimenes de las comunicaciones seran entregados a los congresistas a su llegada.

Los autores de comunicaciones breves que necesitan una invitacién especial al congreso pueden hacer la demanda

escribiendo a la direccién del ICME-7. La carta hara referencia a una «comunicacion breves sin precisar el modo de
presentacién (poster, video o software).
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Proyectos

Tras una seleccion un numero Iumtgdo de proyectos sera inctu_idp en el programa final. Cada proyecto podra ser
presentado a traves de una exposicién de posters 0 una exposicion oral o una mezcla de estas posibilidades. Por
«proyecto» se entiende un trabajo realizado por los miembros de un grupo numeroso identificado por un nombre

reconocido.

Todo grupo que desee proponer la presentacion de un proyecto debe acompariar su peticion de una carta en la cual harg
notar la contribucion cientifica al congreso. Indicara la forma que tomara el proyecto, asi como el material necesario para
su presentacion. Las peticiones deben llegar antes del 31 de Enero de1992 a la siguiente direccion: Présentations de
projets, Congrés ICME-7 Congress, Université Laval, Québec, QC. Canada G1K 7P4.

Reuniones especiales

Ademas de la Asamblea General del ICMI.estan previstas distintas reuniones: responsables de revistas sobre la
educacién matematica. representantes de organizaciones nacionales de profesores de matematicas, el Comité
Interamericano de Educacion Matematica, participantes que hayan asistido a todos los congresos ICME, etc.

Exposiciones, talleres, etc.

¢
Los responsables del congreso esperan una gran participacién de editoriales y asociaciones profesionales en la
exposicién de libros. software informatico y otros materiales didacticos. También se presentaran exposiciones de
matematicas en relacion con el arte y la artesania, material de archivo y trabajos infantiles. Habra también un taller de
juegos matematicos, proyeccion de peliculas y un «sendero matematico».

ACTOS SOCIO-CULTURALES

El programa prevé un nimero de actos de caracter social o cultural. Entre otros, cocktails y recepciones asi como una
noche cultural. Eljueves 20 de Agosto, dia de excursiones, los congresistas podran escoger entre distintas propuestas
de circuitos. Otras actividades estaran disponibles con un suplemento. La informacién mas precisa sera publicada en
el tercer anuncio.

HORARIO

El horario detallado aparecera en el tercer anuncio.

La oficina de recepcidn estara abierta desde las 10 hasta las 22 horas del domingo 16 de Agosto y a partir de las 7 horas
del lunes 17 de Agosto.

El Congreso empieza oficialmente el lunes 17 de Agosto a las 9 horas y finaliza el domingo 23 de Agosto a las 12.30.
El mini-congreso sobre calculadoras y ordenadores tendré lugar la tarde del lunes 17 de Agosto.

Los grupos de trabajo, los grupos tematicos y los grupos de estudid estan previstos los dias 18, 19, 21 y 22 de Agosto.
Algunas actividades cientificas y culturales tendran lugar por las tardes.

El jueves 20 de Agosto no hay previstas actividades cientificas por estar reservado para la excursion.
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ALOJAMIENTO

La Centrale d'hébergement de I'Office du tourisme et des congres de la Communauté urbaine de Québec es la
responsable de las reservas de habitacion para el ICME-7. Por favor use el formulario de reserva para este fin. No es
posible reservar habitacion por teléfono.

Las solicitudes de habitacion seran aceptadas hasta el 1 de Julio de 1992 y por riguroso orden de llegada. Después de
estafechausted serdresponsable de sureserva. Los organizadores del ICME-7 se desentienden de toda responsabilidad
respecto a reservas y anulaciones de habitaciones, asi como de cualquier gasto que pudiera conllevar.

La Centrale d'hébergement le enviara confirmacién escrita con el nombre del establecimiento asignado, el precio exacto
y demas datos de interés.

Para informacion, cambio o anulacién antes del 1 de Julio de 1992, puede comunicarse con la Centrale d'hébergement
por teléfono (418) 529-2402 o por fax (418) 529-3121.

Alojamiento en el campus
Cada habitacion tiene un lavabo y en cada piso hay duchas y servicios.

Tarifas: habitacion individual, una cama: 32 $CAN por noche (mas impuestos — 15,56% en el momento actual)
habitacién individual, dos camas: 45 $CAN por noche (mas impuestos — 15,56% en el momento actual)

Todas las camas son individuales. La expresién «habitacion individual, dos camas» indica habitacion individual con una
cama suplementaria.

El precio por habitacion incluye el desayuno, permiso de estacionamiento, sabanas, toallas, jabon y limpieza diaria de
la habitacion. El pago en délares canadienses ($CAN) se efectuara a la llegada (se aceptan Visa y MasterCard).
Hoteles y moteles

Se han reservado habitaciones para los congresistas y su familia en hoteles y moteles de cuatro categorias diferentes.
Algunos cerca del campus y otros en el casco antiguo de Québec, a 7 km de la universidad.

Todas |as tarifas estan en délares canadienses ($CAN) por diay sélo por habitacién (impuestos no incluidos). Lafactura
debera pagarse directamente en el establecimiento antes de |a partida.

Categoria A: 150 $CAN o mas
Categorfa B: 125-150 $CAN

Categoria C: 100-125 $CAN

Categoria D:  75-100 $CAN

Camping

Es posible acampar en la region de Québec. Los interesados pueden escribir a la direccién del ICME-7.
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DERECHOS DE INSCRIPCION

A fin de evitar retrasos en la oficina de inscripciones se recomienda la inscripcion por adelantado. Los derechos deben
ser pagados para que la inscripcion sea aceptada.

Por favor, rellene el formulario de inscripcién incluido y devuélvalo ala direccion del Congreso junto con el pago.
Se recomienda conservar une copia del formulario de inscripcion y de la correspondencia concerniente al
ICME-7.

Las inscripciones en el ICME-7 pueden ser en calidad de participante o de acompanante. En este Ultimo caso podra elegir
entre rellenar el formulario junto con el participante o bien uno propio. Los participantes podran tomar parte en todas las
actividades cientificas y socio-culturales del programa y recibirdn gratuitamente las Actas del Congreso. Los
acompanantes podran tomar parte en los actos sociales pero no participaran en el programa cientifico ni recibiran las
Actas del Congreso. Por otra parte, los ninos menores de 15 afos no pagaran derechos de inscripcion pero podran
participar en las actividades culturales y excursiones.

{APROVECHE LAS TARIFAS REDUCIDAS OFRECIDAS A LOS QUE SE INSCRIBAN CON ANTELACION!

Pago antes del Pago antes del Pago después del
15 de Diciembre de 1991 15 de Junio de 1992 15 de Junio de 1992
Participante 290 $CAN 340 $CAN 395 $CAN
Acompanante 90 $CAN 105 $CAN 125 $CAN

El pago debe efectuarse en ddlares canadienses ($CAN). Sdlo en caso de dificultad especial se aceptara el délar
americano ($US) segun la siguiente tarifa:

Pago antes del Pago antes del Pago después del
15 de Diciembre de 1991 15 de Junio de 1992 15 de Junio de 1992
Participante 250 $US 295 $US 345 $US
Acompanante 80 $US 90 $US 110 $US

Todos los impuestos estan incluidos en los derechos de inscripcion. El pago mediante tarjeta de credito sera aceptado
(Visa, MasterCard o American Express solamente), al igual que los giros postales, transferencias bancarias y cheques
personales hechos ala orden del «Congrés ICME-7». Los cheques personales serén aceptados solamente si son afavor
de bancos canadienses.

Un acuse de recibo seré enviado a todos aquellos que se inscriban antes del 15 de Junio de 1992. Después de esta fecha
no se enviaran acuses de recibo.

Las personas que participen activamente en el programa o en la organizacion no estan exentas de los derechos de
inscripcion.

Reembolsos

Las cancelaciones de inscripciones deben ser recibidas por correo, fax, correo electronico o telex.

Reembolso del 80% si la cancelacion se recibe antes del 15 de Febrero de 1992.

Reembolso del 80% si la cancelacion se recibe antes del 15 de Junio de 1992.

Reembolso del 50% si la cancelacion se recibe antes del 15 de Julio de 1992.

© No se haran reembolsos si el aviso de devolucion es recibido después del 15 de Julio de 1992.
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FORMULAIRE DE PROPOSITION D'UNE
COMMUNICATION BREVE

Nom Prénom(s)
Adresse
Ville _ Province/Etat
Code postal Pays
Téléphone ( ) Télécopieur ( )
code régional numero(s) code régional numero
Télex Adresse électronique ¢

Je désire faire une communication bréve par D affiche [:l bande vidéo [:I logiciel.
(Cochez une case seulement)
S'il s'agit d'une communication par bande vidéo ou par logiciel, veuillez spécifier en détail les

caractéristiques du matériel requis (type d'appareil, moniteur, voltage, fréequence en hertz, mémoire,
systeme d'exploitation, taille de la disquette, etc.)

Identifiez le Groupe auquel le sujet de votre proposition s'associe le mieux:

D Groupe de travail WG___ D Groupe thématique TG____ I:I Groupe du mini-congres MC

(Cochez une case seulement et ajoutez le numéro du groupe)

Veuillez dactylographier le résumé ou la description au verso de ce
formulaire suivant les instructions de la page 6.

Date limite de réception des propositions: 31 janvier 1992,

Les résumés et descriptions transmis par télécopieur ou courrier
électronique ne seront pas pris en considération.

Priere d'envoyer le formulaire a: Communications breves
Congrés ICME-7 Congress
Université Laval
Québec, QC
Canada G1K 7P4
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Le résume ou la description doit étre dactylographié a raison de 10 a 12 caractéres au pouce (2.5 cm).
a l'intérieur du rectangle bleu. Le texte doit ressortir le plus nettement possible afin d'en faciliter la
reproduction. Les copies obtenues a I'aide d'une imprimante a matrice par points ne sont genera-

lement pas de qualité suffisante. Le Comité du programme pourra rejeter une proposition non
conforme aux directives de la page 6.

TITRE

AUTEUR-E(S) _ ©

INSTITUTION

RESUME OU DESCRIPTION
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FORMULAIRE D'INSCRIPTION

Priére d'utiliser un formulaire par participant-e

Nom Prénom(s)
Adresse
Ville Province/Etat
Code postal | Pays
Téléphone ( ) . Télécopieur ( )
code régional numéro(s)» ) code régional numéro
Télex Adresse électronique

Personne(s) accompagnante(s)

Nom Prénom(s)

Veuillez indiguer fes numéros des Groupes auxquels vous avez l'intention de participer:

Groupe de travail WG Groupe thématique TG Groupe du mini-congrés MC

FRAIS D'INSCRIPTION (taxes incluses)

Le paiement doit étre effectué en dollars canadiens ($CAN). Dans les cas ou cela occasionnerait des difficultés
spéciales, le dollar américain (3US) pourra étre accepté. Les paiements par carte de credit (Visa, MasterCard ou
American Express seulement) sont acceptés. Les mandats postaux, les traites bancaires et les chéques
personnels doivent étre émis a I'ordre du «Congrés ICME-7». Veuillez noter que les chéques personnels ne
seront acceptés que s'ils sont tirés sur une banque canadienne. .

Paiement avant le Paiement avant le Paiement apres le
15 décembre 1991 15 juin 1992 15 juin 1992
‘Participant-e 290 $CAN (250 $US) 340 $CAN (295 $US) 395 $CAN (345 $US)
Personne accompagnante ' 90 $CAN (80 $US) 105 $CAN ( 90 $US) 125 $CAN (110 $US)
Participant-e 1 x §
Personne(s) accompagnante(s) _x$

TOTAL




VEUILLEZ INDIQUER LE MODE DE PAIEMENT:
D Mandat postal D Traite bancaire I:l Chéque personnel tiré sur une banque canadienne

D Carte de crédit (priére de 'comp/éter):

Clvisa [Mastercard [ American Express

Numeéro de la carte de crédit Date d'expiration
Montant total versé: _ $CAN ou $US (autres devises non acceptées)
Date Signature

Envoyez a: CONGRES ICME-7 CONGRESS
Université Laval
Québec, QC
Canada Gi1K 7P4
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FORMULAIRE DE RESERVATION DE CHAMBRE

La réservation ne sera faite que si les frais d'inscription ont été recus en entier
Priere d'écrire en lettres majuscules

m Mme [
Nom Prénom(s)
Adresse
Ville Province/Etat
Code postal Pays
Téléphone ( ) Télécopieur ( )
code régional numéro(s) code régional numeéro
Date d'arrivée Heure Date de départ

La Centrale d'hébergement de I'Office du tourisme et des congrés de la Communauté urbaine
de Québec sera responsable des réservations de chambre jusqu'au 1er juillet 1992. Aprés
cette date, vous serez entiérement responsable de voir a ce que votre réservation soit faite.

Hébergement demandé pour adulte(s) et enfant(s) agé(s) de

Besoins particuliers

— RESIDENCES SUR LE CAMPUS
[1 Chambre simple, un lit (32 $CAN plus taxe) [0 Chambre simple, deux lits (45 $CAN plus taxe)

S'il'y a lieu, nom complet de la personne partageant votre chambre

— HOTELS ET MOTELS

Priere d'indiquer votre choix:

Catégorie A Catégorie B Catégorie C Catégorie D
(150 $CAN et plus) (125-150 $CAN) (100-125 $CAN) (75-100 $CAN)

Occupation simple I:] [—:_:] I___] [:l
Occupation double ] [ ] [ ]

Préférences: [J ‘Pres du campus {environ 2 km) [0 Dans le Vieux-Québec (7 km)

S'il'y a lieu, nom complet des personnes partageant votre chambre

Si votre arrivée est prévue aprés 16 h, vous pouvez immédiatement garantir votre réservation par carte de crédit
(complétez ci-aprés). Sinon vous devrez prendre arrangement avec I'établissement qui vous aura été assigné.

Ovisa [ Mastercard [J American Express [ Autre

Numéro de la carte de crédit Date d'expiration Signature

Envoyez a: Congrés ICME-7 Congress
Université Laval
Québec, QC
Canada G1K 7P4



CIF/NIF:

- !%@WA ensenanza y aprendizaje de las matemiticas,
;

Nombre y Apellidos:
Calle:

Poblacién: 7 C.P.
Tto.: ( )

Provincia/Pais:

Centro de Trabajo

Firmado: Fecha:

a Renovacién Firma:

O Primera suscripcién
DHa sido antes suscriptor

Deseo suscribirme por 3 niimeros, apartir del nimero inclusive, al precio de:
3.000 ptas. particulares y 3.500 Centros. Europa $35 U.SA.y $45 U.S.A. resto, cuyo
importe haré efectivo mediante:

DCheque bancario adjunto
Domiciliacién bancaria

OGiro Postal N Fecha
Contra reembolso

I
I . Ld
| Suscripcion
| Los miembros de cualquiera de
las Sociedades que componen la
Federacidn reciben laRevista por
elmero hecho de ser socios. Sino
| pertenece a ninguna Sociedad y
| desearecibir SUMA en su domi-
cilio envie, debidamente cumpli-
mentado, el boletin adjunto a
| Revista SUMA, Apdo. de
| Correos 1304, 21080 Huelva
| (Espafa). A esta direccion se
| pueden solicitar, también, los
| nimeros atrasados, al precio de
| 1.200 ptas. mas gastos de envio.
La suscripcién le serd renovada
I al finalizar el periodo inicial
I indicado si no nos comunica, por
{ escrito, su deseo de causar baja.
l

-

Sefiores, les agradeceré que con cargo a mi cuenta corriente /libreta atiendan al recibo
que anualmente les presentara la revista «<SUMA» correspondiente al pago de mi
suscripcion a la citada revista,

(Sélo para el Estado Espaiiol)
Banco/Caja:

Agencia:
Calle:

N2 C/C:

Poblacién: C. Postal:

Provincia:

Titular:

Firmado: Fecha:

Firma:

] e eyqe °
, Domiciliacion
| Bancaria

Si decide suscribirse a SUMA,
| puede optar por cualquiera de
| Ias formas de pago que aparecen
| en el boletin de suscripcién. No
| obstante nos permitimos sugerir-
| les la domiciliacién bancaria
| como forma mis cémoda de
I hacer efectivo el importe de la

suscripcion. En ese caso rellene
l con letra clara los datos banca-

rios que aparecen en el boletin.

Agradeceriamos la resefia de direccién postal de Centro,/Institucién o persona intere-
sada, para enviarle informacién sobre la presente publicacién. Gracias.
Enviamos informacién de SUMA a:

Nombre y Apellidos:
C./Plz./Avda.: C.P.

Poblacién:

Provincia:

Este envio es por sugerencia de:

Nombre y apellidos:

Direccidon:

Poblacién: C.P.

Provincia: TTr calird~

/AN

Apdo. 1304
21080 HUELVA

ESPANA




 Francisco Herndn
Retrato de una profesién imaginada
 (Proyecto Sur, Granada, 1991)

Lo mas llamativo y lo mas positivo de la obra de Francisco
Hernan consiste en haber tomado en serio y con profunda
pasién lo que para muchos de nosotros, profesores de mate-
méticas, no deja de ser una frase bien manida: la ensenanza no
es una ciencia, sino un arte.

La matematica en si misma es una actividad que, desde su
nacimiento entre los pitagéricos como forma peculiar de captar
las raices y fuentes de la naturaleza, ha estado profundamente
embebida de la intencién de penetrar en los misterios de la
forma del espacio y tiempo, a través de la gecmetria, aritmética
y msica. Si la ensefianza en general es un arte, parece dificil
tener algin éxito en la ensefianza de este arte que es la
matematica a menos que todo el contexto se trate de entender
desde estavertiente estética. Asilo intenta Francisco Hernanen
este profundo y estimulante ensayo.

La obra se presenta en 8 capitulos, cada uno de ellos
centrado alrededor de un eje de pensamiento que proporciona
una profunda inspiracion para la reflexién personal: I
Discontinuidad; I Multiplicidad, III. Discernimiento; IV, Asombro;
V. Gravitacién; VI. Imaginacion; VII. Pasion; VIIL Sentido comiiry
Epilogo.

Hernan ofrece una perspectiva personal, a ratos profun-
damente apasionada, siempre intensamente estimulante y en
ocasiones fuertemente provocativa. La expresion presenta en
su conjunto una verdadera brillantez literaria. Para quienes
estamos acostumbrados aleerya escuchar los aridos discursos
que solo pretenden objetividad y rigor de pensamiento, los
ensayos de Hernan hacen surgir con gozo muchas de la rever-
beraciones internas adormecidas o tal vez reprimidas que
probablemente estan presentes en lo profundo de quienes nos
dedicamos a la ensefianza de la matematica. Estando nuestra
actividad tan cerca del arte en muchos aspectos es de agradecer
que de vez en cuando al menos alguien nos hable de ella
emocionadamente.

Alaobra de Hernan se debe uno acercar como una fuente
de inspiracién para la reflexion propia y para examinar su
propia actitud ante su tarea como ensefiante, Que nadie busque
en ella recetas especificas sobre la forma de ensefiar la proba-

Retrato
de una profesion
imaginada

Francisco Hernan
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bilidad, pongo por caso. El ambiente apropiado para leerla es
de pausa y tranquilidad. Henan no ha querido, con buen
acuerdo, hacer ninguna sinopsis de su pensamiento a ratos
poético. Por otra parte no valdria de mucho. Tampoco ha de
esperar uno estar de acuerdo con todas las propuestas que va
a encontrar ni con todas las afirmaciones que en la obra se
hacen. No es necesario para obtener de su lectura un estimulo
extraordinariamente positivo.

La presentacion de la obra es muy satisfactoria desde el
punto de vista estético, con fotografias de Pilar Moreno, bellas
ybien reproducidas, que casan perfectamente con el contenido.
Tanto el autor como Proyecto Sur de Ediciones merecen una
calurosa felicitacién por su esfuerzo valiente en sacar adelante
esta obra.

Miguel de Guzman
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Grupo Azarquiel
Ideas y Actividades para ensesar Algebra

' (Editorial Sintesis, Madrid, 1991)

Hay quien dice, y no sin razén, que las Matematicas son la
ciencia de la x y de la y, mientras que la Fisicaesladela t y
la v. Y es que cuando una situacion comienza a poder tratarse
matematicamente necesitamos de las "letras" més que nunca.
Dar el salto desde lo numérico a lo simbélico es muy dificil para
la mayoria de los estudiantes que, con frecuencia, trabajan
relativamente bien en situaciones matematicas particulares y
encuentran grandes dificultades al generalizar, En una palabra,
en el paso de la aritmética al algebra -pasando por la aritmética
generalizada- se producen las primeras bajas entre los estu-
diantes recién ingresados en secundaria.

El Grupo Azarquiel, al que no voy a descubrir en esta modesta
recension, ha puesto eldedo en una de las llagas méas profundas
que tienelaEducacion Matematica: la ensefianzay el aprendizaje
del Algebra en secundaria. Hace algunos afios era necesario
inculcar la necesidad de retomar la Geometria en los curriculos
escolares; en este momento creo que tal planteamiento esta
dandoya algunos resultados. Siembargo, el Algebra, que nunca
desaparecio de los programas, necesita hoy de un proceso de
reflexion profunda por el profesorado. Este libro llega pues en
un buen momento.

Podemos estructurarlo en cuatro partes bien diferenciadas:

Traduccién
1. Métodos algebraicos | Simbolizacién — Generalizacién
Traduccién
Ecuaciones
2. El lenguaje algebraico
Sistemas

3. Destrezas algebraicas

4, Juegos y pasatiempos

Como detalles concretos podemos senalar que en este libro se
recogen practicamente lamayoria de las inquietudes de cuantos
participaron en la redaccion del Yearbook que sobre Algebra
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hizo recientemente la NCTM., los modelos intermedios para
resolver ecuaciones segin las lineas de investigacion actuales
(por ejemplo la de Gerard Vergnaud) en el terreno de la Psicolo-
gia aplicada al aprendizaje de las Matematicas, el papel del
signo igual, etc.

Lo mas destacable de todo el libro, desde mi punto de vista,
consiste en que todas sus paginas son fruto de situaciones

* vividas en clase por los autores del mismo. Con la observacion

de decenas de estudiantes de modo directo, sin necesidad de
intervenir sobre estudiantes ajenos, el Grupo Azarquiel puede
sugerirnos formas de actuacion en esa dificil tarea que es el
Algebra,

Por todo lo anterior creo que este libro creo que sera muy
utilizado por todos nosotros.

¢

Rafael Pérez Gomez
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Las siguientes indicaciones tienen por objeto conseguir una paula-

deben ser consideradas como obsticulo o dificultades afnadidas a las
generalmente ya de por si precarias condiciones en que se realizan
los trabajos sino como metas a las que debemos ir tendiendo.

La propias indicaciones son susceptibles de alteracién en funcién
de los medios tecnoldgicos de impresién de que la redaccién pueda
ir disponiendo.

1. Indicaciones de cardcter general

Todo texto presentado deber ser (fisiea o conceptualmente) legi-
ble, coherente (en contenido y en notacién) y manipulable —para
propositos de imprenta— por personas no versadas en el tema de
que el texto trate.
Se aconseja explicitamente, a quienes cnvien articulos, piensen
que el lector medio no sabe tanto del tema como ellos mismos. Se
puede tener consideracién hacia ¢l lector de muy diversas maneras;
por ejemplo, cabe

a) redactar una introduccidn (no necesariamente limitada al pri-
mer parrafo) que sitde informalmente el contenido del articulo en
un contexto generalmente mds conocido;
b) plantearse si ¢l esquema «definicién-teorema-demostracién» no
podrfa ser sustituido por otro mis «amigabler;
¢) atender al hecho incuestionable de que muchos lectores prefe-
rirdn enfrentarse a t:xtos claros y concisos antes que a ristras de
formulas;
4) estructurar el articulo de modo que’ el hilo conductor no
quede ahogado por divagaciones... :

2. Indicaciones especificas
2.1. Escritos

Los escritos deberfan presentarse por duplicado, en papel DIN-
A4, escritos 1 mdquina por una sola cara.

El ditulo debe ser descriptivo y corto.

En hoja aparte, figurard un breve resumen en castellano y la era-
duccién de éste al inglés (independientemente de la lengua utilizada
en el articulo).

Es descable que la longitud de los articulos no sobrepasc las 15
piginas; sin embargo, este numero jamds scrd un requisito de acep-
tacién o de rechazo. (La redaccién se reserva la posibilidad, en arti-
culos més largos, de publicarlos en dos entregas de la revista si los
autores muestran su acuerdo.) Se invita a los autores a ser escuctos,
pero sin abusar de sobreentendidos.

Tanto la pigina del resumen como la primera pagina del artfculo
deben contener ¢l nombre y apellidos y centro de trabajo de quienes
lo han realizado.

Siempre deberd tigurar una direccién completa a la que deba
remitirse la correspondcncia y, en su caso, pruebas de imprenta.

2.2. Simbolos y unidades

Todos los articulos deben ser coherentes en lo relativo a simbolos
y a unidades. Si no son de uso comdn, deben aparccer adecuada-
mente definidos.

Los simbolos matemdticos pueden ser escritos a mdno o a mé-
quina y no deben surgir ambigiiedades. Los simbolos poco usuales y
las letras de un alfabeto como el griego deben ir anotadas al margen.
Distfngasc muy bien la letra O del ndmero 0, la lecra / del nimero 1

rina normalizacién en el estilo de presentacién de los textos. No

Recomendaciones

y de la prima, la letra £ de la letra kappa, etc. Empléese una notacion
coherente para vectores (por ejemplo: negrita o indicacién de esto
con un subrayado sinuoso) o para numerar expresiones matemdticas
(por cjemplo: nimeros entre paréntesis a la derecha de la expre-
sién).

2.3. Referencias bibliogrdficas

Toda referencia a obras previamente publicadas debe ir numerada
entre corchetes ([]) 2 lo largo del texto. Al final de éste aparecerd
la lista ‘completa de citas en ¢l mismo orden numérico.

Los articulos de revistas se citardn con la siguiente paura:

Autor/a/es: Nombre (inicial/es) y apellido(s).

Titulo; (el que corresponda).

Revista; Nombre o abreviatura cominmente utilizada para refe-
rirse a clla.

Niimero: (¢l que corresponda, subrayado).

Pidginas: (numero de la pdgina inicial)-(nimero de la pigina final)
ocupada(s) por el articulo.

Ano: (cuatro cifras).

Los libros sc citardn con la siguiente pauta:

Autor: ...

Titulo: ...

Editorial: ...

Lugar de edicién: ...

Ano de edicién: ...

2.4. Notas a pie de pdgina

Deben ir correlativamente numeradas con superindices a lo largo
del articulo.

2.5. Listados de ordenador (programas, tablas, etc.)

Se enviardn listados originales (evitense rigurosamente las fo-
tocopias) que sc¢ reprografiardn para evitar errores. También se
aceptarin negativos en blanco y negro de listados originales.

2.6. llustraciones

Aunque las ilustraciones interrumpirdn el texto publicado, deben
remitirse en hojas separadas del manuscrito con indicacion de la
colocacién Sptima. Los autores deben asegurar la calidad de los tra-
z0s, de los simbolos empleados y, en general, de todos los elementos
de las ilustraciones teniendo en cuenta que éstas se someterdn a
reprografia direcra en escala proxima a 1:2.

El ndmero de ilustraciones*no estd limitado; se ruega eviten re-
dundancias ¢n el material grifico.

2.7. Fotografia en blanco y negro

Sélo podrin publicarse fotogratias remitidas con negativos. Si las
fotografias requieren algin comentario, leyenda o simbolo especial,
se numerardn y en folio aparte se indicard el contenido de cales
adiciones. ; - ~
2.8. Enviar a cualquiera de las personas que figuran ¢
Colaboradores . L






