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Educacion matematica y calidad

n 1981, en Barcelona, se celebraron las Primeras Jornadas sobre el Apren-
dizaje y la Enseflanza de las Matemdticas que dos ediciones mds tarde
pasarian a ser conocidas por sus siglas JAEM.

Sevilla en 1982, Zaragoza en 1983 y Santa Cruz de Tenerife en 1984 fue-
ron las etapas sucesivas de ese camino iniciado en Barcelona.

Tras un paréntseis de siete arios, una vez constituida la Federacion Espa-
fiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM), las JAEM se
reanudaron en el 1991 en Castellon de la Plana. Desde entonces, con
periodicidad bienal y sin interrupciones, se han venido celebrando todos
los arios impares: Badajoz en 1993, Madrid en 1995, Salamanca en 1997,
Lugo en 1999, de nuevo en Zaragoza en el 2001, en Canarias en 2003 y, la
ultima edicion, en Albacete en el 2005. Este avio, las JAEM vuelven de
nuevo a Andalucia y se celebrardn en Granada del 4 al 7 de julio. Estamos
seguros de que también esta edicion serd un éxito y damos las gracias a los
organizadores, de la Sociedad Andaluza de Educacion Matemdtica
Thales, que hace sélo unos meses celebraba su XXV aniversario, por todo
el trabajo que se estdn tomando para garantizar ese éxito.

A lo largo de estos arios el movimiento de renovacion de la enseianza de
las matemdticas en nuestro pais ha sido liderado por la FESPM vy sus
manifestaciones se han encauzado a través de cuatro actividades funda-
mentalmente: Las JAEM, la publicacion de la revista SUMA, las Olim-



piadas Matemdticas y la celebracion desde el 2000 del Dia Escolar de las
Matemdticas. Pero también a través del trabajo de sus mds de cinco mil
socios cada dia en sus clases.

Los resultados de la educacion matemdtica en nuestro pais no son satis-
factorios, pero no cabe duda de que sin nuestro trabajo cotidiano por cam-
biar las cosas hubieran sido mucho peores. Intentar que la calidad de la
educacion matemdtica mejore en Esparia es tarea que corresponde —ade-
mds de a las administraciones— a todos los profesores de los niveles educa-
tivos. Liderar los cambios necesarios, por razones que ya empiezan a ser
historicas, nos corresponde a nosotros. Pongdmonos a ello.

En Puente la Reina (Navarra), del domingo 24 al jueves 28 de junio proxi-
mos, tendrd lugar la XVIII Olimpiada Matemadtica Nacional para alum-
nos de segundo curso de la Ensefianza Secundaria Obligatoria. También
para este evento deseamos el mayor de los éxitos.

El 12 de mayo se celebré el octavo Dia Escolar de las Matemdticas, coinci-
diendo con el aniversario del nacimiento de Pedro Puig Adam. El tema de
este ario ha sido Matematicas y Educacion para la Paz. El servicio de publi-
caciones de la FESPM edito, como en ocasiones anteriores, un folleto con
propuestas de actividades, que han llevado a cabo miles de alumnos de
toda Espania en esas fechas.

La celebracion de este Dia, iniciada en el ario 2000, se ha ido consolidan-
do poco a poco. Dos objetivos pueden ariadirse ahora para futuras edicio-
nes: deberiamos intentar un cierto reconocimiento oficial por parte de las
administraciones educativas de esta celebracion y, en segundo lugar, debe-
riamos hacer que la repercusion medidtica de un evento como éste, que
acerca a tantos alumnos a la matemdtica de una manera alternativa, sea
mds importante. Difundamos esta celebracion, extenddmosla cada ario
con actos en todos los centros educativos. Esa también es una forma de
mejorar la calidad de la enserianza de las matemadticas. W
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os conceptos de azar y probabilidad son tan antiguos
como la civilizacién misma. Hay que senalar que el sentido
del término probabilidad es sumamente complejo debido al
distinto uso que se hace de él, tanto en el lenguaje comin
como en el de las ciencias, incluyendo los campos de las
matematicas y la filosoffa. El mismo concepto de probabili-
dad puede tener una doble vertiente, epistemolégica y aleato-
ria, pero ambas aparecen sugeridas por un fenémeno muy
antiguo: los juegos de azar.

¢Pero dénde comienzan los calculos acerca del azar y dénde
se conectan y funden con el concepto filoséfico de azar?

Las pruebas mds antiguas de utilizacién de juegos de azar
aparecen en las culturas egipcia y griega. El sabio Herodoto ya
nos deja constancia del modo que resolvieron en la antigua
Libia una época de hambre que tuvo lugar alrededor del afio
1.500 a.C.: jugaban durante todo el dia sin parar, de manera
que no pudieran sentir hambre, y al dia siguiente comian y no
jugaban, y de este modo pasaron cerca de 18 aios. De igual
manera existen pruebas de que unos mil ochocientos afos
a.C. se jugaba a un precioso juego llamado perros y chacales,
que consta de un tablero en el que se colocaban unos punzo-
nes con cabeza de perro o de chacal segin fuese el lanza-
miento de unas tabas. También se sabe que hace mds de 4.000
afios en Irak fueron utilizados unos dados en forma ctbica, de
ceramica, y con una ordenacién de puntos algo distinta a la
habitual; es el dado mas antiguo encontrado hasta la fecha.

El destino se rie de las
probabilidades.
E. G. Bulwer-Lytton

Santiago Fernandez Fernandez
Asesor de Matemdticas del Berritzegune
Bilbao
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El mismo nombre de azar parece haber transitado desde Siria
hasta Europa, y probablemente la flor de azahar, que aparece
en la mayoria de los dados de la época, sea el origen de la pala-
bra azar.

Los juegos de azar desde siempre han sido muy populares, y
en épocas y ocasiones perseguidos. En Roma el juego alcanzé
tal importancia e incidencia en la vida social que llegé a pro-
hibirse en determinadas ocasiones y épocas del afio. En las
primeras épocas del Cristianismo determinados juegos de
azar también fueron reprobados y censurados. El rey Luis XI
de Francia, en 1255, también censura los juegos de azar y la
fabricacion de dados, e inclusive los pone al mismo nivel que
la frecuentacién de tabernas y la fornicacién.

Curiosamente en algunas ocasiones el azar era asimilado a la
voluntad de los dioses y en algunas ocasiones jugaba un papel
decisorio, asi: Las vacantes importantes en la jerarquia sacer-
dotal eran adjudicadas por sorteo.

En paralelo con el estudio de aspectos probabilisticos también
son abordados poblemas de caracter combinatorio. Realizando
un rapido recorrido por este tipo de situaciones combinatorias
podemos decir que ya el famoso libro chino I-Ching nos pro-
porciona, con sus combinaciones de triagramas misticos, uno
de los ejemplos mas antiguos. Entre los fildsofos griegos tam-
bién se encuentran consideraciones sobre distintos problemas
que hoy se resolverian con el calculo combinatorio, pero no hay
constancia de que dispusieran de teoria alguna al respecto. El
cientifico latino Boecio (siglo V) también describe con cierto
detalle una regla para encontrar las combinaciones de # objetos
tomados dos a dos. De igual modo, conviene citar que el astré-
nomo tudelano A. Ben Meir Ibn Ezra (siglo XI) y el judio cata-
lén Levi Ben Gerson (sigloXIV), estudiaron con cierta profun-
didad reglas para el calculo de variaciones y combinaciones, lle-
gando a calcular ntimeros combinatorios, que por cierto ya
eran conocidos por los cientificos chinos en el siglo XIII como
lo demuestra el grabado (columna siguiente) de la época.

Como curiosidad en el poema De Vetula, escrito por Richard
de Fournival (1200-1250), se afirma, correctamente, que si se
lanzan tres dados hay 216 combinaciones posibles y calcula de
manera exacta los diferentes valores para la suma de los tres
dados. Aunque ahora puede parecer una cuestion trivial, en
aquella época no lo era, y otros muchos autores erraron al
intentar resolverla, generalmente porque no tenfan en cuenta
las posibles permutaciones de una misma combinacion.

Grabado chino del siglo XIII en el que apa-
rece el tridngulo de nimeros combinatorios

Los precursores

Es una verdad muy cierta que,
cuando no esté a nuestro alcance
determinar lo que es verdad,
deberemos seguir lo que es mds
probable.

R. Descartes. Discurso del método

Parece claro que desde la antigiiedad hasta el Renacimiento se
juega sin interrupcién a toda clase de juegos de azar (dados,
tabas, astragalos, cartas, etc.); los juegos y las apuestas son
muy populares y no distinguen clases sociales. Curiosamente
no hay apenas manuales sobre las reglas del juego, lo que hace
suponer que la gente conocia las reglas por tradicién oral.

Los primeros acercamientos serios a lo que mads tarde se lla-
marifa la Probabilidad, son debidos a grandes cientificos y
matematicos italianos como: N. Tartaglia, G.F. Peverone,
Galileo y G. Cardano. Una de las cuestiones, abordadas hasta
la saciedad, es el llamado problema de la division o reparto. En
el afo 1494 Luca Pacioli (1445-1517) formula el problema de
esta manera:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que necesita un
total de 60 puntos para ganar el juego y cada gol vale 10
puntos. Las apuestas son de 10 ducados. Por algin inci-
dente no pueden terminar el juego y un bando se queda con
50 puntos y el otro con 20. Se quiere saber qué participa-
cién del dinero del premio le corresponde a cada bando.

Es interesante acercarnos a los trabajos de estos cientificos, de
la lectura de sus escritos podemos extraer la idea que ellos
manejaban de los conceptos relacionados con el mundo del
azar. Por ejemplo, ante el problema del reparto, N. Tartaglia
(1499-1559) razona del siguiente modo:



Si suponemos que tenemos que llegar a 6 goles y A ya ha
conseguido 5 y B ha conseguido 3, yo digo que el reparto
mas justo es de 2 a 1, puesto que A estd 2 juegos por delan-
te de B. Esto es 1/3 del total de juegos requeridos para
ganar. Por lo tanto A deberia tomar 1/3 de las apuestas. El
remanente se divide equitativamente, dando a A una ven-
taja sobre B en la proporcién 2 a 1.

El mismo Tartaglia no estaba muy conforme con sus razona-
mientos, reconociendo que:

La resolucién de tal pregunta debe ser judicial mas que
matemadtica, de modo que, cualquiera sea la manera en que
se lleve a cabo la divisién, habrd causa para litigar.

Niccolo Fontana Tartaglia. 1499-1559

Galileo Galilei. 1564-1642

Fra Luca Pacioli. 1445-1517
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Jer6nimo Cardano. 1501-1576

En 1558, G. F. Peverone resuelve este tipo de problemas de
manera mds correcta que Tartaglia. Su exposicion estd escrita
en un pequeiio tratado titulado Due brevi e facili trattati, el
primo d’Arithmetica I'altro di Geometria. Presentamos una de
las situaciones a titulo de ejemplo:

Supongamos que A ganard mediante el siguiente juego y que
apuesta una unidad. Si a B también le queda un sélo juego apos-
tard, también una unidad. Esto es, el premio deberia dividirse
igualmente. Si a B le quedan dos juegos, deberia pagar 2 unida-
des mas para llegar a la posicién en que le quede un solo juego.
Por lo tanto el premio deberfa dividirse en la forma 3 a 1. Sia B
le quedan tres juegos, deberian pagar dos veces mas nueva-
mente,... y asi hasta llegar al problema de Pacioliy serfa 7a 1 (en
realidad Peverone, por un aparente desliz da la respuesta 6 a 1).

Con la aparicién de la imprenta comienzan a emerger trata-
dos poco precisos sobre los diferentes juegos de moda. Se le
asigna a G. Cardano el primer tratado relacionado con el
mundo del azar, su titulo: Liber de Ludo Alae, es un estudio
medianamente organizado, cuyo objetivo es calcular las dife-
rentes posibilidades del lanzamiento de varios dados, asi
como resolver problemas que hemos llamado de la divisién de
lotes. Al carecer de una simbologia adecuada recurre cons-
tantemente a ejemplos concretos. A lo largo de todo el trata-
do no utiliza los teoremas de unién e interseccién sino que se
sirve especialmente de dos métodos: recuento de las distintas
posibilidades y el concepto de ganancia media. Su obra
comienza, curiosamente, con una serie de consejos morali-
zantes sobre los peligros del juego.

En la resolucidn de los problemas planteados, Cardano traba-
j6 con los conceptos de la definicién cldsica de la probabili-
dad, aunque no los definié explicitamente. En concreto, intro-
dujo la idea de asignar una probabilidad p entre 0 y 1 a un
suceso cuyo resultado se desconoce, considerando el nimero
total de resultados y el nimero de resultados favorables, y
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Linea de tiempo de los principales acontecimientos relacionados con la probabilidad

1655
1564 1613-1624 C. Huygens escribe De

Cardano escribe Galiles eseribé Ratiociniis in Ludo Alae

Liber de Ludo alae 1654-1656
S le S te dei dadi
Kb doleludSes e 1006 Correspondencia entre B. 1663
Pascal y P. Fermat Se publica el libro de

\ Cardano, Liber de Ludo Alae

— — — :

1666
1665 G. Leibnitz publica su 1713
B.Pascal publica su Disertatio de Arte Se publica el tratado de
Tratado sobre el Combinatoria J.Bernoulli, titulado Ars

1708
P. de Montmort, publica su
Essay danalyse sur les jeux

du hazard \

—1—i T

Tridngulo Aritmético Conjectandi

1713-1738 1718 1812

D. Bernoulli y N.Bernoulli, Abraham de Moivre, P'S. Laplace, publica su
estudian la paradoja de publica su The Doctrine Théorie Analytique des
San Petersburgo of Chance probabilités

Los teoremas basicos de la probabilidad

Teorema de estabilidad de las medias (Graunt, hacia 1662)

Teorema de la suma (Bayes)

Teorema de la multiplicacién e independencia de sucesos (De Moivre)
Teorema de Bayes (Bayes y Laplace)

Ley de los Grandes Nuimeros (J. Bernoulli, hacia 1700)

Teorema Central del Limite (De Moivre, hacia 1711)




esboz6 de una forma rudimentaria lo que ahora se conoce
como la ley de los grandes niimeros, al afirmar que si la proba-
bilidad de una suceso es p, después de un nimero grande de
repeticiones #, lo mds razonable es apostar a que ocurrird
alrededor de np veces. Sin embargo, Cardano no alcanzé a
reconocer la importancia teérica de estos conceptos, ya que
consideraba estas relaciones como meramente aritméticas,
mds que como una medida de la posibilidad de ocurrencia de
un suceso aleatorio.

El libro de G. Cardano si bien fue escrito alrededor de 1.564
no fue impreso hasta el aio 1.663, esto explica, que las ideas
que estan contenidas en el tratado permanecieran, en buena
parte, desconocidas para la mayoria de los estudiosos hasta
bastantes anos después de su muerte.

Arfios mas tarde el cientifico italiano Galileo Galilei volvié a
estudiar y resolver algunos de los problemas ya planteados
por Cardano. Galileo también escribié un tratado sobre este
tema, aproximadamente entre 1613 y 1624, inicialmente se
denominé Sopre le Scoperte dei dadi (Sobre los descubri-
mientos del dado), pero en las obras escogidas de Galileo,
publicadas en 1718 aparece como Consideratione sopra il
Giuco dei Dadi. Uno de los problemas estudiados por Galileo
es el siguiente:

Al tirar un dado equilibrado, con igual probabilidad se obtie-
nen 1, 2, 3,4, 56 6 puntos. En caso de tirar dos dados la suma
de los puntos obtenidos estd comprendida entre 2 y 12. Tanto
el 9 como el 10, a partir de los ntimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6 se pue-
den obtener de dos formas distintas: 9=3+6=4+5, y
10=4+6=5+5. En el problema con tres dados tanto el 9 como
el 10 se obtienen de varias formas, que son las siguientes:
suma 10 se obtiene en cualquiera de los sucesos {(1,3,6),
(1,4,5), (2,2,6), (2,3,5), (2,4,4) y (3,3,4)} mientras que los casos
favorables de suma 9 son {(1,2,6), (1,3,5), (1,4,4), (2,2,5), (2,3,4)
y (3,3,3)}; en los dos casos hay 6 eventos favorables. ;Cémo es
posible entonces que al tirar muchas veces los tres dados me
salga mds veces la suma 10 que la 9?

Galileo, que tenia sentido de la probabilidad digno de un
genio, realiza un cuidadoso anilisis de todas las sumas de
puntos que pueden obtenerse al lanzar tres dados, y muestra
que de los 216 casos posibles, 27 son favorables a que la suma
sea 10, y 25 a que la suma sea 9. Es notable su razonamiento,
ya que la solucién es andloga a la que actualmente se hace
para resolver este tipo de problemas, lo que nos da motivos
para pensar que el concepto de caras equiprobables de un
dado correcto ya era conocido en el siglo XVI. Sin embargo, la
principal contribucién de Galileo a la teoria de la probabilidad
fue la creacién de la teoria de la medida de errores. Segun
Galileo, los errores de medida son inevitables y los clasificé en
dos tipos: los errores sistemdticos, debidos a los métodos y las
herramientas de medida; y los errores aleatorios, que varian
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impredeciblemente de una medida a otra. Esta clasificacion
sigue en vigor actualmente. Con estas ideas, Galileo no sélo
contribuy6 al desarrollo de la teoria de la probabilidad, sino
que puso las bases para el nacimiento de la estadistica.

En resumen, en la mayoria de los tratados de la época los pro-
blemas abordados son de dos tipos: problemas de recuento de
posibilidades (combinatoria) y de juegos de azar en los que
hay que repartir unas ganancias en un juego interrumpido
antes de su conclusion. En esa época también fueron aborda-
das situaciones combinatorias, por una parte estan ligadas a la
resolucion del problema de las partes y por otra asociados a la
magia alquimista de los signos; de hecho, se suele mencionar
al gran alquimista mallorqui R. Llull (siglo XIII) como el fun-
dador de la teorfa de combinaciones. Llull deseaba represen-
tar todos los elementos del universo mediante signos verda-
deros y luego generando todas las combinaciones posibles de
los mismos, producir verdaderos signos para todos los com-
puestos posibles.

Nacimiento de las primeras teorias probabilisticas

Si bien en los juegos de azar puro
los resultados son inciertos la
esperanza que un jugador tiene de
perder o ganar posee sin embargo
un valor determinado.
Ch. Huygens (1657): El célculo en
los juegos de azar

Como hemos visto fueron los cientificos italianos los prime-
ros en preocuparse por el estudio de la teoria de la probabili-
dad, pero el impulso fundamental en el desarrollo de esta teo-
ria no se da en Italia, sino en Francia.

Conviene recordar que en la sociedad francesa del siglo XVII,
el juego era uno de los entretenimientos mas frecuentes. Los
juegos cada vez mas complicados y las apuestas muy elevadas
hicieron sentir la necesidad de calcular las probabilidades de
los juegos de manera racional.

La mayoria de los historiadores coinciden en atribuir a los tra-
bajos de Blas Pascal (1623-1662) y Pierre Fermat (1601-1665)
las bases sobre las que posteriormente se asienta la moderna
teoria de la probabilidad. Pascal se interesd por este tema a
raiz de unas cuestiones que le habia propuesto el caballero De
Méré. La historia es mas o menos la siguiente: durante cierto
viaje, hacia el afio 1652, camino de Poitou, el espiritual Pascal
coincidié con el mundano A. Gombauld, seiior de Baussay, y
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mads conocido con el sobrenombre De Méré, tal caballero era
considerado como un jugador profesional, apasionado por el
juego de los dados y las cartas, ademads de ser un hombre ilus-
trado e inteligente. Resulta que en el fragor de la conversacion
éste le propuso una serie de problemas que rdpidamente cau-
tivaron la atencion del joven Pascal. El primero de los proble-
mas estaba enunciado en los siguientes términos:

Se lanzan 7 veces dos dados cubicos. Calcular el nimero de
veces que es preciso lanzar los dados para apostar con venta-
ja al suceso de obtencion del seis en los dos dados.

Meré le hace saber a Pascal que para él dos respuestas son
posibles: 24y 25. La primera obtenida mediante una regla teé-
rica y la segunda mediante su experiencia de jugador profe-
sional. Posteriormente le plantea otro problema, que Pacioli y
Cardano habian estudiado un siglo antes, conocido como el
problema des partis o del reparto. El problema en cuestién era
el siguiente:

Dos jugadores deciden interrumpir el juego antes del término
convenido; jcomo deberan repartirse las cantidades aposta-
das, segtn el progreso de la partida, para que dicho reparto
sea justo?

Durante dos afios Pascal ponderd las cuestiones y finalmente
comunicd sus resultados al jurista francés Pierre Fermat.

En una de las primeras cartas de la extensa correspondencia
matemadtica que mantuvieron a lo largo de dos afios. Pascal
narra a Fermat el encuentro con De Meré y le hace saber
como ha resuelto el problema del reparto en la partida inte-
rrumpida:

He aqui aproximadamente cémo lo hago para saber el valor de
cada una de las partidas cuando dos jugadores juegan, por
ejemplo, en tres partidas, y cada uno ha puesto en el juego 32
monedas. Supongamos que el primero tenga dosy el otro una;
ahora juegan una partida cuya suerte es que, si el primero la
gana, gana todo el dinero que estd en juego, a saber, 64 mone-
das; si el otro la gana, son dos partidas contra dos partidas, y
por consiguiente, si quieren separarse, es preciso que retire
cada uno lo que ha puesto, a saber, 32 monedas cada uno.
Considerad, senor, que si gana el primero, le pertenecen 64; si
pierde, le pertenecen 32. Ahora bien, si no quieren arriesgar
esta partida 'y separarse sin jugarla, el primero debe decir:
estoy seguro de tener 32 monedas, porque la pérdida misma
me las da; pero para las otras 32, quizd las tendré yo, quizds
las tendréis vos; el azar es igual repartamos, pues, estas 32
monedas, mitad por mitad, y me dais, ademds de éstos las 32
monedas que me corresponden con seguridad. Tendra, pues,
48 monedas y el otro 16.

La carta concluye con una frase muy conocida:

El caballero Meré tiene mucho talento, pero no es geéme-
tra; esto es, como sabéis, un gran defecto. Carta de Pascal
a Fermat (20/7/1654).

Blaise Pascal. 1623-1662

Pierre Fermat. 1601-1665

Casi al unisono Fermat resolvié el problema por un método
completamente distinto, lo cual fue para Pascal muy estimu-
lante. Ya ve, escribié B. Pascal, que la verdad es la misma en
Toulouse que en Paris.

El método de Pascal consistia en el empleo de la ecuacién en
diferencias con el fin de determinar las probabilidades sucesi-
vas de los jugadores, pasando de los nimeros mas pequefios a
los siguientes. Pero su método estaba restringido al caso de



dos jugadores. Sin embargo el método de Fermat se podia
extender a un nimero cualquiera de jugadores, estando basa-
do en combinaciones. Después del intercambio de algunas
cartas entre ellos, Pascal reconoci6 la generalidad del método
de Fermat.

A lo largo de la correspondencia puede contemplarse, no sé6lo
la evolucién de los problemas sino la admiracién creciente
que Pascal siente por el ingenio de Fermat, como lo demues-
tra la siguiente carta:

Sefior,

Su ultima carta me ha satisfecho a la perfecciéon. Admiro su
método para los lotes, tanto méds porque lo-comprendo bien;
es enteramente suyo, no tiene nada en comun con el mio, y
llega facilmente al mismo resultado. Nuestra comprension se
ha establecido.

Pero Sefior, si en esto he competido con Vd., debera buscar en
otra .parte quien le siga en sus intervenciones numéricas,
cuyos enunciados me ha hecho Vd. el honor de enviarme. Le
confieso que esto me sobrepasa ampliamente; s6lo soy capaz
de admirarlas y le suplico humildemente que dedique su pri-
mer momento libre a concluirlas. Todos nuestros amigos las
vieron el sabado pasado y las apreciaron de todo corazén: no
es facil soportar la espera de cosas tan bellas y deseables.
Piense pues en ello, sile place y esté vd. seguro de que soy, etc.

Carta de Pascal a Fermat (27/10/1654;)

A través de esta correspondencia habia nacido una nueva
ciencia, que tuvo la mala suerte de coincidir con los grandes
descubrimientos de la matematica. Efectivamente, el siglo
XVII puede considerarse el siglo de oro de las matematicas:
nacimiento y desarrollo del calculo infinitesimal, teoria de la
gravitacion, desarrollo de la geometria analitica, etc.

Pascal también aplicé los razonamientos probabilisticos sobre
la toma de decisiones a la teologia y traté de demostrar la exis-
tencia de Dios. Dice Pascal:

Vous avez deux choses a perdre: le vrai et le bien, et deux cho-
ses a engager: votre raison et votre volonté, votre connaissan-
ce et votre béatitude; et votre nature a deux choses a fuir: l'e-
rreur et la misére. Votre raison n'est pas plus blessée, en choi-
sissant I'un que lautre, puisqu’il faut nécessairement choisir.
Voila un point vidé. Mais votre béatitude? Pesons le gain et la
perte, en prenant croix que Dieu est. Estimons ces deux cas :
si vous gagnez, vous gagnez tout; si vous perdez, vous ne per-
dez rien. Gagez donc qu'’il est, sans hésiter.

Pensées, Blaise Pascal (1670)
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Su argumento era el siguiente: Dios existe o no existe; si no
existe, da igual creer en él que no creer; si existe, creer que no
existe provoca la condenacion eterna, mientras que creer trae
la salvacién. Como la salvacion es preferible a la condenacién
(en términos probabilisticos, la ganancia es mayor), una per-
sona razonable actuard como si Dios existiera, aunque crea
que la probabilidad de que exista es pequena. Este argumento
se conoce como La apuesta de Pascal.

Anos mas tarde de la correspondencia establecida con
Fermat, exactamente el afio 1665, Pascal publica su Tratado
sobre el Tridngulo Aritmético, la mds importante contribu-
cion realizada hasta entonces en el campo de la combinatoria.
El libro comienza con la construccion de lo que se dio en lla-
mar el tridngulo de Pascal, aunque ya era conocido desde
cinco siglos antes. Como sabemos el tridngulo es de la
siguiente forma:

0

0

1 1

0 1

2 2 2

0 1 2

3 3 3 3

0 1 2 3

4 4 4 4 4
0 1 2 3 4

Pascal realiza un estudio pormenorizado de las propiedades
de dichos nimeros, ocupandose, especialmente, del célculo y
la disposicion de los nimeros (llamados nimeros combinato-
rios) que componen el famoso tridngulo. La méds importante
es, sin duda alguna, la obtencién de una férmula para obtener
los nimeros combinatorios. Es la siguiente:

" n(m-1)(n-2)..(n-k+1)
k|- k!

Identificando ese nimero como el nimero de combinaciones
de k elementos en un conjunto de 7 elementos.

Finalmente Pascal aplicé todos estos resultados para producir
una solucion sistemdtica del problema del reparto de apues-
tas: si al jugador A le faltan r juegos para ganar y al jugador B
le faltan s, las apuestas deberian dividirse de manera que al
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jugador A le correspondiera una parte proporcional al cocien-
te entre

s=1

n
(kJ y 2",donden=r+s-1

k=1

Por esa misma época, el afio 1655, el joven holandés Christian
Huygens (1629-1695) entré en contacto con el circulo intelec-
tual de Pascal, Fermat, Roberval, etc. El poder compartir de
primera mano las inquietudes cientificas de esos grandes pen-
sadores fue crucial para su devenir intelectual, tanto es asi que
a su vuelta a Holanda comenz6 a trabajar intensamente en
problemas relativos al célculo de probabilidades. De estas
inquietudes intelectuales surgié un pequeno tratado, escrito
en holandés: Van Rekeningh in Spelan van Geluk (el célculo
en los juegos de azar), posteriormente se hizo una versién lati-
na De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657).

Christian Huygens. 1629-1695

En 1656, C. Huygens envié su manuscrito a Paris con la espe-
ranza de que Fermat o incluso Pascal pudieran llegar a estu-
diarlo y aprobar sus planteamientos. La respuesta tardé cua-
tro meses en llegar, pero la confirmacién de su tabajo fue muy
satisfactoria para Huygens. Mds atn, Pascal le envi6 otro pro-
blema sobre el azar y Fermat le envi6 dos cuestiones, que
junto con otros dos problemas disenados por él mismo, fue-
ron anadidos al final del libro y durante unos sesenta afios
constituyeron las pruebas estandar mediante las cuales se
media la habilidad del lector en la doctrina del azar; cabe citar
que A. de Moivre, Jacques Bernoulli, Spinoza y Leibniz, entre
otros, publicaron soluciones de algunos de estos problemas.
Los cinco problemas en cuestién son los siguientes:

Ay B juegan uno contra el otro, con dos dados, bajo la condi-
cion de que A gana si obtiene 6 puntos, y B gana si obtiene 7
puntos. Le corresponde el primer tiro a A, los dos siguientes a
B, los otros dos siguientes a A, y asi sucesivamente, hasta que

gane alguno de los dos jugadores. La pregunta es ;Cudl es la
probabilidad de A sobre B?

Este problema fue propuesto por Fermat en carta a Huygens
en junio de 1656, y resuelto por Huygens en carta a Carcavi el
6 de julio de 1656.

Tres jugadores A, By C, teniendo 12 fichas de las cuales cua-
tro son blancas y ocho negras, juegan con la condicién de que
gana el primer jugador que obtiene (al extraer sin mirar) una
ficha blanca y A extrae primero, luego B, luego C, luego A
nuevamente y asi sucesivamente. La pregunta es ;Cudl es la
proporcién de la probabilidad de ganar de cada jugador con
respecto de los otros?

Esta situacién fue resuelta posteriormente por Huygens en
1665 (aparece en el Apéndice II).

A apuesta a B que de un mazo de 40 cartas, entre las cuales
hay 10 de cada color, extraera 4, de forma que obtenga una de
cada color. En este caso se comprueba que la probabilidad de
A sobre las de B son de 1000 contra 8139.

Este problema fue propuesto por Fermat en carta a Huygens
en junio de 1656; la respuesta sin prueba estd en la carta a
Carcavi del 6 de julio de 1656.

Como antes, los jugadores tienen 12 fichas de las cuales cuatro
son blancas y ocho negras; A apuesta a B que escogiendo siete
fichas sin mirar, obtendra tres blancas. La pregunta es ;Cual es
la probabilidad de A sobre B? (Huygens también considera el
caso en que se apuesta a escoger tres o mas fichas blancas).

Resuelto posteriormente por Huygens en 1665 (aparece en el
Apéndice II).

Teniendo A y B cada uno doce fichas, juegan con tres dados,
bajo la condicién de que si se obtienen 11 puntos, A entrega
una ficha a B, si se obtienen 14 puntos B entrega una a A,
ganando el jugador que obtiene primero todas las fichas.
Encontrar las probabilidad de A sobre las de B.

Este es el problema planteado por Pascal a Fermat y a través
de Carcavi a Huygens en una carta del 28 de septiembre de
1656 que contiene las soluciones dadas por Pascal y Fermat.
La solucién de Huygens estd en la carta a Carcavi del 12 de
octrubre de 1656, y la demostracién en una nota de 1676. Se
conoce como el problema de la ruina del jugador.

Como curiosidad cabe sefialar que en 1687 se publicé un libro
andénimo en el que se resolvia el primero de los problemas y se
esbozaba la solucién del resto. Mds tarde se comprobé que el
autor de ese libro era el filésofo holandés de origen judeo-por-
tugués Benito Spinoza.
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Ellibro de Huygens contiene un total de 14 proposiciones for-
muladas de modo claro y conciso, posteriormente figuran los
cinco problemas mencionados y un primer apéndice; mas tar-
deen una nueva edicién (1665), afiadié un segundo apéndice
en el que muestra las soluciones de algunos de los problemas
planteados.

Las tres primeras proposiciones las dedica a manejar y expli-
car la nocién de esperanza matematica, en las seis siguientes
se preocupa por problemas de reparto, tanto para dos jugado-
res como para tres, mientras que en las Gltimas se preocupa
por resolver problemas con dos, tres y més dados. El cientifi-
co holandés definid, por primera vez, el concepto de esperan-
za matemadtica de una variable aleatoria con un niimero finito
de valores. En uno de los parrafos de su libro se puede vis-
lumbrar la importancia y transcendencia que él mismo da al
célculo de las probabilidades, escribe:

El lector observara que nos ocupamos, no sélo de los jue-
gos, sino, mds bien, de los fundamentos de una teoria
nueva, a la vez profunda e interesante (1657).

Es posible que la claridad en su exposicién y una adecuada
eleccion de problemas sea el motivo por el que, durante
muchos afios, se haya considerado al cientifico holandés
como el primer tedrico de la teoria del azar. Sin embargo, hoy
sabemos que ese honor le corresponde por igual a la triada:
Pascal, Fermat y Huygens, los cuales sentaron las bases
modernas de la teoria de la probabilidad, bases que fueron
desarrolladas a lo largo del siglo XVIII.

Ya hemos comentado la importancia para el desarrollo de la
combinatoria del trabajo de Pascal, pero no podemos olvidar
las aportaciones del filésofo y matematico G. Leibnitz, quien
publicé en 1.666 la primera monografia dedicada integra-
mente a la combinatoria, con el titulo Disertatio de Arte
Combinatoria. Su trabajo no estd motivado desde la necesidad
de resolver problemas de caracter probabilistico sino mads
bien el tratar de estudiar ideas complejas a través de ideas sen-
cillas. El tratado de Leibnitz desarrolla algunas de las ideas de
R. Llull, enunciadas cuatro siglos antes.

La probabilidad, una teoria consolidada

En paralelo a los juegos de azar se hicieron otros estudios rela-
cionados con la probabilidad y cuyo objetivo no era el andlisis
de juegos. En esta linea, el comerciante inglés John Graunt
(1620-1675) abordd, hacia 1662, problemas sobre demografia
o politica aritmética, como se la llamaba entonces. Graunt se
propuso encontrar un método preciso para estimar la edad
media de los habitantes de Londres mediante la edad de
defuncién; en su estudio se encuentra el concepto de ‘fre-
cuencia de un suceso, remarcando el cierto grado de aleato-
riedad presente en las proporciones obtenidas.

Las ideas de Graunt fueron recogidas por William Petty
(1623-1687), quien elaboré un andlisis comparativo entre la
mortalidad de Londres y la de Paris, basindose en los datos de
los hospitales de caridad. También el astrénomo Edmund
Halley (1656-1742), basandose en procedimientos similares
presento, en 1693, una tabla de mortalidad de la ciudad de
Breslau (Alemania). En los trabajos de Halley ya se pueden
encontrar las bases de los teoremas de la suma y la multipli-
cacion de probabilidades y de la ley de los Grandes Numeros,
aunque no los enuncié6 explicitamente; sus trabajos tuvieron
gran influencia en demografia y en los seguros.

Retomando las figuras de Pascal, Fermat y Huygens podemos
senalar que los juegos de azar dejaron de ser meros pasatiem-
pos para convertirse en auténticos retos intelectuales en los
que participaron las mejores mentes cientificas del momento.
Uno de estos genios fue Jacques Bernouilli (1654-1705) quien
propuso a los matematicos y filésofos de su época diversos
problemas relacionados con el campo de la probabilidad,
cuyas soluciones ofrecié después.

Conviene anotar que la mayoria de los descubrimientos mate-
maticos de la familia Bernoulli, en este campo, igual que pasa
con los de Leibnitz se encuentran en la famosa revista Acta
Eruditorum; pero J. Bernouilli escribié, ademds, una obra de
una enorme trascendencia, Ars Conjectandi, que no fue publi-
cada hasta el ano 1713.

El tratado en cuestion esta dividido en cuatro partes. La pri-
mera contiene una reimpresién y un comentario a la obra de
Huygens, la segunda esta dedicada a la teoria de las combina-
ciones y permutaciones, en ella se encuentra la primera
demostracidn correcta del teorema binomial para exponentes
naturales. La tercera parte consiste en la resolucién de diver-
sos problemas relativos a juegos de azar y la ultima es una
aplicacién de la teoria de la probabilidad a problemas de eco-
nomia y moral.

Como apéndice al Ars Conjectandi nos encontramos con una
larga memoria sobre series numéricas.

Se ve por este Ensayo que la
teoria de las probabilidades, en el
fondo, no es otra cosa que el buen
sentido reducido a cdlculo; ...
veremos que no hay ciencia mds
digna de nuestras reflexiones y
cuyos resultados sean mds iitiles.
P. S. de Laplace. Ensayo filoséfico
sobre las probabilidades



Este tratado ha tenido una enorme
influencia, contiene importantes
contribuciones a todos los domi-
nios de la teoria de las probabilida-
des; se encuentra el célebre teore-
ma de Bernouilli o ley de los gran-
des niimeros, que a grandes rasgos
se puede enunciar asi:

Es muy poco probable que, si efec-
tuamos un ndmero suficientemen-
te grande de experimentos, la fre-
cuencia de un acontecimiento se
aparte notablemente de su proba-
bilidad.

Se considera el primer teorema
fundamental de la teoria de la pro-
babilidad.

Bdsicamente el teorema establece
que la frecuencia relativa de los
resultados de un cierto experimen-
to aleatorio, tienden a estabilizarse

en cierto nimero, que es precisamente la proba-

Jacques Bernouilli. 1654-1705

bilidad, cuando el experimento se realiza muchas veces.

El origen de dicho teorema es posible que se encuentre en los

trabajos de Graunt y Petty.

J. Bernoulli también se preocupd
de calcular la probabilidad de
ocurrencia de un suceso aun
siendo imposible contar los casos
favorables, dice J. Bernoulli:
Aqui hay otro camino disponi-
ble para alcanzar el resultado
deseado. Lo que no se puede
hallar a priori se puede obtener
a posteriori, es decir, mediante
la observacién multiple de los
resultados de pruebas simila-
res...

Este teorema recibird con Laplace
(1749-1827) su forma definitiva y
cuya verificacién experimental
fue emprendida por G. L. de Bu-
ffon (1707-1788) y S. D. Poisson
(1781-1840) mostrando su excep-
cional importancia en el terreno
de las aplicaciones.

La obra de J. Bernoulli es funda-
mental por varios motivos, uno
de ellos es que alli figura la pri-
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mera definicién clésica de
probabilidad,seguramente
muy influenciada por los tra-
bajos de Graunt y Petty, que
habian demostrado las venta-
jas de incluir en sus tablas no
s6lo los nuimeros absolutos,
sino también las proporciones
respecto del total.

Si hablamos de prioridades,
debemos sefialar que la prime-
ra contribucién tedrica relati-
va al campo de la probabili-
dad, correspondiente al siglo
XVIII, es el “Essay d’analyse
sur les jeux du hazard” (Parfis,
1708) de P. Rémond de Mont-
mort (1678-1719). Ya en el
prefacio del libro el autor
manifiesta conocer parte del
trabajo de J. Bernoulli en el
campo de la probabilidad, asi
como la veneracion que siente

por su autor y sus trabajos.

El escrito estd dividido en cuatro partes, una primera dedica-

da a la combinatoria, la segunda dedicada a los juegos de car-

tas, la tercera trata de juegos
con dados y la cuarta incluye la
solucion de varios problemas
de azar y entre ellos los cinco
propuestos por Huygens. El
libro de Montmort tuvo un eco
muy favorable y mereci6 elo-
gios de muchos cientificos de
la época, entre los que cabe
destacar a Leibnitz. El gran
mérito de su trabajo es dar a
conocer unas ideas, que los
grandes cientificos discutian,
pero que nadie osaba publicar.

En este avance, a veces errati-
co, y siempre dificil, de la teo-
ria de la probabilidad, han sur-
gido muchos escollos, unos de
caracter estrictamente mate-
matico y otros de indole filosé-
fico. En esa linea tenemos que
citar al matematico Daniel Ber-
noulli (1700-1782) quien hacia
el ano 1738 comenzé el estudio
de un problema propuesto por



SUMA 55
Junio 2007

Nicolés Bernoulli veinticinco afos antes, y que se hizo célebre
con el nombre de paradoja de San Petersburgo. El enredo
intelectual de esta paradoja viene de pensar que una vez defi-
nido matematicamente el concepto de esperanza, la manera
mads razonable de tomar una decisiéon que involucrase proba-
bilidades seria optar por aquélla que tuviese una mayor espe-
ranza. Pero esta manera de pensar qued6 desacreditada por
medio de la célebre paradoja que nos ocupa. El estudio de la
paradoja tuvo mucha importancia en el desarrollo de la teoria
de la probabilidad aplicada a los problemas relacionados con
los seguros: pagar una gran cantidad al asegurado pero con
una probabilidad muy pequena de que eso ocurra.

Essay d’analyse sur les jeux du hazard. Paris, 1713, 2.2 ed.

Parece que no hay dudas en senalar al cientifico de origen
francés Abraham de Moivre (1667-1754), refugiado en
Londres, como el creador de una obra muy importante para el
devenir de la teoria probabilistica. Muchos historiadores le
consideran el descubridor de la distribucién normal. En el
1711 publicé en las Philosphical Transactions un estudio
detallado sobre las denominadas leyes del azar, siete afios des-
pués amplié su trabajo e incluy6é en un nuevo tratado, The
Doctrine of Chances(1718), numerosos problemas y aplica-
ciones sobre dados, juegos, anualidades de vida, etc. Este tra-
tado contiene 26 problemas, ademds de unas observaciones
introductorias que explican cémo la probabilidad es una
medida. A pesar de que la mayoria de los problemas e ideas
sobre la probabilidad expuestas por A. de Moivre ya figuraban
en los tratados de J. Bernouilli y P. R. de Montmort, su libro
tuvo un notable éxito, seguramente por la metodologia
empleada y el rigor en su exposicién. Este libro es, sin duda,
su obra principal. En él se estudian por primera vez y con cier-

ta profundidad las funciones generatrices, el concepto de
esperanza matematica, la probabilidad condicional y la inde-
pendencia de sucesos, asi como los problemas de probabili-
dad total y compuesta. Ademds demuestra el teorema central
del limite, que lleva el nombre en su honor, y que posterior-
mente fue estudiado por Laplace, quien realizé un estudio
mas general y profundo. Es de notar que la teoria combinato-
ria elemental (célculo del nimero de combinaciones y permu-
taciones) la deduce a partir de los principios de las probabili-
dades, al revés de como se acostumbra a presentar ahora.

En el afio 1733, A. de Moivre publica en Londres un pequefio
folleto titulado Approximatio ad summan terminorum bino-
mii in seriem expansi en el que se incluia por vez primera la
distribucién normal, que con una cierta injusticia se ha llama-
do Curva de Gauss en lugar de Curva de Moivre.

Hay que senalar que el estudio de la distribucién normal y la
aproximacién normal a la distribucién binomial tuvo un con-
siderable valor tedrico y practico en el desarrollo de la teoria
de probabilidades. Uno de los grandes objetivos de A. de
Moivre consistia en desarrollar para la teoria de las probabili-
dades métodos y notaciones generales, como si fuera un alge-
bra nueva.

En esta pequeiia historia no podemos olvidar las contribucio-
nes de dos grandes personajes, Thomas Bayes (muerto en
1763) y G. L. de Buffon (1707-1788). El primero se enfrentd
con éxito al importante problema de «la probabilidad inversa»
(esto es, determinar la probabilidad de las causas por los efec-
tos observados). Para ejemplificarlo supongamos la siguiente
situacion:

Tenemos dos cajas A y B que contienen bolas blancas y negras
en la siguiente proporcién: En A hay 6 bolas blancas y 4
negras. En B hay 4 bolas blancas y 6 negras. Una bola es saca-
da al azar de un caja y es blanca. ;Cudl es la probabilidad de
que haya sido sacada de la caja A?

Mientras Bufén realiza la primera intervencién de la variable
continua en las cuestiones de probabilidad, lo trata en un céle-
bre problema que se conoce como el problema de la aguja de
Bufén (1733). Este ejemplo de probabilidad geométrica sefia-
lala introduccién del calculo integral en las cuestiones de pro-
babilidad. Esta linea de trabajo fue consolidada por Daniel
Bernoulli, quien a partir del ano 1760 consagré los métodos
infinitesimales al calculo de probabilidades, cuyo empleo fue
generalizado por Lagrange, Laplace y Gauss.

Con el insigne matemadtico francés P. S. de Laplace (1749-1827)
la teorfa de la probabilidad adquiere rango de disciplina cien-
tifica, cobrando un impulso que ha ido acrecentdndose con el
paso del tiempo. Con 63 aios, Laplace publica, en 1812, un
siglo después del escrito de J. Bernouilli, un gran tratado, titu-
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En el fondo, la teoria de probabilidades es sélo
sentido comuin expresado con nimeros.

P. S. de Laplace. 1749-1827 L
S. de Laplace Thomas Bayes. 1702-1763 G. L. de Buffon.1707-1788
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lado Théorie Analytique des probabilités (Teoria analitica de
las probabilidades).

Ademis se ocupa de las probabilidades de las causas de los
acontecimientos, siguiendo la linea de Bayes. Con animo de
difundir sus ideas entre los lectores no especializados escri-
bid, en 1814, una exposicion introductoria a la probabilidad
titulado Essai philosophique des probabilités. En este pequeiio
libro Laplace plasma una de sus famosas frases:

En el fondo, la teoria de probabilidades es sélo sentido
comun expresado con nimeros.

Corresponde a Laplace el mérito de haber descubierto y
demostrado el papel desempenado por la distribucién normal
en la teoria matemadtica de la probabilidad. Sus aportaciones
en este campo discurren bajo dos vertientes, por un lado la
creacion de un método para lograr aproximaciones de una
integral normal; por otra una demostracién rigurosa de lo que
ahora se denomina el teorema central del limite. La edicién de
Théorie Analytique des probabilités del ano 1820 consta de
dos libros y tres suplementos. El primero estd dedicado al
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contar como actividad matematica

uando se escucha al nifo, nace constantemente la nece-
sidad de contrastar lo que haces en funcién de lo que obtienes
con lo que haces. En ocasiones existe una gran diferencia
entre lo que espera obtener el docente que estd ensefiando 'y lo
que se obtiene del alumno que estd aprendiendo; diferencia
entre lo que la enseflanza busca en el aprendizaje y lo que en
el aprendizaje encuentra.

Existe una gran diferencia entre
lo que espera obtener el docente
que estd enseriando y lo que se
obtiene del alumno

que estd aprendiendo.

Me pregunto si la técnica de contar, aunque apoyada en véli-
dos argumentos matematicos, termina o no, de favorecer, por
si misma, la dindmica de relaciones que precisa una ortodoxa
interpretacion matemadtica del concepto de numero cardinall;
tanto en su elaboracion intelectual, en su aplicacion a situa-
ciones cotidianas, o en su correcta extensién aritmética diri-
gida hacia las operaciones bésicas: adicion, sustraccion, mul-
tiplicacion y division2.

Mis hipétesis de trabajo en cualquier investigacion llevada a
cabo sobre los procesos de ensefianza-aprendizaje de la
Matematica han sido las siguientes:

— Que las respuestas que obtenemos no coincidan con
las que esperamos no significa en modo alguno que el
nifio no razone, sino que existe discrepancia entre la
ensenanza y el aprendizaje.

— El nino nunca responde por azar si no ha sido intimi-
dado.

— El nifio nunca quiere fallar o hacerlo mal si no ha sido
irritado.

— Ni existe ni existira método alguno de ensenanza
superior a la capacidad de aprendizaje de la mente
humana.

La metodologia llevada a cabo se apoya en la investigacién-
accion. Se parte de una dificultad perfectamente identificada
y definida (necesidad y justificacién de la investigacién), ofre-
cida habitualmente por un nifio o grupo de nifos. Se intenta
dar respuesta de intervencién educativa con unas lineas de

José Antonio Fernandez Bravo
Centro de Enserianza Superior Don Bosco
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accién diddctica que eviten esa dificultad: investigacion sobre
el procedimiento (el problema de la investigacién: ;Qué pro-
cedimiento didéctico de intervencién educativa puede evitar
esa dificultad?). Empieza un estudio de reflexién fuerte en el
que se hace uso de la logica, la epistemologia de la ciencia, y
fundamentos y principios psicopedagégicos3.

La dificultad observada

Escuchar al alumno es tener en cuenta su historia y esto plan-
tea una nueva relaciéon con el conocimiento matematico en
tanto que esta escucha es incorporada significativamente al
proceso de produccién de conocimientos y de su ensefianza.

Se admite (Guyot, Cerizola y Giordano, 1993)% que

la consecuencia inmediata de la aceptacién de este hecho
se vislumbra en las practicas de transmisién del conoci-
miento, en cuanto romper con rigidas exigencias que poco
tienen que ver con los procesos del pensamiento en su faz
creativa o reproductiva.

Escuchar al alumno es tener en
cuenta su historia y esto
plantea una nueva relacion con
el conocimiento matemdtico en
tanto que esta escucha es
incorporada significativamente
al proceso de produccion de
conocimientos y de

su ensenianza.

La observacion de las respuestas que aportaban los ninos y las
nifias de Educacién Infantil a preguntas de contenido numé-
rico, nos dejaban en ocasiones con la boca abierta y, mds que
asombrarnos por lo que decian, nos aportaban esas expresio-
nes una curiosidad por dar respuesta a las siguientes pregun-
tas: ;Por qué hacen lo que hacen? ;Por qué dicen lo que dicen?
No eran pocos los nifos que no diferenciaban una cantidad de
tres elementos de otra de cinco elementos®. Para ellos una y
otra eran lo mismo, debido a que por contar entendian parar-
se en una palabra, que a modo de cancién habian aprendido
en orden, segun la correspondencia biunivoca que, en cada
caso, se establecia entre el sonido de los nimeros naturales y
todos y cada uno de esos distintos elementos que se tenfan
que contar. Si les preguntabas, por ejemplo: ; Tiene tu compa-
fiero cinco orejas? pues haberlos habia quienes decian que si,
e incluso te lo demostraban de la siguiente forma: senalaban a
una de las orejas de su compaiiero al tiempo que decian uno,
senalaban la otra al tiempo que decian dos, volvian a sefnalar
la senalada anteriormente al tiempo que decian tres, volvian a
sefalar... una y otra, entonces, hasta llegar a decir cinco.

En otra ocasidn, y ya sabiendo el nifio expresar el cardinal de
objetos mediante conteo, se les ensefié el nimero cero. Lo
anadieron a la cancién. Ese mismo nilo que antes contaba
tres objetos diciendo: uno, dos, tres; hay tres; ahora, contaba
diciendo: cero, uno, dos; hay dos, y, sin ser consciente de la
diferencia de expresiéon numérica ante la misma cantidad, se
quedaba tan contento, pues nada en su mente podria suponer
que eso, ahora, no era asi®. Lo cierto es que al nifio le daba
igual, dos que tres. Pero el nifio no cometia error alguno de
razonamiento, pues inferfa correctamente de las condiciones
establecidas:

+ Primera premisa: Hay que atribuir a cada elemento un
sonido.

+ Segunda premisa: Ese sonido senala por correspon-
dencia a cada elemento en un orden dado.

+ Tercera premisa: El orden que ahora se ha de seguir es
el siguiente: cero, uno, dos, tres, cuatro,...

Nuevamente observamos lo que hacen los nifios cuando
cuentan, dicen: uno, dos, tres,... al tiempo que sefnalan cada vez
a un elemento; es decir, que a un elemento le llaman uno, a
otro elemento le llaman dos (pero no deja de ser uno), a otro
elemento le llaman tres (pero no deja de ser uno),...

La ensefnanza dirige
al nifio a decir: UNO DOS TRES

Sin embargo, el nifo
que aprende ve: UNO UNO UNO

Sin excluir el contar como actividad matemadtica (Dehaene,
1992), nos dimos cuenta que una cosa era contar y otra muy
distinta ofrecer actividades que favoreciesen la retencion inte-
lectual de una cantidad de elementos. Nos introdujimos en
una investigacion para estudiar actividades que favoreciesen
la técnica de conteo sin desnaturalizar el procedimiento
matematico. Es interesante la lectura del articulo: El concepto
de niimero en preescolar (Contreras, 1989):

Las palabras uno, dos, tres, cuatro son ejemplos de conoci-
miento social. Cada lengua posee un conjunto diferente de
palabras para contar. Pero la idea de nimero subyacente
pertenece al conocimiento légico-matemadtico, que es uni-
versal. (Kamii, 1995:22).

La técnica de contar como actividad matematica

Teniendo en cuenta las dificultades presentadas por los
nifios’, descritas anteriormente, no fue dificil llegar a estable-
cer unos pasos bdsicos para realizar con éxito la actividad de
contar; inicamente utilizamos una reflexién légica. Partimos,



como técnica de andlisis, del punto de llegada para desmenu-
zar los elementos basicos y esenciales a utilizar en el proceso,
déndoles un orden légico de aparicions.

:Qué es o qué se entiende por contar elementos? Contar es
establecer una correspondencia entre el sonido de los ntime-
ros naturales, y en el orden en el que éstos aparecen, con todos
y cada uno de esos distintos elementos. Si G es el grupo de ele-
mentos que hay que contar, éstos se darian por contados
cuando se define una aplicaciéon de N a G, siendo N el con-
junto de los nimeros naturales. Asi, por ejemplo, si lo que
tengo que contar son los elementos del siguiente grupo de cir-
culos, simplemente haria corresponder, con cada uno, el soni-
do de los nimeros naturales:

TRES CUATRO

Dicho esto, parece que hemos terminado, pero no es del todo
cierto. Contar tiene una consecuencia: el #ltimo sonido pro-
nunciado coincide con el cardinal, en este caso, de circulos.
Asi, podemos decir entonces que hay cuatro circulos. Si es asi
y seguimos el orden de los nimeros naturales, da igual por
qué elemento empecemos:

DOS UNO CUATRO TRES

o A

Pero qué curioso debe ser esto para los ojos del nifno, nedéfito
en la materia, y teniendo que entender —;quizés a la fuerza?—
que a un circulo le hemos llamado uno, que a un circulo le
hemos llamado dos; ;cdmo? jeso no puede estar bien! Un cir-
culo es uno, no es dos, ni cuatro, —jqué jaleo!— Ya, ya sé que el
nifio no entiende. Y que lo que tiene que entender es que cuan-
do dice dos, es que hasta ahi, van dos; y cuando dice tres, es
que hasta ahi, lleva tres elementos: Hay que ir acumulando.

Quizds haya que decir algo mas sobre el contar y completar lo
que hasta ahora se ha dicho con algo fundamental matemati-
camente hablando. Lo que tenemos es una sucesion de circu-
los. Observamos que, de izquierda a derecha el primer ele-
mento es uno, el segundo elemento es uno, el tercer elemento
es uno y asi sucesivamente. Luego lo que hasta ahora tenemos
es una sucesion constante. La suma de los # primeros térmi-
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nos de esa sucesion definirfa, entonces, el contar. El primer
elemento de este sumatorio seria 1, el segundo elemento 2 y
asi sucesivamente: 3, 4, 5, 6,...

Sn =a1,a2, A3, A4; A5,..0y An
Siendo:
ar=1,a,=1,as=1,a,=1,as=1,...,a,=1

SRR, 1,..., 1

Y'S, =1,2,3,4,5,6,..,1n

Contar es establecer una
correspondencia entre el sonido
de los niimeros naturales, y en
el orden en el que éstos
aparecen, con todos y cada uno
de esos distintos elementos.

Asi que, segin estos acontecimientos y sabiendo lo que se
sabia, empezamos a trabajar después, como bien se ha visto,
de escuchar al nino y a la Matemadtica. Pero todavia no habia-
mos escuchado todo lo que el nino tenia que decirnos, pues
los habia que al contar hacian lo siguiente:

No recitaban en el orden adecuado.

UNO SIETE DIEZ

Cuando contaban en el orden adecuado, no separaban correc-
tamente los sonidos, estableciendo la correspondencia de
forma incorrecta.

UNODOS TRESCUATROCINCO SEIS
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Cuando, en el mejor de los casos, contaban en orden y sepa-
raban los sonidos, nombraban varias veces un mismo elemen-
to, confundiendo, en términos matematicos la corresponden-
cia biyectiva con la correspondencia sobreyectiva

CINCO
v E
DOS TRES
— > —>
f CUATRO
UNO
HAY CINCO BOLAS

No nombramos todas aquellas combinaciones que de estos
errores descritos nos encontrdbamos, o aquellos que eran
poco habituales pero que no por ello dejaban de tener impor-
tancia. En cierta ocasién, un nino conté perfectamente tres
pinturas, diciendo: uno, dos y tres. Inmediatamente después
le dijimos que escribiera el ndmero de pinturas, y escribié: 1,
2, 3. Nosotros esperdbamos que escribiera sélo el numero 3,
pero él, sin embargo, escribid los tres nimeros.

jQué logica! pensé rapidamente: ha escrito los tres ndmeros
que ha pronunciado. Quizds no sepa que el ultimo sonido
pronunciado coincide con el cardinal. Quizas haya que admi-
tirlo como error cientifico, pero quizas no haya que conside-
rarlo error de razonamiento®.

Fases para el aprendizaje de la actividad de contar

Silo que queremos es averiguar el cardinal de una cantidad de
elementos a través de contar, y contar tiene como consecuen-
cia que el dltimo sonido pronunciado —y por acumulacién—
coincide con el cardinal, entonces tendremos que provocar
actividades desde las que perciban la idea acumulativa, ense-
nando, antes que esto, a pronunciar ese #ltimo sonido respec-
to al orden establecido en los niimeros naturales. Si para llegar
a pronunciar ese #ltimo sonido tenemos que hacer correspon-
der los sonidos con los elementos, tendremos que ensenarles,
antes de eso, a establecer correspondencias. Si esas correspon-
dencias a las que nos referimos se establecen en orden entre
los elementos y el sonido de los nimeros naturales, tendremos
que presentarles, antes que eso, la separacion de los sonidos
con los que establecer la correspondencia. Como no se puede
separar algo que se desconoce, tendremos que ensenarles,
antes que a separar algo, aquel algo que hay que separar. Asi
pues, descubrimos cuatro fases fundamentales que, en un
orden dado, evitaban los errores descritos anteriormente:

Cancidn: Sonidos ordenados de los nimeros naturales.

Separacién: Independencia de los sonidos. Separar los soni-
dos ordenados de los nimeros naturales, por referencia a cada
numero.

Correspondencia: Establecer una correspondencia biunivoca
entre cada sonido y cada elemento.

Consecuencia: Identificar el cardinal de elementos en el ulti-
mo sonido pronunciado.

Cancion

Les ensenaremos a modo de cancién, y por convencionalismo,
los sonidos que vamos a utilizar: uno dos tres cuatro cinco
seis...

Haremos uso de retahilas, poemas, canciones populares... que
sirvan para grabar en la memoria la secuencia de esos soni-
dos. Asi, por ejemplo:

Uno, dos, tres,
Uno, dos, tres,
iMe gusta contar
otra vez!

Uno, dos y tres
Pedro, Juan y José.
Lima, naranja y limén,
Rosa, clavel y botén.

También podemos inventar canciones que se adapten a situa-
ciones de nuestra intervencién educativa cotidiana, aunque
gocen —creamos— de poca originalidad. Las asociaciones
reiteradas tienen mas influencia memoristica a estas edades
que el uso esporddico de canciones, por atractivas que éstas
sean.

Si lo que queremos es averiguar
el cardinal de una cantidad de
elementos a través de contar,
entonces tendremos que
provocar actividades desde las
que perciban la

idea acumulativa.

Separacion
Les enseflaremos a separar los sonidos de la cancién que ya se
saben: uno, dos, tres, cuatro, cinco,... Entendiendo el nifio que



uno es un sonido, que dos es otro distinto, tres otro diferente;
y asi sucesivamente.

Podemos hacer uso de palmadas al tiempo que pronunciamos
uno de esos sonidos. Asi estableceremos una correspondencia
entre sonido y palmada: Uno (palmada); dos (palmada); tres
(palmada); cuatro (palmada)...

Otra actividad, podria consistir en utilizar papeles de distin-
tos colores, ensenando un papel de un color distinto al tiem-
po que pronunciamos uno de esos sonidos. Asi establecere-
mos una correspondencia entre color y sonido, por ejemplo:
Uno (rojo); dos (amarillo); tres (verde)...

Podemos utilizar asi cualquier actividad que ayude al nifio a
percibir la separacién de todos y cada uno de esos sonidos que
ya sabe pronunciar en orden, por la etapa anterior, dotando-
los intuitivamente de independencia y unicidad.

Correspondencia
Les ensefiaremos a establecer una correspondencia biunivoca
(uno-uno) entre los elementos a contar y los sonidos separados.

UNO DOS TRES CUATRO

Pero no lo haremos horizontalmente, ya que de esta forma no
provocamos una buena percepcién intuitiva sobre la idea de
acumulacién, sino verticalmente con elementos que se pue-
dan apilar. Las primeras actividades de conteo deben ser ver-
ticales: Diremos uno (al tiempo que ponemos el primero), dos
(al tiempo que ponemos el segundo), tres (al tiempo que
ponemos el tercero),...
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Cuando decimos dos, el niflo ve dos, y no uno; que es lo que
veria si trabajasemos horizontalmente. Cuando decimos tres,
el nifno ve tres. También cuando decimos tres, el nifio ve una
torre mas alta que cuando decimos dos, ayudando intuitiva-
mente a la comparacion de cantidades. De esta forma, también
ayudamos al nifio a saber cuando se termina de establecer esa
correspondencia (no hay mds elementos que colocar), evitan-
do asi que el nifio cuente mas de una vez el mismo elemento.

Consecuencia

Como antes hemos dicho, contar es establecer una correspon-
dencia entre el sonido de los niimeros naturales, y en el orden
en el que estos aparecen, con todos y cada uno de esos distin-
tos elementos. Y esto es lo que hemos realizado en el apartado
anterior. Y hemos colocado verticalmente para permitir que el
nifio perciba de una manera intuitiva la acumulacién de ele-
mentos por el nombre que a cada uno le corresponde. Pero
contar tiene una consecuencia: el tltimo sonido pronunciado
coincide con el cardinal de elementos, y este es el trabajo que
ahora nos embarcamos.

Algunos de nosotros creemos que la respuesta del nifio a la
pregunta ;Cudntos...? es innata; nada mas lejos de la realidad.
La respuesta a la pregunta cudntos es convencional y conse-
cuencia de varias definiciones y relaciones, por lo que es nece-
sario ensefarle al nifo a responder a esas preguntas. Podemos
actuar siguiendo un protocolo que hasta ahora ha funcionado
positivamente.

A partir de un niimero de elementos cualesquiera, que respe-
ten siempre la adquisicién de los pasos anteriores por parte
del nino (no tiene sentido contar veinte elementos si el nifio
so6lo ha trabajado los apartados anteriores hasta nueve), traba-
jaremos exactamente igual que en el punto tres colocdndolos
verticalmente. Asi, por ejemplo, si tuviéramos tres libros, diri-
amos: uno, dos, tres (formando una torre de tres libros). Una
vez pronunciado el dltimo sonido (tres) le diremos al nifio:
Entonces decimos que hay tres libros, e inmediatamente des-
pués les preguntaremos: ;Cudntos libros decimos que hay?
(tres, responderdn ellos). Repetiremos esto varias veces dejan-
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do también que sean ellos quienes construyan las diferentes
torres para intervenir nosotros rapidamente a partir del alti-
mo sonido pronunciado: Entonces decimos que hay cinco
cubos, ;Cudntos cubos decimos que hay? Entonces decimos
que hay... ;Cuantos... decimos que hay?

El ninio llega a intuir que el
ultimo sonido pronunciado, y en
el orden de los niimeros
naturales, es la respuesta
pedida a'la pregunta:
¢;Cudntos...?

Del mismo modo actuaremos cuando el cardinal de elemen-
tos es uno. Les diremos: Entonces decimos que hay UNO
libro; UNO carpeta; UNO... Esto puede parecer ridiculo,
podriamos pensar, porque en espanol se deberia decir: UNA
carpeta; UN libro, pero eso no es del todo cierto, debido a que
el nimero es el nimero UNO y los ntimeros no tienen géne-
ro. Si admitimos UNA carpeta, ;por qué no admitimos
OCHA mesas? No genera ningtn problema que el nino oiga
UNO carpeta y UNO libro. Posteriormente y por adaptacion
cultural a nuestra lengua, les diremos: Cuando nosotros deci-
mos UNO carpeta, los mayores dicen una carpeta. Cuando
nosotros decimos UNO libro, los mayores dicen un libro. De
este modo, el nifio no confundird el determinante con el
nimero y sabrd interpretar matemdticamente de forma
correcta las expresiones: una flor, un cuaderno, una..., un...,
con el nimero UNO.

— Contamos los libros: Uno, dos, tres, cuatro, cinco.
— Entonces, decimos que hay cinco libros.

— ¢Cuantos libros decimos que hay?

— Cinco.

El nifio llega a intuir que el tltimo sonido pronunciado, y en
el orden de los nimeros naturales, es la respuesta pedida a la
pregunta: ;Cudntos...? Asi, llegard un momento en el que
sabrd qué hacer para responder directamente a nuestras pre-
guntas sobre el cuantos: ;Cudntos cubos hay? ;cudntos ... hay?
También el nifio estard preparado para ejecutar correctamen-
te una orden dada sobre una cantidad de elementos; asi, por
ejemplo, ahora se le podria pedir que nos ensefase: dos cua-
dernos, cinco estuches,...

El namero cero

El concepto de nimero cero no debe introducirse nunca en
primer lugar. Los nifios deben percibirlo a estas edades como
ausencia de elementos. Y nadie puede ser consciente de la

ausencia de elementos si antes no ha sido consciente de su
existencia. Asi que podriamos proceder de formas similares a
ésta: Se cuentan, por ejemplo, una cantidad de objetos que se
sujetan encima de una mesa. Supongamos que el nifio ha res-
pondido correctamente a las preguntas: ;Qué ves encima de
la mesa? ;Cudntos... hay encima de la mesa? y esas respuestas
fueran: botes y tres, respectivamente. Ahora quitaremos
todos los botes que hay encima de la mesa, y preguntaremos:
¢ Ves ahora botes encima de la mesa? No, serd la respuesta del
nino. Nosotros nos expresaremos inmediatamente después de
la siguiente forma: Entonces decimos que ahora hay cero botes
—cero— encima de la mesa, ;Cudntos botes decimos que hay
ahora encima de la mesa? (CERO). Haremos este ejercicio
con elementos de distintas clases y con diferentes cantidades,
para que el nifio entienda por hay cero, la ausencia total de
esos elementos cuya propiedad numérica se ha identificado
anteriormente o la negacién de cantidad alguna, en magnitud
cualquiera.

Identificacion del namero cardinal que representa una
cantidad y viceversa

Una vez que el alumno responde correctamente a la pregunta
cuantos, y asocia la respuesta con la cantidad de elementos
que corresponde, les presentaremos el dibujo que representa
esa cantidad para que su mente interprete ese simbolo mate-
madticamente, al que se le reconocera a partir de ahora como
numero. Asi, les diremos: UNO, se dibuja asi: 1; DOS, se dibu-
ja asi: 2; CUATRO, se dibuja asi: 4; CERO, se dibuja asi: 0;...
Evitando hacer alusién a cualquier ayuda que pueda desnatu-
ralizar el concepto que tienen que intelectualizar.

El nifio ya sabe el nombre numérico de una cantidad de ele-
mentos, mediante conteo. Ahora tendra que asociar ese nom-
bre numérico con la cantidad y el simbolo matematico que
representa esa cantidad; sélo entonces se puede decir que
hablamos de nimero. El nimero es una entidad intelectual,
no se percibe en la realidad, se proyecta a la realidad.



Para que esta asociacién: nombre, cantidad y simbolo, tenga
sentido para el nino y lo construya en su mente de una mane-
ra ortodoxa, matemdticamente hablando, es necesario que
establezca una correspondencia perfecta entre lo convencio-
nal y lo intelectual.

La colocacion vertical ayuda al
nifio a ver la acumulacion de
elementos y tras esa ayuda el

nifio tiene que saber contar
cualquier cantidad de
elementos en cualquier posicion.

Actividad Uno: El nifio distinguird y reconocera con su propio
lenguaje las formas (1, 2, 4, 0, 3, 5,...) Obsérvese que no son
numeros, sino dibujos que el nifio debe identificar de forma
librel0.

Actividad dos: Una vez el nifio sepa que el dltimo sonido pro-
nunciado coincide con el cardinal y responde a la pregunta
¢Cudntos? (Trabajo que hemos desarrollado en el apartado
Consecuencia), le informaremos cémo se dibuja el nombre
numérico que asocia correctamente a una cantidad.

— Contamos los libros.

— Uno, dos, tres.

— Entonces, decimos que hay tres libros.

— ¢Cuantos libros decimos que hay?

— Tres.

— Tres, se dibuja asi: 3 (Ese es el dibujo del nimero tres)11.

Los simbolos dieron lugar a la concepcién de niimeros tan
grandes que nunca habrian podido ser descubiertos por
observacién directa o por enumeracién. (Aleksandrov,
1994, pag.28).

UNO, se dibuja asi: 1
DOS, se dibuja asi: 2
TRES, se dibuja asi: 3
CERO, se dibuja asi: 0
CUATRO, se dibuja asi: 4
[...]
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Se realizardn actividades en las que el nifio pueda buscar el
numero que le corresponde a una cantidad de elementos, por
su cardinal; y actividades en las que el nifio pueda encontrar la
cantidad de elementos que representa un ndmero cardinall2.

Contar elementos en cualquier posiciéon

Si bien es cierto que la colocacidn vertical ayuda al nifo a ver
la acumulacién de elementos, también es cierto que tras esa
ayuda el nifo tiene que saber contar cualquier cantidad de
elementos en cualquier posicién. Para ensefar esto utilizare-
mos el desafio y la provocacién a partir de lo que saben. Una
técnica consiste en pedir al nino que nos diga cuantos lapice-
ros hay (estos estan por ejemplo encima de una mesa). El nifio
no los puede apilar en forma de torre, entonces esperaremos
a ver qué se le ocurre para responder a nuestra pregunta (es
importante que estos ejercicios se realicen después de domi-
nar la técnica en posicion vertical). Observaremos que
muchos nifilos nombran: Uno, dos, tres, sefialando cada vez a
uno de ellos. Estos nifios han intuido perfectamente que al
que llaman dos es aquel que harfa una cantidad de dos por
acumulacién y asi sucesivamente. Jugaremos varias veces con
elementos que no se puedan apilar hasta consolidar la técni-
ca. Otros nifios, sin embargo, se empefardn en ponerlos en
forma de torre, diciendo algo parecido a: no se puede poner, no
vale,... Aceptaremos lo que nos digan, sin indicar ayuda algu-
na en absoluto.

Otra técnica consistird en utilizar elementos que se puedan
posicionar verticalmente, pero que ahora no lo estén, y pedir
a los ninos que respondan a la pregunta: ;Cudntos...?, sin uti-
lizar las manos y teniendo éstas siempre detras de ellos.
Observaremos qué se les ocurre, estudiaremos el margen de
error y acierto. También aceptaremos lo que nos digan sin
indicar ayuda alguna en absoluto. Después de que el nifio res-
ponda, serd él quien lo coloque verticalmente para que le sirva
de autocorreccion.

Otra técnica, mas facil que las anteriores, consiste en contar
elementos que se puedan apilar verticalmente formando
torres. Una vez los hayamos contado y sepamos cudntos hay,
provocaremos intencionadamente el derrumbe de la torre,
invitando al nifio a responder a la pregunta: cudntos hay.
Ocurrird lo siguiente: Unos niflos diran el nimero que recuer-
dan y no contaran de nuevo; otros contaran construyendo de
nuevo la torre; y otros senalardn cada elemento contando
correctamente sin necesidad de apilar.

Ordenar

Llegados a este punto podemos comparar cantidades de ele-
mentos que se disponen verticalmente en dos torres. Tiene
que aprender el nifo: dénde hay mds, dénde hay menos o
cuando en una torre hay tantos como en la otra.
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Jugaremos con una pelota y una rampa a modo de tobogén. Si
sabemos dialogar con el nifio mediante claros ejemplos y con-
traejemplos!3, rdpidamente descubrird los simbolos compara-

tivos: mayor que, menor que o igual. Si sabemos dialogar con el nifio
mediante claros ejemplos y

contraejemplos, rapidamente
descubrird los simbolos
comparativos: mayor que,
menor que o igual.




El nifo de Educacién Infantil puede interpretar correctamen-
te los signos mayor que y menor que, pero no por ello debe-
mos obligarle a dibujarlos; accién dificil e innecesaria.

NOTAS
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En general puede afirmarse que no hay cuestiones agota-
das, sino hombres agotados en las cuestiones. (Ramén y
Cajal, 1995, pég. 37).

Graficos

Los siguientes graficos muestran, en tantos por ciento, dife-
rencias de los aciertos, al utilizar la técnica de contar para res-
ponder a la pregunta cudntos, entre los grupos experimental y
control, de nifos de tres, cuatro y cinco anos de edad. Tanto
el grupo experimental, como el grupo control es la suma de
grupos experimentales y grupos de control utilizados durante
tres cursos académicos diferentes y en diferentes centros edu-
cativos.

1 El nimero, en efecto, juega en dos terrenos: lo parecido y lo dife-
rente. Las cosas que quieren enumerarse son parecidas en tanto
que son; son diferentes en tanto que no son lo mismo. [...] Para
hacer cuatro bisontes es preciso no querer distinguirlos, y al
mismo tiempo es necesario estar convencido de que cada uno de
ellos no es uno de los otros. (Denis Guedj, 1998, pp.14-15).

2 Whitehead, en un ensayo de 1912 Mathematics and liberal Edu-
cation, publicado en Essays in Sciencie and Philosophy, decia que
Las matemdticas (se refiere a la ensefianza de la matemdti-
ca)...deben ser depuradas de todo elemento que sélo pueda justi-
ficarse de cara a estudios posteriores. No puede haber nada mds
destructivo para una verdadera educacion que el gastar largas
horas en la adquisicion de ideas y métodos que no llevan a nin-
giin sitio... La sola idea de aprender tiene un sentido muy exten-
dido de aburrimiento. Yo lo atribuyo a que a los estudiantes se les
ensefian muchas cosas simplemente en el aire, cosas que no tienen
ninguna coherencia con los pensamientos que surgen natural-
mente en cualquier persona que viva en este mundo moderno,
independiente de que sea o no un intelectual.

3 Importa consignar que los descubrimientos mds brillantes se han
debido no al conocimiento de la ldgica escrita, sino a esa ldogica
viva que el hombre posee en su espiritu (Ramén y Cajal, 1995,
pag. 27).

4 Proyecto de Investigacién, n.° 4-1-8703. LAE. Universidad
Nacional de San Luis (Argentina). Publicado en el articulo
Matemdtica e historia: una articulacion para la enseiianza.
Ensefanza de las Ciencias, 1993, Numero Extra (IV Congreso), p.
329.

5 La adquisicién del concepto de nimero no es facil: por un lado,
la historia de la Matematica aporta a esa afirmacién pruebas sufi-
cientes; por otro, las respuestas que obtenemos de los alumnos
que entran en contacto con este tema ofrecen datos que dejan al
descubierto importantes vacios en su comprensién, subrayando
esas dificultades propias de la adquisicién del concepto.

6 Todos los acontecimientos, incluso aquellos que por su insignifi-
cancia parecen no atenerse a las grandes leyes de la naturaleza,
10 Son $ino una secuencia tan necesaria como las revoluciones del
sol. Al ignorar los lazos que los unen al sistema total del univer-
so, se los ha hecho depender de causas finales o del azar, segiin
que ocurrieran o se sucedieran con regularidad o sin orden apa-
rente, pero estas causas imaginarias han ido siendo descartadas
a medida que se han ido ampliando las fronteras de nuestro
conocimiento, y desaparecen por completo ante la sana filosofia
que no ve en ellas mds que la expresion de nuestra ignorancia de
las verdaderas causas (Laplace, 1795, 1985, pag. 24).

7 Preferible es la arrogancia al apocamiento; la osadia mide sus
fuerzas y vence o es vencida, pero la modestia excesiva huye de la
batalla y se condena a vergonzosa inaccion (Ramén y Cajal, 1995.
péag. 31).

8 Como han afirmado muchos pensadores y pedagogos, el descu-
brimiento no es fruto de ningiin talento originariamente especial,
sino del sentido comiin mejorado y robustecido por la educacion
técnica y por el hdbito de meditar sobre los problemas cientificos
(Ramén y Cajal, 1995, pp. 45-46).

9 Aprendan ante todo los profesores a observar atentamente a sus
alumnos, a captar sus intereses y sus reacciones, y cuando sepan
leer bien en ellos, comprobardn que en ningin libro ni tratado
existe tanta sustancia pedagégica como en el libro abierto de una
clase, libro eternamente nuevo y sorprendente (Puig Adam, 1956,
pag. 8).

10 Evitaremos influir en la percepcién libre del nifio con canciones
como: El uno es un soldado..., el dos es un patito... éstas pueden
desnaturalizar el posterior concepto de nimero. Algin nifio
puede creer que dos es uno: por eso del patito; y nada mads lejos
de la realidad. Evitese, desde la ensefianza, todo eso de que si... el
uno es un soldado, el cuatro una silla, el cero es una rosquilla, o
cosas parecidas.

En estos momentos no estamos hablando de niimeros, sino de
formas, por lo que conviene que sea el nifo el que nos diga lo que
ve desde lo que su experiencia le ha preparado para ver. Para
algunos ninos la forma: 1, puede ser un delgado, un palo, etc.;
para otros o los mismos, la forma: 2, puede ser un torcido, una
percha, un circuito, un dos o un patito. Que se respete lo que él
ha visto es muy distinto a que él tenga que respetar lo que nos-
otros queramos que vea. Qué obsesién tiene la ensefianza en
poner en la mente del nifio los ojos del maestro! ;Cémo vamos a
educar asf la observacién?

11 MCCLOSKEY et al. (1985) proponen componentes separados
para la comprensién y produccién de nimeros ardbigos y pala-
bras. Uno de los postulados fundamentales de este modelo es la
comunicacién entre los distintos médulos input y output media-
da por representaciones internas abstractas.

12 Entre los tres y cinco aiios, el nifio aprende dificilmente los cinco
o seis primeros niimeros, si se considera que el conocimiento
puramente verbal de la serie de los niimeros no corresponde a
una verdadera adquisicién ( Mialaret, 1962, pag. 15).

13 Se pueden ver el en libro Diddctica de la Matemdtica en Educa-
cion Infantil, Grupo Mayéutica. Madrid, 2006.
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+ Muestra de Centros: Estratificada, por etapas, crono-
légica y no probabilistica.

+ Muestra de grupos: Probabilistica (aleatoria simple).

+ Muestra de alumnos: Coincide con la poblacién de los

grupos.
Tres anos
Experimental| Control . .
Contar N < 67 N - 63 Diferencia
Hasta 3 100 89 11
Hasta 5 100 82,5 17,5
Hasta 10 34,33 38,1 -3,77
Mis de 10 16,4 20,6 -4,2
Cuatro anos
Experimental| Control . .
Contar N - 62 N = 69 Diferencia
Hasta 5 100 91,3 8,7
Hasta 10 100 85,5 14,5
Mais de 10 80,1 69,6 10,5
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Cinco afos
Experimental| Control . .
Contar N = 73 N = 69 Diferencia
Hasta 10 97,3 89,8 7,5
Hasta 20 973 86,9 10,4
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las greguerias de la razon

l tema de la divulgacion y popularizacién de las matema-
ticas no es nuevo en absoluto. Ya en el nimero 4 de la revista
SUMA, aparecido en 1989, se edité un cuadernillo monogra-
fico sobre este tema, donde se recogia un informe del encuen-
tro organizado por el ICMI en Leeds, asi como experiencias
concretas realizadas en nuestro pais, especialmente el docu-
mento elaborado por el grupo de trabajo organizado por la
FESPM y que se celebré en Sierra Nevada con la asistencia de
expertos de toda Espana.

Sin embargo, a raiz de la eleccién del afio 2000 por la UNES-
CO como ano internacional de las matematicas, estas expe-
riencias aumentaron exponencialmente. Hoy en dia, una gran
mayoria de profesores estan convencidos de que las matema-
ticas no son patrimonio de los matemdticos, que conociendo
su interés y su belleza, son conscientes de la importancia de
hacer llegar las matematicas a todos los estamentos de la
sociedad. Por eso, es ahora mds importante que nunca pre-
sentar las Matematicas de forma agradable y amena, a ver si
desterramos esa idea de que las matematicas son el coco de
los estudiantes, cuando, en realidad son algo maravilloso e
interesante. Asi, no es raro encontrarse matematicas lidicas y
atractivas en los medios de comunicacion, en los cédmic, en
cine, television, teatro, fotografias, etc.

Muchas paginas en Internet, tanto personales como de cen-
tros educativos o incluso institucionales, dedican un apartado
a chistes, biografias, relatos de eventos, acertijos logicos, etc.

Humorismo + Metdfora = Gregueria
Ramoén Gémez de la Serna

Una de las artes que sirven para divulgar las matematicas es
la literatura, que, ademds, permite atraer a un publico que
muchas veces es reacio a relacionarse con una materia que
recuerdan con horror de sus anos escolares. Podemos utilizar
no solo obras con referencias matematicas, como por ejem-
plo, Planilandia de Edwin Abbot, Alicia de Lewis Carroll o
Gulliver de Jonathan Swift o mds recientes como El Teorema
del Loro, El Diablo de los Numeros o el Tio Petrus y la
Conjetura de Goldbach, ya que a partir del afio 2000 han pro-
liferado los libros relacionados con la materia. Incluso en
escritos que no tratan estrictamente el tema matemadtico
podemos encontrar palabras y conceptos matematics. Por
ejemplo, es posible encontrar en muchas péginas web un

José Muiioz Santonja
IES Macarena de Sevilla
Sevilla
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apartado de poesia matematica donde se recogen referencias
de Alberti, Celaya, Gloria Fuertes, Nerudal, etc.

Hay un autor que me parece apasionante, Ramén Gémez de
la Serna, que, sin embargo, no suele ser recogido en muchas
de las paginas que he visitado.

Ramon Gomez de la Serna

El escritor Ramén Gomez de la Serna nacié en Madrid (3 de
Julio de 1888) y muri6 en Buenos Aires (12 de Enero de 1963).
Publicé su primer libro con 15 afnos en 1904. A lo largo de su
vida fue periodista, orador y colaborador en multiples publi-
caciones de Espaia y América Latina. Cultivé multitud de
géneros literarios: humorismo, ensayo, critica de arte, biogra-
fias,... y llegd a alcanzar tal notoriedad en su época que era
conocido solamente por Ramoén.

Perteneci6 a la Academia del Humor de Paris y recibid, entre
otras, la Medalla de Oro de Madrid. Estd considerado como
introductor del futurismo a través de su revista Prometeo.
Tuvo una gran influencia en muchos escritores de la época
(los que serian la generacién del 27), sobretodo como inspira-
dor de la tertulia del Café del Pombo.

El motivo por el que mds gente lo conoce es por ser el creador
de las greguerias. Creé este género literario en 1910 y desde
1911 comenzé a publicarlas regularmente. Aunque en un
principio causaron un poco de rechazo (incluso hubo suscrip-
tores que dejaron de leer los medios donde las publicaba),
enseguida fueron aceptadas y admiradas como ejemplo de
ingenio. A lo largo de su vida escribié miles de estas frases que
alcanzaron gran fama y promovié la aparicién de imitadores,
falsos imitadores y plagiadores.

La gregueria, donde se roza la literatura del absurdo, preten-
de relacionar dos elementos de la vida cotidiana de una mane-

ra humoristica y muchas veces critica, llegando en ocasiones
a conseguir un verdadero disparate. Segun él mismo decia: La
gregueria es para mi la flor de todo lo que queda, lo que vive,
lo que resiste mds al descubrimiento: La gregueria, algarabia o
griteria confusa (en diccionarios antiguos era el griterio de los
cerditos cuando van detrds de su madre) fue aceptada como
vocablo en 1960 por la Real Academia Espafiola con la
siguiente definicién:

Gregueria: agudeza o imagen en prosa que presenta una

visién personal y sorprendente de algin aspecto de la rea-

lidad y que ha sido lanzada y asi denominada caprichosa-

mente hacia 1912 por el escritor Ramén Gdémez de la
Serna.

Las matematicas y las greguerias

Dado que las matematicas forman parte del mundo que nos
rodea, era evidente que tenian que aparecer en unos retazos
de vida cotidiana como son las greguerias. El objetivo de este
articulo es bucear dentro de estas piezas humoristicas para
encontrar las referencias matemdticas que puedan aparecer.
He intentado ser lo mas exhaustivo posible en mi basqueda y
seleccionar todo aquello que podia tener relacién con la mate-
matica en su obra, aunque siempre serd imposible recoger
todo lo que escribié en ese sentido por la gran cantidad de
greguerias que Gomez de la Serna realiz6 a lo largo de la vida.
Sélo en uno de los libros utilizados, el titulado Total de gre-
guerias aparecen mas de diez mil frases y a pesar de ello el
libro es una seleccién del autor en donde habia descartado
multitud de sus creaciones.

Hemos pretendido mostrar las greguerias agrupandolas por
bloques tematicos (cuando ha sido posible) y van acomparia-
das de dos tipos de imdgenes. Por un lado, una serie de dibu-
jos originales de Gémez de la Serna que en algunas ocasiones
ilustran muy facilmente la gregueria. Por otro lado, una serie
de fotografias. Estas fotos formaban parte de un panel pre-
sentado por el autor en el ICME 8 que se celebré en Sevilla en
1996, y con el que se pretendia mostrar imagenes que se ajus-
taran a las greguerias matemadticas, que en ese momento se
seleccionaron.

Vamos a comenzar con un primer bloque en el que se hace
referencia a los bloques temdticos que forman parte de la
matemadtica.

+ Trigonometria es andar por el mas dificil de los alam-
bres y el mas peligroso de los trapecios.

+ Doia Algebra: la gran directora de colegio.

« Estadistica: en todo el mundo se pierden siete millones
de alfileres al dia.

+ Geometria del espacio: estudiar caserios a la luz de la
luna.



La Geometria se columpia en el trapecio.

Caja de compases: los bisturies de la Geometria, la
Mecénica y la Arquitectura.

Aquel editor sembré Trigonometria y le salieron dic-
cionarios.

Si comenzamos con los nimeros, hay una serie de definicio-
nes muy curiosas. Gémez de la Serna tenia gran apego a las
greguerias en las que hablaba de una letra, e indicaba alguna
caracteristica que en general tenia que ver con la forma de la
letra, como por ejemplo: La O es el bostezo del alfabeto, La U
es la herradura del alfabeto, La K es una letra con baston. En
ese mismo estilo tiene referencias a las cifras, como las
siguientes:

3

3

El 9 es la oreja de los nameros.
El 4 tiene la nariz griega.

Lo

S

“~

El 5 es un ndmero que baila.

El 7 es el zapapico de los nimeros.

El 6 es el nimero langostino.

El 5, cuatro soldados y un cabo.

El 5 es un nimero patilludo.

El 8 es el reloj de arena de los ndmeros.

El 6 es el nimero que va a tener familia.

El 8 tumbado parece las gafas de mi hermana.
Siguiendo la formacién espontdnea de cifras en que
incurre la Naturaleza, después de ver como la serpien-
te hace la L, encontramos en la silueta del marabu,
cuando se rasca en el pecho con el pico, la verdadera
figura del 9.

® ,

Aparte de lo anterior, son mdltiples las greguerias donde se

habla de cifras y nimeros concretos, o de nimeros en general:

3

3

Los ceros son los huevos de los que salieron las demas
cifras.
El 11 son los dos hermanos que van al colegio.
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El 46 es un nimero matrimonial que se va dando un
paseo conyugal.

La hoja del almanaque nos consuela, porque su 7 o su
22 nos son conocidos de antiguo. {Qué susto si apare-
ciese el dia 35, 117 de nuestra vida!

Las parejas de cisnes parecen que sefalan siempre una
misma cifra, el 22; pero a veces, cuando uno de ellos
estd entrando en el agua y el otro estd en pie, a la ori-
1la, senalan el 24.

= R.

888 cifra de simpdticos trillizos.
44444: nimeros haciendo flexiones gimnasticas.
Cucarichida: muchos treses muertos.
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En el cine es donde se es més cero a la izquierda de la
mujer, aunque se esté sentado a su derecha.

Hay unas horas, las seis y veinticinco y las cinco menos
veinticinco, en que se presenta en el reloj la hora china,
la hora de los bigotes de mandarin, hora de displacien-
cia de bigotes caidos.

® 6

Q.

Cuando el gran matematico iba a cortarse el pelo que-
daba la peluqueria llena de nimeros que habia que
barrer.

La Luna ilumina la cifra del almanaque de los cisnes.
Hay pajaros que tiesos sobre una sola pata sefalan en
el paisaje las cuatro y pico.
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+ Cuando el sastre dicta nuestras medidas, hace nuestra
sintesis biografica: 22 - 51 - 12-35-67 -7 ...
+ Elnino grita: ;No vale!... \Dos contra uno!, y no sabe que

toda la vida es eso: dos contra uno. B

« Elledn es el cantante més ruidoso con cero discos ven-

didos. .

+ LaD esun Cero partido por Dios.

En otras greguerias se hace referencia a caracteristica visuales
de las cifras y posibles modificaciones en otros elementos.
Entre las siguientes hay algunas que son de seguidores de
Goémez de la Serna:

+ Los que ponen una rayita al 7 y lo convierten en F son
los que retendran la fortuna y sabran ahorrar siempre.

R

+ Elzoo es, segtin los animales que tenga, una z seguida
de mds 0 menos ceros: z00000000......

» La B es la conjuncién del nimero 13. Soler y Pérez
(Guatemala).

o Cruzaba las piernas en nimero 4. S. Abravel.

+ LaZesel7 que oye misa. Jacinto Miquelarena.

También se encuentran referencias a los nimeros romanos:

« Los numeros romanos van siempre a caballo. .

+ Los que fechan cualquier cosa con niimeros romanos

~-MCMXXXV- son unos MMMEMOS. o

» Los niimeros romanos exigfan inscripciones triunfales.

Veamos las referencias a operaciones aritméticas basicas:

En suma lo que vale es la suma.

Primavera = rosa + rosa + rosa + rosa.

0 + 0 = beso.

Después de todo, las Mil y una noches duran unos dos
afos y pico, y a los nifios se les entretiene con cuentos
mas tiempo aun.

Cuando la bella mano femenina nos ofrece aztcar y su
duena nos pregunta: ;Dos o tres?, nosotros contestaria-
mos: jLos cinco!

Cuando en la guerra oimos hablar de divisiones, se nos
presentan los soldados en forma de esa operacidn arit-
mética, y el cociente final depende de cémo fueron
divididas las divisiones. jAtroz cuando no dan sino
0000!

Caballo: multiplicacién de las venas de la cara por la
intensidad de los ojos.

Hay un modo de fruncir la frente en el que va preocu-
pado por una cantidad, que se ve cémo va sumando in
mente y las cejas son las rayitas entre los sumandos y
el resultado.

Los ntimeros son los mejores equilibristas del mundo:
se suben unos encima de otros y no se caen.

En la tormenta se ve al Profesor Supremo escribiendo
y borrando célculos eléctricos en la pizarra del cielo.
La memoria es tan perfecta que tiene un cajoncito
para las cuentas olvidadas.

Al mirar el encendido recuadro de las maquinas regis-
tradoras esperamos ver cantidades fabulosas. Siempre
sobran ceros, como si hubiésemos comprado la tienda.

Elevador de trigo: el pan elevado al cubo.

Los chinos escriben las letras de arriba abajo como si
después fueran a sumar lo escrito.

Era tan ostentoso, que ponia dos sellos de cinco en vez
de uno de diez.



Relojero exacto: A este reloj le falta un segundo cada
trece minutos.

Sébado: tres copas + una botella = un cadaver de sefior
calvo y dos préfugos.

:Qué es eso de elevado al cubo cuando el cubo suele
estar siempre abajo?

Al reloj parado le queda el orgullo de que dos veces al
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El puente estd hecho de XXX que son las incégnitas de
si se caerd o no al pasar el tren.

Vitamina: férmulas matemadticas tomadas por la boca.
Alver el anuncio de 6 vueltas en el aparato de feria nos
ha parecido que la vida no es més que eso, Equis vuel-
tas.

dia sefiala la hora que es. Vamos a ver la parte geométrica, que légicamente es bastante

« La M siempre se sentird superior a la N. (Relacion de mads extensa. En ella podemos encontrar referencias a lineas
orden). de diverso tipo:
También podemos encontrar fracciones y tantos por ciento: + Al calvo el peine le sirve para hacerse cosquillas para-
lelas.

Los que beben pegados al mostrador del bar resultan
divididos por el mismo comtn denominador.

A la media botella de vino siempre le faltard la otra
mitad.

El que va a dar una limosna y después no la da, es un
ahorrativo cien por cien.

Hay un treinta por ciento de caracoles que se vengan
de nosotros no estando en su cascara cuando los bus-
camos en el guiso.

El bufén queria ser tragico y cémico al mismo tiempo, y
por eso se vestia la mitad de un color y la mitad de otro.
Esta es una época en el que el 100 por 100 tiene un par
de ceros mas.

Un busto en una hornacina es s6lo un cuarto de
inmortalidad.

Medio mundo vive de ponerle inyecciones al otro
medio.

En la parte de medida, se encuentran unidades de medida
muy diferentes:

La serpiente mide el bosque para saber cuantos metros
tiene y decirselo al dngel de las estadisticas.

Hay unos tozudos de la excursién a los que les basta
colocarse en la cabeza un panuelo con cuatro nudos
para hacer veinte kilémetros bajo el sol.

Longevidad es tener longaniza para ir tirando pasados
los setenta afos.

El grillo mide por milimetros la noche.

Elefante: miembro de la sociedad de los seiscientos
kilos.

La verdadera perpendicular es la mirada que el del
palco ntimero 4 echa sobre el escote de la del palco
principal ndmero 4.

Dios hizo el horizonte perfectamente horizontal, sin
necesitar nivel de aire ni nivel de agua.

No dard el mismo resultado una mujer de rayas hori-
zontales que una de rayas verticales.

La linea recta no es igual para todos: la del ladrén, por
ejemplo, es la que va desde su mirada a la caja de cau-
dales.

El que mejor traza una perpendicular es el que se tira
del balcén a la calle.

El hombre pendiente de la raya del pantaldn, rectilinea
y perfecta, es un gedmetra con mucho ojo que estd dis-
parando siempre la plomada de su mirada para ver si va
bien o mal planchada la linea capital de su existencia.

CA

En la parte de Algebra encontramos pocas referencias (como + Delalinea curva..., mejor es callar la definicion.
era de esperar) y la mayoria de las veces respecto a férmulas o + Era un nifno tan sensible que cuando le preguntaba el
jugando con la incégnita x: profesor qué era una curva se ruborizaba.
+ Los tornillos son clavos peinados con la raya al medio.
» ;Por qué la x que mas grabada esta en nosotros es la de

los fémures cruzados? Porque esa es la x mas verdade- Otro tema recurrente es el de los dngulos:
ra del misterio.
+ Los amantes enlazados por la cintura componen la + Hay horas geométricas y rectilineas que marcan el

incégnita x del amor. angulo de la rectitud.
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+ Laraya, con su cuerpo aplastado y romboidal y su cola
larga, es el pez cometa del mar.

s

La hara
v2cellines.

7 R,
La circunferencia y el circulo, asi como otras curvas, también
+ Abrazo pasional: suma de los angulos de cuatro brazos. aparecen bastante:
+ Angulo recto: el que hace al doblar la esquina el que
persigue a una mujer. » Las calvas son medias circunferencias.
+ Cuando al irnos a levantar nos incorporamos en la + Hay un momento en que el reloj prepara el compas
cama hacemos el dngulo capitular del dia. para trazar su circunferencia.

Los poligonos también tienen cabida en las greguerias:

+ El tridngulo escaleno lo vemos con escalerilla propia
para subir al vértice.

+ Elracimo es un tridngulo pletérico y juguetén.

» Malo cuando el escote en dngulo se vuelve triangulo
con la cinta negra al cuello.

» La guillotina es el tridngulo fatal.

+ Siempre resultard misterioso y medio tefiido con tinta
el hombre cuya barba y cuyo bigote componen un

triangulo.

: + La elipse es la curva que describe el panecillo que tira

uno de los comensales a otro, en la cena fraternal.

\ » Elovalo es el circulo que adelgazé.
P~ o El ruedo taurino es una circunferencia en la que el
O g punto central, que es el torero, tiene derecho a despla-
zarse sin dejar de ser el centro del especticulo.
+ Solo la iluminada ventana oval de la buhardilla del
v 7 palacio parece ser feliz.

+ Con un circulo, un tupé, dos efies y una zeta sale el

clown maés sintético.

+ El tridngulo es el mondéculo de Jehova.
+ El que pone los puntos sobre las ies estd en el trapecio
de la puntuacién.

AT

R

« Ese semicirculo que hacemos sobre la arena del jardin,
con nuestro bastén, mientras estamos sentados, es la
' & justa medida de nuestro nicho.



+ Dos especies diametralmente opuestas: viajeros de
maletas blandas y viajeros de maletas duras.

+ Hay dos tipos diametralmente opuestos: los que piden
sopa siempre y los que no la toman nunca.

» Una media circunferencia es el ocaso geométrico.

Es curioso que incluso aparecen férmulas relacionadas con
los anteriores.

« v es también la férmula del grillo.
o Al revés, R.IP. resulta la formula matematica de la
inmortalidad: PLR.

He encontrado dos curiosas referencias a la cuadratura del
circulo, una de Ramdn y otra de un seguidor:

+ Ese marco que se ponen los drabes sobre el turbante es
la cuadratura del craneo.

« Eltricornio de la Guardia Civil parece un intento plas-
tico de resolver la cuadratura del circulo. Seral y Casas.

También se encuentran elementos de tres dimensiones.

« El que dice paralelepipedo parece tartamudo.

» Paralelepipedo es como queda el atropellado por todos
los corredores de una carrera de bicicletas.

+ Lo que mas sorprende del tetraedro es que no tenga
tres lados, sino cuatro. {Hay palabras enganosas!

+ En la llama de un fésforo estd la gran pirdmide del
fuego.

« Las pirdmides tienen la forma que tienen porque fue-
ron hechas a base de no caerse nunca.

» Las pirdmides son los tupés del desierto.

+ Las pirdmides son las jorobas del desierto.

+ Aquel trio o tridngulo era un tetraedro por lo opulen-
ta que era ella.

+ Enlos cubos de piedra de los viejos puentes se refugia
el tesoro de los siglos.

+ El obelisco es como una pirdmide que hubiese enfla-
quecido.

» La mayor ingenuidad del novel circulo literario es el
nombramiento de tesorero.

A veces hay temas matematicos que subyacen detras de las
greguerias. Por ejemplo los conceptos de simetria o giro apa-
recen en las siguientes:
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+ La W esla M haciendo la plancha.

+ Laqeslap que vuelve del paseo.

+ En la noche de los vagones solitarios vamos con dos
mujeres: la nuestra y la que se refleja en el cristal.

+ Lo mas dificil que hace un jinete es sostenerse en la
imagen de su caballo reflejada en el agua.

» Cuando gira el espejo del armario gira el mundo con él.

Sélo he conseguido encontrar tres referencias a matematicos
y no precisamente de Pitdgoras como podria suponerse, y
ademas no relacionadas con las matematicas.

+ Conflicto de Arquimedes: no saber déonde echar el
mucho hielo que nos han metido en el vaso.

+ El nuevo Arquimedes dice: Dadme un calzador y pon-
dré los zapatos al mundo.

o Descartes: el que se descarté de muchas ideas para
quedarse s6lo con las buenas.

Y para acabar una referencia al crecimiento y decrecimiento y
otra al orden de factores:

+ Sila tos estd formada en espiral ascendente nos salva-
remos, pero si es descendiente la cosa empeorara.

+ Los que matan a una mujer y después se suicidan
debian variar el sistema: suicidarse antes y matarla
después.

Coémo aprovechar este material

Después de la amplia seleccion de frases ingeniosas, quiero
indicar algunos aspectos en que se puede aprovechar toda
esta informacion en el mundo educativo.

En primer lugar esta el aspecto divulgativo. Somos firmes cre-
yentes en que estamos obligados a hacer ver a nuestros alum-
nos que las matemadticas son consustanciales con el mundo
que nos rodea, que podemos encontrarlas en cualquier lugar
y no solo restringidas a la pizarra y el libro de texto. Por ello,
frases divertidas como las vistas pueden y deben ser incluidas
en las paginas web de los centros (que en muchos casos han
sustituido a las antiguas revistas editadas en los institutos y
colegios). También pueden utilizarse para rellenar tablones
culturales que existen en muchos centros para divulgar las
matematicas y otras disciplinas.

En muchas provincias, y también en muchos centros educati-
vos, se celebran concursos de fotografia y matematicas, de los
que posteriormente se saca buen rendimiento educativo?. Ya
hemos comentado que muchas de las greguerias tienen una
clara idea visual asociada, por ello puede ser muy interesante
que los alumnos creen fotografias matematicas basadas en
ellas. Basta hacer que seleccionen las que mas les atraigan y
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un dia, gracias a las maquinas digitales, dedicar una sesién a
crear imagenes que las representen. Mi experiencia en los
concursos de fotografias e imagenes matemadticas me confir-
ma que los alumnos suelen ser tremendamente imaginativos a
la hora de plasmar sus ideas.

Las greguerias no dejan de ser literatura y por ello pueden
aprovecharse para aquellos centros (como el mio) que estan
inmersos en planes de lectura. En mi instituto todos los
departamentos hemos entregado una lista de libros de litera-
tura relacionados con nuestra materia y se han comprado para
que los alumnos lo lean en el centro. La obra de Gémez de la
Serna es tan atractiva que es interesante que vean que en ella
aparece también la matematica cotidiana.

Otro aspecto es el puramente educativo y en este caso tene-
mos la ventaja de poder realizar actividades interdisciplinares
con otros departamentos. Hace afios me comentaba una pro-
fesora de Lengua que ellos utilizaban las greguerias como un
material motivante y atractivo para estudiar las figuras retdri-
cas. Otra posibilidad es seleccionar, para trabajar esos temas,
aquellas frases que tengan contenido matemdtico. En el
Anexo se puede encontrar una de las actividades que hemos
realizado este tltimo afio entre los departamentos de Lengua
y Matemdticas.

Desde el punto de vista matematico, como se puede ver en la
actividad, es atractivo para los alumnos el crear ellos mismos
greguerias. Légicamente, los conceptos que vuelcan en sus
invenciones estan profundamente aprendidos. Como ejemplo
afiado algunas de las greguerias que han inventado mis alum-
nos en este tltimo curso.

+ El 8 es gordito y cabezén.

« El7 esun perchero.

+ El nimero 0 es un roscén de reyes (la actividad se rea-
liz6 en las vacaciones de Navidad).

+ El9es el nimero globo.

« El 0 siempre estd bostezando.

+ El3esunacE al revés.

+ El4 esunasilla al revés.

Pueden ayudarnos estas frases para saber si nuestros alumnos
tienen captados determinados contenidos. La idea es explici-
tar qué concepto matemdtico aparece en las frases selecciona-
das. Por ejemplo, si saben distinguir que la simetria que apa-
rece en las dos siguientes greguerias una vez tiene un plano de
simetria horizontal y otro vertical.

+ La W esla M haciendo la plancha.
+ Laqeslap que vuelve del paseo.

En algunas de las greguerias aparecen errores matemadticos,
algo que siempre se le puede pasar a una persona no experta

en la materia. Los alumnos dominan el tema si saben recono-
cer esos errores y redactar la greguerfa correctamente. Para
mi significé una desagradable sorpresa cuando al plantear el
error que aparece en la gregueria: Lo que mds sorprende del
tetraedro es que no tenga tres lados, sino cuatro. {Hay palabras
engariosas! la mayoria de los alumnos de 4° de ESO que res-
pondio, dijo que el error estaba en que el tetraedro si tiene tres
lados. Lo que me confirmé que esos alumnos no tenian claro
el concepto de tetraedro.

Para terminar

La idea que me ha llevado a escribir este articulo era presentar
un género literario muy especial, en el que se puede encontrar
matematicas y que puede ser interesante, tanto para nuestros
alumnos como para cualquier persona en general.

El fin dltimo que debe guiarnos siempre es que nuestros
alumnos no caigan en el convencimiento de que la matemati-
ca es algo estanco, que no tiene relacién con nada mas. Creo
que presentar este tipo de relaciones sirve, por un lado para
divulgar la matematica como una ciencia no necesariamente
abstracta, y por otro lado, para relacionarla con el mundo que
nos rodea. Si hablaran con mi mujer, verfan cémo les diria
que, segin sus conocimientos, las matematicas son algo
absurdo que sdlo servian para hacer tremendos castillitos o
esa estupida teoria de conjuntos, que nunca sirvié para nada.
Lo curioso es que ella era muy buena estudiante y sacé muy
buenas notas incluso en Fisica, pero no en Matematicas, que
se las habian hecho aborrecer. ;Vamos a permitir que nues-
tros alumnos se aburran con esta maravillosa herramienta
para conocer el mundo? Es obligacién nuestra hacer que
nuestros alumnos se sientan atraidos con nuestro producto,
las Matematicas, y si a ello se une la literatura, mejor que
mejor.

Espero que hayan disfrutado ustedes del genio de Ramoén
Gomez de la Serna, si es asi no se lo callen.

Anexo

Greguerias
El escritor Ramén Gémez de la Serna (Madrid 1888, Buenos
Aires 1963) fue el creador de las greguerias, frases en las que
con humor se mezcla el absurdo con elementos de la vida
cotidiana. A continuacién vas a trabajar con una serie de
estas frases.

Realiza un andlisis sintdctico e indica qué figura retdrica
(metaforas, hipérboles, similes, elipsis, etc...) aparece en las
siguientes greguerias.



+ El4 tiene la nariz griega.

« La Luna ilumina la cifra del almanaque de los cisnes.

+ Elevador de trigo: el pan elevado al cubo.

+ El 8 tumbado parecen las gafas de mi hermana.

« Era tan ostentoso, que ponia dos sellos de cinco en vez
de uno de diez.

+ Hay un treinta por ciento de caracoles que se vengan
de nosotros no estando en su cdscara cuando los bus-
camos en el guiso.

o ;Qué es eso de elevado al cubo cuando el cubo suele
estar siempre abajo?.

+ Delalinea curva..., mejor es callar la definicién.

Entre las frases anteriores has visto relacionar algunos nime-
ros con elementos cotidianos. Lee las siguientes y después
intenta escribir una frase para buscar un simil entre algin
numero y algin objeto de la vida real.

+ El5 es el numero que baila.

» EI6 es el nimero langostino.

+ El 11 son los dos hermanos que van al colegio.
»  4444: nimeros haciendo flexiones gimnasticas.

Indica los elementos matemadticos a los que se hace referencia
en las siguientes greguerias y describelos:

+ Al calvo el peine le sirve para hacerse cosquillas para-
lelas.

R

+ Angulo recto: el que hace al doblar la esquina el que
persigue a una mujer.
» Una media circunferencia es el ocaso geométrico.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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+ Los numeros son los mejores equilibristas del mundo:
se suben unos encima de otros y no se caen.

+ El tridngulo escaleno lo vemos con escalerilla propia
para subir al vértice.

Explica qué sentido matematico tienen las siguientes frases:

+ Después de todo, las Mil y una noches duran unos dos
afos y pico, y a los nifios se les entretiene con cuentos
mas tiempo aun.

+ La W esla M haciendo la plancha.

En las siguientes greguerias hay errores matematicos, indica
cudles son:

+ Lo que mds sorprende del tetraedro es que no tenga
tres lados, sino cuatro. {Hay palabras engafosas!

+ Cuando en la guerra oimos hablar de divisiones, se nos
presentan los soldados en forma de esa operacidn arit-
mética, y el cociente final depende de cémo fueron
divididas las divisiones. jAtroz cuando no dan sino
0000!

CE A~
£

NOTAS

1 Sobre el tema de la poesia y matemdticas se puede consultar el
articulo publicado por José Muiioz, Carmen Castro y M* Victoria
Ponza en la revista SUMA, n.° 22 de junio de 1996 de titulo
;Pueden las matemdticas rimar?

2 Se puede consultar el articulo Aprovechamiento diddctico de la
actividad Fotografia y Matemadticas, publicado en la revista
SUMA, n.° 31, Junio 1999, escrito por Antonio Ferndndez-Alise-
da, José Muiioz y Agueda Porras.

GOMEZ DE LA SERNA, R. (1962): Total de greguerias. Aguilar,
Madrid. 22 edicién.

GOMEZ DE LA SERNA, R. (2003): “Greguerias’, El Pais, Coleccién
Clasicos del Siglo XX, n.° 15, Madrid.

En Internet

En la red de redes pueden encontrarse muchas referencias a
Ramon o a sus creaciones, aunque las relacionadas con las mate-
madticas son escasas.

Una buena seleccién de greguerias (no mateméticas) agrupadas
por materias puede encontrarse en:

http://www.geocities.com/greguerias/

Para consultar sobre la vida y obra de Ramén Gémez de la Serna
una buena pégina es:

http://www.ramongomezdelaserna.net/

Hay otra pégina donde aparecen algunas frases ingeniosas de
diferentes personajes a quien el autor de la pagina llama gregue-
ristas (Woody Allen, Groucho Marx, Oscar Wilde,...):

http://usuarios.lycos.es/valdelacasa/greguerias.htm
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Secretario General

la de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM), en la reu-
2007, ha decidido convocar la Secretaria General de la Federacién

General cualquier socia o socio de una Sociedad Federada, con dos
La solicitud, dirigida al Presidente de la FESPM, deberd ir acompa-

i6n de socio activo de una Sociedad Federada y su antigiiedad.
folios, a doble espacio y por una cara, en la que exponga su posible
Secretaria General

e la FESPM, son funciones de la Secretaria General:

actividades de la FESPM.

o aquellas iniciativas que redunden en beneficio de la Educacion
n de estudios y trabajos que hayan sido aprobados por los mismos.
des de la FESPM para su aprobacion por la Junta de Gobierno, de

te ante la Junta de Gobierno.

dades de la FESPM.

ion Ejecutiva y en la Junta de Gobierno custodiando sus actas.
on el visto bueno de la Presidencia.

con sus correspondientes registros de entrada y salida.

ro cuantos certificados emita la FESPM.

sanos de gobierno de la Federacion.

iera de las formas siguientes, teniendo en cuenta los plazos que en

> 2007, dirigida a:
de la FESPM

bre de 2007. En tal caso el mensaje se dirigira a:

ecretaria o Secretario General de la Federacién entre los candidatos
07.
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una oportunidad para calcular integrales

l tiempo es una magnitud fascinante. Parece que avanza
inexorablemente, sin parar, siempre hacia delante. No pode-
mos recorrerla hacia atras pero nuestra memoria nos dice que
hubo un pasado.

Decia Kant! que el tiempo se construye por un proceso itera-
tivo de adicién de instantes. Este proceso constructivo, por el
cual como seres cognoscentes creamos el tiempo, lo equipara
al espacio y lo convierte junto a €l en objeto de la Matematica.

Esta concepcion del tiempo es la que perdura en la ciencia y
permite que se pueda trabajar con €l como variable indepen-
diente de los procesos fisicos. Y es también la que permite
medir intervalos de tiempo mediante la construccion de
relojes.

Un reloj asocia intervalos de tiempo a determinados fenéme-
nos que se producen con regularidad. Asi los intervalos de
tiempo son asociados en un reloj de sol a intervalos entre
sombras. En un reloj mecédnico a arcos de circunferencia
recorridos por las agujas. En un reloj atémico a vibraciones.
En una clepsidra es la salida o entrada de agua en un reci-
piente la que permite medir el tiempo.

La actividad que se propone como practica para el calculo
integral en 2° de Bachillerato se basa en el estudio del com-
portamiento de los relojes de agua o clepsidras cuando pre-
sentan diferentes formas.

Metodologia y nivel de aplicaciéon

Segin Real decreto 117/2004, de 23 de enero, por el que se
desarrolla la ordenacién y se establece el curriculo del
Bachillerato?, uno de los objetivos concretos del drea de
Matematicas es:

Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacién
cientifica y los métodos propios de las matematicas (plan-
tear problemas, formular y contrastar hipétesis, planificar,
manipular y experimentar) para realizar investigaciones y
explorar situaciones y fenémenos nuevos.

Por tanto, la actividad se plantea como una investigacién
guiada, en la que el alumno pueda libremente planificar y des-
arrollar ciertas partes del trabajo.

El hecho de escoger una investigacion en torno a un objeto de
uso cotidiano en la antigiiedad, permite evitar la separacién
entre la mera adquisicion de destrezas en el célculo y la reso-
lucién de problemas relativos a fenémenos fisicos y naturales
y también cumplir con otro de los objetivos:

Elena Thibaut Tadeo
IES Comarcal Rocafort-Burjassot-Godella
Burjassot. Valencia
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Aplicar sus conocimientos matemadticos a situaciones
diversas, utilizdndolas en la interpretacién de las ciencias y
en las actividades cotidianas.

La investigacion deberd ser guiada con el fin de que el alum-
no no se encuentre desorientado. Por tanto para la investiga-
cién se le proporcionaran herramientas —también las relacio-
nadas con las nuevas tecnologias— y métodos que le permitan
llevarla a cabo. Con ello, los objetivos del drea de Matematicas
que se persiguen son los siguientes:

Desarrollar métodos que contribuyan a adquirir habitos de

trabajo, curiosidad, creatividad, interés y confianza en si

mismos para investigar y resolver situaciones problemati-
cas nuevas y desconocidas.

El nivel en el que se puede poner en prictica esta actividad es
de 2° de Bachillerato, tanto en la modalidad de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud y de Tecnologia como en la modali-
dad de Matemdticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. Los
contenidos que se trabajan en dicha actividad se encuentran
entre los que especifica el Real decreto 117/2004 para estos
niveles:

« Primitiva de una funcién. Propiedades elementales.

+ Cdlculo de integrales indefinidas inmediatas, por cam-
bio de variable o por otros métodos sencillos.

» Integrales definidas. Teorema fundamental del célculo
integral. Regla de Barrow. Célculo de dreas de regiones
planas.

» Utilizacién de los distintos recursos tecnolégicos (cal-
culadoras cientificas y graficas, programas informati-
cos, etc.) como apoyo en el andlisis grafico y algebrai-
co de las propiedades, globales y puntuales, de las fun-
ciones y en los procedimientos de integracion.

Ademas de estos contenidos concretos, implicitamente tam-
bién se trabajan las funciones y sus propiedades, utilizando
para ello un programa de representacién de gréficas sencillo.
Se pueden asi aplicar los criterios de evaluacion:

» Utilizar el concepto y célculo de limites y derivadas
para analizar, cualitativa y cuantitativamente, las pro-
piedades globales y locales (dominio, recorrido, conti-
nuidad, simetrias, periodicidad, puntos de corte, asin-
totas, intervalos de crecimiento) de una funcién expre-
sada de forma explicita, representarla gréficamente y
extraer la informacién préactica en una situacion de
resolucion de problemas relacionados con fenémenos
naturales.

+ Aplicar el célculo de limites, derivadas e integrales al
estudio de fenémenos geométricos, naturales y tecno-
légicos, asi como la resolucién de problemas de opti-
mizacién y medida de areas de regiones limitadas por
rectas y curvas sencillas que sean facilmente represen-
tables.

Planteamiento

La actividad comienza mediante una breve busqueda de
informacion en torno al tema de la medida del tiempo.

¢Cudntos tipos de relojes conoces? ;Cudles se usaban en la
antigiiedad? ;Se puede medir el tiempo absoluto?...

Para contestar estas preguntas y otras que puedan surgirle al
alumno se puede recurrir a Internet para extraer informacion.
En la bibliografia se pueden consultar varias referencias de
utilidad. La sesién se puede desarrollar, pues, en el aula de
informatica.

Uno de los tipos de relojes empleados en la antigiiedad eran
las clepsidras o relojes de agua. Estos relojes, en su version
mas sencilla, consistian en recipientes que se llenaban o vacia-
ban de agua, empleando siempre el mismo tiempo. Se puede
encontrar informacién sobre ellas en la pdagina web
Clepsidress, en la que también hay una propuesta para cons-
truir una.

Las cuestiones que dan comienzo a la investigacion son las
siguientes:

;Determina la geometria del recipiente el tiempo de

llenado o de vaciado?
¢Se comportard igual si se llena que si se vacia?

En actividades para el dibujo de gréficas, el uso de recipientes
que se llenan a caudal constante es una forma conocida de
introducir el andlisis de funciones. Un ejemplo reciente se
tiene en la pagina web Liéname+.

Las posibles respuestas a la pregunta anterior requieren deli-
mitar el problema. Lo mds inmediato es pensar que un reci-
piente se llena con un caudal constante (un grifo abierto).
Aunque esto no tiene porque ser asi, es conveniente orientar
la investigacion hacia esta posibilidad para no complicar en
exceso los célculos.

Sin embargo, para el vaciado de un recipiente la presién del
agua hace que el caudal de salida varie con el tiempo. El nivel
que va alcanzando el agua modifica la velocidad de salida.

Si se define la velocidad de llenado o vaciado como la varia-
cién de nivel respecto al tiempo del agua del recipiente, es
facil deducir que en el primer caso serd proporcional al cau-
dal vertido e inversamente proporcional al drea de la superfi-
cie del agua.

De manera sencilla se puede expresar:



dh-A=Caudal - dt

Pero si no se dispone de una fuente de caudal de agua cons-
tante, lo mas comodo es llenar un recipiente y esperar a que
se vacie por un orificio realizado en su base. En este caso se
deben tener en cuenta la ecuacién de continuidad y la de
Bernouillis.

La ecuacion de Bernouilli
expresa la ley de conservacion
de la energia para un

fluido no viscoso.

En nuestro caso, la ecuacion de continuidad nos dice que el
flujo de agua en cualquier seccion del recipiente ha de ser el
mismo, es decir, que el caudal que atraviesa cada seccién ha
de mantenerse constante:

A-v=cte
Siendo v la velocidad del agua y A el drea de la seccién.
La ecuacién de Bernouilli expresa la ley de conservacién de la

energia para un fluido no viscoso. En el caso del agua la ecua-
cién serifa:

1
P+gh+§v2 = cte
Siendo P la presién que soporta el agua, # el nivel del agua, g
la aceleracion de la gravedad y v la velocidad del agua.
Aplicando esta ecuacién a ambas posiciones de la clepsidra,

interior y agujero en la base, se obtiene una ecuacién para
determinar el nivel de agua en funcién del tiempoé:
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A >>> A,

dh
_ﬁ‘% = \/EAzdt

Ay

Bajo estas condiciones, se puede asegurar que no necesaria-
mente empleard el mismo tiempo un recipiente en llenarse
que en vaciarse, y lo que es mds importante, que no lo hard de
igual manera. Lo que si estd claro es que la forma del reci-
piente condicionara el valor del area de la superficie del agua
en cada momento, por lo que la geometria de la clepsidra si
determina como serd la variacién del nivel del agua respecto
del tiempo.

Desarrollo: 1° etapa

Las ecuaciones anteriores permiten conocer a qué ritmo se lle-
nard o vaciard un recipiente de una forma determinada. Con
solo realizar una integral podremos conocer la funcién que
muestre la dependencia del nivel del agua respecto al tiempo.

;Cbémo orientar al alumno en la bsqueda de esas funciones?
Si una clepsidra ha de ser un objeto cotidiano, facil y sencillo
de utilizar, parece conveniente que se busque aquel recipiente
que se llene o vacie variando su nivel a intervalos constantes
con el tiempo. De esta forma se podrd medir el tiempo esta-
bleciendo una relacién directamente proporcional entre inter-
valos espaciales y temporales. Bastard con colocar una regla
graduada en el centro del recipiente: cada centimetro que varie
su nivel se corresponderd con un mismo intervalo de tiempo.

Si a los recipientes que cumplen estos requisitos se les consi-
dera perfectos, la pregunta serfa:

:Qué forma tiene el recipiente perfecto?

Para que los alumnos pongan en practica los contenidos refe-
rentes al calculo integral correspondiente a su nivel, se debe-
ra tomar como hipétesis que los recipientes son superficies de
revolucion. Se puede justificar esta particularizacién hacien-
do referencia al uso del torno en alfareria, que hace plausible
la fabricacién de recipientes de estas caracteristicas.
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Con este supuesto, la superficie del agua dentro del recipiente
es un circulo, cuya drea se puede expresar en funcion del radio.
Y ademds, el contorno del recipiente se puede expresar
mediante una funcién que relacione el nivel con una coorde-
nada horizontal. Escogiendo los ejes adecuados, el radio de la
superficie coincide con el valor de esta coordenada horizontal.

h=f(x)

Recipiente que se llena a caudal constante:
dh-m-[ f ()] =Caudal - dt

Recipiente que se vacia por un orificio pequeno:

- [ 0] = EgAds

Es importante ir delimitando el problema con el alumno para
evitar que se disperse y se pierda. La dindmica de grupos con
participacion activa es una forma de trabajo adecuada en esta
primera etapa del desarrollo de la investigaciéon mds concep-
tual. Es conveniente realizar tablas de posibilidades que se
iran restringiendo para permitir sacar conclusiones. Estas dos
tablas sirven como ejemplo orientativo para ilustrar el proce-
so, aunque dependerd en dltima instancia de las propuestas de
los alumnos:

Sin simetria alguna

No podemos saber la relacién entre el
nivel y la coordenada horizontal (o resulta
muy complicado para este nivel)

Dos ejes

P

Dificultad para calcular el drea de la
superficie

Con simetrias respecto a ejes verticales

Un eje

e

Dificultad para calcular el area de la
superficie

De revolucion

Facilita el célculo del drea de la superficie

i
=
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Las integrales son sencillas. Se
Funciones potenciales y=x2 obtienen recipientes al hacer las
funciones.
\ 1 Dificil de integrar.
Funciones trigonométricas y =senx . . TG Dificultad para ver la forma del
. recipiente.
1 Dificil de integrar.
Funciones exponenciales y=2% ] Dificultad para ver la forma del
- recipiente.
Desarrollo: 2* Etapa
En esta etapa se trata de averiguar qué forma tendra ese reci- h= Caudal ¢

piente perfecto, con los supuestos anteriores.

Al igual que en la etapa anterior es importante sistematizar el
trabajo, no perdiendo de vista los objetivos conceptuales pro-
puestos por el curriculum. Por tanto, un método aconsejable
es el de prueba y error. El alumno puede elaborar una tabla
con las integrales que va a tener que realizar. Comenzando
con funciones potenciales aseguramos que el alumno podra
realizar los cdlculos sin problemas.

Si se comienza por el recipiente que tiene como contorno una
recta vertical, es decir, aquel de forma cilindrica, se encontra-
rd que para la clepsidra que se llena, este recipiente ya cumple
con los requisitos planteados’:

fA-dh=jCaudal~dt

A

Pero en el caso de un recipiente que se vacia, no ocurre lo
mismo. Para facilitar el célculo de las integrales se situard el
origen de coordenadas en el nivel del recipiente lleno:

_J'%.dhzj"\/@.Az.dt

La condicién requerida no se cumplird hasta utilizar el reci-
piente cuyo contorno sea de la forma s=x4.
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_J'W.dhzj'\/@.f‘z.dt
h:——\/%['A?t

Otro método que se utiliza es el de la generalizacion. Se puede
utilizar como funcién contorno una funcién que represente a
todas las potenciales, # = xn, y calcular la integral.
Imponiendo las condiciones requeridas sobre el resultado
final, se calcula el valor de n que las satisface. Este método
puede resultar complejo para los alumnos y requiere que se
especifique el rango de valores de n (#>0), con lo cual no sera
vélido para el caso de un recipiente que se llena. No obstante,
es una opcion que pueden escoger los alumnos.

_J.”.T};j'dhz,l.\/ﬁ'&'dt

h%—— 2n \/%Azt

4+n =«

d+n
2n

1

n=4
También se puede deducir la respuesta sin necesidad de reali-
zar integrales, utilizando métodos deductivos. En ese caso, el
alumno demostrara tener claro el concepto de derivada. Se
trata de considerar la variacién del nivel respecto del tiempo

y hacerla constante (relacién lineal entre nivel y tiempo).

En el caso de un recipiente que se llena:

@ _ Caudal
dt A

A; debera ser constante.

En el caso de un recipiente que se vacia:

dh h

X

T V224,
A <~h

§§I\?
I
S

Para visualizar la forma de los recipientes se puede utilizar un
programa de representacion de graficas. El Winplot de Peanut
Software es una opcions. Se puede descargar gratuitamente a
través de Internet, es sencillo de manejar y existe una version
en espanol.

Ampliacion

Las clepsidras son cronémetros de épocas antiguas. Como
objeto util hoy en dia, puede resultar dificil a nuestros alum-
nos encontrarles aplicacion. Sin embargo, el hecho de utilizar
funciones para determinar los fenémenos fisicos no ha deja-
do de estar vigente.

Actualmente la mayoria de los relojes son electrénicos. La
cuestion es:

¢Qué componentes electrénicos se asemejan a una

clepsidra en su comportamiento?

Esta pregunta estd especialmente orientada para aquellos
alumnos que cursen la modalidad de Tecnologia. Si una clep-



sidra funciona como un cronémetro es légico pensar en cir-
cuitos temporizadores.

El circuito integrado 555 en modo monoestable permite gene-
rar un pulso a la salida de duracién ajustable mediante una
resistencia y un condensador. Esto permite utilizarlo como
temporizador.

Un condensador actia como una pequeia bateria recargable
que se descarga cuando cesa de llegarle corriente. En este caso
el agua seria la corriente eléctrica, analogia utilizada para
ensenar las magnitudes eléctricas. Con condensadores se pue-
den construir temporizadores sencillos pero sobre los cuales
se tiene poco control del tiempo.

Continuando con la analogia, si queremos un componente
electrénico que varie el flujo de corriente, es decir, la intensi-
dad, al igual que lo hace la clepsidra que se vacia, se podria
pensar en un transistor. Mediante los transistores se puede
controlar el paso de corriente mediante una senal de baja
intensidad. Siguiendo con la analogia, esta sefial representaria
el caudal que sale por el agujero de la clepsidra, que esta rela-
cionado con su tamario. Al variar la tensién (el nivel del agua)
la corriente que pasa también variard. Y lo hara segin las cur-
vas caracteristicas de cada transistor:

Colector
Transistor [,
NPN llc
VCE
Base

Emisor

En la zona de conduccidn del transistor, la intensidad que pasa
aumenta linealmente con la intensidad de la base, al igual que
en las clepsidras, en las que un orificio mayor supone un cau-
dal también mayor.

En otros ambitos de la tecnologia también se pueden encon-
trar temporizadores hidrdulicos, que por el hecho de trabajar
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con agua guardan cierta similitud con una clepsidra. Las val-
vulas reguladoras de caudal unidas a depdsitos de presion
permiten retardar una determinada accion.

Conclusiones

Los trabajos de investigaciéon en el aula de Matemadticas
fomentan el uso del método cientifico, permiten la conexién
con otros ambitos del saber y afianzan la autoestima de los
alumnos al permitirles aprender por si mismos.

La propuesta de investigar el funcionamiento de los relojes es
una manera de desarrollar diversos contenidos del area de
Matematicas. En concreto, escoger las clepsidras como obje-
to de estudio en un nivel de 2° de Bachillerato hace posible
poner en practica los conocimientos que tienen los alumnos
sobre funciones y célculo integral, teniendo la posibilidad de
interpretar los resultados.

Nuestra necesidad constante de medir el tiempo hace que el
tema no carezca de actualidad, pudiendo ser conectado con
otras tecnologias como la electrénica y la hidraulica. Asi
mismo, su punto de partida hace que pueda relacionarse con
otras disciplinas, como el arte o la historia, permitiendo una
interaccién interdisciplinar.

Las opciones que se muestran en este articulo no son las tni-
cas. La investigacidn es abierta y por tanto el alumno intere-
sado tiene la posibilidad de plantearse otras preguntas y bus-
car otros caminos. Preguntarse por otro tipo de recipientes,
otro tipo de fluidos, realizar hipétesis sobre recipientes en
cascada... son algunas de las cuestiones que los alumnos pue-
den plantearse.
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Si bien no es facil construir una clepsidra cuya forma respon-
da a un contorno h=x* sise pueden encontrar recipientes
de plastico con los que practicar y tomar medidas para la ela-
boracién de graficas.

O bien se puede simular mediante un programa de ordenador
(Flash por ejemplo) el descenso del liquido segun las ecuacio-
nes calculadas.

Por ultimo senalar que, si bien el enfoque hacia niveles supe-
riores era necesario si se quiere incorporar el calculo integral,
existe la posibilidad de practicar con las clepsidras en los pri-
meros cursos de ESO, como introduccién a la dependencia
funcional®. W

NOTAS

1 DE LORENZO, J. (1992): Kant y la matemdtica, Ed. Tecnos,
Madrid, pp. 133-136.

2 http://www.um.es/infosecundaria/titulaciones/legislacion/curri-
culo.pdf

3 Clepsidres: http://usuarios.lycos.es/thibauttadeo/index.htm
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5 Considerando en todo momento flujos de agua no turbulentos en
estado estacionario.
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Joyas matematicas de una caja de musica

mecia el filésofo G. Santayana (1863-1952) que

si todas las artes aspiran a ser como la musica, todas las
ciencias aspiran a ser como las matemadticas.

Sea como fuere, la aspiracion de este articulo es aprovechar el
prieto mecanismo de una caja de mdsica para ver, escuchar e

interpretar matemdticas. Como experiencia didéctica, es una
actividad que podria llevarse a cabo, al menos en su mayor
parte, con alumos del dltimo curso de ESO.

Las cajas de musica, esos pequeios receptdculos que agasajan
nuestros oidos, tienen algo de entranable, algo de familiar que
puede ser aprovechado para captar la atencién de los mas
jovenes. Es probable que todos y cada uno de ellos hayan
escuchado alguna vez sus evocadoras notas metdlicas. Pero
seran bastantes menos, minoria minima, aquellos que hayan
desmontado y observado su mecanismo interior.

Es relativamente ficil, en la actualidad, encontrar este meca-
nismo vendiéndose por separado de su continente y, por lo
tanto, con la posibilidad de hacerlo funcionar a la vista, aun-
que en este caso, en las innegables ganancias visuales —y algu-
na otra de la que hablaremos al final- habremos perdido por
el camino dos elementos interesantes: el artilugio que le da
cuerda vy, por supuesto, la magia de abrir y cerrar una caja.
Empecemos pues por el principio. Abramos la caja y, en el
suave vaivén de su melodia, preguntémonos por las joyas
matemadticas que custodia.

Josep Lluis Pol i Llompart
1ES Josep Sureda i Blanes
Palma de Mallorca



SUMA 55
Junio 2007

La espiral de Arquimedes

El mecanismo que almacena la energia (poten-
cial eldstica) necesaria para producir el movi-
miento del tambor de la caja de mdsica es un
fleje metalico popularmente conocido como
cuerda de reloj. Por el hecho de tener seccién
constante, al dar toda la cuerda de la caja, justo
antes de comenzar la musica, el fleje describira
aproximadamente la llamada espiral de Arqui-
medes pues se encontrard totalmente enrolla-
da. Es decir, la distancia entre dos espiras cua-
lesquiera sera constante.

Esta espiral, que el mismo Arquimedes atribu-
ye —en su tratado Sobre las espirales— a su
contemporaneo Conon de Alejandria, puede
definirse de manera precisa como

el lugar geométrico de un punto del plano que, partiendo
del extremo de una semirrecta se mueve uniformemente
sobre ella, mientras que la semirrecta gira a su vez unifor-
memente alrededor de su extremo (Boyer, 1968).

Actividades

Demos a los alumnos un papel pautado en coordenadas pola-
res y preguntémosle como se ha distribuido el papel.
Hagamosle dibujar en él las dos o tres primeras revoluciones
de una espiral arquimediana y que reflexione: ;Cudntos datos
se necesitarian para que las espirales de todos los alumnos
fueran superponibles? ;Qué hay del sentido de giro? ;Qué
pasa con la orientacion de la linea espiral respecto del radio
vector a medida que nos alejamos del centro? ;A qué figura se
parecerd cada vez mas una revolucién completa al alejarnos
del centro? ;Donde podemos encontrar este tipo de espirales?
¢Es la concha de un caracol un espiral arquimediana?

El tornillo como engranaje

El hecho de que el mecanismo de una caja de musica deba ir
escondido obliga a éste a presentar un tamano reducido. Esto
implica que en el limitado recorrido de una revolucién com-
pleta de su pequeiio tambor musical, se ha de codificar la
totalidad de la melodia. Lo cual, a su vez, precisa de una rota-
cién suficientemente lenta y uniforme de aquél.

El enérgico tirén que generaria la cuerda de reloj es controla-
do y reducido por un sistema de engranajes que pasa habi-
tualmente por un tornillo. Este cumple con dos cometidos.
Por una parte, es el tipo de engranaje que proporciona la
maéxima relaciéon de giro, esto es, 7 a 1. En efecto, una revolu-
cion completa del tornillo sélo desplazara una de sus espiras
y, por ende, Gnicamente un diente de la rueda adyacente. Si
dicha rueda tiene # dientes, se necesitaran #z vueltas del torni-
llo para generar una sola revolucién en la rueda dentada. La
otra funcidn interesante es la de producir un cambio perpen-
dicular en la direccidn del eje de rotacion, efecto que resulta
muy atil a la hora de compactar el mecanismo (aunque este
efecto pueda lograrse también a partir de engranajes cénicos).

De alguna manera, podriamos decir que un tornillo puede
mirarse como la versién en geometria cilindrica de una espiral
arquimediana plana. En efecto, la curva que describe un torni-
llo podria definirse como el lugar geométrico de un punto del
espacio situado en el extremo de un segmento (p cte.) que gira
uniforme y perpendicularmente alrededor de un eje sobre el
cual se encuentra el otro extremo del segmento, mientras que
este dltimo extremo se desplaza a su vez uniformemente a lo
largo de dicho eje (dp/dz cte.). Es decir, que cada revolucién
aleja el punto de la posicién anterior una distancia constante.
Esta caracteristica es conocida como paso de un tornillo. La
curva generada, la hélice circular.



Actividades

Preguntemos a los alumnos por el tornillo
de Arquimedes. ;Qué es y para qué sirve?
Este podria ser el titulo de un pequeno tra-
bajo de investigacién. Trabajemos la mal
llamada escalera de caracol. Hagdmosles
pensar en la relacién entre el angulo ocu-
pado por un peldafio (que es lo mismo que
decir el numero de peldaios de una vuelta)
y la altura de éstos para que la escalera sea
transitable. En este punto es muy impor-
tante que los alumnos puedan visualizar la
estructura ocupando directamente alguna
escalera de este tipo que esté a su alcance o,
por ejemplo, construyendo un modelo con
algin material comtin como el corcho
blanco. Y ;qué decir del ADN?

La precision en la medida

La precisién en la medida suele ser una de
esas cenicientas del curriculum de matema-
ticas para secundaria: muy pocos la llevan al
baile. Pero como de musica se trata...

La pequeiniez del mecanismo que manejamos hace cobrar sen-
tido al término de precisién ya que nos hallamos en el limite
de uso de los instrumentos de medida cotidianos mas preci-
sos que manejan los alumnos. A saber: reglas milimetradas.
En efecto, el paso de los tornillos examinados o el grueso de
las pletinas sonoras se encuentran —en general— préximos al
milimetro. ;Qué pasa, entonces, cuando la longitud del obje-
to a medir es del orden de la unidad de medida? Se impone la
eleccién de entre —al menos— dos caminos.

El camino de la mejora instrumental podria emprenderse con
el uso de un calibrador Vernier o pie de rey, de presencia habi-
tual en los centros de secundaria. El estudio de las posibilida-
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des de este instrumento vale por si solo algunos articulos.
Basta resaltar aqui la idea del matematico portugués Pedro
Nunes (1502-1578) aplicada por el francés Pierre Vernier
(1584-1638) de dividir (7 - 1) unidades de la escala principal
en n partes sobre una segunda regla, llamada propiamente,
nonius. Asi las cosas, el nonius nos permite alcanzar una pre-
cisién de 1/n sobre la unidad original. Es bonito observar
como, para facilitar la lectura, al nimero de unidades dividi-
das (n - 1) se le puede afiadir un nimero entero de veces n
(divisiones del nonius) sin que esto altere el valor de la preci-
sion (suponiendo, claro estd, la regularidad en la medida a lo
largo de toda la escala principal).

La otra opcién de mejora consiste en la busqueda de una sola
medida sobre una determinada repeticién de aquello peque-
o que se quiere medir. Tenemos aqui, en realidad, una media
que, bajo la hipdtesis de valor constante para cada elemento,
nos ofrece una medida mas precisa. En el caso del mecanismo
musical, podemos aplicar este método para medir todas las
espiras del tornillo de una vez o el conjunto de las pletinas
sonoras, aunque en este caso, tendremos el interesante pro-
blema del grueso del corte entre pletina y pletina.

La longitud de las pletinas sonoras

Al mirar el peine de pletinas sonoras que el tambor va levan-
tando en una caja de musica, uno no puede menos que pensar
en la caja de resonancia de un piano de cola o en la silueta de
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un arpa. Pero se impone inmediatamente una diferencia: aqui
las pletinas tienen un corte de crecimiento marcadamente
lineal, mientras que en los demds instrumentos aparecen
atractivas y sinuosas curvas.

Realmente, este corte lineal de las pletinas estd en contradic-
cion con aquello que nos dice la fisica del sonido: en la afina-
cion actual, la frecuencia de cada nota se puede obtener de la
nota inmediatamente anterior mediante el factor 21/12. Y
como la frecuencia es inversamente proporcional a la longitud
del elemento sonoro (pletinas, cuerdas, tubos...), hemos de
concluir que la longitud de las pletinas deberia seguir también
una linea de corte exponencial. Otra vez, el factor limitador
del espacio en la caja de musica obliga a los constructores a
hacer trampa. Sabiendo que el crecimiento exponencial dis-
pararia la longitud de las pletinas que producen las notas mas
graves, se compensa este efecto aumentando el grosor de las
pletinas de manera conveniente. Basta girar el peine para
comprobarlo.

Actividades

Tal vez éste sea el momento de llevar a los alumnos a un aula
de musica y preguntar por algunos instrumentos (pianos,
arpas, xiléfonos o metal6fonos, guitarra...). ;Qué estrategias
siguen los constructores de pianos, de arpas, de metal6fonos,
para no tener que alargar el instrumento hasta lo inmaneja-
ble?;Nos hemos fijado en la curva que muestra una flauta de
Pan? En el caso de los instrumentos de cuerda, el juego con el
grosor y la tensidén permite jugar a los [uthiers. En el caso, por
ejemplo, de los xiléfonos o metal6fonos, el grueso de las pie-
zas hard el mismo efecto. ;Conocen los alumnos las famosas
xilografias de Pitdgoras estudiando los sonidos? ;Qué es eso
de la musica de las esferas?

La codificacion en el tambor

El mecanismo final que produce el sonido en una caja de
musica es, no por sencillo, menos ingenioso. Se trata de unas
pequenas puntas, convenientemente clavadas en la superficie
lateral del cilindro que, al girar, van levantando las pletinas
sonoras del peine metélico produciéndose, al liberarse éstas,
el sonido deseado. (Es el mismo caso de los mazos que en las
fraguas catalanas eran accionados por molinos de agua).
;Cbémo codificar entonces la melodia deseada en ese pequefio
tambor?

De entrada, cada nota tendra asignada su franja del tambor.
Nos encontramos ahora ante un sencillo problema de propor-
cionalidad y de maximo comun divisor. En general, la simpli-
cidad de las melodias codificadas reduce el problema a encon-
trar el intervalo de tiempo mas pequeno existente entre dos
notas consecutivas y calcular el nimero de esos intervalos que
contiene la cancioncilla completa. Dividamos entonces el
recorrido ttil de tambor que queramos usar entre ese nime-
ro y, finalmente, coloquemos las puntas en las bandas corres-
pondientes segtin sean las notas, y a la distancia de la linea ini-
cial que les toque segtn el tiempo de aparicion.



Actividades

La propuesta didéctica para este aparta-
do no puede ser otra que animar a los
alumnos a marcar su propia banda
sonora sobre un papel con melodias
muy sencillas, cortas y sin acompaiia-
miento. Es muy til, en este caso, dispo-
ner de un metrénomo que facilitara la
labor de reconocer los intervalos de
tiempo para los legos en musica. ;Cémo
escucharla? Algunos alumnos o alum-
nas capaces pueden interpretar tamana
partitura pertrechados con sus trabaja-
dos instrumentos. Tal vez, la aficién
binaria de alguno puede desembocar
también, facilmente, en una aplicacién
informatica que, después de introducir
ceros y unos en una tabla a modo de
tambor, haga realidad el sonido codifi-
cado.

Dime cémo suenas...

... y te diré de qué estds hecha. Decia-

mos al principio de este articulo, que disponer del mecanismo
sonoro de una caja de musica separado de su continente nos
privaba de algunas joyas matemadticas. Pero no es menos cier-
to que, en compensacién, nos ofrece otras. Dos de ellas, tal
vez las principales, son la resonancia y, en estrecha relacion, el
timbre.

Sorprende de entrada la intensidad sonora de este pequeno
mecanismo aislado: casi inaudible. Pero la sorpresa es mayus-
cula cuando es accionado, por ejemplo, sobre la superficie de
una mesa. Ahora todo el mundo puede escuchar la melodia.
Estamos ante una caja de resonancia. El efecto fisico de este
dispositivo es el de actuar como amplificador natural. Pero
ademads, la caja de resonancia aporta a la musica su propia
personalidad. En efecto, el resultado sonoro no serd el mismo
si hacemos sonar el mecanismo sobre una caja de madera que,
por ejemplo, sobre un cristal. Al hecho de que seamos capa-
ces de distinguir la misma nota producida por sistemas dife-
rentes lo llamamos timbre.

Para entender qué es el timbre hay que desmenuzar el con-
cepto simplificado de frecuencia de un sonido; porque cuan-
do decimos que el la de un diapasén estd vibrando con una
frecuencia de 440 Hz (oscilaciones por segundo), estamos
contando sélo parte de la verdad. En efecto, cabalgando sobre
la frecuencia fundamental, vibran otras frecuencias llamadas
armonicos. Para que estos armoénicos no desbaraten la fre-
cuencia fundamental, han de tener necesariamente una fre-
cuencia multiple entera de aquella. Y el conjunto de los armé-
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nicos y sus intensidades para las diferentes notas es algo asi
como la huella dactilar de los instrumentos.

Jean B. Joseph Fourier (1768-1830) vino a echarnos una mano
en este andlisis que, merecidamente y por eso mismo, lleva su
nombre. Fourier descubrié que cualquier funcién periédica
puede descomponerse en una suma de funciones seno y cose-
no, cada una de ellas multiplicada por un coeficiente caracte-
ristico. Esto es

NgE

f(x)=%+

(a,-cos(nwx)+ b, sen(nwx))

I
_

El primer término de la serie lo tenemos cuando n=1y recibe
el nombre de armdnico fundamental (@ es por tanto la pulsa-
ci6n fundamental). Los términos restantes se conocen como
arménicos (de orden 7).

Actividades
Propondremos aqui dos actividades complementarias para
realizar en clase. La primera consistird en abrir una hoja de
calculo para construir el grafico de una funcién periddica
siguiendo el modelo de Fourier. Supongamos que se nos ocu-
rre hacer:

flx) =% + sen(x) + cos(x)

para x entre 0y 20.
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Entonces obtendremos un grafico como el siguiente:

Afniadamos ahora el arménico de segundo grado y probemos
con:

flx) = % + sen(x) + cos(x) + sen(2x) + cos(2x)
también para x entre 0 y 20.

El grafico que obtenemos ahora tiene el siguiente aspecto:

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Es importante destacar que la pulsacién o frecuencia (y por
ende, la distancia entre dos picos iguales) no ha cambiado y
que, por tanto, este sonido daria la misma nota o tono que el
anterior aunque sonarfa diferente. Es la manera de visualizar
cémo, cuando un violin y un clarinete dan la misma nota, la
misma frecuencia fundamental, nuestro oido es capaz de dis-
tinguir sus sonidos porque reconoce en ellos armdnicos dife-
rentes. Los arménicos son entonces la huella digital del ins-
trumento y sus sonidos.

Cuando los alumnos ya han construido sus propias funciones
de Fourier, la manera mads agil de variar la contribucién de los
armonicos en la funcion se puede obtener desde el portal web
Eduteka con la aplicacién para Microsoft Excel Fourier 97.

La segunda propuesta, seguramente la mds interesante y com-
plementaria de la anterior, consistirfa en utilizar algin pro-
grama informatico que represente la funcién periédica de la
frecuencia de los sonidos que recibe a través de un micréfono.
De esta manera, el alumno comprobard cémo manteniendo
un mismo tono, el grafico de la funcién periddica correspon-
diente a su propia voz ird cambiando al cambiar, por ejemplo,
la vocal empleada. Podrd comprobar, entre otras cosas, como
el sonido de la vocal i es el que mds se aproxima a una funcién
periddica sinusoidal simple y que las demds vocales poseen un
conjunto de armonicos caracteristicos. (Existen diversos pro-
gramas en el mercado que ofrecen versiones de prueba gra-
tuitas y que son perfectas para este propdsito. En nuestro
caso, el programa utilizado ha sido el Waveshow de Paul K.
Warme.)

La serie de Fourier es hoy en dia una herramienta imprescin-
dible para el andlisis de resultados en numerosas aplicaciones,
desde la valoracién actstica de los instrumentos musicales
hasta el andlisis quimico y médico en aparatos como la reso-
nancia magnética nuclear. W

BEATO SIRVENT, J. (2003): “Sonidos, fracciones, medias, potencias
y funciones exponenciales’, SUMA 50, pp. 39-44.

BOYER, C. B. (1986): Historia de la matemdtica, Alianza Univer-
sidad Textos, Madrid.

PARRONDO, J. M. R. (2004): “Cuestidon de escala’, Investigacion y
Ciencia, abril, 2004, pp. 86-87.

RECUERDO LOPEZ, M. (1994): Ingenieria aciistica, Ed. Paraninfo
SA, Madrid.

En Internet:

http://www.eduteka.org/descargas/Fourier97 xls
http://www.eduteka.org/ExpresionMusical.php

http://members.aol.com/waveshow/



SUn

Junio 2007, pp. 55-60 Deduccion por induccion

No se puede negar que existe una analogia llamativa (de la
induccion matemdtica) con los procesos habituales de
induccién. Pero subsiste una diferencia esencial. La induccion,
aplicada a las ciencias fisicas, es siempre incierta, porque se
basa en la creencia en un orden general del universo, orden
que estd fuera de nosotros. La induccion matemadtica, esto es,
la demostracion por recurrencia, se impone al contrario
necesariamente, porque no es mds que la afirmacion de una
propiedad del espiritu mismo.

H. Poincaré, La ciencia y la hipétesis

l método de induccién matemadtica es, sin lugar a dudas,
una de las herramientas mas poderosas de las que dispone-
mos los matematicos para demostrar resultados y también es,
en mi opinién, una de las mds bellas construcciones de la
mente humana. Ademds creo que es importante para nues-
tros alumnos una buena comprensién y una correcta utiliza- Henri Poincaré. 1854-1912
cién de este método. En la enseflanza secundaria puede intro-
ducirse a nivel de Bachillerato, a pesar de que no aparece
explicitamente en el temario. Es una herramienta habitual en

. e .. Natalia Casas Ferreiio
numerosas carreras de contenido cientifico y técnico para los [ES Ingenio

alumnos de primer curso universitario. Ingenio. Las Palmas
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El presente trabajo no pretende ser un estudio exhaustivo del
método inductivo, sino mas bien una exposicién divulgativa
de dicho método en el que se presentan una serie de ejemplos
ilustrativos y curiosidades relacionadas con el mismo. Se pre-
tende que los ejemplos tengan una componente ladica, plan-
teando varios como un reto o desafio al lector, huyendo en
todo caso de ejemplos aburridos o excesivamente académi-
cos. A aquellos lectores interesados en conocer mas ejemplos
y aplicaciones de la induccién matemadtica se les recomienda
el capitulo 7 del magnifico libro (GUZMAN, 1995).

Las matemdticas poseen no sélo
la verdad, sino cierta belleza
suprema. Una belleza fria y
austera, como la de una
escultura.

Bertrand Russell

El principio de inducciéon matematica

En las ciencias naturales el principio de induccidn es utilizado
para obtener resultados generales a partir de unos cuantos
casos particulares: por ejemplo, un ornitélogo observa que
varios cuervos son negros y llega a la conclusion de que todos
los cuervos son negros.

Sin embargo desde un punto de vista estrictamente légico no
se puede justificar el enorme salto que supone pasar de una
afirmacion cierta para algunos casos particulares a una afir-
macidn cierta para todos los casos. Por tanto, como remarca-
ba Poincaré, el método inductivo de las ciencias naturales no
es exacto y estd sometido a incertidumbre. Los cientificos
confian en el método inductivo porque creen en el orden del
universo, pero podemos afirmar que esta confianza no estd
basada en la razdén légica, aunque ha demostrado ser extre-
madamente atil.

En matemadticas también existe un principio de induccién,
pero éste es absolutamente fiable y preciso porque su funda-
mentacion es légica. Veamos en que consiste:

Principio de induccion matemdtica: Sea S, una afirmacién
relativa al nimero natural #. Supongamos que:

1. §;escierta;
2. Si S, es cierta, también lo es S, ;

Entonces la afirmacién S, es cierta para todos los numeros
naturales.

Es facil convencerse de la veracidad de este principio. En efec-
to, por 1. la afirmacién S; es cierta. Entonces por 2. la afirma-
cién S; también debe ser verdadera, en cuyo caso aplicando de
nuevo 2. se sigue que Ss también es verdadera, y asi sucesiva-
mente... Podemos pensar las afirmaciones S, como fichas de
dominé: la condicién 2. nos dice que si la ficha S, cae, enton-
ces tira la ficha siguiente S,.; y la condicién 1. nos dice que la
primera ficha S; ha caido. Luego, el principio de induccién
matemadtica simplemente afirma que todas las fichas acaban
cayendo una tras otra. Veamos dos ejemplos de demostracion
por induccién:

Infinitud de los niimeros primos: Se definen los nimeros de
Fermat:

F,=2"+1, n=0,1,2,...

Probar que para 7 > 1 se satisface la siguiente férmula de recu-
rrencia

ﬁFk =F -2
k=0

Nota: El lector puede estarse preguntando justificadamente
qué tiene que ver el problema anterior con la existencia de
infinitos nimeros primos. Pues bien, de la férmula de recu-
rrencia se sigue inmediatamente que dos niumeros de Fermat
cualesquiera son primos. Como cada ndmero de Fermat tiene
al menos un factor primo se deduce entonces la existencia de
infinitos nimero primos. Esta prueba se debe a C. Goldbach
en una carta a Euler (1730) y aparece recogida en El Libro de
las Demostraciones (AIGNER y ZIEGLER, 2005).

Demostracién. Comprobamos la férmula para n=1 (Fy=3, F;=5).
Fo=F -2

Ahora suponemos que la férmula es cierta para n > 1, es decir,
supongamos la férmula

ﬁszpn—z
k=0

y la probamos para zn + 1

n n-1

e
Il

F |F,=(F,-2)F,=(2" -1)-(2" +1)=

k=0

>~
Il
o

:22n+l 1=F

ntl

2



Adivinanza, adivinanza... Para un entero no negativo n se
define

gn) = L x"e "dx
iCalcular el valor de g(n) para un entero no negativo arbitrario
n!

Nota: Como en muchas adivinanzas el valor de g(n) se escon-
de en el enunciado del problema.

Solucion. Empezamos calculando el valor de g(n) para el pri-
mer numero de la lista n = 0,

2(0) =j0°° etdx=[-e"] =1,

y continuamos por el segundo nimero de la lista = 1,

g(l)= J.: xe “dx =[-xe™" ]+ J.: e dx=1.

Si observamos que g(0) =1 = 0!y g(1) =1 = 1! parece que
hemos encontrado una pauta. ;Serd g(n) = n! para cualquier
entero no negativo n?

Vamos a demostrarlo por induccién: suponemos que g(n) = n!
y comprobamos que en efecto g(n+1) = (n+1)! realizando una
integracién por partes

g(n+1)= J: X" dx = [—x"”e”‘ ]: + J: (n+1)x"e"dx =

=(n+ I)J.: x"edx=(n+1)g(m)=(n+1)n!'=(n+1)!

La induccidn y el principio de buena ordenacion

Existe una formulacién equivalente al principio de induccién
matemadtica que se conoce como principio de la buena orde-
nacién para los nimeros naturales.

Principio de la buena ordenacion de los niimeros naturales:
Cualquier subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros
naturales N tiene minimo.

Demostracion. Supongamos que X C N es un subconjunto de
numeros naturales no vacio que no tiene minimo, y sea S, la

proposiciéon

S, = ningin ndmero natural < # pertenece a X.
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Como X no tiene minimo, S; es verdadera (porque si S; fuera
falsa entonces 1 seria el minimo de X) y suponiendo que S, es
verdadera también lo es S,.; (porque si S,.; fuera falsa enton-
ces n + 1 serfa el minimo de X). Luego por el principio de
induccién todas las afirmaciones S, son verdaderas, lo que
implica que no existe ningin nimero natural en X, en contra-
diccién con el hecho de que X es no vacio.

Como ejercicio para el lector proponemos que pruebe el prin-
cipio de induccién matematica a partir del principio de buena
ordenacién, demostrando asi que en realidad son equivalen-
tes. De hecho esta equivalencia nos permite generalizar el
principio de induccién a cualquier conjunto bien ordenado
(i.e. un conjunto parcialmente ordenado en el que cualquier
subconjunto no vacio tiene minimo), obteniéndose el llamado
método de induccion transfinita.

Principio de induccion transfinita: Sea X un conjunto bien
ordenado y sea B un subconjunto de X. Supongamos que B
tiene las siguientes propiedades:

i. El minimo de X pertenece a B.
ii. (Hipdtesis de induccién transfinita) Si el segmento que
precedeax € X

S<X={ye X:y<x}

estd contenido en B, entonces x € B.
Entonces necesariamente B = X.

Cuando X = N el principio de induccién transfinita se reduce
al familiar principio de induccién. Una discusién mds profun-
da del principio de induccidn transfinita y de sus asombrosas
consecuencias estd por supuesto fuera del alcance de este tra-
bajo. A aquellos lectores que deseen saber mds sobre este fas-
cinante tépico se les recomienda la introduccién a la teoria de
conjuntos (CIESIELSKI, 1997).

A pesar de su apariencia
inofensiva el principio de la
buena ordenacion de los
niimeros naturales es una
poderosa herramienta para
probar resultados.

A pesar de su apariencia inofensiva el principio de la buena
ordenacién de los niimeros naturales es una poderosa herra-
mienta para probar resultados. Por ejemplo, es el fundamen-
to del llamado método de descenso infinito utilizado por el
principe de los matemadticos aficionados, Pierre de Fermat,
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para hacer numerosas demostraciones en teorfa de numeros:
supongamos que queremos demostrar que ningin ndmero
natural # satisface una propiedad P(n). El método del descen-
so infinito consiste en demostrar que si P(n;) es cierta enton-
ces también lo serd P(n,) para algin n, < n,. Repitiendo el
argumento encontrariamos una sucesion infinita estricta-
mente decreciente de nimeros naturales, lo que contradice el
principio de buena ordenacién. (En el capitulo 2 de (GUZ-
MAN, 1995) y en el capitulo 1 de (RIO MATEOS, 2005) se
encuentra una discusién mds detallada del método del des-
censo de Fermat incluyendo varias aplicaciones del mismo).

En el prélogo del libro Apologia de un matemdtico (HARDY,
1999), el escritor inglés C.P. Snow narra la siguiente anécdota
sucedida entre el propio Hardy y el genio matematico autodi-
dacta Ramanujan, cuando el primero visitaba al segundo gra-
vemente enfermo en el hospital:

Hardy habia ido a Putney en taxi, que era su método de
transporte favorito, entré en la habitacién en la que estaba
Ramanujan, y siempre torpe para comenzar una conversa-
cién, dijo, probablemente, sin saludar antes y, ciertamente
sin mas preambulos: “creo que el nimero de mi taxi era el
1729. Me parece un numero bastante aburrido” A lo que
Ramanujan respondié: “;No, Hardy!, {No, Hardy! Es un
niimero muy interesante, ya que es el mds pequefio que se
puede expresar como la suma de dos cubos de dos formas
diferentes” (;Puede encontrar el lector sin desesperarse
cudles son las dos formas distintas de expresar 1729 como
suma de dos cubos?).

Para aquellos que no poseemos el genio de Ramanujan el
principio de la buena ordenacién nos permite refutar de
manera sencilla la afirmacién de Hardy acerca de que el
numero 1729 carece de interés.

Srinivasa Aaiyangar Ramanujan. 1887-1920

Teorema generalizado de Ramanujan: Todos los nuimeros
naturales son interesantes.

Demostracion: Supongamos que existe algin nimero natural
que no es interesante. Entonces existe 7, el menor de los
numeros no interesantes, propiedad ésta que convierte a 1y en
un nimero ciertamente muy interesante. De esta forma llega-
mos a una contradiccion.

Paradojas inductivas

El principio de induccién también es la base de numerosas
paradojas. El siguiente teorema se debe al eminente matema-
tico G. Polya.

Teorema de Polya: Si en un conjunto de nifias rubias al menos
una de ellas tiene los ojos azules entonces todas las nifias del
conjunto tienen los ojos azules.

George Pdlya. 1887-1985

Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre el
numero de nifias rubias del conjunto. Claramente el resultado
es cierto para # = 1 (porque solamente hay una nifia rubia que
necesariamente ha de tener los ojos azules). Ahora suponga-
mos que el resultado es cierto para cualquier conjunto de n
nifias. Si tenemos un conjunto de # + 1 ninas de tal forma que
al menos una tiene los ojos azules basta formar conjuntos de
nifias juntando la nifa de ojos azules con cualquier otro con-
junto formado por n — 1 de las nifias restantes. Aplicando
ahora la hipétesis de induccion se sigue que todas las nifas de
ese conjunto tienen los ojos azules.



Como todos conocemos a alguna nifia rubia con los ojos azu-
les la sorprendente afirmacion siguiente es consecuencia del
Teorema de Polya.

Corolario: Todas las nifas rubias tienen los ojos azules.

Evidentemente la demostracién del Teorema de Polya es erré-
nea (;puede el lector decir por qué?). Otra aplicacion intere-
sante de la induccidn es la siguiente paradoja, que explica por-
qué la pobreza es tan dificil de erradicar.

Paradoja de la pobreza: Si una persona pobre recibe n euros
seguira siendo pobre, jindependientemente de la cantidad
recibida n/ (Aqui el signo ! es de admiracién y no de factorial).

Demostracion. Consideremos la afirmacion:

S, = Una persona pobre sigue siendo pobre después de
recibir n euros

Claramente S; es verdadera. Ahora si suponemos que S, es
cierta también lo serd S, ;, pues si alguien es pobre después de
recibir # euros lo seguird siendo al recibir solo un euro mas.
Por tanto S, es verdadera para cualquier ne N ..

Comenzabamos este trabajo afirmando que las demostraciones
por induccién matematica eran fiables al cien por cien porque
se basaban en la légica. ;Cémo podemos entonces solucionar
de forma ldgica la paradoja anteriormente planteada?

En muchas ocasiones el método
inductivo nos proporciona la
demostracion de un resultado,
pero no nos ayuda a entender la
razon por la que es cierto.

Induccidn versus Visualizaciéon

Un hecho importante que seguramente no haya pasado des-
apercibido al lector es que en muchas ocasiones el método
inductivo nos proporciona la demostracién de un resultado,
pero no nos ayuda a entender la razdn por la que es cierto. Por
ejemplo, es sencillo demostrar por induccidén la conocida fér-
mula:

14243+, +n="*D

Sin embargo, para entenderla, resulta mucho mas clarificado-
ra cualquiera de las dos imdgenes siguientes:
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2042+3+...+n)=n(n+1)

2
14243 +...+n=2+"
2 2

El papel de la visualizacién en matemdticas ha sido reivindi-
cado y popularizado en los ultimos aios (véanse los magnifi-
cos libros (GUZMAN,1996) y (ALSINA y NELSEN, 2006). Sin
embargo el uso de diagramas, figuras e imdgenes para repre-
sentar, explicar o demostrar resultados matemadticos se
remonta a los antiguos matemdticos griegos. De hecho, la
palabra teorema significa lo que se contempla y no lo que se
demuestra como solemos interpretarla hoy en dia. Ademas la
palabra ver tiene también el significado de entender. Es por
ello importante, sobretodo en los niveles mas bésicos de la
ensefanza, que los alumnos perciban la importancia de un
buen dibujo que sugiera o explique un teorema. En esta linea
se enmarcan las llamadas demostraciones sin palabras que
nos proporcionan de un vistazo una prueba del teorema de
Pitagoras o de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Finalizamos nuestra excursién por el mundo inductivo con
una demostracién visual, debida a Martin Gardner, de la fér-
mula para la suma de los # primeros cuadrados. Dicha férmu-
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la puede probarse por induccidn pero el lector apreciard que
resulta mas facil de entender usando un dibujo adecuado
(véanse NELSEN, 2001 y ALSINA y NELSEN, 2006).

, _ (2n+1Dn(n+1)
- 6

Teorema: 1+22+32+...+}’l

Demostracion:

] ]

Sumando 3 veces 1 + 22 + 32 + ... + n2 obtenemos un rectan-
gulodebase2n + 1yaltural + 2+ 3 + ... + n.

Utilizando ahora que

“LER

nn+1
1+2+3+...+I’l=¥
deducimos la féormula deseada. W
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Las reglas nos guian hacia los conceptos

1. La solucioén al bien conocido problema de determinar
las dimensiones del rectangulo con perimetro 2p y de érea
méxima, pasa por la consideracién de x y p-x como posibles
dimensiones de sus lados y la declaracién de la funcién

Ax)=x(p—x)= px—x*

como aquella de la que deberiamos obtener el méximo.

El célculo del valor de x que hace a A(x) mdxima se atiene a
reglas precisas y suele presentarse, junto a los rudimentos del
célculo infinitesimal, como una de las primeras aplicaciones
de la funcién derivada. A tal efecto recordemos que el primer
paso consiste en formar, a partir de A(x), su derivada

Alx)=p—-2x

Seguidamente, como segundo paso, se obtiene la raiz de la
ecuacién A’(x) = 0, porque entre esas raices deben estar los
valores que hacen maxima la funcién. Aqui precisamente la
Unica raiz, x = p/2, nos da el resultado para el que A(x) es
méximo. En definitiva, el d&rea maxima se obtiene cuando el
rectdngulo en cuestion es un cuadrado de lado p/2, de modo
que el drea a su vez serd A(p/2) = p?/4.

Todo esto nos resulta familiar porque conocemos las reglas
de calculo de la funcién derivada y las correspondientes a la

resolucion de las ecuaciones resultantes. En el caso plantea-
do, la solucién final ha requerido simplemente la regla de
derivacién de un polinomio de segundo grado y la de resolu-
cién de una ecuaciéon de primer grado. Unas exigencias bien
modicas, puesto que la segunda de estas reglas es trivial, y la
primera a su vez se reduce, en el caso mds general, a que para
la funcién polinémica

_ 2 n-1 n
P(x)=a,+tax+ax +..+a,x" +ax
se obtiene como derivada
P'(x)=a,+2ax+...+(n—1a, x> +na,x""

§2. No es raro que en la historia de las matematicas el uso de
ciertos recursos algoritmicos preceda a la definicién del con-
cepto que hoy tomamos como su fundamento. En el caso de
los méximos y minimos, ciertas transformaciones de los poli-

Angel Marin Martinez
Universidad Piiblica de Navarra
Pamplona
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nomios permitieron ver y emplear lo que hoy conocemos
como funcién derivada mucho antes de que ésta fuera intro-
ducida como tal. Hay conceptos, como éste de derivada, cuya
aparicién llega tras un largo proceso de contrastacién de
diversos enfoques en torno a problemas comunes. En la fase
previa, mientras tanto, es frecuente encontrar algoritmos o
reglas que dan salida a los casos mas simples o directos. Este
podria ser el caso de los polinomios, donde se tiene noticia de
reglas asociadas al cdlculo de maximos y minimos, que pese a
ser anteriores a la introduccién de la funcién derivada, supo-
nen implicitamente su obtencién formal.

Las reglas basadas en la
transformacion del polinomio, o
mds bien de la ecuacion
obtenida al anularlo, son
anteriores a la introduccion, a
finales del siglo XVII, del
cdlculo infinitesimal.

Originalmente este tipo de reglas basadas en la transforma-
cién del polinomio, o mas bien de la ecuacién obtenida al anu-
larlo, no fueron obra ni de Newton ni de Leibniz. Son ante-
riores, pues, a la introduccion, a finales del siglo X VII, del cél-
culo infinitesimal. Dichas reglas estdn mas préximas a ciertos
métodos de determinacién de la tangente a una curva ideados
por Descartes y también por Fermat a comienzos de ese
mismo siglo. Sin embargo, tampoco son propiamente obra de
estos autores. Las formulaciones de las que hablamos tienen
un cardcter marcadamente analitico y aparecen en torno a
1650 en el circulo de los discipulos de Frans van Schooten,
profesor en Leyden, amigo de Descartes y primer editor en
latin? de su Géométrie en 1649.

A ese restringido circulo holandés pertenecen desde autores
hoy consagrados, como el entonces joven Christiaan Huy-
gens, hasta otros menos renombrados como Johann Hudde,
que es quien ahora nos ocupa. Hablamos en su caso de un
autor con una obra matemadtica sumamente breve, al que se le
conoce mejor por su dilatada carrera politica al servicio de la
nueva reptblica como burgomaestre de Amsterdam. En cual-
quier caso, debemos a Hudde, y esto es lo que importa, la for-
mulacién en 1658 de unas reglas en las que las ecuaciones
polinémicas ordinarias son transformadas hasta obtener
resultados similares a los que se obtendrian con el actual cél-
culo de derivadas. Es también importante subrayar que la
intencién que guia el proceso es, en palabras del autor, la
determinacion de cantidades méximas y minimas. No olvide-
mos que en esa época no se habla de funciones, ni de domi-
nios, ni consecuentemente de maximos o minimos relativos.

§3. Antes de mostrar las reglas propuestas por Hudde, quiza
convenga sefialar que en lo sucesivo apenas iremos mas alla de
las funciones polindmicas. Debemos también anadir que en la
época citada la determinacién de sus raices era un asunto
decisivo de cara a la formulacion algebraica de las propieda-
des de las curvas. Precisamente las llamadas curvas geométri-
cas, las que admitian una expresién en forma de ecuacién,
fueron para Descartes las inicas merecedoras de considera-
cién. Su tratamiento algebraico constituye de hecho el nticleo
de su inica obra matemadtica, la Géométrie, que aparece como
uno de los anexos destinados a ilustrar los beneficios de lo
expuesto en su Discours de la méthode.

René Descartes. 31 de marzo de 1596 -11 de febrero de 1650

A Hudde hay que situarlo en la estela de esta obra, como estu-
diante y conocedor, a través de van Schooten, de los plantea-
mientos geométricos cartesianos. Pero también, a la vista de
sus escritos, como un matemadtico familiarizado con los méto-
dos mds abiertamente analiticos de Fermat2. Entre esos escri-
tos se encuentra la carta enviada a su maestro en febrero de
1658, que hoy conocemos por haber sido incluida por éste
para enriquecer, junto con otros trabajos de distintos autores,
la segunda edicion latina de la Geometria de Descartes en
1659. En dicha carta Hudde propone un nuevo método para
obtener maximos y minimos3 del que derivan las reglas antes
senaladas.

Para entonces Fermat habia hecho ver que los mdximos y
minimos de una curva y = f{x) estaban asociados a las raices
dobles de la ecuacion f{x) = M, donde M serfa el maximo o
minimo alcanzado. Por eso Hudde pudo tomar como punto
de partida de su investigacion la determinacién de las raices
dobles de la ecuacion:



SUMA 55
Junio 2007

: N fo7
JOHANNIS HUDDENTII

EPISTOLA SECUND A,

MAXIMIS ET
MINIMIS.

Clariffime Vir,

Vi10d arzinet meam Methodum de Maximis & Mi-
&R nimis, eam breviter hic defiribere conabor ; &
" in antece(fum demonftrabo hoc

THEOREMA

Si in quatione dute radices fint 2quales, atque ipfa
muldplicetur per Arithmeticam Progre(lionem , quam
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primum terminum Progre(ﬁonjs » fecundus terminug Johann van Waveren Hudde. 1628-1704
zquationis per fecundum terminum Progreflionis, &
fic deinceps: dico Produ¢tum fore zquationem, inqud
una di&arum radicum reperictur.

Inhunc finem affumatur zquatio qualiber, in qua x defignet
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F(x)=flx) —-M=0

o mas directamente plantearse la cuestion de cudl podria ser
el valor de M para que resulte en la ecuacién alguna raiz
doble.

§4. Partiendo de ahi, la propuesta de Hudde debe inscribirse
en una tradicién mas propiamente algebraica que geométrica.
Dicha tradicién tendria sus antecedentes en los mecanismos
de reduccién de grado, tan caracteristicos en la resolucion de
ecuaciones?, y en reglas como las de Cardano, en las que se
ligan las raices o soluciones de las ecuaciones a las relaciones
entre sus coeficientess. Siguiendo esta linea, se inicia la carta
citada con un teorema destinado a preparar el posterior ana-
lisis de los maximos y minimos en las curvas, en el que se pro-
pone una regla de naturaleza estrictamente algebraica. Hudde
lo enuncia ast:

«Si en una ecuacién dos raices son iguales vy, si se multipli-

ca por una progresion aritmética cualquiera, a saber el pri-

mer término por el primer término de la progresién, el

segundo por el segundo término de la progresién, y asi

sucesivamente: Yo digo que la ecuacién que se obtiene

mediante la suma de estos productos tendrd una raiz en
comun con la ecuacién inicial».6

Este resultado no es dificil de comprobar. Supongamos dado,
al igual que Hudde hace en su demostracion, el polinomio

F(x)=(x—0) (x> + px” +gx +7)

con ¢ como raiz doble. Al realizar el producto de ambos facto-
res se tiene

Fx)= x° =2ax* +o’x°
pxt apx’ +o’px’
qx® 20gx> +qo’x

rx’ —2orx  +o*r

Para la transformacidn, esto es para el producto sugerido en el
enunciado, consideremos la progresion aritmética

a,a+b,a+2ba+3b,..

En el emparejamiento multiplicaremos por a + 5b el coefi-
ciente del término de quinto grado, por a + 4b el de cuarto y
asi hasta el término independiente que multiplicaremos por a.
Finalmente denominaremos F*(x) al polinomio resultante.

Si procedemos linea por linea a esa transformacién en F*(x)
podemos empezar por la Gltima

rx* = 2orx +a’r

que multiplicamos por
a+2ba+ba

El resultado en este caso sera

r(a+2b)x’* —(a+b)2arx+ac’r =
= r[(ax2 —a2ox+ aaz) + (bez - Zabx)] =

=rlatx—0)* +2bx(x — )]

o sea, un sumando de F*(x) que tiene como factor x — a. Al
operar con las restantes lineas se obtiene para los correspon-
dientes sumandos la misma conclusién: sus transformadas
tienen x — o por factor. De ahi se deduce que F*(x) tiene x — o
como factor comtn y, por tanto, & como rafz.

§5. Tras comprobar, con métodos similares a los de Hudde,
que el teorema es vélido, convendria saber cémo es el polino-
mio resultante F*(x), y sobre todo qué relacién guarda con el
inicial F(x). Podemos para ello generalizar un poco mds y par-
tir de

1 n

+a,x

n

Fx)=a,+tax+...+a,_x"

Para la transformacién usaremos la progresién
aa+b,.,a+m-1b a+nb
De donde resulta que

-1,

F*w=aa,+(a+b)ax+..+(a+(n-1)b)a, x"
+(a+nb)ax"=a(a,+ax+..+a, x"" +ax")+

+bx(a, + ..+ (n-1)a, x" > + na,x"") = aF (x)+ bxF (x)
Destaca en esta tltima igualdad la aparicién de un segundo

Los criterios diddcticos no
siempre coinciden con los
principios epistemoldgicos.

polinomio F’(x) en el que nuestros ojos actuales reconocen
precisamente la derivada del primero F(x). Por eso, aunque la
transformacién operada en el polinomio no nos da exacta-



mente su derivada, podemos estimar que lo obtenido no se
aleja en exceso de ella. De hecho, basta con que la transfor-
macidn se realice tomando como base la progresion aritméti-
ca natural

0,1,2,3,..,n-1,n
es decir cona = 0y b = 1, para que la igualdad se convierta en
F*(x) = xF'(x)

Esto permite una reconstruccién de la regla contenida en el
teorema en un estilo mds actual, o sea con derivadas

Si o es raiz doble de F(x) = 0, entonces
también serd raiz de F'(x) = 0.

Ademas, partiendo de la igualdad inicial
F¥(x) = aF(x) + bxF'(x)

podemos confirmar con mayor rigor el teorema anterior. Pero
esta vez no por los métodos de Hudde, sino haciendo valer el
calculo habitual de derivadas y teniendo presente en todo
caso que ese rigor suplementario se logra con las reglas de un
calculo, como el de derivadas, posterior a la regla de Hudde
que aqui estamos comentando.

Obsérvese para la demostracion del teorema que, si conside-
ramos

F(x)=(x—a)’Q(x)

por ser a raiz doble, y formamos F'(x) como su derivada, para
la transformada tendremos

F*(x)=a(x—0)* Q(x)+ bx[2(x—a)Qx) + (x —a)* Q' (x)]

por lo que es evidente que « es raiz de F¥(x) = 0.

§6. Es momento de aplicar el teorema a la obtencién de maxi-
mos y minimos. Recordemos que, segiin Fermat, estas canti-
dades aparecerian en todo caso como raices dobles de la ecua-
cién F(x) = fix) — M = 0. Pero, por lo que hemos visto, es mas
facil localizarlas como raices simples de un polinomio mas
sencillo, a saber F*(x), aunque esta condicién s6lo sea necesa-
ria y no suficiente para que las raices ahi obtenidas sean
dobles en F(x). Esta traslacion del teorema al asunto geomé-
trico la refleja Hudde como método o regla de calculo en los
siguientes términos:

Cualquier cantidad algebraica, considerada maximo o
minimo, se hace igual a z; ordenada la ecuacién se multi-
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plica por una progresién aritmética del modo en que se ha
dicho: y el producto serd una ecuacién que tiene una raiz
comun con la precedente.”

La cantidad algebraica, que hoy llamariamos funcién, f{x) la
igualamos a z (de manera similar a nuestra anterior igualdad
flx) = M). A partir de ahi Hudde aplica a f{x) — z = 0 la regla
algebraica anterior. En este caso toma directamente la progre-
sion aritmética natural y obtiene la transformada. En la ecua-
cién resultante xf’(x) = 0 prescinde sin mayor comentario de
la raiz nula y se aplica al célculo de las restantes, en una tras-
lacién que bien podria concretarse en la siguiente regla:

Si a es un maximo o un minimo de f{x),
entonces serd raiz de f'(x) = 0.

Finalmente Hudde se extiende en una serie de ejemplos desti-
nados a incorporar a su método, en un primer paso, a las fun-
ciones racionales y, en un segundo, a las funciones racionales
con varias indeterminadas. Este ultimo caso es novedoso ya
que prefigura el uso de derivadas parciales en condiciones
similares al que de las derivadas se podria hacer en el método
inicial.

En este extremo, no obstante, quizd resulte mds certero otro
algoritmo de parecidas caracteristicas introducido por su coe-
tdneo René Francois de Sluse. Aunque ideada en 1655, su
regla no llega a publicarse hasta 1673. La intencién ahi es mds
analitica en el sentido de que se orienta a la determinacién de
la subtangentes y la pendiente de la tangente a una curva. Su
justificacion resulta también préxima a lo que poco después
se verd en el calculo de fluxiones de Newton?.

§7. Creo, por ultimo, que convendria mostrar como hemos
sabido de estas reglas en nuestro aprendizaje matematico. Si-
guiendo el modelo publicado en 1934 por Edmund Landau?9,
se fue fijando, en sucesivas tentativas por otros matematicos,
una presentacion canénica del cdlculo infinitesimal. Karl
Menger, por ejemplo, en su Calculus. A modern Approach de
1955 propone como teorema una versién de la nueva regla en
un lenguaje que nos resulta manifiestamente mas préximo.

Si ¢ es interior en dom(f”), y si f posee un extremo relativo
(esto es, un minimo o un mdaximo relativo) en ¢, entonces

Flc) = 0.11

A la vista estd que el teorema en cuestién recoge puntual-
mente la segunda de las reglas comentadas. Pero los antece-
dentes expuestos en nuestras aulas para llegar a este punto
suelen ser muy diferentes de los aqui mostrados. Hudde ni
siquiera es citado.

§8. Existe una explicacién para todo ello: los criterios didacti-
cos no siempre coinciden con los principios epistemolégicos.
De ahi la sorpresa con la que recibimos ese uso de la derivada
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tan ajeno al que hoy nos parece convencional. Las razones por
las que ese uso se ha visto primado, hasta convertirse en el uso
convencional, tienen que ver, por un lado, con la subordina-
cién de los algoritmos a los conceptos y, por otro, con la nece-
sidad de dar un sentido geométrico a estas cuestiones. Esta
segunda razon, que suele ser apremiante, nos lleva a intentar
concretar el problema de la tangente en el marco de la repre-
sentacion gréfica, desplazando a segundo término el proble-
ma del célculo efectivo con las ecuaciones.

Esta tendencia analitica de ir asociando los logros algebraicos
a las interpretaciones geométricas es quizd mas manifiesta en
Fermat que en Descartes. En la préictica esto invita a crear
conceptos que sirvan de puente entre lo algebraico y lo geo-
métrico. De hecho, es Fermat el primero en dar paso a un ana-
lisis localmente variacional para el estudio de las cantidades
variables (hoy funciones). La siguiente generacién convertira
sus métodos en un enfoque infinitesimal, aunque esta idea
requerird una concepcién del limite que tardard mds de un
siglo en cuajar. A pesar de ello, en esa corriente de investiga-
cién se asume de un modo mds o menos intuitivo que el
cociente:

NOTAS

F o) =lim F(x+h)—F(x)

h—0
es una explicacion sintética y significativa de lo que se refleja
en la pendiente de la tangente’2. Lo que no parece es que,
desde un punto de vista operativo, el cdlculo asociado a la
definicién resulte sencillo.

Pensemos simplemente en las ecuaciones polinémicas. Para
aplicar a las funciones correspondientes la definicién anterior
se requiere el teorema binomial, que no llegaria en toda su
generalidad hasta Newton, y también explicitar en qué forma
la derivada afecta a las operaciones algebraicas elementales.
Asi que el valor de esta definicién no reside ciertamente en
sus virtudes operativas. Quizd por eso reglas como la de
Hudde gozaron por un tiempo de amplio reconocimiento y
difusién. El recorrido habitual que va del concepto a los algo-
ritmos realza indudablemente la importancia del concepto,
pero anade pocas ventajas cuando uno trata de justificar el
calculo partiendo de funciones elementales. Seguramente
estd mas indicado al intentar mejorar las posibilidades de ese
primer calculo. W

1 Recordemos que la edicién original en francés de la
Géométrie es de 1637.

2 Sobre el sentido e implicaciones matemdticas de lo
analitico, véase de A. Marin (2006), Incdgnitas, varia-
bles y otros fantasmas matemdticos, Pamplona (par-
ticularmente su primera parte).

3 Johannes Hudennii epistola secunda, de maximis et
minimis, en Geometria a Renato DesCartes, Amster-
dam, 1659, pp. 507-516.

4 Es bien sabido que la resolucién de las ecuaciones de
tercer y cuarto grado pasa por una reduccion a ecua-
ciones de grado inferior.

5 Segun las reglas de Cardano si tenemos la ecuacién
X"+ pen-l + ...+ puax + pa = 0, entonces la suma de
las raices es —p;, la suma de sus productos dobles serd
P2 la de los triples —ps, y asi sucesivamente.

6 “Si in aequatione duae radices sint aequales, atque
ipsa multiplicetur per Arithmeticam Progressionem,
quam libuerit; nimirum, primus terminus aequatio-
nis per primum terminum Progressionis, secundus
terminus aequationis per secundum terminum Pro-
gressionis, et sic deinceps: dico Productum fore
aequationem, in qué una dictarum radicum reperie-
tur, Op. cit. p. 507.

7 “Positis quotcunque quantitatibus Algebraicis, maxi-
mum aut minimum designantibus, ponantur ipsae=z;
et ordinata aequatione multiplicetur ea per Progre-

ssionem Arithmeticam, eo modo, quo dictum est: et
Productum erit aequatio, quae communem cum
praecedenti radicem habebit, Op. cit. p. 509-10.

<]

Si se considera a la tangente como el segmento de la
recta tangente que va desde el punto de tangencia
hasta la interseccion (cuando ésta exista) con el eje
de abscisas, la subtangente seria la proyeccion de ese
segmento en el eje.

el

Para un estudio mds completo de todo este periodo
previo al Célculo infinitesimal pueden consultarse
las obras siguientes: Margaret E. Baron (1969), The
origins of the Infinitesimal Calculus, Toronto; C. H.
Edwards (1979), The Historical Development of the
Calculus, New York; Carl B. Boyer (1968), A History
of Mathematics, New York; asi como la anteriormen-
te citada Incégnitas, variables y otros fantasmas
matemdticos.

10 Cf. Landau, E.(1934), Einfiihrung in die Differential-
rechnung und Integralrechnung, Groningen.

11 “If ¢ is interior to dom(f), and if f possesses a relative
extremum (that is, either a relative minimum or a rela-
tive maximum) at ¢, then f'(c) = 07, Menger, K. (1955),
Calculus. A Modern Approach, Boston, pg. 164.

12 Formalmente la primera definicién de derivada
como cociente de incrementos no llega hasta 1754,
en la entrada Différentiel de la Encyclopédie redacta-
da por d’Alembert.
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ra el primer problema de geometria analitica, con cierta
complicacién, que proponia al grupo de 1° de bachillerato
tecnoldgico. Previamente, desconfiado por experiencia sobre
los resultados que produce lo que él llama diddctica de la
revelacién —el sacerdote o sacerdotisa impartiendo palabra
divina desde el pulpito— habia dedicado Mateol un tiempo a
recuperar el sentido material que encierra la ecuacion de la
recta. Para ello, como tantas otras veces, recurrié a un proce-
so inductivo desarrollado mediante un didlogo apoyado en
dibujos sobre una transparencia.

—¢Cémo se llama esta recta? [Dibuja en la cuadricula un
sistema de coordenadas y la bisectriz del primer cua-
drante)

—gees?

—Quiero decir: ;Qué puntos dirfais que contiene?

—(1, 1), (2, 2), etc.

—Y (0, 0), (-2,5; =2,5)... ;:No es eso?

—Si.

—Entonces, ;qué puntos dirfais que contiene?

—Los que tienen las dos coordenadas iguales.

—Y eso, ;cdmo se escribe en matemadticas?

Puede que lo digan en castellano o que directamente alguien
proponga y=x. Siguen; se reproduce el mismo didlogo, cada
vez més rdpido, para la bisectriz del segundo cuadrante, el eje
vertical, el horizontal, la recta que une el origen con el vérti-

de un IES caulaquiera: el dia a dia

ce del primer rectdngulo de base 1y altura 2 y que, por lo
tanto, va atravesando rectdngulos como él en escalera (fig. 1);
para la que pasa por el origen y el vértice opuesto (1, 3), etc.
Las dificultades varian segun la recta: aparecen, por ejemplo,
para decidir entre y=2x 0 ¥=2y; 2x=3y 0 y=1,5x...

Figura 2

Figura 1
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Hay quienes tienen necesidad de una tabla para buscar el tér-
mino general de la sucesién cuando las cosas se complican
(fig. 2) y quienes lo tienen mucho mds claro. Asi hasta cons-
truir la expresion y=mx+n. ;Nivel muy bajo para 1° de bachi-
llerato? Depende de muchas cosas que tienen que ver con la
relacion anterior de los alumnos y alumnas del grupo con las
matematicas. En 4° ESO no es un nivel bajo; en el bachillera-
to llamado de ciencias sociales puede ser altisimo... Si les han
acostumbrado a alguno de los penosos automatismos con los
que muchas veces se introduce la ecuacién de la recta, la dis-
cusién puede ser incluso eso: juna discusion! En el 1° del
bachillerato tecnoldgico no suele crear problemas, pero es un
repaso que a Mateo le gusta, aunque solo sea como diagnds-
tico de por dénde circula el grupo.

I

Pero estibamos con el primer problema serio:

Encontrar el punto D simétrico del punto A(-5, 13) res-
pecto de la recta r: 2x—3y—3=0.

Aparentemente es ficil, pero la vida es como es y no tiene sen-
tido empenarse en negarla arrasando su ideas con métodos
estandarizados. Mateo les deja trabajar... y pasan muchas cosas.

+ A + + + 4+ + + + ++ + o+ ++
+ + + + + + ++ + + + + A+
+ + + + + 4+ + + + ++ + o+ ++
+ + + + + 4+ + + + ++ + o+ ++
+ + + + + + ++ + + + + A+
B U T T
+ 4+ + + + + 4+ + + + ++ + o+ ++
+ + + + + + ++ + + + + A+
b R e
+ 4+ 4+ + + + + 4+ + + + + + + + + + +
+ + + A+ + + + + o+ S+ +
+ + + + + + + Nttt + + + + + +
+ 4+ 4+ + + + + + + 4+ 4+ + A+ o+ o+
+ 4+ 4+ + + + + + + 4+ + + + + + + +

e i
+ 4+ 4+ + + + + + + + 4+ 4+ + A+ o+ o+
+ 4+ + + 4 + + + 4+ 4+ + A+ o+ o+
+ + + + + + + + + + + 4+ + 4+ + ++
2 I ot
+ + 4+ + + + + 4+ + + + 4+ + + + +
A+ + + + + + + N ottt o+
T T o
+ 4+ 4+ + + + + + 4+ + + + + + + 4+ +
+ + + + + + + + + + + + + + + N T Tt
+ + + + + + + + + + + + + + + +
+ 4+ 4+ + + + + + 4+ + + + + + o+ +
+ 4+ 4+ + + + + + 4+ + + + + + o+ +
+ + + + + + + + + + + + + + + +
+ 4+ 4+ + + + + + 4+ + + + + + + + + +

Figura 3

» Acostumbrados al empirismo de la trama, algunos alum-
nos localizan el punto D (fig. 3) descendiendo en escalones
de igual pendiente. Saben —también lo aprendieron expe-
rimentalmente en la reticula— que tienen que bajar con
pendiente —3/2. Queremos decir que Mateo no habia ofi-
cializado aquello de mm’=-1. El hecho de que el punto B
tenga coordenadas enteras les ha simplificado la tarea.

e T

AN

Figura 4

+ Otros tienen las ideas confusas y hacen lo mismo jjemplean-
do una recta que no es perpendicular a r!! Pasa entonces
Emilio al retroproyector a explicar sus escalones (correc-
tos) y después, Mateo, que quiere que practiquen otros
métodos, dibuja en la pizarra una situacién parecida a la
de la figura 4, trazada sin pensar, pide que pongan ecua-
cion a la recta [después de discutirlo, acuerdan s:
y==0,5x+2 y P(3,25; 3,7)] y les propone que resuelvan de
nuevo el problema.

+ Jorge, mientras tanto, ya ha introducido técnicas analiti-
cas, imponiendo la condicién d(M, P)=d(M, P’), después
de haber buscado M en la trama. Seguramente, al hacerlo,
piensa s6lo en una ecuacién y no en una circunferencia.

Los timbres tocan siempre en el peor momento y el tema
queda abierto para el dia siguiente. Retoman el andlisis del
problema (fig. 1).

+ La propuesta de la figura 4 ha sugerido a varios cortar la
recta con la perpendicular desde P. Utilizan la idea para la
fig. 3. Alguno, ademds, ha sido capaz de recurrir a la idea del

: “5+x
punto medio para rematar el problema ( — =3, etc.).

Pero siguen discutiendo a partir de una pregunta de Mateo:

¢Cémo lo hariais con regla y compds?

+ Esasi que aparece la circunferencia de la figura 5. Mateo la
dibuja en la transparencia. De nuevo una trivialidad nece-
saria: por extrafio que parezca, la mencién de la circunfe-
rencia no es suficiente por si sola para todos, y es obligado
respetar el derecho a la sorpresa y la clarividencia y el
impacto de la comprobacién experimental.

+ Habian leido el libro Radice2 en las vacaciones de Navidad,
de manera que conocian la ecuacién de la circunferencia
de centro el origen y radio 1. En un grupo que convive
durante nueve meses para desarrollar una asignatura,
siempre hay personas que hacen de avanzadilla. Mateo
hecha el cebo y hay quienes son capaces de construir la
ecuacioén (x—3)2+(y—1)2=208. Queda ahora resolver el sis-
tema.
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Figura 5

El libro de Radice es excelente para
principiantes pero pueden quedarse
con interpretaciones excesivamente
simplificadas, no necesariamente
atribuibles al autor.

¢Fin? Todavia no. Mateo sabe ya quiénes sentiran cierto pani-
co ante un sistema de segundo grado, asi que propone que
practiquen en casa, con la ventaja de que ya saben qué resul-
tado tienen que obtener. Después, aprovechando de nuevo
que han leido a Radice, repasa los métodos de resolucion del
problema que han aparecido en clase, recurriendo, claro, a
una terminologia razonable.

+ Califica de experimental al de los escalones. Comenta lo
que supone una concepcién empirista o racionalista del
conocimiento, y se atreve a calificarlo también de empiris-
ta. Alejandro Juez, desde la primera fila, recuerda a Hume:
parece que la cosa va por buen camino.

+ Antigua, o griega, la resolucién con regla y compas.

« Analitico o cartesiano el ultimo, manejando los objetos
geométricos mediante ecuaciones. Recuerda a Radice y
compara la produccién artesanal con el trabajo algebraico
en serie.
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Su generosidad en el esfuerzo a la hora de redactar el comen-
tario fue muy variada, como ocurre con cualquier trabajo que
se les propone. Hubo quienes se limitaron a cumplir y quienes
se aplicaron con entusiasmo —algunos, incluso, advirtieron
de un error en la pdgina 86— a una tarea tan “sorprendente”
como leer un libro sobre historia de las matemdticas. Pero
habia quedado claro que, con mayor o menor intensidad,
todos y todas lo habian leido y, precisamente por ello, Mateo
se ve obligado a dedicar algo mas de media hora a comentar
sus textos. El libro de Radice es excelente para principiantes
pero pueden quedarse con interpretaciones excesivamente
simplificadas, no necesariamente atribuibles al autor. Mateo
les advierte, entre otras cosas, de las siguientes:

+ Hay més de 250 demostraciones del llamado teorema de
Pitdgoras y no estd claro cudl pudo ser precisamente la de
Pitagoras.

+ El mismo Pitdgoras es un personaje envuelto en la leyenda.
No es discutible, sin embargo, la existencia de la secta de
los pitagdricos y su influencia posterior.

+ No sdlo los romanos tuvieron un sistema de numeracién
distinto del que usamos en la actualidad.

+ En el mundo isldmico, no sélo en el cristiano, hubo resis-
tencia a la implantacién del nuevo sistema de numeracién
venido de la India. Un califa puede ordenar la traduccion y
difusion del sistema hindd, pero todas las sociedades han
sido, y son, resistentes a los cambios. El dbaco, ademads,
tenia sus ventajas sobre lo que hoy llamamos algoritmos de
lapiz y papel.

+ Si se ha mejorado la exactitud del valor conocido de m.
Radice cita la aproximacién de Arquimedes y, como no
vuelve sobre este tema, alguien sac6 la conclusion de que
habia quedado parado desde entonces.

« Las matemdticas son una creacion colectiva. Arquimedes,
por ejemplo, no es el primero que se plantea cémo se mide
la longitud de una circunferencia.

o El drabe que inventd los algoritmos... (cita textual de un
alumno) no es una expresién muy afortunada. Tal y como
funciona la escuela (el sistema educativo), ;es sorprenden-
te que haya que advertirles que siempre ha habido algorit-
mos, que cada pueblo ha desarrollado su propio sistema de
numeracion o sus métodos de control de los ndmeros, que
las matematicas son una creacion colectiva...?

+ Las matemadticas se han desarrollado muchisimo en los
ultimos trescientos afos. [Alguien habia interpretado la
fecha en que detiene Radice su historia como el final de la
Historia].

Etc., etc. ;JIngenuidades? En sus comienzos como ensefante,
Mateo tuvo la suerte de conocer a José Maria, un colega de
filosofia a cuya clase acudié en alguna ocasion integrandose
en uno de los grupos de trabajo. La primera vez, al acabar, le
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pregunt6 a Mateo cdmo lo habia visto y como este dudara, se
adelant6 a responder él:

—¢Te ha parecido bajo el nivel de la discusién?

—Pues si. No me atrevia a decirlo.

—Claro que ha sido bajo. Pero para esto estoy yo aqui: para
que llegue a tener mds altura. Los profesores de mate-
maticas y de ciencias deberfais venir a la clase de filoso-
fia para que os dieras cuenta del nivel de abstraccién y de
expresion en el que se encuentran vuestros alumnos y
alumnas y comparar luego con el nivel de los temas que
les proponéis.

El sistema educativo no sélo no respeta ese nivel, sino que
ademds no les acostumbra —mas bien al contrario— a la libre
interpretacion y al estudio creativo. Mateo sabe que no sélo
no debe escandalizarse por las opiniones que ha recogido sino
que ademads le proporcionan una buena excusa para aportar
mas informacion. Sabe también, como le advirtié José Maria,
que esa debe ser su actitud con las opiniones equivocadas
sobre contenidos técnicos de matemdticas. Otra cosa es que
consiga ser siempre coherente con lo que cree que debe hacer.

III

Pero también demostraron entusiasmo y una muy buena

capacidad de expresidn. Victor Latre, por ejemplo escribe:
No sabia nada sobre la historia de las matematicas, por lo
que una vez comenzada la lectura el libro sucumbié répi-
damente, pese a que algunos apéndices me costaron un
poco. Este libro me ha ayudado a aclarar algunas ideas

basicas que no tenfa muy claras. Me ha gustado comprobar
c6mo evoluciona el pensamiento matemadtico; ademds esta

El sistema educativo no sélo no
respeta ese nivel de abstraccion,
sino que ademds no acostumbra

a los alumnos —mds bien al
contrario— a la libre
interpretacion y estudio
creativo.

historia refleja algo que me causa perplejidad, aunque
comprendo, y es el hecho de que la idea bésica, la simple,
la que da pie a grandes filosofias o férmulas es la que tarda
siglos en salir, una vez concebida se ramifica rdpidamente
pero tener esa primera y sencilla idea es lo que mds cuesta.

Joel Per insiste también en las ideas bdsicas desde un aspecto
mas vital:

Yo creo que més que un libro de matematicas, o un libro
que explica matemdticas, este es un libro que nos hace
razonar sobre las matemadticas, consiguiendo que llegue-
mos a una conclusién mucho més amplia de las matemati-
cas (yo, por ejemplo, sabia que habian habido grandes per-
sonas como Euclides o Pitdgoras, pero realmente nunca
habia caido en la cuenta de la importancia real que tuvie-
ron esas personas en la historia de las matemadticas, en el
razonamiento, en otras palabras, en el desarrollo intelec-
tual de la humanidad), olvidando por un momento las
cuentas, los nimeros, los algoritmos, etc., para hacernos
ver que es mds una forma de pensar, una especie de ser vivo
que evoluciona gracias a nuestra conciencia, y yo creo que
esto tiene bastante importancia porque te abre un poco los
ojos. Es decir: te imaginas por un momento en la posicién
de Arquimedes intentando descubrir la férmula para hallar
la medida de una circunferencia y es cuando te das cuenta
de que ellos realmente no lo sabian, que no les venia expli-
cado en el colegio desde siempre como a nosotros, que
estamos hartos de verlo, no, ellos tuvieron que dar un paso
mucho mds grande para facilitar la vida a todas las genera-
ciones posteriores, y yo creo que es ahi, cuando ya comien-
zas a ver la férmula /=277 de una manera diferente, con un
concepto mucho mas genial y amplio.

Hemos respetado sus palabras y algunas primeras aproxima-
ciones ingenuas a cuestiones concretas; creemos que merece
la pena resaltar su interés y la frescura de sus escritos.
Recordando la terminologia en que se han desarrollado
recientes polémicas, interpretamos estos textos como una
peticién de que en las aulas se imparta, antes que matemati-
cas, el hecho matemadtico. Es decir, cultura matematica. Se
trata de que una férmula pase a tener vida, por si sola y como
hecho histérico; que pueda ser un concepto mucho mds genial
y amplio.

IV

Esta seccién se llama Desde la Historia y la mayor parte de esta
colaboracién parece que haya sido escrita desde la didactica
préctica (la tedrica nos produce sarpullidos alérgicos), pero, ;es
posible para nosotros, profesores y profesoras de Secundaria,
separar los dos enfoques en el dia a dia? La Historia deberia ser
uno de los hilos conductores de nuestro trabajo sin necesidad
de que fuera por ello necesariamente visible. Las caracteristicas
de cada grupo y de cada nivel académico son las que determi-
nardn el momento y la forma en que hard su aparicién en el
aula. Hay muchas formas de utilizarla.

1) Datos aislados de diferente grado de profundidad en pri-
mer ciclo y 3° de ESO. Sin que nos opongamos a los mera-
mente biograficos, nos interesan mds si aportan carga
matemdtica, socioldgica o ideoldgica. Las ilustraciones 6,
7, 8 y 9 son dtiles para 2° y 3° ESO. La fotografia 9 es un



2)

Ilustracién 6. Busto de Pitdgoras

bonito ejemplo de matemadtica escolar dignificada en una
decoracién publica de un edificio prestigiado. El Pitagoras
goético es sencillamente encantador y su naturalidad y
terrenalidad trabajando contrastan con el hieratismo pla-
ténico de la escultura clasica: un tema interesante de con-
versacion que puede aparecer —;por qué no?— en clase de
matematicas. La tablilla babilénica —un listado de ternas
pitagdricas— puede ser dificil de explicar en estos niveles
de ESO, pero sirve para romper con el eurocentrismo que
impregna sibilinamente nuestros curriculos escolares.

Contenidos matemdticos puros y duros. Volviendo al teore-
ma kou-ku, la demostracion de Euclides es muy util en pri-
mero de bachillerato, puesto que permite enlazar con el
teorema del coseno. La generalizacion de Ibn Qurra3 tam-
bién sirve para este nivel. Las dos se presentan muy bien
con CABRI o GEOGEBRA. En cualquier caso, la diddctica
sacerdotal da un halo de quietismo e intangibilidad a los
resultados matemadticos que hace interesante reutilizar los
materiales del punto anterior también en el bachillerato.
Por cierto, que la ignorancia histérica suele ir acompanada
de la ausencia de carga semdntica. Este curso, cuando
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Ilustracién 7. Pitdgoras comparando los nimeros y los sonidos.
Catedral de Chartres (s. XII)

Mateo propuso en su grupo de 1° de bachillearto que dibu-
jaran con CABRI cuadrados sobre los lados de distintos
tipos de tridngulos y pidieran al programa que diera sus
superficies, un alumno le hizo esta observacién:

—Veo que se da la igualdad cuando el tridngulo es rectan-
gulo.

Incluso, cuando pregunt6é al alumno mads interesado —va
incluso al taller de talento matemadtico en la Universidad—
suponiendo que conocia la relacion de dreas, su respuesta fue:

—Bueno, habitualmente no te fijas en estas cosas.

En general, no asociaron previamente el llamado teorema de
Pitdgoras con la actividad propuesta. Ocurre que la practica al
uso en las aulas lo convierte en una mera rutina aritmética
desconectada de la realidad. Evitamos explicitar conclusiones
para no cargar demasiado a los lectores y lectoras de SUMA,
que bastante nos aguantan.

3) Lectura de fragmentos seleccionados —porque vienen a
cuento en ese momento— o textos completos, como el de
Radice.
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Y aunque la historia no esté presente en el aula de forma tan- que eduquemos. Para ello puede ser necesario desconfiar de la
gible, explicita, debe estarlo en nuestra mente. Como antidoto historia escrita, puesto que enfoca el pasado desde la perspec-
contra todos los dogmatismos diddcticos en que nos educaron tiva del presente. Pero a esto, a la desconfianza hacia la histo-
y en los que pretenden que eduquemos y contra todos los dog- ria escrita, nos dedicaremos en el siguiente articulo. M

matismos ideoldgicos en que nos educaron y en que pretenden

Ilustracién 8. Tablilla de arcilla con un listado de ternas pitagéricas.
Se piensa que fue fabricada entre los afios 1800 y 1650 a.C.

Ilustracién 9. El Teorema de Pitdgoras en la fachada del Paraninfo de la
Universidad de Zaragoza (finales del s.XIX)

NOTAS
! Recuperamos a Mateo, el profesor que resumia a todos los amigos del > Lucio LOMBARDO RADICE: La matemdtica de Pitdgoras a Newton, Ed.
Colectivo del Martes en aquel entraiable libro ;Queréis la escuela? En la Laia. Barcelona, 1983 (La primera edicién en italiano es de 1971).
portada, la respuesta de los estudiantes estaba en cerrada en un bocadi- * Ya tocamos estos temas en En el entorno del teorema kou-ku (I y III),
llo en el que habia dibujado un diplodocus amarillo con un lacito azul. SUMA, n. 45 y 46.
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uegos tradicionales del mundo

Desde tiempo inmemorial el juego ha sido una actividad inti-
mamente relacionada con la existencia del ser humano.
Desde pequenos hemos estado acompanados de todo tipo de
juegos; con ellos hemos aprendido a socializarnos, a respetar
las reglas, a esforzarnos por ganar y sobre todo a llenar nues-
tros ratos de ocio. Cudntos de nosotros no hemos dedicado
las tardes de estio o de reuniones familiares en Navidades al
dominé o las cartas.

Ha habido siempre una serie de juegos que se han jugado en
distintos lugares del mundo y que se conocen desde hace
milenios, se denominan Juegos Tradicionales del Mundo.
Nosotros vamos a referirnos a los juegos de tablero, aquellos
que se juegan con fichas y/o tableros, muchas veces construi-
dos con materiales artesanales o directamente excavando las
casillas en la tierra y utilizando guijarros como fichas. Es
curioso lo que estos juegos pueden despistarnos hoy en dia si
no profundizamos en ellos. Juegos como el Tangram Chino
pueden parecernos muy antiguos, a pesar de ser una inven-
cién del siglo XIX, mientras que otros como el Juego de la
Oca los consideramos mds modernos, cuando se cree que se
inventd en Alemania en el siglo XV.

Por otro lado cada vez son mas las personas que investigan y
recuperan juegos de tablero tradicionales de todas las partes
del mundo. Atin recordamos la preciosa exposiciéon que mon-

Tchuka Ruma

taron, con motivo de las XXII Jornadas Matematicas Isaac
Newton, nuestros amigos canarios Manuel Garcfa Deniz y
José Antonio Rupérez, con tableros y fichas reproduciendo
las originales.

Nuestros compaiieros de la Asociacion de Profesores de
Portugal (APM) organizaron con motivo del Ao Mundial de
la Matemdtica una maravillosa exposicién de juegos del
mundo que recorre nuestro pais vecino. En su pagina web hay
un enlace a la exposicién de juegos con explicacidon de reglas,
algo de historia e imagen de los tableros y fichas necesarios.
No solo ahi pueden encontrarse referencias a estos juegos,
existen multitud de paginas en Internet donde encontrarlas.
Puede consultarse en la web:

http://www.apm.pt/mj/exposicao_jogos_do_mundo/exposic
ao_jogos_do_mundo.html

Es mas, desde que en el aino 1998, durante las jornadas regio-
nales de la SAEM Thales de Jaén, un grupo de profesores
comenzamos con la actividad de Matematicas en la calle (ide-
ada por Rafael Pérez, el primer director de SUMA), no ha sido
extrafio encontrar en las multiples situaciones similares que
se han repetido en muchas provincias desde entonces, ejem-
plos de estos juegos tradicionales como el Go, el Tres en Raya
o el Alquerque, el considerado abuelo de nuestras actuales
damas y de quién deriva el nombre de nuestro grupo de tra-
bajo.

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. /ES Camas.
juegos.suma@fespm.org

uegos
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Por supuesto este interés actual por el estudio de los Juegos
Tradicionales no es una novedad, pues ya en el siglo XIII
Alfonso X El Sabio, rey de Castilla y Ledn, escribi6 el Libro de
axedrez, dados e tablas un exhaustivo estudio sobre los juegos
que en ese momento se conocian (donde aparece, entre otros,
el Alquerque).

Juegos de estrategia

El hecho de traer un juego tradicional a nuestra seccién no es
meramente por su atractivo cultural. Siempre intentamos
mostrar aspectos educativos de los juegos que presentamos y
muchos de estos juegos tradicionales tienen la ventaja de ser
juegos de estrategia, con interés desde el punto de vista didac-
tico en nuestra asignatura.

En el imprescindible libro Juegos Matemdticos para Secunda-
ria y Bachillerato (editorial Sintesis, 1994), el colaborador
habitual de SUMA, Fernando Corbaladn, hace una clasifica-
cién de los juegos matemdticos en: Juegos de Procedimiento
Conocido (por ejemplo bingo, domind, puzzles), Juegos de
Conocimiento (que abarcan algtn aspecto concreto del curri-
culum) y Juegos de Estrategia. Respecto de estos tltimos dice:
En cuanto a los juegos de estrategia, su utilidad dentro de

la formacién matemdtica es muy grande, puesto que se
trata de iniciar o desarrollar, a partir de la realizacién de

ejemplos préacticos (no de la repeticién de procedimientos
hechos por otros), y atractivos, las destrezas especificas
para la resolucién de problemas y los modos tipicos del
pensamiento matemadtico.

Desde hace ya muchos aios, la ensenanza de la matematica va
en la linea de la resolucion de problemas y de resolver situacio-
nes dentro de contextos, y mds en el futuro, con el desarrollo de
las competencias evaluadas por los informes OCDE/PISA,
donde concretamente la quinta propone:

Plantear y resolver problemas. Comprende plantear, for-
mular, y definir diferentes tipos de problemas matematicos
(puros, aplicados, de respuesta abierta, cerrados) y resolver
diversos tipos de problemas utilizando una variedad de
métodos.

Muchas veces los profesores pensamos que la resolucién de
problemas es algo innato o facil de aprender por nuestros
alumnos. Sin embargo la utilizacién de procedimientos para
esa resolucién requiere prictica, una practica que puede
hacerse de una manera atractiva utilizando juegos de estrate-
gias. Muchas de las herramientas o de los procedimientos que
ponemos en funcionamiento al enfrentarnos a un problema
son los mismos que debemos utilizar al buscar la estrategia en
un juego.

Hoy queremos presentar un juego tradicional en el que se ve
claramente qué técnica o heuristica debemos aplicar para
resolverlo. En concreto el mismo que para resolver el cldsico
problema siguiente:

Un hombre tiene una canasta con naranjas. Le da a un amigo
la mitad de sus naranjas y media mds. A otro amigo le da la
mitad de lo que le queda y media mas. A un tercero la mitad
de lo que le queda y media mds. En toda la reparticién le sobra
una naranja, que se come. ;Cuantas naranjas tenia?

El Tchuka Ruma

El juego que proponemos estd considerado dentro del bloque
de juegos llamados Mancala. Estos juegos simulan la siembra
en el campo y en ellos hay que tomar las fichas de una casilla
y dejarlas caer una a una en las casillas siguientes (simulando
el efecto de sembrar). Aunque son tradicionales de Africa, el
Tchuka Ruma se considera originario de la parte oriental de
India, aunque algunos autores aventuran que puede provenir
de Indonesia, Malasia o Filipinas y haberse popularizado a
través de Rusia. Este juego tiene una particularidad especial
que lo diferencia de juegos como el Mancala o el Wari, el ser
un juego para un solo jugador. No es corriente que los juegos
tradicionales de tablero sean solitarios, lo usual es que sean
para dos jugadores.



El tablero tradicional de este juego estd compuesto de cinco
hoyos o casillas, siendo la quinta mas grande de lo normal y
recibe el nombre de ruma o almacén.

Para jugar se ha de tener dos fichas o semillas en cada uno de
los cuatro hoyos pequefios y se comienza el juego siguiendo
las siguientes reglas.

Se toman las fichas de una casilla cualquiera y se colocan de
una en una en las casillas siguientes en direccién al almacén.
Si una vez colocada una ficha en el almacén quedan fichas en
la mano se sigue sembrando las fichas por la casilla inferior del
tablero.

Cuando se deje caer la tltima ficha pueden ocurrir tres cosas:

1. Que caiga en una casilla que tenga fichas. En ese caso
se toman las fichas de esa casilla y se sigue sembrando.

2. Que caiga en el almacén. Entonces podemos comenzar
de nuevo en cualquiera de las casillas que tengan
fichas y seguir con la siembra.

3. Que caiga en una casilla vacia. En este caso el jugador
pierde la partida y hay que comenzar de nuevo.

El objetivo del juego es conseguir acumular todas las fichas en
el almacén.

Este juego tiene estrategia ganadora, es decir, es posible con-
seguir que todas las piezas terminen en el almacén.

Para sacarle aprovechamiento didactico al juego y que no se
quede en un mero pasatiempo debemos hacer que el alumno
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investigue cudl es la estrategia que debe seguir para conseguir
colocar todas las fichas en su lugar final.

Légicamente se puede intentar a voleo hasta que consigamos
dar con la solucién, pero lo mejor es buscar algtin procedi-
miento para hallarla. En este caso utilizamos el procedimien-
to de considerar resuelto el problema y comenzar desde la
solucidn, realizando los pasos al revés hasta llegar a la distri-
bucién inicial. Puedes ver en la pagina siguiente como encon-
trar la solucién con ese método.

En el desarrollo que hemos hecho no aparecen las pruebas por
caminos que no llevan a la solucién. Por ejemplo, los pasos 1
y 2 son obligados para terminar el juego, pero en el paso 3
podiamos haber efectuado otra jugada distinta como se ve en
la siguiente imagen.

OOO

O
OO

Si hubiésemos realizado esta jugada se puede ver que todos
los posibles movimientos siguientes llevan a situaciones a las
que no podriamos llegar en el proceso normal del juego.

Hemos visto como es el proceso del juego en general, aunque
hemos realizado el desarrollo al revés (habiamos podido verlo
igual en su marcha normal). Pero a veces podemos plantear
situaciones parciales para que los alumnos puedan ir afron-
tando la busqueda de estrategia de forma gradual.

Por ejemplo, podriamos plantear una primera cuestion, antes
de comenzar con el juego completo. ;Cudl es la Gnica de las
cuatro casillas desde la que podemos empezar a sembrar?

Un estudio rdpido lleva a ver que la unica posibilidad de
comenzar el juego es por la casilla tercera (contando desde el
pie del tablero), pues cualquier otra casilla lleva en dos movi-
mientos a perder la partida. El razonamiento de por qué ocu-
rre eso puede ser un buen ejercicio para que nuestros alum-
nos se acostumbren a expresar sus ideas.
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Final del juego Paso 1 Paso 2 Paso 3

Paso 4 Paso 5 Paso 6 Paso 7

Principio del juego

Paso 8 Paso 9

B
T




Cuando tengamos resuelto el juego pueden empezar a llegar
las variantes. La primera seria preguntar por la estrategia si
colocamos tres fichas en cada casilla. El problema de este juego
es que no tiene solucién siempre, sino que depende de las con-
diciones iniciales. En la disposicion de tener tres fichas por
hoyo no hay solucién posible. Por ello podriamos plantear el
buscar en qué casos tiene solucion. Si mantenemos cuatro
hoyos con fichas, el siguiente juego con solucion requiere seis
fichas en cada lugar.

Otra linea de investigacion aparece al modificar el nimero de
hoyos y estudiar cudndo podemos encontrar solucién en el soli-
tario. Por ejemplo, manteniendo dos semillas o piedras en cada
hoyo sélo encontramos solucién cuando tenemos siete hoyos.

Ni que decir tiene que a medida que aumenta el nimero de
fichas y/o de hoyos la resolucion se complica bastante. Incluso
cuando hay una gran cantidad de fichas es mas cémodo afron-
tar la solucién desde la posicién inicial con las fichas en cada
casilla.

Este solitario del Tchuka Ruma también suele presentarse en
forma circular donde los hoyos estan formando una circunfe-
rencia y el almacén se distingue por ser mas amplio que los res-
tantes hoyos. Podemos ver un tablero en la figura siguiente:

Se coloca el numero de fichas que se quiera (en general dos
como en el caso anterior) y suele sembrarse en el sentido con-
trario a las agujas del reloj. Las reglas son las mismas que

antes y si se llega al ruma con fichas en la mano se continda
por las casillas siguientes.

La primera investigacién que puede proponerse es si el hecho
de ser el tablero circular o lineal modifica en algo el juego o la
estrategia de resolucién. Basta fijarse un poco para descubrir
que no aporta ninguna ventaja ni dificultad el hecho de ser
circular ya que el desarrollo del juego, y por tanto los pasos
para solucionarlo, son los mismos.
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Por si algtn lector quiere practicar este juego, en la direccién
http://www.cs.unimaas.nl/~donkers/games/ruma/

puede encontrar un applet para jugar. También tiene un enla-
ce que permite descargarse el programa java para tenerlo en el
ordenador. Se complementa con un cuadro en donde apare-
cen en colores las distribuciones que tienen solucién. Dado
que el programa hace los movimientos seguidos sin mds que
pulsemos en una de las casillas, es muy rapido comprobar
todas las posibilidades hasta encontrar la solucién (si la hay).

Como siempre nos gusta indicar en nuestros articulos, un
complemento educativo para cualquier juego es que los alum-
nos se construyan sus propios tableros y fichas. En el caso de
los juegos de Mancala suele ser atractivo utilizar semillas
naturales como por ejemplo alubias (bien blancas o de color)
aunque puede servir cualquier otro material, por ejemplo pie-
drecillas siempre que no sean muy grandes, el hecho de que
no todas sean del mismo tamaio le da un cierto sabor casero
al juego. El tablero puede ser en madera (al menos para el
Mancala o el Wari suelen ser los que se encuentran en merca-
dillos y comercios de juegos) aunque también podemos
hacerlo en barro (o en masa para modelar que no necesita
coccion y que endurece en unas pocas horas). Por supuesto se
puede utilizar cualquier otro tipo de material, hasta papel,
aunque también se pueden utilizar cuencos de cerdmica o de
mimbre para las casillas del tablero (como hemos podido ver
que utilizan nuestros compafieros de la SAEM Thales de
Cérdoba).
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Pero si uno observa las cifras reales de vida, la idea intuitiva
de esperanza puede empezar a tambalearse. Por ejemplo, una
mujer espafiola de unos treinta afos vera en las tablas que su
esperanza de vida en 2004 ha aumentado respecto del 2003
(sCémo? Si yo no he hecho nada...) y es de 83,60 afios (;Lo del
0,60 son unos meses?). Pero si vive en Barcelona es de 84,60
anos (;Efecto del Estatuto de Autonomia?) pero como la sefio-
ra es europea su esperanza, gracias a ser de la Unidn, es de
81,90 segin datos del 2003. En cambio si tuviese 40 arios euro-
peos su esperanza-2003 hubiese sido de 82,20 (;Mds mayores,
mds esperanza? ;Lo hacen para no desanimar?). Como vé,
conviene entrar a precisar un poco todo este lio de las espe-
ranzas que por lo visto depende de la edad de cada uno, del
afo en que se calculan y del servicio estadistico que hecha las
cuentas (autonémico, central, europeo...).

Los servicios estadisticos, cada uno en su dmbito, acumulan
cada ano las tablas de mortalidad (aunque sea duro de admi-
tir, lo que permite calcular la vida es la muerte). Estas tablas
no sélo muestran los que han vivido de mas, sino las muertes
en las diferentes etapas de la vida.

La esperanza de vida al nacimiento, la de los recién nacidos
del afio considerado, es el numero de anos que previsible-
mente el bebé vivird si se mantienen los modelos de longevi-
dad que se estan dado ahora a lo largo de la vida del bebé. Este
numerito se halla ponderando las edades vividas con las fre-
cuencias que éstas se han dado en el afo estudiado.

No todos los servicios estadisticos publican simultdneamente
sus datos de afos anteriores y por tanto las esperanzas cambian
por lugares y por afios. En el 2006 puede localizar datos hasta el
2004 y en el caso de Espaiia (datos globales) resultan unas espe-
ranzas de vida al nacer de 79,7 afnos. Mire lo que ha ido ocu-
rriendo (Fuente: Programa Naciones Unidas para el Desarrollo)

Afo | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Espafa | 78,0 | 78,1 | 783 | 785| 79,1| 79,2| 79,5| 79,7

Parece que vamos bien y que el afio 2001 (;fiestas?) el aumen-
to fue notable.

Pero a partir de las informaciones segmentadas de mortalida-
des también se calcula la esperanza de vida de las diferentes
edades. Mire la siguiente tabla espaiola (INE, 2002) sobre
esperanzas de vida a diferentes edades:

PARA SABER MAS

Hombres | 76,2 | 66,7 | 56,9 | 47,3| 37,9| 28,9| 20,6| 13,2
Mujeres | 82,9 | 73,3 | 64,4 | 53,6 | 43,9 | 34,4| 252| 132

datos que puede comparar con los europeos (Eurostat, 2003).

Hombres | 75,1 | 65,6 | 558 | 463 | 36,8| 279 19,8| 12,7
Mujeres | 81,2 | 71,6 | 62,7 | 51,9 | 42,2| 32,8| 23,9| 12,7

La esperanza como base a una reflexion politica

Una obra que ha tenido impacto mundial es la de Robert Wright
Nonzero: The Logic of Human Destinity (cuya traduccion
espaiola ya se ha publicado). Es un libro sobre historia y poli-
tica pero que basa sus argumentos en conceptos elementales
provenientes de la teoria de juegos (algo que los economistas
también han sabido aprovechar a fondo) para con ellos releer
y revisar evoluciones sociales y situaciones actuales. El propio
titulo Nonzero hace referencia a situaciones de esperanza
matemadtica no nula, es decir, en donde no hay perdedores y
ganadores absolutos sino que todos ganan algo. No se trata de
un doble triunfo sino de buscar y elegir caminos que lleven a
mds beneficios comunes para la Humanidad. El libro apuesta
por un nuevo modelo de relaciones donde sea posible elegir
entre las alternativas de futuro y comprender la eleccion.
ot

Es bonito observar que muchos de nuestros conceptos den pie
a usos interdisciplinarios tan diversos. Lo tltimo que se pier-
de es la esperanza.

Para pensar un rato

Con este clip quisiera animar al lector para que explote diddc-
ticamente esta versatilidad de los conceptos matematicos que
les permite aparecer en situaciones muy dispares. También le
invito a viajar por las webs de los servicios estadisticos y cons-
tatar las diferencias de datos sobre objetos idénticos y buscar
interpretaciones positivas a las divergencias. H

WRIGHT, Robert (2005): Nadie Pierde. La teoria de juegos y la logica
del destino humano, Metatemas 89, Tusquets Ed. SA, Barcelona

STEEN, L.A. (1994) For all practical purposes, W.H. Freeman, New
York (traduccién Addison-Wesley-UAM, Matemadticas en la
vida cotidiana).

http://www.idescat.net

http://www.ine.es
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mace 150 afos, el 23 de mayo de 1857, a la edad de 68 aiios,
morfa inesperadamente en Sceaux, pueblecito cercano a
Paris, Augustin Louis Cauchy, uno de los primeros matema-
ticos modernos, y de los mds prolificos que han existido. Sus
ultimas palabras, dirigidas al arzobispo de Paris que habia ido
a visitarle fueron:

Los hombres pasan; pero sus obras quedan.

Cauchy habia nacido en Paris, en plena época revolucionaria,
pocas semanas después del asalto y caida de la Bastilla, el 21

Pero seria un grave error pensar
que se puede encontrar certeza con
solo las demostraciones geométricas
o el testimonio de los sentidos.
Cauchy

de agosto de 1789. Primogénito de seis hermanos de una
familia modesta, su padre, Louis-Frangois, era jurista y se
encargd personalmente de la educacién de su hijo, dada la
poca efectividad de las escuelas en aquella época. Louis-
Francois, profundamente religioso, cercano a los jesuitas,
mondrquico ultra, inculcé a su hijo sus propias ideas.

Augustin Louis Cauchy

Santiago Gutiérrez
hace.suma@fespm.org

Huace...
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El 1 de enero de 1800, recién instalado el Consulado por Napo-
leén, a raiz del golpe de estado, Louis-Francois, es elegido
secretario del Senado, con lo que el atn nifio Augustin Louis
continda sus clases en el despacho de su padre. En este lugar
tiene ocasion de conocer a dos de los grandes matemdticos de
la época, Lagrange y Laplace. Ambos se quedan asombrados de
la capacidad para las matemdticas mostrada por el nifio.
Incluso Lagrange llegé a decir de él: Este nos va a reemplazar a
todos como matemdtico. No obstante, su padre decide llevarlo
a la Escuela Central del Pantedn, con solo trece afios, donde
pudiera adquirir una formacién humanistica. Le bastaron dos
afios para destacar en el dominio del Griego y del Latin.

En 1804 deja la escuela y se dedica al estudio intensivo de las
matemadticas, bajo la direccién de un tutor, con el fin de ingre-
sar en la Escuela Politécnica. Al afo siguiente, en efecto,

Litografia por Rudolf Hoffmann, ca. 1840

obtiene el nimero dos en las pruebas de admisién de la Es-
cuela. De la Escuela Politécnica pasa a la Escuela de Inge-
nieros Civiles. Cuando todavia no habia cumplido los 21 afos
obtiene el titulo de Ingeniero de Caminos. Inmediatamente es

destinado a Cherburgo, donde participa en las obras de cons-
truccién del puerto, pero se diria que habia sacado billete de
ida y vuelta, pues, segun cuentan, al iniciar su viaje a
Cherburgo llevaba consigo el Tratado de las funciones anali-
ticas de Lagrange y la Mecdnica Celeste de Laplace. Lo cierto
es que dedica buena parte de su tiempo al estudio y la inves-
tigacién matemadtica. Fruto de esta dedicacién es su trabajo
sobre los poliedros, que presenta en 1811, y en el que mues-
tra la inexistencia de otros poliedros regulares distintos a los
de 4, 6, 8, 12 0 20 caras. Aun presenta una segunda memoria
sobre este tema en 1812. Siguiendo los consejos de Lagrange
y Laplace, debilitado su estado de salud, decide abandonar los
trabajos como ingeniero y regresar a Paris para dedicarse
enteramente a las Matematicas.

En 1813, con veinticuatro aios, vuelve a Paris y atrae ya el
interés de los matematicos mds eminentes de la época por sus
investigaciones. En 1814, presenta el trabajo Sur les intégrales
defines (Sobre las integrales definidas). A pesar de todo, desde
el punto de vista profesional, no logra Cauchy una ocupacién
cientifica oficial.

En el ano 1815, derrotado Napoleén en Waterloo y exiliado en
Santa Elena, se restaura en Francia la monarquia en la figura
de Luis XVIII y corren vientos favorables para la antirepubli-
cana familia Cauchy. Es en este periodo, durante los reinados
de los borbones Luis XVIII y Carlos X, hasta la revolucion de
1830, cuando alcanza Cauchy sus mds importantes resultados
cientificos. En 1815 publica una memoria sobre los grupos de
sustituciones, titulo andlogo al de Galois, asi como una
demostracién del importante teorema de Fermat relativo a los
numeros figurados (la posibilidad de expresar cualquier ente-
ro positivo como suma de tres ndmeros triangulares, cuatro
numeros cuadrados, cinco nimeros pentagonales..., 7 nime-
ros n-gonales), completando de este modo lo que Gauss habia
logrado solo para los numeros triangulares y cuadrangulares.

En 1816, se le otorga el Gran Premio de la Academia france-
sa, por su trabajo Une théorie des ondes sur la surface d'un
fluide dense de profondeur infinie (Una teoria de las ondas
sobre la superficie de un fluido denso de profundidad infini-
ta). Ese mismo afo, es nombrado académico, por decreto,
ocupando el lugar dejado por Monge que habia sido destitui-
do por Napoleén en el breve periodo de tiempo, conocido
como los cien dias, en que recuperd el poder desde el regreso
de la isla de Elba (1814) hasta su exilio definitivo en Santa
Elena (1815). Asi mismo, en 1816, es nombrado profesor titu-
lar de Andlisis y de Mecanica en la Escuela Politécnica. En
1817, imparte clases de Fisica en el Collége de France, cosa
que interrumpe al curso siguiente y retoma entre 1825y 1830.
Da también clases de algebra en la Facultad de Ciencias,
como profesor sustituto, a partir de 1821.

En 1818, se casa con Aloise de Bure, con la que tiene dos hijas.



En 1815 publica una memoria
sobre los grupos de sustituciones,
titulo andlogo al de Galois, asi
como una demostracion del
importante teorema de Fermat
relativo a los nimeros figurados.

Si hay algun rasgo dominante en la
vida de Cauchy ese es la biisqueda
de la verdad, la necesidad de lo
absoluto.... esa misma necesidad de
verdad, de alcanzar lo absoluto, es
lo que determina su forma de
abordar las matemdticas. No es de
extraniar que la busqueda del rigor
se convirtiera asi en su objetivo
prioritario de trabajo.

Cauchy por C. H. Reutlinger

El analisis

Si hay algun rasgo dominante en la vida de Cauchy ese es la
btsqueda de la verdad, la necesidad de lo absoluto. Considera
que en la busqueda de la verdad consiste precisamente el tra-
bajo del sabio:

La verdad —escribe en 1842— constituye un tesoro inesti-
mable, cuya adquisicién no va seguida de remordimiento
alguno y no perturba jamads la paz del alma. La contempla-
cién de estos celestes encantos, de su belleza divina, basta
para compensarnos de los sacrificios que hacemos para
descubrirla, y la bondad misma del cielo no consiste sino
en la posesién completa y plena de la verdad.

Pues bien, esa misma necesidad de verdad, de alcanzar lo
absoluto, es lo que determina su forma de abordar las mate-
mdticas. No es de extrafnar que la busqueda del rigor se con-
virtiera asi en su objetivo prioritario de trabajo. El rigor se
hace especialmente patente en sus cursos de analisis, imparti-
dos en la Escuela Politécnica, y por demds fructiferos, ya que

SUMA 55
Junio 2007

estos cursos van a ejercer una influencia decisiva en el poste-
rior desarrollo del andlisis hasta nuestros dias.

Efectivamente, el célculo infinitesimal de Newton y Leibniz
habia adquirido un gran impulso por parte de un matematico
tan genial como Euler. Pero los conceptos bésicos, como el de
infinito, el de infinitamente grande o el de infinitamente
pequeiio, permanecian todavia en el terreno de la intuicién
geométrica, asi como los métodos de trabajo tan frecuente-
mente motivo de objeciones en cuanto al rigor se refiere, tal el
caso de los desarrollos en serie, por ejemplo. La necesidad,
pues, de poner orden en los fundamentos del ya por entonces
inmenso edificio del anélisis preocupaba a no pocos matema-
ticos de la época... Abel, en carta dirigida al profesor
Christoffer Hansteen, en 1826, se lamentaba de la situacion:

..la tremenda oscuridad que incuestionablemente encuen-
tra uno en el anélisis. Carece completamente de todo plan
y sistema, y el hecho de que tantos hayan podido estudiar-
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Sello dedicado a Cauchy

lo es notable. Lo peor del caso es que nunca ha sido trata-
do rigurosamente. Hay muy pocos teoremas en el andlisis
superior que se hayan demostrado de una manera légica-
mente sostenible. En todas partes encuentra uno esta
manera miserable de concluir lo general partiendo de lo
especial y es extremadamente peculiar que tal procedi-
miento haya llevado a tan pocas de las asi llamadas para-
dojas.

Gauss y Bolzano mostraban una preocupacién similar.
Algunos habian intentado remediarlo, como Lagrange con su
Théorie des fonctions analytiques, sin lograrlo totalmente.

En estas condiciones, aunque Bolzano habia dado pasos
importantes, sus resultados no fueron conocidos hasta
mucho tiempo después, asi que es Cauchy el primero que
emprende la tarea con fortuna y su trabajo es conocido. Para
ello hace una verdadera revolucion en la estructura del desa-
rrollo del andlisis, sometiéndolo desde el principio al espiritu
del rigor, tanto en lo que se refiere a los conceptos como a los
métodos.

En 1821, siguiendo la tradicién de la Escuela Politécnica,
recoge sus lecciones en unos apuntes que titula Cours dana-
lyse (Curso de andlisis). En él explica su proyecto:

En lo tocante a los métodos, he tratado de darles todo el
rigor que se exige en geometria, de forma que no se recu-
rra jamas a la generalidad del dlgebra. Las razones de este
tipo, aunque bastante aceptadas por lo comtin, no pueden
considerarse, me parece, sino como inducciones adecuadas
para hacer presentir la verdad en ocasiones, pero concuer-
dan poco con la exactitud de que tanto se jactan las cien-
cias matemadticas. Es preciso observar ademds que propen-
den a atribuir a las férmulas algebraicas una amplitud
indefinida, cuando, en realidad, la mayoria de ellas sélo
son vélidas bajo ciertas condiciones y para ciertos valores
de las cantidades que contienen. Al determinar estas con-
diciones y estos valores, y al fijar de forma precisa el signi-
ficado de las notaciones que utilizo, hago desaparecer toda
incertidumbre.

Por aquella época ya era importante la reputaciéon de Cauchy
y numerosos los oyentes que acudian desde Berlin, San
Petesburgo, Madrid,...para oir en directo los resultados de sus

...la tremenda oscuridad que
incuestionablemente encuentra uno
en el andlisis. Carece
completamente de todo plan y
sistema, y el hecho de que tantos
hayan podido estudiarlo es notable.
Lo peor del caso es que nunca ha
sido tratado rigurosamente.

Abel

investigaciones. De este modo, su Cours danalyse, cuando lo
hace publico, se difunde como la pdlvora por toda Europa, y
se convierte en el modelo a seguir por todos los autores de
tratados de analisis del siglo XIX. Hasta el propio Abel, tan
critico con el estado de cosas, alaba esta obra de Cauchy:

La distinguida obra debiera ser leida por todo aquel que
ame el rigor en las investigaciones matemadticas.

Por aquella época ya era
importante la reputacion de
Cauchy y numerosos los oyentes que
acudian desde Berlin, San
Petesburgo, Madrid... para oir en
directo los resultados de sus
investigaciones.

La clave del rigor

;Cémo ha sido posible, para Cauchy, encontrar el cauce del
rigor en una materia tan sumamente dificil, que se habia
resistido a los mds grandes matematicos del siglo XVIII y pri-
mer cuarto del XIX?

La base del éxito de Cauchy hay que buscarla en dos estrate-
gias. Por una parte, aritmetizar el andlisis, independizarlo de
su apoyo geométrico, y, por otro lado, basar todo su desarro-
llo en el concepto de limite. Hasta entonces, se manejaba la
nocion de limite de una forma intuitiva y como herramienta
auxiliar de las relaciones entre cantidades implicadas en pro-
blemas geométricos, incluso, cuando se aplicaba a los nime-
ros, no se dejaba de recurrir a la intuicion geométrica, lo que



entonces se conocia como la metafisica del cdlculo. Si bien
Euler y Lagrange se esforzaron por establecer el calculo sobre
su concepto de funcién analitica, no lograron demasiado éxito
en la tarea. Para encontrar un intento serio de hacer del con-
cepto de limite la base de todo el desarrollo del cédlculo hay
que llegar a D’Alembert, que llama la atencién sobre la impor-
tancia del concepto de limite en un articulo de la enciclope-
dia, y a Lacroix, que lo utiliza en sus cursos al presentar el cal-
culo infinitesimal. Precisamente, con este dltimo habia dado
Cauchy sus primeros pasos en el estudio del analisis.

En su Cours danalyse, Cauchy se desprende de toda metafisi-
ca geométrica, coloca al concepto de limite en la base del cdl-
culo y lo sitda en el campo de las funciones numéricas. Define
el limite de una sucesiéon de numeros reales del siguiente
modo:

Cuado los valores sucesivamente atribuidos a una misma
variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de
modo que acaben por diferir de él tan poco como se quie-
ra, a este ultimo se le denomina limite de todos los demds.

En 1823, publica el Resumé des lecons
sur le calcul infinitesimal (Compendio
de las lecciones de cdlculo infinitesi-
mal), y en 1829 ven la luz las Legons sur
le calcul différentiel (Lecciones sobre el
célculo diferencial). Estos dos libros,
junto con el Cours danalyse, constitu-
yen la obra en que Cauchy presenta el
célculo diferencial e integral con todo
rigor.

En sus textos, Cauchy aplica la nueva

definicién de limite a las nociones de

derivada y continuidad. Define la deri-

vada para funciones continuas como el

limite, si existe, del cociente incremen-

tal cuando el incremento de la variable

independiente tiende a cero, tal y como

lo hacemos en la actualidad. En cambio

el concepto de diferencial, que habia

sido clave en el desarrollo del célculo

para Leibniz, lo relega Cauchy a un se-

gundo plano. Si para una funcién y=f(x),

designamos por dx una cantidad finita,

entonces dy = f'(x) dx. En cuanto a la

continuidad, sefiala que la funcién y =

fl(x) es continua, entre ciertos limites de la variable x, si un
incremento infinitamente pequeiio de x proporciona un
incremento infinitamente pequefio en la funcién.

Del mismo modo, aborda el concepto de integral desde la
nocion de limite, en contra de lo habitual durante todo el siglo
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XVIII, que consistia en considerar la integracion como el pro-
ceso inverso de la diferenciacién. Esta forma de enfocar la
integracion habia tropezado con grandes dificultades, pues no
siempre era posible encontrar la funcién primitiva. Ya Euler
reconocia las limitaciones de semejante concepcién de la inte-
gral, y escribia, cuando no conseguia encontrar la primitiva de
una funcioén:

...no nos queda otra cosa que tratar de encontrar para ella
un valor tan préximo al verdadero como se quiera.

La base del éxito de Cauchy hay
que buscarla en dos estrategias. Por
una parte, aritmetizar el andlisis,
independizarlo de su apoyo
geomeétrico, y, por otro lado, basar
todo su desarrollo en el concepto de
limite.

Y esta idea de resolver el problema
por la via de la aproximacion es la
que sugiere a Cauchy su forma de
definir la integral. Lo hace, partien-
do de la integral definida, que él
define, para toda funcién continua
sobre un intervalo dividido en n
subintervalos, como el limite (una
vez mas entra el limite en escena) de
sumas de productos cuando la am-
plitud del mayor de los subinterva-
los tiende a cero. Esto es:

b

S=[ flx)dr=lim ¥ Flx.) @, ),

cuando x; —x,_, tiende a cero.

Para ser rigurosos, comenta:

...es importante notar que si los valores numéricos de estos
elementos son muy pequeiios y el nimero » muy grande, el
modo de subdivisién tendré solo una influencia impercep-
tible en el valor de S.

Y atn escribe Cauchy:
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...me parece que esta manera de concebir la integral defini-
da debe ser adoptada con preferencia a otras, ya que es
igualmente vdlida en todos los casos, incluso cuando no
podamos pasar de la funcién que aparece bajo el signo de
integral a la funcién primitiva. Ademds, de esta manera
puede ficilmente demostrarse que una integral tiene un
valor finito dnico, si la funcién es continua entre los dos
valores en los que se toma la integral.

Desde esta definicién de integral llega a la nocién de primiti-
va de una funcién como la integral definida con el limite supe-
rior variable.

A partir de 1823, Cauchy empieza a tener problemas en la
Escuela Politécnica. Los alumnos se quejaban de que sus lec-
ciones eran largas y dificiles, los profesores se mostraban de
acuerdo con tales criticas, y Cauchy se defendia:

..la experiencia demostrard pronto que los nuevos méto-
dos (es decir, su forma de orientar el andlisis) lejos de
entorpecer la instruccién de los alumnos, les permiten
aprender en menos tiempo y con menos esfuerzo todo lo
que aprendian anteriormente.

Por otra parte, sus lecciones parecian demasiado teéricas para
lo que debe ser la formacion de un ingeniero. Fuera como
fuese, el caso es que la Escuela, en 1825, elabor6 nuevos pro-
gramas que daban una orientacién mads aplicada a los temas
de andlisis.

En 1826, publica una especie de diario personal, bajo el titulo
de Exercices de mathématiques, en el que da a conocer men-
sualmente sus trabajos de Matemadticas. Después de 1830, la
publicacién adoptard el nuevo titulo de Exercices danalyse
mathématique et de physique.

Teoria de funciones de variable compleja

En sus textos, no se limita Cauchy a las funciones reales de
variable real sino que generaliza sus definiciones al campo
complejo. Los primeros pasos de esta teoria aparecen en su
Mémoire sur la théorie des intégrales defines (Memoria sobre
la teoria de las integrales definidas), leida en la Academia en
1814 pero cuya publicacién se retrasaria hasta 1827. En ella
trata de hacer riguroso (siempre el rigor) el paso de la variable
real a la variable compleja que utilizaban Euler, desde 1759, y
Laplace, desde 1782, para calcular integrales definidas
mediante variables complejas.

Antes que Cauchy, ya Gauss, en una carta a su amigo F. W.
Bessel de 1811, comenta el significado de la integral de una
funcién de x cuando la variable x es compleja, y le indica que
tiene un teorema muy bello sobre que el valor de una inte-
gral, en ciertas condiciones, es independiente del recorrido

utilizado para calcularla. Pero, no publica sus consideracio-
nes, cosa habitual en él, como ocurri6 con las geometrias no
euclideanas, por poner un ejemplo. En cambio, Cauchy era
todo lo contrario, publicaba, en cuanto podia, todo lo que
iba haciendo. De ahi que haya que otorgar a Cauchy la gloria
de haber construido la teoria de funciones de variable com-
pleja.

En su Mémoire sur la théorie des intégrales defines, al tratar de
generalizar la nocién de integral al caso de la variable com-
pleja, hace notar que en este caso hay muchas maneras de rea-
lizar la particion por lo que es necesario demostrar, y lo
demuestra, que la definicién es independiente del camino
seguido.

A partir de este resultado, y en sucesivos escritos, construye
Cauchy buena parte del edificio de la teoria de funciones de
variable compleja. Para semejante hazafia no bastaria solo con
aritmetizar el andlisis de funciones de variable real, como era
su primer intento, despojéandolo de todo recurso a la intuicién
geométrica, sino que seria necesario elevar un peldano el nivel
de abstraccion. Efectivamente, asi como la variable compleja
exige un espacio bidimensional para ser representada, la fun-
cién de variable compleja requeriria un espacio de cuatro
dimensiones, es decir quedaria fuera de cualquier apoyo
intuitivo ya desde sus comienzos.

El exilio

A los 41 afos, cambia radicalmente la vida de Cauchy. La
revolucién de 1830 depone al rey Carlos X de Borbén, y le
sucede la casa de Orledns en la persona de Luis Felipe.
Entonces Cauchy, ferviente seguidor de los Borbones, se niega
a prestar juramento de fidelidad al nuevo monarca, pierde su
empleo, abandona Paris, dejando alli a su familia con los sue-
gros, se dirige a Suiza, y a pesar de que se va s6lo por unas
semanas acaba autoexilidndose en este pais, abandonando
toda actividad pedagdgica durante casi un afo. De alli, al cabo
de un aifo, pasa a Turin, donde se habia creado una citedra
especialmente para él, de modo que puede volver a ejercer la
docencia.

Entretanto, Carlos X se habia trasladado con su Corte a Praga,
y desde alli cursa una invitacién a Cauchy para que acepte el
puesto de preceptor del heredero de la Corona, el Duque de
Burdeos. Cauchy acepta, y en 1833 se traslada a Praga, a
donde hace venir a su familia. Desempena el cargo durante
cinco anos, en los que experimenta una notable reduccién su
produccidn cientifica. Eso si, Carlos X le concede el titulo de
Barén como premio a su fidelidad.

En 1839, regresa a Paris, y ensefia en varios establecimientos
religiosos. Es propuesto como miembro del Bureau des Lon-



gitudes (Oficina de pesas y medidas), y si bien el rey Luis Feli-
pe no lo aprueba, lo cierto es que Cauchy trabaja para esta ins-
titucion de una forma semilegal.

La proclamacién de la segunda Republica, tras la Revo-
lucion de 1848, con Carlos Luis Napoledn como presiden-
te, facilita el regreso de Cauchy a la actividad docente, al
suprimir el juramento de fidelidad, siendo nombrado
Cauchy profesor de Astronomia matemdtica en la Sor-
bona. Incluso en 1852, cuando el Presidente de la Repu-
blica, bajo el nombre de Napoleo6n I1I, instaura de nuevo el
Imperio y restaura el juramento de fidelidad, Cauchy
puede continuar su actividad, al hacer el Emperador con él
una singular excepcidn. De este modo sigue trabajando sin
cortapisas, en las instituciones estatales hasta el fin de su
vida.
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Ademas de lo expuesto sobre el andlisis, Cauchy da un gran
impulso a la teoria de determinantes, hace contribuciones origi-
nales sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
parciales, sobre teoria de grupos, sobre dlgebra, donde un traba-
jo suyo sobre de la imposibilidad de resolver algebraicamente las
ecuaciones de grado superior al cuarto, prepara el terreno a la
demostracion posterior que realizaria Abel, entre 1824y 1826...

Las obras completas de Cauchy, cuya edicién se prolongé de
1882 a 1975, consta de 27 volimenes y contiene 789 articulos
y memorias, ademds de cinco textos dedicados a la ensefianza.

El siglo XIX produjo una gran cantidad de buenos matemati-
cos, pero dos destacaron por encima de todos los demds,
Gauss y Cauchy, de modo que ambos pueden ser considera-
dos como los grandes dominadores del siglo. W

Litografia de Gregoire et Deneux
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mace unos meses, el 19 de febrero de 2007, fallecié en
Madrid nuestra comparera M.* Angeles Ortiz. Y aunque en
esta ocasion no hayan transcurrido 100 o 150 afios, queremos
dedicar esta seccion al recuerdo de su persona, sabedores de
que Maria Angeles era muy cercana a muchos lectores de
SUMA, que su trayectoria, tanto personal como profesional,
ha estado entrelazada con la historia de la ensefianza de las
Matematicas en nuestro pais en los Gltimos treinta afos.

M.* Angeles nacié en el Madrid de la década de los cincuenta
¥, quizd por eso, su cardcter muestra y amplifica positivamen-
te los mejores rasgos de ese Madrid que ella adoraba y que no
dejaba de pasear y disfrutar: abierta, optimista, alegre, son-
riente, algo picara, risuefiamente irénica, amante de la vida, de
las personas y de la calle, sociable, acogedora, multicultural...

Tras estudiar bachillerato en una filial del instituto Lope de
Vega, elige estudiar Matemdticas porque se le daban bien y
sacaba buenas notas. Licenciada en Matematicas por la Uni-
versidad Complutense en 1974, estudia también alli los cur-
sos de doctorado. Sus intereses e inquietudes se dirigian fun-
damentalmente a la docencia desde la época de estudiante de
bachillerato —echando una mano a los comparieros y amigos
menos preparados para las matematicas.

Su vocacién docente la llevo a buscar en las matemdticas un
sentido humano y social. Durante la etapa universitaria
empieza a preocuparse por buscar recursos que le permita
aprender y aportar algo en el campo de la ensefianza. Buscaba
personas que la relacionasen con la enseflanza de las mate-
méticas y se metia por todas partes con el fin de lograr apren-
der sobre su didactica.

Terminada la carrera empieza su etapa formativa como futu-
ra profesora. En unos afios en los que la formacion inicial y
permanente del profesorado de Enseflanza Media se reducia
al Curso de Aptitud Pedagégica (CAP), M.* Angeles se inscri-

M.* Angeles Ortiz: una vocacion docente

Que la memoria vuestra sea

la tltima cosa que me quede,

y que ella sea para mi
salvacion y rescate de la muerte.

A. Saura. Las horas, 1986

be en los pocos cursos de formacién que entonces se ofrecen,
como el organizado por el Instituto de Cultura Hispénica
orientado a estudiantes latinoamericanos, en el que ella fue
uno de los dos unicos espanoles que asistieron.

Comienza su trabajo como profesora en el afio 1974-75 en la
Escuela de Formacion del Profesorado de EGB Maria Diaz
Jiménez de Madrid. Su afan por aprender le impulsa a estudiar
la carrera de maestra que termina en 1977. Compatibiliza
estos afos de estudio, trabajando como profesora de mate-
maticas en un colegio y escribiendo temas para las oposicio-
nes a profesores de EGB. Afios después decide estudiar tam-
bién Ciencias de la Educacidn, licenciatura que finaliza en la
Universidad Complutense en el aiio 1982, casi coincidiendo
con el nacimiento de su hija Violeta.

En 1978 obtiene la plaza de profesora de matemdticas de ins-
tituto, estudiando frecuentemente en el castizo café Comer-
cial. M.* Angeles necesitaba la calle, el ruido, para concen-
trarse; era el silencio lo que la desconcertaba.

Grupo Azarquiel
hace.suma@fespm.org

Huace...
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Su primer destino fue el Instituto Gabriela Mistral de Madrid.
Después siguieron otros hasta llegar al Cardenal Cisneros, en
el que trabajaba cuando le sobrevino la enfermedad. Maria
Angeles la afronté con la misma fuerza, valentia, alegria y
ganas de vivir que siempre tuvo... aunque esta vez la enfer-
medad fue mds fuerte que ella.

Como persona preocupada por la ensefianza de su materia
acude a diversos foros y
seminarios, contribuyendo
desde el principio al
naciente movimiento de
renovacion de la didactica
de las matemdticas. Al
comienzo de la década de
los 80, asistiendo a la
Escuela de Verano de
Acciéon Educativa (Madrid,
1980) participa en la gesta-
cion del Grupo Azarquiel
en septiembre de ese afo.

En diciembre asiste en
Sevilla al primer encuentro
de representantes de los
grupos y sociedades de
Innovacién y Didéctica de
las Matemadticas. Alli se decide la organizacién en Barcelona
de las Primeras Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza de
las Matematicas ( I JAEM), que se celebraron en 1981. Acude
ese aflo también al encuentro de la Commission Interna-
tionale pour 1'EFtude et IAmélioration de I'Enseignement des
Mathématiques en Pallanza(Italia). Inicia alli el contacto con
colegas extranjeros, con los que desde entonces mantuvo pro-
fundos vinculos profesionales y personales.

En el Grupo Azarquiel encuentra el cauce para desarrollar su
actividad de investigadora en ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas. Entre los anos 1983 y 1985 trabaja con el grupo
Azarquiel sobre los errores persistentes de los alumnos y su
importancia en el aprendizaje. Si para todos nosotros esa
investigacién fue un punto de inflexién profesional, para
Angeles result6, ademas, un trabajo apasionante. Estudiar los
procesos mentales de los alumnos era para ella una aventura
muy grata. En estos trabajos ponia en juego toda su capaci-
dad, tan especial, para conocer a las personas observandolas,
su capacidad de penetrar y entender las relaciones entre las
personas, de hacerse una idea del conjunto de las situaciones,
de adaptar su exposicién a las capacidades e intereses de los
que la escuchaban, de crear comunicacién y empatia.

Sus deseos de aprender a ensefar no disminuian con los
anos, sino mds bien al contrario, de modo que todos los
temas de trabajo que nos proponiamos en el Grupo Azar-

M.= Angeles Ortiz, en el ICME 8, Sevilla 1996

quiel siempre los encontraba muy interesantes y participaba
en ellos con entusiasmo, animando y tirando siempre que era
necesario. En los tltimos anos se dedicé a trabajar sobre la
ensenanza de la Medida y el Algebra.

Su dnimo e interés se matuvieron vivos durante las tres dé-

cadas de ejercicio de la profesién. Con la sélida prepara-

cién que supo forjarse y con la madurez y experiencia que
dan los anos dedicados a
estudiar y a ejercer la profe-
sién, M.* Angeles ha sido
protagonista de la Ense-
nanza de las Matemadticas
en nuestro pais en estos
anos.

Asistente habitual a las
JAEM, desde aquellas pri-
meras del 1981 hasta las ulti-
mas en Albacete, en 2005,
era facil verla com o ponente
en muchos curos y congre-
sos regionales, recorriendo
Centros de Profesores de
casi toda Espafna. También
se la podia ver en las reu-
niones de la CIEAEM [por
ejemplo, Pallanza, 1981; Southampton, 1986; Bruselas,
1989] y en varios ICME [Budapest, 1988; Sevilla, 1996].

Participé activamente en la puesta en marcha de la
Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemaéticas Emma
Castelnuovo, constituida en el ano 1991.

En 1988 participé en el primer curso de Formador de
Formadores de Matematicas, en Valencia. Sus compaieros en
ese curso, provinientes de toda Espafia, guardaran siempre un
grato recuerdo de su trabajo y su persona.

En agosto de 2003 colabora con la Federacién Iberoamericana
de Sociedades de Educaciéon Matemética (FISEM) impartiendo
en Bolivia unos cursos de formacién de profesores. A raiz de
este viaje escribia a Luis Balbuena:

(...) Los cursos de Bolivia han sido un éxito si se mide por
el interés y dedicacién de los asistentes y también por lo
que yo he disfrutado ddndolos. En cuanto a eficacia espero
que también pero eso es més dificil de predecir. (...) Todos
te envian un saludo especial y yo te agradezco una vez mds
haber tenido esta oportunidad para recibir y dar afectos y
contribuir un poquito a ilusionar a gente que todavia cree
en estas cosas.

Y porque fue capaz de ilusionarnos deseamos desde aqui dedi-
carle estas lineas como homenaje de gratitud por la entrega a
la docencia que fue su vida... W
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En esta seccion hemos intentado describir con ayuda de la representacion artistica,
especialmente la pintura, algunos aspectos del proceso seguido a lo largo de los
ultimos cuatro siglos por el imaginario espacial matemdtico en su salto de la caja
a la red. Nos gustaria cerrar nuestra colaboracion ofreciendo algunos ejemplos del
tipo de ejercicios que se pueden llevar a cabo en el aula de Matemdticas con
cuadros y el alumnado de Bachillerato.

ara facilitar el acceso, tanto a las imdgenes de nuestros ejer-
cicios como a otras que puedan servir al profesorado para ela-
borar los suyos propios, todos los lienzos que utilizaremos for-
man parte del recorrido que nos propone Javier Navarro, arqui-
tecto y profesor de la Escuela de Bellas Artes de la Universidad
Complutense de Madrid, en su libro La representacion del espa-
cio en las colecciones del Museo Thyssen-Bornemisza, al que se
puede acceder de forma directa a través de la pagina web del
Museo Thyssen-Bornemisza (EducaThyssen).

Capi Corrales Rodriganez
enuncuadrado.suma@fespm.org
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Verde sobre marrdn, 1961
Marc Rothko

La llave de los campos, 1936

Rene Magritte

Ejercicio 1

Estos dos cuadros se encuentran ambos en la sala 48 del
Museo Thyssen-Bornemisza; uno es fruto de llevar a cabo
sobre la realidad fisica un proceso de abstraccién analogo al
proceso de abstraccién matemdtico —esto es, abstraer de un
objeto los aspectos esenciales de ese objeto que, bajo el punto
de vista que se esté considerando, lo caracterizan y distinguen
de los demas objetos, dejando de lado los demds—, el otro es
fruto de abstraerse de la realidad, de ignorarla.

Reflexionar sobre la diferencia entre hacer abstraccion a par-
tir de la realidad y abstraerse de esa realidad, y buscar otras
parejas de cuadros que ilustren la diferencia entre hacer abs-
traccion con la realidad y abstraerse de esa realidad.

Analizar diversos cuadros previamente seleccionados por el
profesorado, y clasificarlos segtin sean fruto de hacer abstrac-
cién con la realidad o abstraerse de ella.



Cristo y la Samaritana, 1311

Duccio dei Buoninsegna
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New York con luna, 1925
Georgia O’Keeffe

Ejercicio 2

Estos dos lienzos lo que estda mds lejano aparece mds pequeiio,
y lo que estd cerca mdas grande. En su cuadro, Duccio de
Buininsegna es un observador externo que dibuja la ciudad
desde fuera. En su cuadro, Georgia O’Keefe estd dentro de la
ciudad, y compara su propio tamaro con el de los rascacielos a
su alrededor; de esta manera establece una relacién de tamafno
entre ella misma y los edificios.

Seis siglos separan estos dos cuadros. Buscar otros seis lien-
zos (uno por siglo), que describan, de una manera coherente,
la evolucién seguida por la mirada cientifica, y concretamen-
te de las matematicas utilizadas por los cientificos para des-
cribir el mundo que nos rodea, desde el uno hasta el otro.
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La Anunciacion, 1465

Gentile Bellini

Capricho con columnata, 1765
Giovanni Antonio Canal, Canaletto

Ejercicio 3

Estos tres cuadros describen una escena similar. En
todos ellos, no se notan casi las pinceladas, y los
lienzos parecen fotografias tomadas desde delante
del edificio. Sin embargo, tres siglos separan cada
una de las representaciones.

Analizar cémo se refleja, en el paso de una a otra, la
evolucién seguida por el concepto de espacio en
nuestra cultura durante el tiempo transcurrido entre
ellas.

A continuacién, explicar en cada lienzo aquellos
aspectos del tema que la manera especifica en que el
cuadro estd pintado permite poner de manifiesto y
que seria imposible describir utilizando las herra-
mientas utilizadas en los otros dos.

People’s Flower, 1971
Richard Estes




Ejercicio 4

Estos tres retratos de un hombre son muy distintos,
tanto por cdmo miran al retratado como por las herra-
mientas que se utilizan para describirle. Analizar cémo
el cambio en la manera de mirar al hombre que encon-
tramos al pasar de un cuadro a otro, refleja el cambio
experimentado por la manera en que la ciencia consi-
dera al ser humano a lo largo de los cuatro tltimos
siglos.

En cada uno de estos lienzos encontramos formas geo-
métricas muy diversas. Describirlas, y reflexionar sobre
coémo estas formas y la manera en que estdn utilizadas,
ilustran la evolucién experimentada por la geometria
desde Euclides hasta hoy.

Finalmente, explicar en cada lienzo aquellos aspectos
del retratado o sus costumbres que la manera especifi-
ca en que el cuadro estd pintado permite poner de
manifiesto, y que seria imposible describir utilizando
las herramientas utilizadas en los otros dos.

El fumador, 1913
Juan Gris

El dogo Francesco Vernier, 1554-1556

Tiziano

El fumador, 1913
Juan Gris
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Mariiana de Pascua, 1830-35

Caspar David Friedrich

La cabaiia en Trouville, 1881
Claude Monet

Ejercicio 5

Estos dos cuadros ilustran el proceso que tuvo lugar en nues-
tra cultura durante el siglo XIX, de entrar en la caja y colo-
carse sobre la superficie de las cosas.

Analizar las semejanzas y diferencias entre ambas representa-
ciones del espacio fisico y ennumerar aquellas caracteristicas
que la descripciéon de Monet comparte con sus contempora-
neos cientificos y que no aparecen atn reflejadas en el lienzo
de Friedrich. Buscar otros cuadros de artistas contemporaneos
a estos dos pintores, que ilustren este proceso.

Ahora bien; no hay nada mds
opuesto al realismo que el
impresionismo. Para éste no
hay cosas, no hay res, no hay
cuerpos, no es el espacio un
inmenso dmbito cibico. El
mundo es una superficie de
valores luminosos. Las cosas,
que empiezan aqui y acaban
alld, son fundidas en un
portentoso crisol, y comienzan
a fluir las unas dentro de los
poros de las otras.

Ortega y Gasset, Del realismo
en la pintura, 1916
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Ejercicio 6

Describir lo que imaginamos, describir exacta-
mente aquello que el ojo ve, elegir dénde y cémo
miramos. Estos tres lienzos ilustran ddénde se
coloca el ser humano como observador antes de
la revolucién cientifica, durante la revolucién
cientifica y tras la segunda guerra mundial.

Analizar de qué manera estas tres descripciones
ilustran también el papel que, en la cultura cien-
tifica de estos tres momentos,ocupa el ser huma-
no respecto al resto de las cosas que hay en el
universo cotidiano que le rodea.

Buscar otros lienzos que reflejen e ilustren como
ha ido evolucionando desde el medievo hasta
ahora, el lugar que el ser humano considera que
ocupa en el universo cotidiano que le rodea. W

La Anunciacion, 1520

Jan de Beer

Interior con una mujer cosiendo y un niiio, 1662-68 Butaca, 1967
Pieter Hendricksz de Hooch Domenico Gnoli
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FERROL, MIRADAS E ANDAINAS MATEMATICAS

Ferrol, miradas e
andainas matematicas

F. Castillo et al.
Agapema

ISBN: 84-611-6232-1
152 pdginas

Didactica de las

matematicas

Hernando Alonso Castillo
J.M. Vegas Montaner
Universidad Pedagdgica Nacional
Bogotd, 2006

ISBN: 958-8226-86-4

160 pdginas

proyectiva

Hernando Alfonso Castillo

Marcus du Sautoy
Acantilado

Barcelona, 2007

ISBN: 978-84-96489-83-7
527 pdginas

—

Marcus du Sautoy
13 19
0 TRADUCCION DE J. MIKALLES DE I LLOBET

L

LECCIONES DE GEOMETRIA PROYECTIVA

LA MUSICA DE LOS NUMEROS PRIMOS

DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS
ARTICULOS SELECTOS

Carlos Eduardo Vasco Uribe
Universidad Pedagdgica Nacional
Bogotd, 2006

ISBN: 958-8226-85-6

148 paginas

INFINITUM

CITAS MATEMATICAS
Juan Guirado

Eneida

Madprid, 2007

ISBN: 978-84-95427-79-3
320 pdginas

Juan Guirado
INFINITUM

Citas mateméticas

0O

eneida

JOSE MARIANO VALLEJO, EL MATEMATICO
ILUSTRADO. UNA MIRADA DESDE LA
EDUCACION MATEMATICA

A. Maz, M. Torralbo y L. Ricos (Ed.)
Servicio de Publicaciones, Universidad Cérdoba
Cérdoba, 2006

ISBN: 978-84-7801-847-5

138 pdginas

PAOLO ZELLINI
La rebelion del niimero

Paolo Zellini
B S Sextopiso
o ‘ Madrid, 2007
ISBN: 978-84-935204-2-7
280 pdginas

LA REBELION DEL NUMERO
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ciu

didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan
YIUN0TO GHEAS YIULCO OO h RPN

Los futuros no l modelo del presente como un punto que recorre la recta del tiempo dejando el pasa-
realizados son sélo do a la izquierda y el futuro a la derecha, es demasiado simple. Calvino admite mas de un
posible futuro aunque al final sélo vivamos uno de ellos, ya sea por voluntad propia o
impuesta. Los demds dejan inmediatamente de pertenecer tanto a nuestro futuro como a
nuestro pasado.

ramas del pasado:
ramas secas.

Todo el mundo tiene alguna rama seca. La felicidad o infelicidad presentes endulzan o amar-
gan su recuerdo. El sistema de Calvino es el de las bifurcaciones de las ramas de un érbol y
como tal, las bifurcaciones en cada momento pueden ser mdultiples. En cada instante ¢ pode-
mos considerar dos funciones. Una, F(%), el numero de futuros posibles que se nos plantean.
La otra, D(t), la capacidad de decision para elegir uno de esos futuros, es decir, el nimero de
futuros sobre los que tenemos poder para decidir.

Si la esperanza de vida de una persona es de a anos. Podemos suponer que nacemos con una
infinidad de futuros posibles, pero morimos con uno solo (F(0)=wx, F(a)=1). Ademas, los futu-
ros posibles decrecen a lo largo de la vida (F(2)<0). No es dificil hallar una funcién continua
con estas caracteristicas:

a
F(0)=7

Por lo que respecta a D(%):

[

Nacemos y morimos con nula capacidad de decision (D(0)=D(a)=0).

2. Hacia la mitad de la vida, cénit de la madurez, la capacidad de decisién es maxima
(D(@a/2)=0, D"(a/2)<0).

3. Sin es el valor de ése maximo, es decir, el mayor nimero de futuros a considerar y sobre

. los que podemos decidir, entonces: D(a/2)=n.

o 4. Tanto el aumento de la capacidad de decision tras el nacimiento como su mengua previa
5 a la muerte comienzan y acaban en 0: D(0)=D’(a)=0.

3: 16n

Existe un polinomio que verifica esas premisas: D(t)=—-t"(a-t)’
a

Si a=80 afos y n=4, la capacidad de decisién estd por encima de los futuros posibles en el
. intervalo [26, 67], aproximadamente la del grafico. l

Disefno y maquetacion FMC

Miquel Alberti Palmer

ciudadesinvisibles@revistasuma.es
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Maurilia

La Maurilia M, del instante 7 es distinta de su
sucesora M,,;. Comparten Unicamente el
nombre y el lugar en el que se desarrollan formando
una sucesién disjunta, cada uno de sus términos abarcando a
lo sumo tres o cuatro generaciones:

MNM, =2 Vi#j

Una ciudad acorde con la idea de las Matematicas que tenfa Poincaré, para quien consistian
en dar el mismo nombre a cosas diferentes. Un guante, un pafiuelo, una canica, un folio, una
cuerda, un calcetin, todos son homeomorfos a un punto.

Pero no es necesario ir al ambito topologico para ver que cosas de apariencia distinta tienen
fondos comunes. Bajo el mismo nombre de niimero se han sucedido a lo largo de la Historia
multitud de concepciones distintas de la cantidad.

En eso Maurilia se distingue del mundo matematico. Cierto es que no hay ninguna relacién
entre las personas que tienen las ideas y que han hecho que el niimero se desarrollase, pero
aunque nuestros abuelos pitagéricos no lograsen digerir los irracionales ni imaginar siquie-
ra los complejos, y a pesar de que, generacidn tras generacion, los niflos siguen encontrando
dificultades para asimilar los enteros, la relacion entre ellos no puede ser mds sélida:

NcZcQcRcC

No es el tiempo lo que determina ese orden, sino su capacidad. Los niumeros situados mds a
la derecha resuelven problemas irresolubles para los que estdn a su izquierda aunque éstos
les sirvieron de base. W

La incomunicacion entre Maurilias sucesivas imposibilita su progreso
confundiéndolo con el cambio.

MRV

...ciudades diferentes
se suceden sobre el
mismo suelo y bajo
el mismo nombre, ...,
incomunicables
entre si.

Es imitil preguntarse
si éstos son mejores o
peores que los
antiguos, dado que
no existe entre ellos
ninguna relacion, (...)
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wons\  Fedora

(..), hay un palacio
de metal con una
esfera de vidrio en
cada aposento.
Mirando el interior
de cada esfera se ve
una ciudad azul que
es el modelo de otra
Fedora.

En el mapa de tu
gran imperio, oh
Gran Jan, deben
encontrar su Sitio
tanto la gran Fedora
de piedra como las
pequerias Fedoras de
las esferas de vidrio.
No porque todas
sean igualmente
reales, sino porque
todas son sélo
supuestas.

Caracterizdndose Fedora por tener un palacio

de las esferas cabe suponer que también las

fedoras envidriadas lo poseen, lo que desata

la recurrencia. La primera Fedora (F) implica sus
representaciones (F=f), cada una de éstas implica a otras
fedoras a su vez (f=f), y asi sucesivamente, hasta... una sucesién
ilimitada de fedoras:

[F=f] = [=f] = [F= [ ff..]

Esta capacidad iguala el cardcter existencial de la primera ciudad con el de las demds, por lo
que absolutamente todas comparten el mismo grado de ficcidn o realidad, algo que de haber
pasado por alto la interpretacion recurrente quedaria mas en entredicho. Légico es, por
tanto, que esa configuracién autoinclusiva sélo tenga sentido considerando que todas ellas
son, como dice Marco Polo, supuestas.

La primera Fedora no se distingue de sus reproducciones. Es tan virtual como ellas. Un mapa
que registre la primera debe registrar también aquellas que poseen su naturaleza. El mapa las
iguala. M

_,,
e
Ao
R
—R =R

R R R R R R ey Ry Ry

Fedora: encerrada en si misma hasta la saciedad.
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Crear esa ciudad de diferencias no supone tanto esfuerzo como uno se imagina, ya que no es
necesario visitar todos los posibles pares de ciudades para establecer las diferencias. De
hecho, de las diferencias entre ciudades consecutivas se desprenden todas las demas. Si ¢, c,,
¢ vy ¢, son las ciudades visitadas, conociendo tres diferencias ¢,—c,=a, ¢,—c,=b, ¢;—c,=c, se
obtienen las restantes:

c,—C=a
¢, —c;=a+b

¢, —c;=b c,—c,=a+b+c
c,—c¢,=b+c

¢, —c,=c

Las otras diferencias se hallan sumando las tres primeras ya conocidas. Lo mismo vale para
mas de cuatro.

La pregunta puede interpretarse de varias formas. ;Se refiere a la existencia de tal linea?
¢Quizd a qué linea concreta de una serie de lineas? ;O tal vez al cardcter de la linea ya exis-
tente?

La frontera de un recinto bidimensional conexo suele ser una curva tradicional continua y
cerrada. El teorema de Jordan dice que una curva semejante que no se corte a si misma divi-
de el plano en dos regiones disjuntas y conexas. Una es acotada —llamada interior—, y la otra
no es acotada —llamada exterior. Decidir si un punto determinado pertenece a una regién o
a la otra depende de si es par o impar el nimero de cortes (intersecciones no tangenciales)
de un segmento que una el punto dénde nos hallamos con un punto cualquiera de la regiéon
exterior. En la figura de la derecha el punto P se halla en el exterior de la curva porque el seg-
mento PQ la corta un nimero par de veces: seis. Igual sucede con PR, que la corta en cuatro
ocasiones. En cambio S estd dentro porque el segmento PS corta la curva siete veces.

Pero determinar el nimero de intersecciones puede ser dificil. En el caso de una curva frac-
tal las intersecciones pueden ser infinitas, como en la frontera del conjunto de Mandelbrot.
Ademads, de esas curvas no se puede tener una imagen completa y definitiva, ya que son cur-
vas recurrentes en las que cualquier representacion, por muy afinada que sea, es sélo un esta-
dio de los infinitos que se necesitan para completarla. No se pueden contar los cortes y debe-
mos basarnos en su expresion analitica para ver si un punto verifica o no la descripcién
correspondiente.

Cada hombre lleva
en su mente una
ciudad hecha sélo de
diferencias...

;Qué linea separa el
dentro del fuera...?
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Por ejemplo, en una orilla semejante a

una versién de la curva de von Koch

(véase la figura de la izquierda), pode-

mos asegurar que los cinco puntos que

dividen en cuatro partes cada segmento (los

extremos 0 y 1, y los interiores correspondientes a 1/4,

2/4y 3/4) estardn en todas las orillas sucesivas, pero ;podemos

asegurar que los puntos X e Y que al principio flotan en el agua esta-

réan al final de la iteracién en la orilla? S6lo podemos saberlo si conocemos su posicién exac-
ta, sus coordenadas, y averiguar si acabardn siendo capturados por el proceso recursivo que
traza la curva.

La otra dificultad no estd en la topologia de la curva, sino en saber cudl de una serie de lineas
es la que separa el dentro del fuera, como en la foto del margen.

;Cudl es la linea que separa
el dentro del fuera?

;Qué linea separa el Calvino acaba por aclararnos las dudas. Los carros y su ruido pertenecen a la ciudad, estan
dentro del fuera, el dentro de ella. El aullido de los lobos pertenece al exterior, estd fuera de Zoe. Pero entre el
estruendo de las lugar en el que Gnicamente se oye aullar a los lobos y el lugar en el que sélo se escuchan los

carros hay una franja en la que ambos sonidos penetran nuestros oidos. ;Estamos dentro o
estamos fuera de Zoe? No hay linea divisoria, sino una franja confusa y oscilante. No siem-
pre son los mismos lobos ni los mismos carros. Ni los mismos lugares ni las mismas horas.
Un punto por el que pasaste ayer y que era exterior porque sélo oiste a los lobos, hoy es inte-
rior porque solo escuchas el rodar de los carros. Estamos en la tercera dificultad. No existe
una linea que separa el dentro del fuera, sino una zona difusa y variable de perfiles impreci-
sos como los de una nube o como el vaivén del oleaje en la orilla. M

ruedas del aullido
de los lobos?

El interior y exterior de Zoe estdn separados por una franja de limites invisibles,
pero audibles.
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Zenobia

En Zenobia te sorprendes de ti mismo
cuando al levantar la vista te quedas
embelesado por el vértice culminante de
un techo. Mirando a lo alto reflexionas
sobre cuestiones que hasta ese momento conside-
rabas banales, pero que ahora no puedes quitarte de la
cabeza. Te das cuenta de que el cono hueco divide el espacio tridi-
mensional en dos semiespacios, uno céncavo y otro convexo, y de que el
punto en el que termina certifica una paradoja. Pese a ser finito y limitado, el cono propone
un punto como limite de las sucesivas circunferencias de nivel que lo conforman. Es el cie-
rre del cono. Pero eso ocurre sin que dicho vértice sea topolégicamente isomorfo a ninguno
de los anillos circulares de los que es limite.

También piensas en el techo cénico como limite de una serie de cilindros huecos y abiertos
cuya circunferencia superior se estrecha hasta colapsar en un punto. Tampoco ahi hay equi-
valencia topoldgica. Pero un instante después caes en la cuenta de que sustituyendo la cir-
cunferencia por un circulo, es decir, cubriendo su agujero superior, el limite puntual si es iso-
morfo a cada uno de los discos que se le aproximan.

Otra opcion es hacer girar un segmento inclinado alrededor del eje vertical definido por su
extremo mads elevado. Y todavia se te ocurre otra. Obtener el cono pellizcando el centro de
un disco e izdndolo hasta la altura deseada, afiadiéndole una dimension.

Este isomorfismo topolégico entre el disco D de radio 1 y su cono hueco Ck de altura 1:
D={(rcosa, rsena, 0)e R*| ae [0,2nt], re [0,1]} Ch={(rcosa,, rsena., 1-r)e R®| ac [0,2xt], re [0,1]}

te satisface hasta el punto de pre-
guntarte cudl de todas esas formas
de pensamiento refleja con mayor

fidelidad la realidad de los techos
cbnicos de Zenobia.

Marco Polo te da la respuesta. Si
Zenobia se levanta del suelo con
altos pilotes, es decir, con segmentos
verticales, es izando el centro del
disco como hay que interpretar el
cono. M

Zenobia: ciudad de isomorfismos circulares.

NIJOTION

(...), coronadas por
miradores de techos
conicos,(...)

(...), se levanta sobre
altisimos pilotes, (...)
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A ochenta millas, de
proa al viento
maestral, el hombre
llega a la ciudad de
Eufemia, donde los
mercaderes de siete
naciones se retinen (...)

No sdlo a vender y a
comprar se viene a
Eufemia (...), la ciudad
donde en cada solsticio
y en cada equinoccio
intercambiamos
nuestros recuerdos.
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Eufemia

El viento maestral sopla del noroeste.
Puesto que la proa se le opone, las compo-
nentes del sentido y direccion de la nave-
gacién son, tomando la milla como uni-

dad, (-80//2, 80//2).

Al ser siete los mercaderes no pueden llevar solamente un pro-

ducto cada uno porque el intercambio no seria posible (si nadie quiere irse

de vacio). Lo logico es que cada mercader traiga consigo varios productos que le faciliten el
intercambio y el regateo.

El trueque es primordial en Eufemia, pero no lo tnico. La ventaja de los recuerdos sobre las
mercancias es que ni pesan ni ocupan lugar alguno y que el relato que uno cuenta se lo lle-
van todos aquellos que lo escuchan.

A diferencia de lo que ocurre con los productos comerciales en los que el precio o el trueque
se establece en base a una relacién proporcional acordada, como 1:1, 1:2 o0 2:3, el intercam-
bio de relatos es gratuito y las tinicas reglas a obedecer son disponer de uno, contarlo y escu-
char los de los demads. La relacién es la misma para todos los del corro, 1:n. Y puesto que
n-(1:n)=1, el trueque es justo y se duerme en paz.

Este es ya el juego de las permutaciones, no sélo el del intercambio. Los recuerdos no se
borran. M

Eufemia, donde el trueque esencial destaca que n-(I:n)=1.
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didlogo entre Marco Poloy Kublai Jan

YLYOTO GITLE YIULCO OO b ENPIED |0

Este es el esfuerzo exigible y que debe llevar a cabo el que aprende. Interpretar palabras, sim-
bolos y objetos que articulados de forma, en 6rdenes distintos y en contextos diferentes gene-
ran nuevos conceptos y significados.

Topamos con la filosofia taoista que ve en el vacio circundante la esencia de las cosas:
Modelando el barro se hacen las vasijas, y es de su vacio del que depende la utilidad de las vasi-
jas de barro (Zi, 1983, p. 111)* El Tao sitGa la utilidad de algo en su complementario. Hay que
prestar atencién no sélo a la parte tangible de las palabras, su sonido y significado, sino a su
complementario, el silencio y la reflexion.

Colmando los intervalos silenciosos de un discurso con elaboraciones propias de las ideas que
transmite, lejos de perdernos, construimos conocimiento: aprendemos.

Pensar con palabras y articularlas logicamente distingue el pensamiento y conocimiento
racional del irracional. No hay gestos, objetos ni imdgenes capaces de describir con suficiente
claridad lo que ocurre en el punto x=0 de la curva y=sen(1/x):

e

/

/

v

-

\

Solamente las palabras y la argumentacidén tienen ese poder:

. 1
Aae R: Limsen—=a
x—0 X [

* Z1, Lao (1983): El libro del Tao, Edicién Bilingiie, traduccién, prélogo y notas de Juan Ignacio Preciado,
Alfaguara, Madrid.

No siempre las
conexiones entre un
elemento y otro del
relato eran evidentes
para el emperador; los
objetos podian querer
decir cosas diferentes: (...)

(...) lo que hacia
precioso para Kublai
cada hecho o noticia
(...) era el espacio que
quedaba en torno, un
vacio no colmado de
palabras. Las descrip-
ciones (...) tenian esa
virtud: que se podia dar
vueltas con el pensa-
miento entre ellas,
perderse (...)

(-..) es cierto que las
palabras servian mejor
que los objetos y los
gestos para catalogar
las cosas mds
importantes (...)
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l pasado 15 de abril se cumplian 300 afios del nacimien-
to de uno de los cuatro matemdticos mds geniales de la histo-
ria, Leonhard Euler. Para mi, los otros tres, y que cada cual
elija su orden, son Arquimedes, Newton y Gauss. Si la califi-
cacion la hiciésemos atendiendo a la cantidad de los trabajos
de primer orden realizados por cada uno de ellos, sin duda
Euler ocuparia el primer lugar. A lo largo de su extensa vida
Euler produjo més de ochocientos libros y miles de articulos
y trabajos. Sus obras completas Opera Omnia ocupan mds de
80 volimenes. Sin lugar a dudas es el matemdtico mas proli-
fico de la Historia. Pero, con ser importante la cantidad de
trabajos, el aprecio de los matemdticos contemporéneos y
posteriores a €l se debe mds a la riqueza, originalidad, belleza
y genial agudeza de su obra que a su volumen.

Y sin embargo, Leonhard Euler, un genio equiparable a
William Shakespeare, a Johann Sebastian Bach o a Miguel

El problema de Basilea.
El afio de Euler: 1707-2007

Sobre la base de un disefio de la RSME

Leed a Euler, es el maestro de
todos nosotros.

Pierre Simén de Laplace

Antonio Pérez Sanz
decabezaz@fespm.org

De cabeza
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Angel, es un gran desconocido para el gran ptblico y lo que es
peor para muchos estudiantes y profesores de matemdticas. Si
los estudiantes de ensefianza secundaria y de los primeros
cursos universitarios de matemadticas sospechasen cudntos de
los resultados que estudian y aplican se deben al matematico
suizo, su figura se agigantaria hasta ocupar el lugar que real-
mente le corresponde, la cima de la Historia de las Mate-
maticas.

Desde esta seccion, y continuando con el articulo de Santiago
Gutiérrez del ndmero anterior, Hace...: Euler. El maestro de
todos los matemdticos, nos queremos sumar a William
Dunham, uno de los més populares divulgadores cientificos
de la actualidad, que desde hace afios viene levantando la ban-
dera de Euler y reivindicando su figura en un mds que loable
intento, ademds de justo, de colocarle en el pedestal que le
corresponde. Como él, este aiio de forma especial, encarece-
mos a los lectores a formar clubes de seguidores entusiastas
de Euler, a escribir pancartas y a popularizar la figura de uno
de los matemadticos mds influyente y mds ingenioso que han
existido.

Newton 1711

De analysi...

Siglo XVII. La fiebre de las series infinitas

En 1668 Nicolds Mercator plantea en su obra Logarithmo-
technia la posibilidad de cuadrar un arco de hipérbola
mediante una serie infinita, obteniendo el desarrollo en serie
del logaritmo. Newton habia resuelto este problema algunos
anos antes y asf se lo habfa mostrado a Barrow, pero no sélo
para la hipérbola sino para cualquier curva. Para reivindicar la
paternidad de sus ideas escribe el tratado De analysi per
aequationes numero terminorum infinitas', que sera leido por
John Collins en su nombre en una sesién en la Royal Society.
Collins aprovechd la ocasién para realizar algunas copias que
circularon entre un reducido grupo de personas en Londres.
El De analysi no se publicaria hasta 1711. Algo similar a lo que
ocurri6 con el Calculo, ya que aunque Newton desarroll6 su
sistema de cdlculo diferencial y calculo integral entre 1670 y
1671 en una extensa obra Methodus fluxionum et serierum
infinitarum, esta se public6 en 1727, después de su muerte. El
célculo de fluxiones aparece brevemente en un apéndice de su
Optica, titulado Tractatus de quadratura curvarum en 1704,



En la Regla III, el primer ejemplo resuelto por Newton de cél-
culo de dreas encerradas por la curva corresponden a la hipér-
bola

a
‘ b+x
de la que da el desarrollo:
a ax a'x ax’
y=—-—+ - etc.

b v P b*
El drea encerrada por la curva, es segtin bien dice Newton:
a’x a’x’ a’x’ a’x'
— —— t——— etc.
b 2b° 3b° 4b
Estd claro que para los valores de a=b=1, obtenemos el desa-
rrollo de la funcién

1
y1+x

cuya drea correspondera al desarrollo en serie del logaritmo:

x* K o«
logl+x)=0——+———+...
g(1+x) Y3

Desarrollo obtenido por Mercator aproximando el drea de la

1 . .
curva Tos entre 0 y x, mediante # rectangulos de base X y
+i n

Manuscrito de Newton
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altura ;k conk=1,.n-1

x

1422

n
En la década 1660-70 Mercator y Newton se habian embarca-
do en el fascinante mundo de las series infinitas. Este ultimo
completando el proceso para la extraccion de la raiz cuadrada
y=+1+x% aplicando su famoso binomio para exponentes

racionales, y para la resolucion literal de ecuaciones.

De hecho, el jeroglifico que Newton escribe a Leibniz en la
Epistola posterior, en octubre de 1676 hace una famosa refe-
rencia encriptadada al método de desarrollos en series infini-
tas. Y que en version de Wallis® dice: la asuncién, en lugar de
una cantidad incégnita cualquiera, de una serie a partir de la
cual puédanse derivar comodamente las demads; y en la com-
paracion de los términos homdlogos de la ecuacion resultante
con los términos a descubrir de la serie asumida...

Leibniz reproducird el método de coeficientes indetermina-
dos en un articulo publicado en las Acta Eruditorum en 1693,
sin citar en ningun momento la informacién de la Epistola
posterior, aunque reconociendo a Mercator y a Newton la
paternidad del invento. Lo que seguramente viene a demos-
trar que Leibniz nunca descifré el mensaje cifrado.
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La suma de los inversos de los niumeros
triangulares

La fiebre de Leibniz por las series infinitas le viene de su viaje
a Paris en 1672. Leibniz es un joven abogado, diplomatico al
servicio del Elector de Mainz, en Alemania, va a quedar des-
lumbrado por el ambiente artistico, literario y cientifico que
rodeaba la corte del rey Sol. Leibniz se presenta con su famo-
sa maquina mecanica de calcular, disefiada y construida por él
mismo y que tantas puertas le abrié en Paris. Alli, ademas de
cosechar un notable éxito en los salones mds prestigiosos de
la Corte conocerd al prestigioso fisico y matemadtico, Chris-
tian Huygens.

Huygens s6lo acogerd a Leibniz y le pondra en contacto con el
circulo de cientificos parisinos notables después de someterle
a una prueba de acceso para demostrar su auténtica valia
matemadtica. Y le plantea este reto:

Calcular la suma de la serie de los inversos de los nimeros
triangulares

11 1 1 1
S=l+—+—+—+—+—+...
3 6 10 15 21

La respuesta de Leibniz, tras unos pocos dias, fue original y
reflejé una mente ingeniosa, ya que su formacién matemdtica
en ese momento era mas bien pobre.

Epistola posterior, Newton, 1676

[1 1 1 1 1 ]
S=2| —+—F+—+—+—+...
2 6 12 20 30

Pero podemos escribir esas fracciones de esta otra forma (el
ingenio de Leibniz):

Sustituyendo en la serie obtuvo:
S:Z{ PRRER (RS R (B T [ S +}
2 2 3 3 4 4 5

O lo que es lo mismo:

1

S=2[1—l+l—l+l— +——..}=2~1=2
2 3 3 4

1
2 4
Como se puede ver en la respuesta, la convergencia de las
series no era en ese momento la principal inquietud de los
matemadticos...

De cualquier manera, Leibniz pas6 su examen y los medios
cientificos y matemadticos parisinos le abrieron sus puertas de
par en par y quizds gracias a ello, pudo nacer el célculo dife-
rencial e integral.



El problema de Basilea. Los malditos inversos de
los cuadrados...

En este ambiente matemadtico, a principios del siglo XVIII las
series infinitas pasan a ser uno de los temas estrellas dentro del
universo matematico de la época. Estudiar si convergen hacia
un numero o si se hacen cada vez mds grandes sera uno de los
retos de cualquier matematico que se precie. Y encontrar el
numero hacia el que converge una serie determinada de cierta
dificultad puede aportar reconocimiento a su descubridor.

Jakob Bernoulli ya habia demostrado que la serie arménica,

formada por los inversos de los ntumeros naturales, no es con-
vergente.

Si la suma de los inversos de los numeros triangulares consti-
tuyeron un problema fécil para Leibniz, no ocurrié lo mismo
con la suma de los inversos de los ndmeros cuadrados.

« 1 11 1 1 1
S=) S=l+—+—+—+—+—

S 49 16 25 36

El problema le fue planteado a Leibniz por Oldenburg, secre-
tario de la Royal Society en 1673, aunque ya habia sido abor-
dado veinte anos antes por Pietro Mengoli y por el mismo
Wallis (que dié el valor de 1,645 como aproximacion de la
suma de la serie). Leibniz se va a estrellar contra el muro de
esta serie. Pero no serd el Gnico.

En apariencia la solucién debe ser tan simple como la de los
triangulares. Y asi lo pensaron Jakob y Johann Bernoulli, pero
pronto se dieron cuenta de que algo iba mal.

La serie lleg6 a obsesionar a Jakob Bernoulli, que en su Posi-
tiones aritmeticae de seriebus infinitus earumque summa finita
obtiene el resultado de la suma de las series de la forma:

oo

2 zlkz conkeN.

n:ln -

Nuestra serie es casi de esa misma familia, basta hacer k = 0.
Jakob consiguié demostrar que era convergente, pero el resul-
tado de la suma se le negaba, hasta tal punto que en esa misma
obra lanza publicamente este grito de socorro:

Grande serd nuestra gratitud si alguien encuentra y nos

comunica lo que hasta ahora ha escapado a nuestros
esfuerzos.
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El genial Euler
:Quién podria acudir a esta llamada de socorro? Sélo una per-
sona: el genial Euler.

En 1731 Euler calculé la suma de los primeros términos hasta
encontrar un resultado con mds de 20 decimales.

el ) ea303a.
27 3 4 1000
In(1-¢
Para ello utiliz6 la integral 1= J. —n—)dt

t

Que calcul6 de dos formas distintas.

Por una lado sustituyendo In(1-£) por su desarrollo en serie
y haciendo las integrales de cada término de la serie,

2 3 4
t" ot
Inl-t)=~t-—-—-—-
1-2) )
obtiene que
- 1
I =
;sz

Por otro lado, haciendo el cambio z=1-¢, y desarrollando en

. . 1 .
serie el cociente 12 la integral queda:
-z

Izj‘f— —.[ ln—zdz flnz(1+z+zz+z3+...)dz

Con unas manipulaciones algebraicas atrevidas de estas series
infinitas, Euler obtiene:

- 1 - 1
szzkzzlﬂ +(ln2)2

La serie del segundo miembro converge rapidamente y Euler
dispone de los logaritmos naturales de los primeros nimeros
naturales con decenas de cifras...

1,643934... Pero, ;quién o qué era este nimero?, ;cOmo
encontrar la solucién del enigma?

Hasta aqui, el problema en términos de suma de una serie
infinita rebelde.
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1735-36

La genialidad de Euler va a consistir en relacionar esta serie
con una funcién, la funcién seno, cuyo desarrollo era conoci-
do desde los tiempos de Newton. Y el ingenio, utilizar el desa-
rrollo del seno, no como sumas, sino como producto de infi-
nitos factores.

Estos desarrollos de productos los usé Euler para calcular la
suma de algunas series fijandose en la relacion entre los coe-
ficientes de las potencias y las raices del producto. Esto
mismo intentard con la serie de los inversos de los cuadrados.
Partiendo del desarrollo del seno:

3 5 7

x> x
senx=x——+———...
3! 51 7!
Euler introduce la funcién:
x 3! 5! 7!

Sacando x factor comun, en el desarrollo del seno.

Utilizando el hecho de que los ceros de la funcién P(x) se pro-
ducen para los valores en que el numerador se anula, es decir
parax=n-7 donden=%1,£2,£3...

Factoriza

p(x)=(1_%Ml_ﬁ).(l_iz.(l_éln:
5o

Compara los términos de segundo grado en ambas expresiones:

1 1 1 1 1
——=——]| 1+=+=+—..
3! T

1 11 1 1 1 z* #?
Y= — et =
“~y 4 9 16 25 ¥ 31 6

He encontrado ahora y contra
todo prondstico una expresion
elegante para la suma de la
serie que depende de la
cuadratura del circulo...

He encontrado que seis veces la
suma de esta serie es igual al
cuadrado de la longitud de la
circunferencia cuyo didmetro es 1.

Leonhard Euler

Asi le comunicaba Euler su extraordinario hallazgo a Daniel
Bernoullj, el hijo de Johann, en una carta fechada en 1735 o
1736 y lamentablemente perdida. En septiembre de ese mismo
ano, Daniel le respondia plantedndole alguna duda y pidién-
dole alguna aclaracién sobre el proceso. El mismo Johann le
comunicd en abril de 1737 alguna deficiencia, en concreto, la
ausencia de una demostracién de que las unicas raices de la
ecuacién

senx

0
x

eran las de la forma

x=n-n donden=+1,%£2,£3...

Nicoléas Bernoulli también le criticaria ese salto sin red de las
relaciones de los coeficientes de un polinomio finito y sus rai-
ces al caso de infinitos términos.

Euler es muy consciente de estas limitaciones pero su alegria
es completa, pues él sélo perseguia al fantasmagorico
1,6449340668482264364... y asi se lo hace saber a Johann
Bernoulli en una carta de agosto de 1737, en la que reconoce
que no es una verdadera demostracién pero que al hacer el
célculo de la raiz cuadrada dell séxtuplo del valor calculado se
obtienen las primeras cifras decimales de 7.

Y ya puestos, utilizando las mismas armas, Euler va a encon-
trar la suma de las series de los inversos de todas las potencias
pares de los nimeros naturales.

Todos estos resultados los incorporard en 1748 al capitulo X
del tomo primero de la Introductio In analysin infinitorun’.
En la proposicién 168 de ese capitulo, un pletérico Euler
escribe una de las mds llamativas paginas de la historia de las
matemadticas:

Se hace patente asi que de todas
las series infinitas contenidas en
la forma general

11 1
1+2—n+3—n+4—n+etc.,

que, cada vez que n fuere
niimero par, se podrian expresar
mediante la periferia del circulo
; en efecto, la suma de la serie
mantendrd siempre una
proporcion racional con .

Para que se perciba mds
claramente su valor, adjunto
aqui varias sumas de tales series
expresadas de manera mds
comoda.



Todo esto es sélo un pequefio botén de muestra de su mane-
ra original y atrevida de enfrentarse a problemas nuevos.

Euler consigui6é una demostracion rigurosa de este resultado
utilzando el desarrollo en serie de la funcién arco seno, que
sin trampas le permite obtener la suma de las serie de los
inversos de los cuadrados de los nimeros impares:

11,1,
1+3—2+?+7—2+...—
2 arcsent (arcsenl)’
g8 o f1-¢ 2

Con este resultado basta hacer:
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2
T

31 #t . S
Luego =Y — =~ ydespejando — = .
4;;12 8 erﬂ 6

Y la joya, la solucion del problema de Basilea, recupera todo su
esplendor. Aunque desde luego, Euler no lo hizo... de cabeza.

Reivindicaciéon de Euler

La figura de Euler se hace gigantesca cuando exploramos en
cualquier rama de las matemadticas. La cantidad y la impor-
tancia de sus descubrimientos nos hacen dudar a veces que
puedan ser obra de una sola persona. Aunque Euler no era
una persona normal, era un genio. Un genio al que muchos
matematicos actuales, haciendo caso omiso del contexto his-
térico y cientifico en el que desarrolla sus descubrimientos,
critican por intuitivo y primitivo y carente del rigor necesario.
Se olvidan de que, como los propios conceptos matematicos,
el concepto de rigor cambia con los tiempos.

Como dice Dunham, Leonhard Euler fue un inventor, un
explorador y un artista. Con un entusiasmo inquebrantable se
aventurd por zonas desconocidas; no sélo del mundo fisico
sino también del mundo interior. Como ocurri6 con los gran-
des exploradores, de vez en cuando tomd el camino equivoca-

Introductio in analysin infinitorum. Euler
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do y se olvidé de alguna referencia importante. Sin embargo
Euler se merece nuestra total admiracién. Trabajando en la
semioscuridad de su ceguera, y sélo con el poder de su inigua-
lable imaginacidn, llegé hasta las fronteras de las mateméticas
de su época y las amplié de forma increible.

Hoy, en cualquier camino matemdtico que sigamos nos
encontraremos tarde o temprano con él, con sus resultados:
relacién de Euler de los poliedros convexos, teoria de grafos,
recta de Euler, constante de Euler, funciones, logaritmos,
variable compleja... Y si no aparece alguno de sus resultados
compartiremos con él, ignordndolo muchas veces, alguna de
sus omnipresentes notaciones: f{x), e, 0, i ...

De hecho Euler estd presente, como si de un guifio de la natu-
raleza se tratase, en la relacién mds hermosa de las matemati-
cas; una relacién que liga de forma sutil las cinco constantes
numéricas universales més populares, los numeros 0, 1, 7, e, i.

NOTAS

Y que es el compendio de todo el Andlisis. Una relacién, por
supuesto descubierta por el genial Leonhard Euler:

e"+1 =0

Un homenaje que el Universo le hace a las Matematicas a tra-
vés de uno de sus hijos mas ilustres.

Atn hoy, trescientos anos después de su nacimiento, tiene
plena vigencia la frase de Laplace

Leed a Euler, es el maestro de todos nosotros.

Y ahora no hay pretexto, en la web The Euler Archive puedes
encontrar muchas de sus obras:

http://www.math.dartmouth.edu/~euler/ W

1 De Analyis per Quantitatum Series, Fluxiones ac Differentias,
Isaac Newton, Ed. facsimil, SAEM Thales y RSME, Sevilla, 2003.

2 Tomo II de la Opera de Wallis
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scuchado en un autobus (vigjan juntos un chico y una
chica; ella, con libros bajo el brazo):

—Hoy hemos estudiado los nimeros romanos.

-Y eso, jpara qué sirve?

—Para muchas cosas. Fijate, por ejemplo, en la talla de tu
camiseta: XL.

Parece que cuanto trata o, como en este caso, simplemente
roza las Matemadticas deja pronto en evidencia la incultura
matemadtica de bastante gente, sea por confusién de concep-
tos, vicios extendidos de razonamiento o torpeza en el cdlcu-
lo y expresién de cantidades. Cine y television no escapan a
estos errores; pero su transcendencia social los amplifica y
difunde, ddndoles mayor arraigo en la poblacién.

José Maria Sorando Muzas
decine.suma@fesmp.org

CineMATleca

Incluir este dibujo de Alberto Durero puede ser considerado como un gazapo de SUMA.
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ZERO GRAVITY TOILET

PASSENGERS ARE ADVISED TO
READ INSTRUCTIONS BEFORE USE

The toilet is of the standard zero-gravity type. Depending on requirements, System A and/or System B can be used, details of which are clearly
marked in the toilet compartment. When operating System A, depress lever and a plastic dalkron eliminator will be dispensed through the slot
immediately underneath. When you have fastened the adhesive lip, attach connection marked by the large “X” outlet hose. Twist the silver colored
ring one inch below the connection point until you feel it lock.

The toilet is now ready for use. The Sonovac cleanser is activated by the small switch on the lip. When securing, twist the ring back to its initial-
condition, so that the two orange line meet. Disconnect. Place the dalkron eliminator in the vacuum receptacle to the rear. Activate by pressing the
blue button.

The controls for System B are located on the opposite wall. The red release switch places the uroliminator into position; it can be adjusted manual-
ly up or down by pressing the blue manual release button. The opening is self adjusting. To secure after use, press the green button which simulta-
neously activates the evaporator and returns the uroliminator to its storage position.

You may leave the lavatory if the green exit light is on over the door. If the red light is illuminated, one of the lavatory facilities is not properly secured.
Press the “Stewardess” call button on the right of the door. She will secure all facilities from her control panel outside. When green exit light goes
on you may open the door and leave. Please close the door behind you.

To use the Sonoshower, first undress and place all your clothes in the clothes rack. Put on the Velcro slippers located in the cabinet immediately
below. Enter the shower. On the control panel to your upper right upon entering you will see a “Shower seal” button. Press to activate. A green light
will then be illuminated immediately below. On the intensity knob select the desired setting. Now depress the Sonovac activation lever. Bathe nor-
mally.

The Sonovac will automatically go off after three minutes unless you activate the “Manual off” over-ride switch by flipping it up. When you are ready
to leave, press the blue “Shower seal” release button. The door will open and you may leave. Please remove the Velcro slippers and place them in
their container.

If the red light above this panel is on, the toilet is in use. When the green light is illuminated you may enter. However, you must carefully follow all
instructions when using the facilities during coasting (Zero G) flight. Inside there are three facilities: (1) the Sonovac, (2) the Sonoshower, (3) the
toilet. All three are designed to be used under weightless conditions. Please observe the sequence of operations for each individual facility.

Two modes for Sonowashing your face and hands are available, the “moist-towel” mode and the “Sonovac” ultrasonic cleaner mode. You may select
either mode by moving the appropriate lever to the “Activate” position.

If you choose the “moist-towel” mode, depress the indicated yellow button and withdraw item. When you have finished, discard the towel in the
vacuum dispenser, holding the indicated lever in the “active” position until the green light goes on...showing that the rollers have passed the towel
completely into the dispenser. If you desire an additional towel, press the yellow button and repeat the cycle.

If you prefer the “Sonovac” ultrasonic cleaning mode, press the indicated blue button. When the twin panels open, pull forward by rings A & B. For
cleaning the hands, use in this position. Set the timer to positions 10, 20, 30 or 40...indicative of the number of seconds required. The knob to the
left, just below the blue light, has three settings, low, medium or high. For normal use, the medium setting is suggested.

After these settings have been made, you can activate the device by switching to the “ON” position the clearly marked red switch. If during the wash-
ing operation, you wish to change the settings, place the “manual off” over-ride switch in the “OFF” position. you may now make the change and
repeat the cycle.




Gazapos de situacion

Si un género cinematografico resulta especialmente proclive
al error cientifico, es el de Ciencia Ficciéon. No es raro que se
obvien las leyes fisicas mds bésicas. En las seis entregas de la
saga La Guerra de las Galaxias (Star Wars. George Lucas,
1977 a 2005), Luke Skywalker y el resto de personajes reco-
rren diferentes planetas de La Reptblica moviéndose siem-
pre en las mismas condiciones de gravedad terrestre. Mas
inverosimil es que tal cosa ocurra también en el interior de
las naves, surcando el espacio exterior. ;O es que la nave E/
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Halcén Milenario desarrolla una fuerza de atraccién sobre
sus tripulantes de igual magnitud que la ejercida por la
Tierra?

Stanley Kubrick si que prestd atencion a ese detalle esencial.
En 2001: Odisea del espacio (2001: A space odissey. 1968) los
tripulantes de la nave espacial Discovery deben reaprender a
caminar sobre guias y se muestra una prolija lista de 10 ins-
trucciones para utilizar la toilette con gravedad cero que,
segun se comprueba al congelar la imagen, han sido redacta-
das cuidadosamente.
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En el caso de las peliculas de serie B donde
monstruos gigantescos recorren el mundo
destruyendo todo a su paso, hay una grave
objecion matematica de base; de hecho,
toda una enmienda a la totalidad del subgé-
nero. Los protagonistas se ven amenazados
por animales semejantes a los reales, pero de
grandes dimensiones. Su éxito ha propicia-
do sucesivos remakes e imitaciones. Entre
ellas: el gorila gigante King Kong, con tres
versiones (Merian C. Cooper y Ernest B.
Schoedsack, 1933 — John Guillermin, 1976 —
Peter Jackson, 2005) y sus parientes (Konga,
King Gorila...); las hormigas gigantes que
aterrorizan a la feliz América en La humani-
dad en peligro (Them! Gordon Douglas,
1954); La invasion de las tardntulas gigan-
tes (The giant spider invasion, Hill Rebane,
1975); El ataque de la mujer de 50 pies de
altura, en dos versiones (Attack of the 50 ft.
woman, Nathan Juran, 1958; Christopher
Guest, 1993); y La Mosca, con tres versiones
(The Fly, Kart Newmann, 1958; David Cro-
nenberg, 1986; Chris Wales, 1989). Dejamos
aparte a Godzilla, cuya clasificacion zoolé-
gica no estd clara.

Si alguna vez encontraron esos monstruos en
sus pesadillas, tranquilicense: la Geometria
demuestra que no sélo no existen, sino que
ademads no pueden existir. Y ello debido a la
Ley cuadrado-ciibica, enunciada por Galileo
Galilei en 1600: Cuando un objeto crece sin
cambiar de forma, su superficie aumenta
como el cuadrado de una longitud caracteris-
tica del mismo (por ejemplo, su altura), en
tanto que su volumen se incrementa como el
cubo de dicha longitud. Nuestros alumnos
que estudian Semejanza en 2°y 3° de ESO lo
saben, o deberian saberlo.

Supongamos que el bicho ha crecido cien
veces en longitud. A la vez, lo habrd hecho
diez mil veces en superficie y un millén de
veces en volumen (también en peso). Pen-
semos en las patas. La presién por unidad de
superficie se ha multiplicado por cien en el
monstruo. Se quebrarian sus patas, aparte de
otros contratiempos. Por eso, en la realidad,
el hueso de un animal grande no es geomé-
tricamente semejante al correspondiente de
un animal pequefo; es mucho més grueso,
comparado con su longitud, a causa del peso
que debe soportar.



SUMA 55
Junio 2007

El cine también ha recorrido el camino inverso, empequefie-
ciendo a seres humanos para quienes lo inofensivo y cotidia-
no pasaba a convertirse en fuente de aventuras y amenazas.
Asi: El increible hombre menguante (The incredible shrinking
man. Jack Arnold, 1957) lucha con su propio gato; y en la
comedia Caririo he encogido a los nifios (Honey, I shrunk the
kids. Joe Johnston, 1989) el césped del jardin se convierte en
selva. Esta ultima tendria su continuaciéon en Cariiio he
agrandado al nifio (Honey, I blew up the kid. Randal Kleiser,
1992). Por cierto, en la escena final de El increible hombre
menguante, tras liquidar a la arana que le amenazaba, el pro-
tagonista solo, bajo la luna llena y sin esperanza de volver a
ser quien fue, piensa (voz en off): “Yo debo tener un significa-
do. Para Dios el cero no existe. Yo sigo existiendo” Problemas
ontolégicos con el cero...

Pero tampoco estos empequeiiecimientos son viables, segin
la Ley cuadrado-ciibica. Mientras la superficie de esos infor-
tunados se dividiria por el cuadrado de la razén de semejan-
za, el volumen lo haria por su cubo. ;Resultado?: mucha
superficie en relacién a poca masa, lo cual generaria unos gra-
ves problemas metabdlicos. Con tanta superficie perderian
calor rapidamente y s6lo una exagerada voracidad les permi-
tirfa mantener el calor corporal.

Las leyes de la proporcién y la semejanza hacen que, ante un
brusco cambio de tamaiio, una forma que era vdlida en otras
dimensiones pase a ser inviable. En la Naturaleza cada ser
vivo tiene una forma adecuada para su tamafo, pero no para
otro. Y, aun con formas diferentes, distintos tamanos ofrecen
distintas prestaciones. En palabras de Galileo: “Si un caballo
cayera desde una altura de 3 6 4 pies, podria romperse los
huesos, mientras que un perro no sufrird dafo alguno. Lo
mismo sucede con un gato que cayera de una altura de 8 6 10
pies; o un saltamontes desde lo alto de una torre; y una hor-
miga desde la Luna. La opinién general de que las estructuras
grandes o pequenas tienen la misma resistencia es evidente-
mente errénea”. En estos casos, el tamaiio si que importa.

Pero no hay que ir a la fantasia pseudocientifica para encon-
trar en la gran pantalla gazapos “de profundidad” Los hay
incluso en la recreacion de hechos histéricos. En El Reino de
los Cielos (Kingdom of Heaven. Ridley Scott 2005), las cata-
pultas de Saladino lanzan rocas ardiendo contra las murallas
de Jerusalén en un ataque nocturno (fuego inutil contra la
piedra, por otra parte). Las rocas llegan a las murallas en
vuelo horizontal, como si de misiles autopropulsados se tra-
tara. Nuevamente Galileo fue quien formulé la ecuacion del
tiro parabdlico, ignorada en este caso. Ademads, esos proyec-
tiles, al impactar en la muralla, jexplotan! y vemos a guerreros
lanzados por los aires por la onda expansiva. En el sitio de
Jerusalén (1187) atin no habia pélvora (no es conocida por los
europeos hasta bien entrado el s. XIII), pero las trayectorias
trazaban parabolas, como siempre.
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Incluso cuando aparecen las Matemdticas de forma explicita
en el Cine, no siempre se cuidan los detalles matematicos. No
es rara la presentacion de férmulas para transmitir una idea
de complejidad, aunque sean carentes de sentido. Hasta una
pelicula de nombre tan matematico como es Pi. Fe en el Caos
(Pi. Faith in Chaos, Darren Aronofsky, 1998) presenta en los
titulos de crédito una larga expresién del nimero pi donde
s6lo son correctas las 8 primeras cifras, como desvela Alfonso
Jesus Poblacién en su completisimo libro Las Matemdticas en
el cine (Proyecto Sur—RSME, 2006, P4g.78). Parece que los
trastornos del protagonista Max Cohen se hubieran transferi-
do a su ordenador.

Gazapos de concepto, de calculo y de
razonamiento

Especificamente matemdticos son los gazapos en que se incu-
rre cuando hay que razonar o expresarse mediante nimeros.

Tienes 47 horas para escribir 10 canciones. Asi que, ya
sabes, 4 horas y 7 minutos para cada cancién. (Sal gorda.
Fernando Trueba 1980).

Hay una posibilidad del 68,4% de que tenga razén. (Tron.
Steve Lisberger, 1982).

Confusién muy usual entre posibilidad y probabilidad, como
en este anuncio de prensa:

Los dos gazapos anteriores parecen involuntarios. El siguien-
te, es voluntario, buscando la comicidad (Granujas de medio
pelo. Woody Allen 2000). Cuatro ladrones discuten cémo
hacer el reparto del botin, contando con una chica que esta
ausente de la escena:

—Que la chica cobre una parte, pero no una parte entera.

—¢Qué tal si todos cobramos un cuarto y ella, digamos, un
tercio?

—i TG estés chinao! Entonces cobraria mds que nosotros.

—;Cémo lo sabes?

—Ademas, ;de dénde sacas cuatro cuartos y un tercio? ;No
sabes sumar?

—Mira, yo en quebrados no me meto, ;vale?

Este reparto guarda similitud con otros de la realidad y de la
ficcién. En diciembre de 2006 conocemos la conversacién
grabada a un concejal de Tres Cantos (Madrid), reclamando
su parte de la comisién por votar en contra del Plan General
de Ordenacién Urbana local:

Somos once, yo quiero mi 11%.

Tampoco salen las cuentas de Mario Vargas Llosa en El
Paraiso en la otra esquina (Editorial Alfaguara, Capitulo V,

pég. 88):

Mas grave que el nimero de oyentes era su composicién
social. Desde el proscenio, decorado con un jarroncito de
flores y una pared llena de simbolos masénicos, mientras
monsieur Lagrange la presentaba, Flora descubrié que tres
cuartas partes de los asistentes eran patrones y sélo un ter-
cio obreros.

En poco tiempo hemos conocido varias muestras de publici-
dad que recurre al gazapo matemadtico intencionado como
recurso para llamar la atencién:
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En la propagacion de gazapos, mds influyente que el Cine es En los informativos:
la TV; los trae a domicilio. Se encuentran en todo tipo de pro- Se han conocido las cifras del paro correspondientes al
gramas. dltimo mes. Se han creado diecisiete mil trescientos cua-
renta y dos mil ochocientos cincuenta y tres nuevos empleos,
En los deportes: lo cual supone que el nimero total de empleos ha aumen-
tado en un cincuenta y siete mil novecientos veintitrés por
En el circuito de Férmula 1 de Interlagos en Brasil es difi- ciento. El niimero total de parados queda asi en dieciocho
cil correr mucho, porque la recta principal es en curva. coma sesenta y cuatro. (José Marfa Carrascal, Antena 3
(Luis Pérez Sala. Telecinco 21-10-2006). Televisién, Mayo 1998).
En los programas del corazén: (...) los restos estaban esparcidos en un radio de un kilé-
5 L. metro cuadrado. (Federico Trillo, Ministro de Defensa,
Nos conocemos hace muchos afios, pero tu tienes que ser ante la Comisién del Congreso, 04-06-2003).

mucho mayor que yo, porque ya cuando era nifia me lleva-
bas 25 afios. Asi que, fijate ahora... (entrevista de Lolita a

El Cordobés). Su predecesor, Eduardo Serra, declaraba en noviembre de
1997 a proposito de uno de los Gltimos (y polémico) sorteos
Por supuesto, en los concursos, espejo de sabiduria: de la Mili:

(...) segun me han dicho los técnicos del Ministerio de

Pregunta: ¢Cuanto es el quince por ciento de cien? Defensa, es un sorteo equiproporcional.
Empieza por Q...
Respuesta: Cuarenta.
(Verano 2000) iIncluso en los documentales, refugio de la cultura en TV!:
Pregunta: ;Cudl es al 4ngulo maximo con que puede En Asia, 2 billones de personas basan su alimentacion en el
abrir sus mandibulas un hipopétamo? arroz. (El arroz. Canal Odisea 21-10-2005).
Respuesta: iTrescientos sesenta grados!
(Grand Prix. Televisién Espafiola 13-07-2005 —respondia Habitual error de traduccion; en este caso de two billion, en
el alcalde de uno de los pueblos concursantes). realidad dos mil millones o dos millardos.
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Problemas con el infinito

En Toy Story (John Lasseter, 1995) Buzz Lightyear, héroe
galdctico de juguete, se lanza a cada misién con el famoso
grito de jHasta el infinito y mds alld! La realidad suele imitar
a la ficcion. Personajes con relevancia social, transfieren al
infinito expresiones ligadas a conceptos de precision, orden y
proximidad propias de lo finito:

Ante estos hechos, el nimero de opiniones expresadas es
casi infinito (locutor en un informativo de la Cadena SER.
17-9-1998).

A partir de ahora, Cantabria es més infinita. (Miguel Angel
Revilla, Presidente de la Comunidad, en la inauguracién
del acondicionamiento para visitantes de la Cueva de El
Soplao. Informativos 01-07-2005).

Viendo lo que estd pasando ahora en Espaiia, la figura del
seflor Aznar se multiplica por 150 millones, o casi por el
infinito (Declaraciones de Mariano Rajoy, Informativos
20-10-2005).

Homer Simpson vs Fermat

La popular serie Los Simpsons contiene bastantes referencias
matemdticas (hay una pédgina web dedicada al tema
hitp://www.simpsonsmath.com). No en vano cinco de sus
guionistas son licenciados o doctores en Matematicas, Fisica
o Informética (algunos con doble titulacién). Y no nos referi-
mos solo a la conocida frase ;Multiplicate por cero! de Bart
Simpson, sino a otras alusiones, a veces veladas. Asi ocurre en
el episodio en que Homer Simpson pasa de su mundo plano a
la tercera dimensidn (se puede ver en esta direccién de Inter-
net http://www.youtube.com/watch?v=pDlelpcqiVY'):

Homer pasea sobre una trama cartesiana tridimensional y al
fondo a la izquierda se observa por breves instantes una igual-
dad que pasara desapercibida para la mayoria de los especta-
dores:

178212 4 184112 192212



De ser cierta esa igualdad, el Teorema de Fermat, que ha ocu-
pado durante 350 afios a los mejores matematicos de la histo-
ria, seria falso. ;Serd posible que Homer Simpson refute este
famosisimo teorema? Si hacemos la comprobacién en la cal-
culadora, obtenemos:

178212 4 184112 - 2541210259 - 1039
192212 = 2541210259 - 1039

iParece que Homer tenga razén! Pero, hagamos los calculos
con todas las cifras:

178212 1 184112 _
= 2.541.210.258.614.589.176.288.669.958.142.428.526.657

192212 =
= 2.541.210.259.314.801.410.819.278.649.643.651.567.616

El redondeo de la calculadora en la 10° cifra (en negro) se pro-
duce en el primer caso por exceso y en el segundo por defec-
to, dando una engafosa apariencia de igualdad.

Alguien se dirigié al artifice de la serie, Matt Groenig, adu-
ciendo que esa igualdad era ademds imposible porque en su
primer miembro aparecen potencias de un nimero par y de
un ntmero impar que siempre son, respectivamente, nime-
ros a su vez par e impar. Pero en el segundo miembro aparece
la potencia de un nimero par, que a su vez es par. Y la suma
de un par y un impar no pude ser par.

Como reaccién a ese comentario, en un episodio posterior
vemos a Homer escribir en una pizarra:
398712 4 436512 - 447212

..donde, impar mas impar da par; y se sigue contradiciendo
(aparentemente) el Teorema de Fermat.

En ambos casos, se trata de gazapos intencionados, en reali-
dad guifios para entendidos.
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Asesoria cientifica

En 2005, Jonathan Farley, profesor de Harvard, ha fundado la
companfa Hollywood Math and Science Film Consulting
(http://www.hollywoodmath.com/) una asesorfa para ayudar
a corregir errores matematicos en los guiones y para enfocar-
los desde una cultura cientifica correcta, aunque sin destruir
la fantasia de los filmes.

Esta compaiiia trabaja como consultora en una nueva versién
cinematografica de Planilandia (Flatland)

http://www.flatlandthemovie.com/

que estd en fase de produccién. El conocido actor Martin
Sheen pone voz al personaje Athur Square, el cuadrado prota-
gonista de este relato de Edwin Abott que trasciende la fabu-
la matematica para ser una fibula social.

También han colaborado en la presentacién de Primer
http://www.primermovie.com/
y en la serie Numb3rs
http://www.numb3rs.org/

promoviendo ademds la colaboraciéon de Numb3rs con el
National Council of Teachers of Mathematics para desarrollar
actividades de aula relacionadas con los tépicos matemadticos
citados en cada episodio semanal de la serie.

Dicha asesoria es igual o mdas necesaria para periodistas vy,
desde luego, para politicos:
Yo soy doctor en Ciencias Politicas con estudios en econo-

mia europea. Pero desgraciadamente no soy bueno en
matematicas.

Pedro Solbes. Ministro de Economia.
El Periodista Digita, 28-03-07. M
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mestaca unos pocos libros de matematicas (o de su
ensefanza) que a lo largo de tu vida te hayan influido de
forma especial y explica por qué fue, asi como si crees que
siguen de actualidad.

Como cualquier licenciado en matematicas, por mis manos
han pasado muchos libros de matemdticas superiores, inclu-
so ya en COU manejaba los Elementos de Rey Pastor y otros
tochos tipicos de la carrera y aunque muchos de esos libros
siguen teniendo su sitio en las cajas de mis armarios, muy
pocos tienen un lugar en mi corazén. Desde hace muchos
afios me considero mas profesor que matematico, ya que me
interesa mucho més la didéctica y la divulgacién que la mate-
mdtica superior en si misma. Por ello, no debe extrafiar que
en mi biblioteca particular tengan sitio de preferencia los
libros sobre ensefianza de las matemdticas o su populariza-
cién, antes que otros mds sesudos.

Tras acabar la carrera, y mientras daba clase de practicas en
la universidad, estaba realizando el Curso de Aptitud Peda-
gobgica para preparar las oposiciones de instituto. Al llegar al
seminario del centro donde realizaba las practicas, me encon-
tré encima de la mesa con dos libros que acababan de ser edi-
tados, los volimenes 1y 2 de las Matemdticas de Bachillerato

Biblioteca

Mi biblioteca particular

José Munoz Santonja

Fernando Corbaldn (coordinador de la seccion)
medios.suma@fespm.org



SUMA 55
Junio 2007

del Grupo Cero de Valencia (de los que Jose M.* Gairin hace
una recension en el nimero 38 de SUMA). La visién de aque-
llos textos signific para mi un choque brutal con respecto a
los esquemas mentales que yo tenia respecto a la ensenanza
de las matemdticas y que, como es habitual, reproducian el
camino sufrido como estudiante. Esos libros planteaban una
estructura tan diferente de lo existente hasta el momento, que
hoy en dia es dificil explicar la ruptura que significé su apari-
cién. Tanto influyeron en mi que un afio después ya formaba
parte del Colectivo de Didactica de las Matemadticas que se
cred en Sevilla, en la linea de los grupos ceros de Valencia y
Barcelona y aplicaba en mis clases de BUP el trabajo en grupo
con ese tipo de materiales. No quiero extenderme mds sobre
ellos pues el articulo de SUMA citado desarrolla muy bien
todo lo que yo podria anadir. Y aunque son libros clésicos que
han sido superados, entre otros por los propios autores, toda-
via tengo un guiflo cémplice cuando mi vista coincide con
ellos en mi estanterfa.

Durante mis aios de ensefianza han existido dos lineas de tra-
bajo que me han atraido especialmente, y que han enfocado la
eleccién de los libros que aqui recuerdo. En primer lugar el

tema de los medios de comunicacidn, sobre todo el trabajo
con la prensa diaria. A partir del 1992 y de forma interdiscipli-
nar en mi centro, comencé a utilizar los periédicos como
recurso en el aula y fue gracias a la lectura de dos libros,
Prensa, matemdticas y enseiianza de Fernando Corbaldn
(Mira, Zaragoza, 1991) y Prensa y educacién matemdtica de
Antonio Ferndndez y Luis Rico de la editorial Sintexis (cuya
coleccion Matemdticas: cultura y aprendizaje manejabamos en
esa época con pasién, muchos de esos textos siguen guardando
sitio de honor en mi biblioteca). Pienso que esos libros son per-
fectamente actuales para cualquier persona que quiera aden-
trarse en la utilizacion de la prensa en clase de matematicas, a
pesar de que las noticias que aparecen en ellos quedan un poco
desfasadas después de tres lustros, sin embargo la estructura y
las ideas que se sacan de ellos siguen perfectamente de actuali-
dad. Soy de la opinién de que la Prensa debe ser usada con bas-
tante regularidad en el aula de matematicas. Ultimamente se
observa en los centros que muchos alumnos traen y consumen
la prensa gratuita que se reparte por las calles. Esto es una
novedad, ya que hace unos anos no se podia encontrar casi nin-
gun joven que leyera otra Prensa que no fuese la deportiva,
salvo para buscar la cartelera de espectaculos.



Por otra parte, algo con lo que siempre he trabajado y disfru-
tado han sido los juegos y su aplicacién a las matematicas.
Partiendo de muchos materiales, por ejemplo De 12 a 16. Un
proyecto de curriculo de matemdticas, del propio Grupo Cero
de Valencia, o los libros del Grupo Azarquiel, comencé a
incorporar los juegos a mis clases de BUP incluso antes de que
empezara la Reforma de la LOGSE. Sin embargo, los libros
fundamentales para mi, y a los que suelo seguir acudiendo hoy
en dia periédicamente, son Juegos matemdticos para secunda-
ria y bachillerato de Fernando Corbalan (Sintesis, Madrid,
1994) y Pasatiempos y juegos en clase de matemdticas: Nii-
meros y dlgebra de Ana Garcia Azcarate (edicién de la autora,
Madrid, 1999).

Cita algun (o algunos) parrafo de ellos que nos permita
apreciar su sentido y nos induzca a leerlo.

Sireleemos en el articulo aparecido en el nimero 38 de SUMA
sobre los libros del grupo Cero, el parrafo en el que se habla
de las intenciones de esa publicacion, creo que estariamos de
acuerdo que esos puntos siguen siendo muy actuales. En el
primer capitulo del libro de Antonio Fernindez y Luis Rico se
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hace una afirmacion que muchos compartimos:

Nuestro punto de vista es que, en nuestra sociedad actual
(espaiiola y europea de comienzos del siglo XXI), las mate-
madticas son un ingrediente basico de cultura.

Las matematicas existen en un medio social y humano
determinados. Constituyen un modo importante de rela-
cién y comunicacién entre personas, que da forma y per-
mite expresar multiples actividades del hombre actual.

Msés adelante nos dan justificaciones por las que utilizar la
prensa.

La Prensa, por sus especiales caracteristicas: difusion, dis-
ponibilidad, regularidad, ubicuidad, accesibilidad y senci-
llez, se presta a presentarse como elemento integrador de
una nueva visién en la enseflanza de las matematicas,
abierta y no académica.

Conseguir un sujeto que utilice asiduamente la Prensa es
lograr hoy dia el paradigma de persona alfabetizada tedri-
ca y practicamente. También se logra un sujeto numerati-
zado, ya que entiende y expresa informacién numérica;
hace uso de los niimeros en contextos variados.

Por su parte, en el libro de Fernando Corbaldn sobre juegos,
se da una argumentaciéon muy clara de por qué los juegos son
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un buen recurso en nuestras aulas:

Los juegos constituyen un buen instrumento para desarro-
llar el idioma matemético, para hacer matemaéticas, para
interiorizar los procesos propios del pensar matematico. Y
ademds, por si mismos y méds compardndolos con las acti-
vidades habituales de las clases de matemadticas, tienen un
atractivo afiadido; apetece dedicarse a ellos. No hay que
empujar a los alumnos para que comiencen el andlisis de
los mismos; lo hacen voluntariamente.

Esto lo puede comprobar cualquiera que utilice el juego en sus
clases, como se cometa la torpeza de repartir el juego antes de
explicar lo que se pretende, es casi imposible volver a captar
la atencién de los alumnos para poder hacerlo.

Especialmente ahora que estamos tan revolucionados con la
importancia de las competencias matemadticas, su incorpora-
cién al curriculo y su relacion con la vida cotidiana y la reso-
lucion de problemas, la argumentacién de la relacion entre los
juegos y este tltimo aspecto sigue siendo de actualidad.

(...) pensemos que una de las mejores formas de abordar la
resolucién de problemas (o mas profundamente, de inten-
tar desarrollar teorfas matemadticas) es con un espiritu de
desafio, de superacién de dificultades, de retos. Algo muy
parecido a afrontar una partida en un juego, en el que sin
salirse de las reglas, en el entorno marcado por las mismas
hay que procurar ganar.

En tus lecturas ajenas a las matematicas (literatura,
arte...), ;has encontrado algun libro interesante en el que

las matematicas (como resultados o como inspiracion)
jueguen un papel importante? Indicalos y recoge algin
parrafo de los mismos que nos indiquen su “espiritu”

Como ya comenté anteriormente, han existido muchos libros
de divulgacion de las matematicas que también han sido muy
importantes para crear mi visién de ellas. Aunque pueda pen-
sarse que los libros que voy a decir son propiamente de mate-
mdticas (que lo son) hay que tener en cuenta que mi acerca-
miento a ellos fue mas como lectura que como matematicas y
por eso me quiero referir a ellos aqui.

En mi tierna infancia, tanto mi hermano como yo éramos muy
aficionados a los tebeos de todo tipo, especialmente del Pato
Donald y demds parafernalia de Disney. Por eso no era raro
que nos regalaran algin cuento en fechas especiales. De esa
manera cay6 en nuestras manos un ejemplar de Donald en el
pais de las matemdgicas, coincidiendo con que ese corto lo
habiamos visto en el cine como complemento de una de las
superproducciones Disney. Mi visién de las matemdticas como
algo cercano, patente a nuestro alrededor e importante para
nuestra sociedad, empez6 a forjarse sin duda con ese primer
encuentro y mi vision de las matemaéticas siempre fue distinta
a la de muchos de mis comparneros. Y esos mismos dibujos me
han servido posteriormente para trabajar actividades a partir
de la proyeccion de la pelicula en mis clases.

Hubo varios libros que me permitieron, desde el punto de
vista literario, comprobar que se podia disfrutar de las mate-
maticas de muy diversas formas. Por ejemplo, los libros de



Alicia o Planilandia. Pero un libro que me hizo entrar en las
matematicas recreativas y disfrutar a la vez de la lectura fue E/
hombre que calculaba de Malba Tahan (seud6nimo del profe-
sor de matemdticas brasilefio Julio César de Mello e Souza). Es
éste un libro que aconsejo a todos —especialmente a los no
matemadticos— y que puede servir a los profesores como fuen-
te para hacer comentarios de textos matematicos en clase.

;Puedes aportar alguna cita de tus lecturas que tenga que
ver con las matematicas que hayas incorporado a tus refe-
rencias vitales?

Hay un libro —que creo sigue siendo de actualidad para quien
se quiera dedicar a la ensefianza: Retrato de una profesion
imaginada de Francisco Hernan (Proyecto Sur, Granada,
1991). La lectura de este libro hace flexionar sobre muchos
aspectos de la educacion y las matematicas. Aunque el libro
tiene muchas frases interesantes, hay una que capté expresa-
mente mi interés. Hay veces que encontramos en un libro una
frase que nos llama la atencién porque presenta una idea que
nos ronda la cabeza, pero parece que al verla escrita toma mds
realidad. Hablando de la relacién con los alumnos en clase
dice .. no puede darse la circunstancia de que nosotros nos
aburramos y ellos no. Yo creo que esa deberia ser una maxima
de nuestro trabajo, si nosotros no disfrutamos con él, dificil-
mente podemos hacer disfrutar a nuestros alumnos, en cierta
forma la frase me recuerda a la despedida en muchas confe-
rencias de nuestro querido Claudi Alsina: Sean felices. Puede
pensarse que la frase que he elegido es una perogrullada y que
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es algo evidente, pero para mi no estd tan claro, me basta
mirar alrededor en mi claustro de profesores y veo que no es
algo asumido por todos los compaiieros de profesion.

Hay otra frase que, aunque no la he leido en su ubicacién natu-
ral, siempre tengo presente y que me la entregé como un rega-
lo (para un articulo que estaba preparando sobre poesia y mate-
maticas, SUMA n.° 22) una persona muy querida y afiorada,
Gonzalo Sinchez Véazquez, presidente fundador tanto de la
SAEM Thales, como de la FESPM. La frase aparecia en una
carta que enviaba Weierstrass a Sofia Kovalesky, Un matemdti-
co no es digno de ese nombre, si no es un poco poeta, quizas por
ello siempre me ha gustado conectar las matemadticas con la
literatura, la pintura, la masica, el teatro, etc...

El dltimo libro que has leido sobre matematicas que consi-
deras destacable y porqué.

Supongo que como pasa a muchos compaiieros, se me van acu-
mulando los libros encima de la mesa y siempre voy leyendo
con retraso, por eso el libro que quiero comentar fue publicado
el afio pasado. He disfrutado con Matecuentos, cuentamates 3,
de Joaquin Collantes y Antonio Pérez Sanz (Nivola, Madrid,
2006), tercero de una coleccién de cuentos dirigidos a los
alumnos y que siguiendo una historia entretenida (a veces
basada en personajes familiares como Gladiator, Charlie el
chocolatero o el capitdn Flint en busca del Tesoro) entremez-
clan acertijos y problemas para retar al lector. Destaco este
libro porque llevo muchos afos interesado en el tema de la
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lectura y el comentario de textos matematicos en clase, mas
aun en este ultimo curso, ya que mi centro se ha incorpora-
do a un proyecto de animacién a la lectura. Es también
labor de los profesores de matemadticas hacer que nuestros
alumnos lean y comprendan, lo que repercute positivamen-
te en nuestras clases. Si ademdas podemos hacerlo con lec-
turas matemadticas amenas —de las que hay muchas y bue-
nas— mejor que mejor.

Estoy leyendo actualmente con tranquilidad otro libro que no
es para agotarlo de un tirén. Aborda también el tema de la
divulgacion y la popularizacion de las matematicas. Me refie-
ro a Las matemdticas en el cine, de Alfonso Jesus Poblacién
Séez (Proyecto Sur y RSME, Granada, 2006). El propio autor
(que dirige la secciéon de matemdticas y cine de la pdgina
www.divulgamat.net de la RSME) deja clara en la introduc-
cion cudl es la intencién del libro y cuya idea parte de un ciclo
de peliculas matemadticas que se realizé en Valladolid durante
el afio 2000.

No fue sencillo localizar peliculas en las que las matemati-
cas fueran algo mas que una mera anécdota de un par de

minutos. Hasta conseguirlo fue necesario encontrar y ver
muchas, algunas de las cuales contienen también aspectos
interesantes en relacién con el tema. Todos estos datos, a
los que se han ido anadiendo otros de producciones mds
recientes, constituyen el capitulo més amplio, en el que se
ha realizado un somero andlisis acerca del tratamiento que
el cine ha dispensado a las matemadticas, a los matemadticos
y a los profesores en general de esta asignatura.

... el libro pretende ser también divulgador de lo que las
matemadticas constituyen; por ello, cuando se ha creido
conveniente, se ha afiadido una breve explicacién (en un
lenguaje asequible para la mayor parte de los lectores) de
conceptos, instituciones o personalidades mencionados
en cada pelicula, integrandolos en la rama de las mate-
madticas correspondiente. En algunos casos, se afladen
referencias bibliograficas y/o direcciones de internet en
las que el lector interesado puede ampliar la informacién
suministrada.

Se trata de un estudio serio sobre peliculas con referencias
matemadticas, que pueden servir para preparar las sesiones de
un videoclub en el centro o incluso para hacer matematicas
viendo trozos de alguna de esas peliculas.



Mi dltimo libro no matematico destacable

Mientras escribia estas lineas me he bebido un librito que me
han regalado recientemente, El libro Infierno del escritor italia-
no afincado en Espana Carlo Frabetti (Alfaguara, Madrid,
2002). En la contraportada del libro se nos informa de lo que va:

Como Dante, el protagonista de este libro (infierno) tiene
que recorrer nueve circulos escalonados, nueve niveles
infernales correspondientes a otros tantos crimenes y
penas. Pero en esta Biblioteca Infierno sélo hay un demo-
nio, el bibliotecario, y los condenados son los propios libros.

El personaje (el autor del libro) tiene que recorrer los circulos
del infierno. En cada uno de ellos hay libros de un determina-
do tipo; en uno los plagios, en otro aquellos que han sufrido
una nefasta traduccion o a los que se les han afadido erratas
que desvirtiian la intencién del autor. También aparecen los
libros de amor, o en otro lugar los violentos, etc.. El persona-
je debe superar distintas pruebas para poder pasar de un cir-
culo a otro. Pruebas que a simple vista parecen imposibles
(por ejemplo realizar un catalogo completo de toda la Pintura
Universal) pero que gracias a un desbordante ingenio puede
resolver de una forma sorprendente.
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Con un lenguaje, en general muy ameno, el autor critica, con
un fino humor, muchos aspectos del comportamiento huma-
no (celos, lujuria, violencia, patriotismo, ira...).

A pesar de no ser un libro matemaético, la obra no deja de estar
impregnada de matemadticas por todos sus poros, no en vano
el autor es matemitico y ha publicado multitud de lecturas
para adultos y jovenes relacionadas con las matemadticas, como
por ejemplo El gran juego (Premio Jaén 1998 de literatura
Infantil y Juvenil) o la serie del enano Ulrico. Muchos de sus
libros son apropiados e interesantes para los alumnos de edu-
cacion secundaria, y se pueden realizar con ellos muchas acti-
vidades. En este libro muchas de las pruebas de las que habla-
mos tienen que ver con las matemdticas: adivinar varios nime-
ros pensados por el bibliotecario (primero uno natural, luego
un entero y subiendo...). Se pueden encontrar también
muchas paradojas: una de ellas, por ejemplo, basada en la
famosa del barbero que afeita a todos los que no se afeitan a si
mismos. No debe de extraiar, por tanto, que las referencias a
Godel y a Bertrand Russell sean frecuentes. En definitiva, es un
libro con el que puede disfrutar cualquier matemdtico y
muchas personas més. H
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ertenece Ian Stewart a una estirpe que, aunque va
arrancando poco a poco, tanto echamos de menos en nues-
tro pais: la de los prestigiosos profesionales universitarios de
las matematicas que dedican tiempo y esfuerzos a su divulga-
cién. Tarea que por cierto, ademds de fama, y suponemos
dinero, le proporciona algo que tampoco estamos seguros
que aqui fuera posible: el clasico 50% de docencia-50% de
investigacion, en su caso se he tornado 50% de divulgacién-
-50% investigacion. Puede ser una buena idea para arrancar.

Fernando Corbalan
medios.suma@fespm.org

Escaparate:
Cartas a una joven matematica

CARTAS A UNA JOVEN MATEMATICA
Ian Stewart

Critica

ISBN: 84-8432-847-3

Barcelona, noviembre de 2006

240 pp.

El libro que nos ocupa, que se une a la ya larga lista del autor
(traducidos todos en la misma editorial) adopta la forma epis-
tolar, una serie de cartas cortas a Meg, una chica imaginaria
que estudia secundaria y a la que le gustan las matematicas.
En cada una le responde a las posibles preguntas que a lo
largo de su evolucion alguien asi le puede hacer a un mate-
matico famoso. Y a la vez que lo va haciendo puede ir apor-
tando reflexiones, eligiendo temas, opinando en controver-
sias o describiendo situaciones relacionadas con las matema-
ticas, su estudio o la ensefianza en los diferentes niveles, asi
como la investigacién con distintos estatus.

El propésito de Stewart es actualizar algunas partes de
Apologia de un matematico [El clasico libro de Hardy, publi-
cado recientemente por Nivola], aquellas que podrian influir



en las decisiones de una persona joven que esté considerando
la posibilidad de licenciarse en matemadticas y hacer carrera
en esa disciplina.

Lo hace de forma fécil y con aparente sencillez, dirigida de
verdad a gente joven, y siguiendo todo el posible camino que
va desde la secundaria, pasando luego por los estudios uni-
versitarios y continuando por la insercién en un grupo de
investigacidn, la realizacion de la tesis y las dificultades de
desenvolvimiento para poder tener un puesto de matematico
0 matematica profesional.

Alo largo de ese trayecto va respondiendo a preguntas impor-
tantes que alguien responsable no puede dejar de hacerse y
aportando anécdotas personales que le dan una mayor proxi-
midad al discurso. Todo eso le permite tocar los grandes
temas.

La presencia social de las matematicas: Nuestra sociedad con-
sume muchas matemdticas, pero todo sucede entre bastidores
(-..) A veces pienso que la mejor manera de cambiar la actitud
de la gente hacia las matemdticas seria pegar una etiqueta
roja que rezara Matemdticas en el interior en cualquier cosa
que necesita de las matemdticas.

La importancia de los buenos profesores: El sefior Radford [su
profesor en secundarial] me abrié los ojos a lo que eran real-
mente las matemdticas: variadas, creativas, llenas de novedad
y originales.

La necesidad de implicarse para saber qué son las matemati-
cas: Como suele decir mi amigo David Tall: “Las matemadticas
no son un deporte para espectadores’.

Las mateméticas como una tarea permanente, frente a los que
creen que todo estd hecho: Ollerenshaw (...) sefiala (...) en su
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autobiografia (...): “Cuando en la adolescencia le dije a una
amiga que yo iba a investigar en matemdticas su respuesta fue:
cPor qué hacer esto? Ya tenemos bastantes matemdticas con
las que tratar, no queremos mds’”.

La presencia femenina en el mundo matematico: La idea de
que las matemdticas no son una disciplina adecuada para
mujeres es anticuada. El escalafén de la carrera estd abierto a
ambos sexos, aunque aiin sigue desequilibrado en el extremo
superior.

Sobre muchos otros temas hay opiniones fundadas y buenos
consejos. Como la necesidad de leer libros de divulgaciéon
matematica para todos los que estamos en la ensefianza y de
que lo hagan los que estdn aprendiendo; tratando de respon-
der a esa reflexién tan comun fuera del ambiente, de cudl es la
necesidad de los matematicos si los ordenadores ya lo hacen
todo; por donde se mueven las relaciones entre las llamadas
matematicas puras y aplicadas; dénde buscar ideas para
hacer investigacion matemadtica asi como las ventajas e incon-
venientes de hacerlo de manera individual o en grupo; o
haciendo una divertida y realista descripcién de los escalafo-
nes de la investigacion.

Un libro que se lee con facilidad —aunque son 240 péginas, el
estilo es agil y el tipo de letra grande—, que aporta ideas lucidas
sobre los grandes temas, lo que nos permite reflexionar a quie-
nes ya llevamos tiempo pensando en estas cosas. Puede ser una
buena base para tomar decisiones tanto para los estudiantes del
final de secundaria que no tienen claras sus opciones futuras
como para los de universidad que estdn empezando su carrera
profesional. Y desde luego para cualquier ciudadano que detec-
te la importancia de las matematicas en la sociedad y quiera
conocer opiniones sobre cdmo actiian y se manifiestan. M
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memos recorrido un largo camino hasta aqui, pero no estamos exhaustos.

Han sido muchos afios, muchas actividades, muchas ilusiones y muchas personas dedicando
parte de su valioso tiempo a tratar de alcanzar los objetivos que la Sociedad Thales se marcé en
sus estatutos. Pero han sido tantos los logros, tanta la difusién que han tenido nuestras activida-
des —no sdlo entre el profesorado, sino en la sociedad andaluza en general: el afio 2005 le ha sido
concedida la placa al Mérito Educativo por la Junta de Andalucia— que el gran reconocimiento a
nuestra labor nos ha animado siempre a continuar y a buscar nuevos modos, nuevas formas de
seguir.

Siempre tratando de hacer mas atractivas las matemadticas, acercdndola a la sociedad, con
propuestas de formacién del profesorado que se ajusten a la realidad educativa del momen-
to y a la facilidad que proporcionan hoy las nuevas tecnologias. y organizando en todos estos
anos actividades para los alumnos de todos los niveles. Hemos llegado al nimero 62 de nues-
tra revista Epsilon y, a lo largo de estos afos, con una voluntad decidida de proporcionar a
la comunidad educativa textos de gran valor, hemos llegado a disponer de un catédlogo de
publicaciones muy importante. Nuestras jornadas y congresos han ido desde el ambito pro-
vincial y comarcal, hasta el iberoamericano e internacional, y en todos nuestros encuentros,
aunque la organizacién pueda ser mas o menos dificultosa y complicada, el entusiasmo ha
sido el mismo y el objetivo también: encontrarnos y reconocenos como profesores de mate-

Concha Garcia Severon
SAEM Thales
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maticas preocupados por nuestra labor docente y ansiosos
de escuchar y aprender de las iniciativas y experiencias de
otros.

En una Comunidad Auténoma con las dimensiones de
Andalucia, organizar un acto conmemorativo de fecha tan
sefalada, es complicado. Porque es muy dificil reunir en un
par de dias laborables, a tantos como querrian haber asistido
a estos actos. Se han celebrado en Sevilla y en el Instituto
Fernando de Herrera, en atencién a que fue alli un 17 de
noviembre de 1981 donde se celebré la Asamblea fundacional
de la Sociedad. Ademds coincidian estas fechas con el décimo
aniversario de la muerte de D. Gonzalo Sinchez Vézquez y
hemos querido también rendir un homenaje a su memoria en
esta ocasion, en este cumpleaios que tanto debe a figura tan
valiosa y tan reconocida por todos.

Es preciso recordar que en el principio de nuestra historia,
fuimos dos Sociedades: la Sociedad Andaluza de Profesores
de Matematicas Thales, cuya Asamblea fundacional es la que
se ha citado al principio y que editaba la revista Thales y
APMA (Asociaciéon de Profesores de Matemadticas de
Andalucia) que se funda en Granada en 1984 y que editaba la
revista Epsilon” En el afio 1988 se produce la reunificacién de
la APMA y Thales, permaneciendo el nombre de Thales para
la Sociedad y se adopta el de Epsilon para la nueva revista

comun. Desde hace casi 20 aflos caminamos juntos y nuestro
alcance y nuestros logros son ain mds amplios. Algunas
veces, como ocurre en la actualidad con el Proyecto ESTAL-
MAT, es preciso, dado el tamafio de Andalucia, recurrir al
funcionamiento de dos sedes para llevar a cabo esta actividad.
Asi, funcionan con el mismo ideario y el mismo proyecto, las
sedes de Andalucia occidental en Sevilla y la sede de
Andalucia oriental en Granada.

Estos actos que nos han reunido durante dos dias en Sevilla
han tenido el propdsito, sobre todo, de reconocer y agradecer
a tantas personas como han estado implicadas en las tareas de
esta Sociedad. Somos muchos socios y muchas, muchas, las
personas que desde el comienzo de la andadura de Thales
hasta la actualidad, han trabajado en todas las provincias
andaluzas. Profesores que desde las ocho Juntas Directivas
Provinciales han trabajado durante afios proponiendo ideas
brillantes, llevando a cabo todo tipo de gestiones, comprome-
tiéndose con las instituciones, organizando Cursos de forma-
cion, ideando todo tipo de pruebas, montando exposiciones,
enviando colaboraciones a la revista y, en definitiva, dedican-
do su ilusion, su entusiasmo y su tiempo a causa tan noble.

De verdad que la lista es interminable y también cuando se
repasa, entrafiable. Sobre todo por los que ya no estin con
nosotros: ya hemos nombrado a D. Gonzalo, pero también



nos faltan Isabel Barragin, Antonio Martin Castilla, Paco
Anillo, Concha Garcia del Monte, Manuel Iglesias Cerezal...,
dignos de nuestro reconocimiento y gratitud y presentes en
nuestra memoria en estos dias de celebracién del aniversario

de la Sociedad.

Jornadas de celebracion XXV Aniversario

Hemos comenzado con el
Acto de Inauguracién en el
que el Presidente de la
Sociedad Manuel Torralbo
que presidia la mesa, se ha
dirigido a los presentes.
Recogemos un extracto del
texto con el que se dirigié a
todos los socios en el diptico
de las Jornadas:

Me gusta recordarlo: nues-
tra asociacién empezd
desde abajo; fuimos los
profesionales, los educado-
res, los que a pie de aula
sentimos, alld en los finales
de los 70, la necesidad de
reconducir los enfoques de
la ensefianza—aprendizaje
de nuestra ciencia. Desde
abajo, con las miras puestas
en dignificar la profesién y
la materia que da sentido a
nuestro trabajo, la Socie-
dad Andaluza de Educa-
cién Matemadtica Thales,
no ha dejado de crecer a lo
largo de estos afos. El
arraigo que alcanza en
Andalucia ha logrado, por
ejemplo, que mds de dos
mil profesionales impulsen
y desarrollen innovaciones
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Jornadas. Yo creo que Claudi ha tenido con Thales una debi-
lidad especial, un feeling notable. No solo porque siempre ha
atendido solicitamente cualquier requerimiento por nuestra
parte, sino porque ha tenido siempre palabras de reconoci-
miento y &nimo con nuestra Sociedad y de auténtica admira-
cién, respeto y carifo por D. Gonzalo. Como siempre, su
disertacion nos muestra aspectos desconocidos de lo que
enseilamos desde hace afios, y desde luego vistos bajo un pris-
ma que sélo a €, con su ingenio y, sobre todo, con su amor por

la ensenanza de las matemd-
ticas, se le pueden ocurrir.

El recuerdo a la entranable
figura de D. Gonzalo Sén-
chez Vazquez corrié a cargo
de dos profesores que tuvie-
ron con €l no s6lo una rela-
cién de trabajo muy extensa
en el tiempo, sino una amis-
tad muy profunda y sentida:
Antonio Aranda Plata que
hizo al mismo tiempo que
un precioso homenaje a la
persona del primer Presi-
dente de la Thales, un reco-
rrido por la historia de la
Sociedad y, yo misma, Con-
cha Garcia Severdén, que
quise reconocer al maestro
que tuve desde los 13 afios y
del que fui sucesivamente
alumna, companera de se-
minario en el Instituto
Fernando de Herrera, y ami-
ga durante todos los afos
que desde un puesto u otro,
trabajé junto a él en la
Thales. Trascribo a conti-
nuacién dos de los pérrafos
de estas intervenciones:

relativas a la diddctica de la matemadtica en su quehacer
diario; ha sabido difundir la necesidad de la investigacién
educativa en el dmbito de nuestra ciencia; ha conseguido
divulgar y popularizar la matemdtica entre la poblacién
escolarizada en sus distintos niveles; ha contribuido a mul-
tiplicar la publicacién de materiales curriculares idéneos y
especificos para cada nivel; ha conducido el nuevo enfoque
en la ensefanza de la ciencia a través del uso de las nuevas
tecnologias de la informacién y la comunicacién; y ha pro-
piciado la aparicién de otras asociaciones educativas, vin-
culadas a otros campos del saber, a imagen y semejanza de
la Sociedad Andaluza de Educacién Matemética Thales.

Claudi Alsina, con su conferencia, Iniciacién a la pirologia,
fue el encargado de iniciar propiamente las actividades de las

D. Gonzalo Sanchez Vazquez
y la historia de Thales

Al final de los afios 70 anddbamos los profesores metidos
en grupos de trabajo, como el de Sevilla, Colectivo de
Diddctica de las Matemadticas, surgido en el seno del
Colectivo Andaluz de Pedagogia Popular, con José Antonio
Alonso, Trini Bando, Antonio Martin, Manolo Martin,
Pepe Muiioz, Antonio Pérez, entre otros, cuando se crea en
Canarias la Sociedad de Profesores de Matematicas Isaac
Newton. Uno de sus fundadores y primer Presidente, Luis
Balbuena, es amigo de Antonio Pérez, a quien transmite las
expectativas de la asociacién y la conveniencia del asocia-
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cionismo para los diferentes grupos que, como el nuestro,
venfan trabajando en toda Espafia desde hacia varios afios.
Antonio lo comenté en el grupo y juntos empezamos a
madurar la idea de una asociacién; aunque no todos lo
tenfan claro, el caso es que a finales del afio 1980 existia ya
formada una comisién gestora, unos estatutos provisionales,
conocifamos los trdmites que habia que realizar... pero nos
faltaba una cabeza y no me refiero a la de Thales, esa vino
luego. Necesitdbamos una persona conocida, con prestigio,
con credibilidad... y esa cabeza visible era Gonzalo, un mate-
matico con vocacién de maestro, amante de su profesién y de
las Matematicas, con carisma entre alumnos, compaferos de
Instituto y de la Facultad y buenas relaciones con la Uni-
versidad, Inspeccidn, ICE, etc. (que no es cuestién baladi).

El 15 de noviembre de 1980 se constituyé en este Centro
que hoy nos acoge, el entonces Instituto Nacional de
Bachillerato Fernando de Herrera, la Junta Promotora de la
Sociedad Andaluza de Profesores de Matemaéticas Thales,
que prepard los estatutos y presenté la documentacion
para su inscripcién el 28 de marzo de 1981. El Ministerio
del Interior, en escrito del 11 de mayo de 1981, comunicé
la legalizacién de la Sociedad y su inscripcién en el Re-
gistro de Asociaciones.

De izquierda a derecha: Luis Balbuena, José A. Alonso, Trinidad
Bando, Fernando Alonso, Enrique Camacho, Marta Berini,
Carmina da Veiga, Antonio Martin (q.e.p.d.), M*. Angeles Ortiz
(g.e.p.d.), Carmen Azcdrate, M. Jesds Luelmo, M®. Teresa Sierra,
José Muioz, Antonio Aranda y Antonio Pérez.

Entre esas dos fechas tuvo lugar un hecho importante: en
diciembre de 1980 se retinen en Sevilla diversos grupos de
los que trabajaban en ensefianza de las Matemaéticas (Zero
de Barcelona, Gamma de Madrid, Colectivo Leonés,
DidActica de las Matemadticas de Cantabria, Didéactica de
las Matemadticas de Sevilla, entre otros) y la Sociedad
Canaria. En dicha reunién se tomaron dos acuerdos que
marcarian el rumbo de los movimientos asociativos en
Matematicas: por un lado aceptar el ofrecimiento del ICE
de la Universidad Auténoma de Barcelona de organizar
unas Primeras Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza de
las Matematicas, y, en segundo lugar, continuar en contac-
to (a través de reuniones periédicas) para promover la

Pero D. Gonzalo empezé a ser Gonzalo para mi en el perio-
do en que siendo él Presidente yo era Secretaria General:
pasamos muchas horas juntos, unas veces “despachando’,
otras viajando, y otras degustando un sabroso mend.
Entonces fue cuando empezé otro aprendizaje, fue ahora
mi maestro en otras cosas bien importantes: aprendi como
era su trato siempre considerado con personas de distinta
condicion, de diferentes estamentos; lo vi sopesar de mane-
ra reflexiva dificiles decisiones y de actuar con una gran
amplitud de miras, lo vi escuchar a todos y ser sumamente
diplomatico en las respuestas, siempre cordial sin dejar de
entrar en batalla si era necesario, con una facilidad para
expresarse por escrito verdaderamente envidiable, y unas
ganas de vivir y de disfrutar que nos agotaba a veces. En
ocasiones, me hizo confidencias intimas y cuando me lefa
sus poemas, me emocionaban muchisimo tanto la hondu-
ra de sus sentimientos como la confianza que me demos-
traba.

Yo creo que no puede cuestionarse que ha sido mi maestro,
que le soy deudora de muchas ensefianzas y que mi consi-
deracidn, respeto y carifio son incuestionables. Y aunque
soy yo la que esté ahora volcando, de manera sucinta, algu-
nos de mis recuerdos de las diferentes etapas en que lo
traté, sé que estas consideraciones de afecto las podrian
hacer muchas de las personas que estan aqui hoy.

Fue después Olivia Sanchez de Terdn, hija de D. Gonzalo, la
que continu6 emocionada leyendo escritos de su padre, poe-

renovacién en la enseflanza de las Matemdticas, lo que
serfa el germen de la actual Federacién, en la que Gonzalo

jugarfa un papel decisivo. mas que a lo largo de su vida le inspiraron diferentes personas,



sucesos y circunstancias. Mientras Olivia lefa, se iban suce-
diendo en la pantalla instantdneas en las que aparecia
Gonzalo con muchos de los amigos de la Sociedad Thales y de
otras sociedades, no sé6lo del ambito nacional, sino también
de otros paises. Amigos que coseché difundiendo sus ideas
sobre la ensefianza de las matemadticas y animando a la crea-
cién de sociedades y asociaciones de profesores.

Con la inauguracién de una placa conmemorativa del XXV
Aniversario de la fundacion de la SAEM Thales en el vestibu-
lo del Instituto y la lectura del acta de constitucion de la
SAEM Thales, a cargo de D. José Ferrer Rodriguez, se dio por
finalizada la primera jornada de esta celebracion.

La SAEM Thales en el Parlamento andaluz

El viernes, 24 de noviembre, las actividades revistieron una
solemnidad especial al celebrarse en una magnifica sala del
Parlamento de Andalucia. Después de la bienvenida al
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Parlamento, fue el Excmo. Sr. D. Juan José Lopez Garzon,
matematico y delegado del Gobierno en Andalucia, quien nos
ofreci6 la primera disertaciéon del dia sobre Mujeres y
Matemdticas en la que hizo tanto un repaso histérico a las
mds célebres aportaciones a esta disciplina por diferentes
mujeres, como un resumen estadistico de la situacion actual
de los estudios cientificos por parte de mujeres y hombres.

La persona que dictd la siguiente conferencia el profesor Luis
Balbuena, es otra de las personas ligada a nuestra Sociedad
desde sus inicios. Como comentaba Antonio Aranda al relatar
la historia de la Thales, fue él quien después de haber tomado
la iniciativa en Canarias, informé de los pasos que estaban
dando y anim6 a los grupos andaluces a la creacion de
Sociedades de Profesores. Siempre hemos podido contar con
él, su entusiasmo y dedicacion son contagiosos y su valia per-
sonal incuestionable. Lo present6 Sixto Romero que como tan-
tos otros socios de Thales podian haber hecho, elogi6 su traba-
jo continuado e hizo hincapié en su afecto por nuestra tierra.

Su conferencia: Sociedades de Profesores: comunicacién y
colaboracion nos mostro, entre otras cosas, algunas de las ini-
ciativas mds novedosas y comprometidas que llevan a cabo los
compaiieros de la Sociedad Canaria Isaac Newton, para ter-
minar sugiriendo al Presidente de la Sociedad Thales, que
aprovechase la ocasién, el momento y el lugar en el que estéd-
bamos, para solicitar a la Junta de Andalucia la concesién de la
Medalla de Oro de Andalucia para nuestra Sociedad. Hablaba
con conocimiento de causa porque la Sociedad Isaac Newton
la ha recibido ya del Gobierno de Canarias.

Manuel de Le6n Rodriguez, Profesor del Consejo Superior de
Investigaciones Cientificas, vicepresidente de la Real Socie-
dad Matemadtica Espanola y miembro del Comité Ejecutivo de
la International Mathematical Union, dicté la conferencia
titulada Las matemadticas, instrumento de paz, cooperacion y
desarrollo. El ha sido el Presidente del Comité Ejecutivo del
Congreso Internacional de Matematicos celebrado en Madrid
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durante el pasado mes de agosto y nos mostré la labor, los
proyectos y las expectativas de la Unién Matemadtica
Internacional (IMU).

Se procedié luego a la entrega de premios del concurso Uni-
dades diddcticas con calculadora y del concurso regional
Fotografia y matemdticas.

Pasamos a continuacién al Salén de Plenos donde la Presi-
denta de la Camara, la Excma. Sra. D.» M.* del Mar Moreno
Ruiz, nos dedicé un saludo institucional y unos comentarios
muy acertados sobre nuestra labor educativa. El Presidente y
el Secretario de la Sociedad, le agradecieron su acogida y sus
palabras y le hicieron el obsequio de uno de los facsimiles que
ha editado la Thales. Anunciando que ibamos a iniciar el pro-
ceso necesario para solicitar la Medalla de Oro de Andalucia.

Recuerdos entre amigos

Los actos académicos terminaron aqui. Lo que se hizo por la
tarde fue casi una reunién de amigos que se convocd como:
charla—coloquio: 25 arios de Thales, jqué recuerdos!, a cargo de
Presidentes y Delegados de la Provincia de Sevilla y socios de
otras provincias que participaron en la Sociedad desde sus ini-
cios. Son tantos afos... tantas horas e ilusiones compartidas.

Comentaron después varios de los alumnos colaboradores en
tareas administrativas de la SAEM Thales sus experiencias y
sus recuerdos de las muchas horas que habian compartido
con nosotros. Siendo testigos de nuestros quehaceres, discu-
siones, sofocones y satisfacciones.

A continuacion, se celebr6 la asamblea ordinaria de la SAEM
Thales, donde se renovo parte de la Junta Directiva y se pre-
sentaron tanto la Memoria de Actividades como la Econé-
mica y el Presidente repasé los acontecimientos recientes mds
importantes, escuché sugerencias y expuso sus intenciones y
proyectos.

El fin de fiesta fue una cena donde se hizo entrega de algunos
regalos de reconocimiento a su labor, a los socios que llevaban
veinticinco afos en la Sociedad, a los presidentes provinciales,
a los diferentes directores de la revista, a los presidentes y
secretarios generales, en fin... como se puso de manifiesto, a
tantos y tantos como habiamos conseguido que la Thales sea
lo que hoy es y de la que todos esperamos que se supere y
alcance todos los objetivos que hoy por hoy tiene en su dnimo.

iAnimo y a por otros 25 afios! M
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to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos graficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFF. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definicién minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.

. Al menos un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no fotocopias.

. Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
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Boletin de suscripcion
Tarifas Suscripcién anual Numero suelto
Particulares 25 € 10 €
Centros 40 € 15€
Europa 50 € 20 €

Resto del mundo 60 € 22 €

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a:  Revista SUMA. Apartado de correos 19012
E-28080 MADRID
por Fax al: (+34) 912911 879
por correo-e a: administracion@revistasuma.es

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Nombre y apellidos: NIF/CIE:
Direccién: Teléfono:
Poblacién: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrénico: Fax:

Importe (€)

[0 Suscripcion a partir del afio (3 ndmeros)
[0 N.os sueltos

Total

O Domiciliacion bancaria (rellenar boletin adjunto)
[0 Transferencia bancaria (CCC 2085-9981-38-0330066350 / IBAN ES68 2085 9981 3803 3006 6350)
[J Talé6n nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

[0 Giro postal dirigido a Revista SUMA Fecha y firma:
Nombre y apellidos:
Cé6digo Cuenta Cliente: Entidad: L1 1 1 | Oficina: Lt 11 | DC:Lo] Cuenta: Lot 1t 11 1111
Banco/Caja:
Agencia n.°: Direccién:
Poblacién: Provincia:

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentara la
Federacion Espaifiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):
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