El proceso con series seguido por Jorge Juan para
hallar la longitud del meridiano nos lleva a montar
el tripode de nuestras investigaciones, a) en la
suposicion de que él utilizo, previamente, dichas
series para hallar la longitud de la circunferencia,
con tal de encontrar el mejor método de calcular la
longitud de la elipse meridiana de la Tierra, b) en la
reconstrucciéon pedagodgica de todo lo que él hizo
para una mejor comprension del lectory, c)
comparando el resultado que Jorge Juan obtuvo
con el que se encuentra, hoy dia, a través de la
integral eliptica completa de segunda especie
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Jorge Juan: The introducer of Infinitesimal Calculus
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The process with series followed by Jorge Juan to
find the length of the meridian brings us to mount
the tripod of our research: a) on the assumption
that he used previously these series to find the
length of the circumference to find the best method
in order to calculate the length of the quadrant of
the meridian ellipse of the Earth; b) in the
educational reconstruction of all that he did for a
better understanding of the reader and; c)
comparing the result obtained by Jorge Juan to
which the one found, nowadays, through the
complete elliptic integral of the second kind.
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Jorge Juan: el introductor

del Calculo Infinitesimal
en Espana

DI1EGO GARCIA CASTANO

n este trabajo pretendemos mostrar desde No-

velda, desde la ciudad que le vio nacer, la exce-
lencia cientifica de Jorge Juan como matematico
que subid a los a/fares de la Ciencia siendo profesio-
nal distinguido de la Marina Espafola. Y es que
Jorge Juan, como veremos, fue uno de los matema-
ticos espafioles mas prestigiosos, si no el que mas,
del siglo xvI11, como lo demuestra el hecho, entre
otros tantos que podriamos citar, de que en el dis-
curso de Ingreso en la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales, (1860), el Premio Nobel
José Echegaray después de afirmar, refiriéndose a
la Matematica pura del siglo en que vivié Jorge Juan,
«otro siglo mas de gloria para Europa, otro mas de
silencio y abatimiento para Espafia», reconocio, sin
embargo, que «la Matematica aplicada, debido al
afan de Jorge Juan por enrolar a Espafa en el des-
arrollo cientifico de los pafses mas avanzados y pre-
parar en ella un clima para la Ciencia, habia alcan-
zado una merecida reputacién europear.

Para que las personas con estudios medios o supe-
riores, comprueben por si mismas la categoria ma-
tematica de Jorge Juan, vemos en este trabajo, de la
forma que consideramos mas asequible para el lector,
cémo resolvié el problema de hallar 1a longitud de
los meridianos terrestres, o sea, como rectificé la



elipse que los contiene, o como ¢l solia decir, como
calcul6 la «peripheriay, el perimetro, de los mismos,
utilizando el Calculo Infinitesimal, que incluy6 en
su libro Observaciones astrondmicas y fisicas hechas en los
reinos del Perii, y como esto no lo habfa hecho nadie
en nuestro pafs hasta entonces, se erigi6 en el «el in-
troductor del calculo infinitesimal en espafia» per-
mitiéndole a Benito Bails introducir en la ensefianza,
el Calculo Infinitesimal de «Observaciones astroné-
micas...», a través de su enciclopédica obra, en once
tomos, que tituld Elementos de Matemiticas.

Como preambulo a nuestro trabajo hacemos algunas
consideraciones sobre la longitud de la elipse que,
hoy difa, se obtiene a través de una integral eliptica
completa de segunda especie , en la cual al aparecer
una serie infinita, como podra comprobar el lector al
final de este trabajo, por no haber funcién alguna que
la satisfaga, nada mas podremos conocer valores apro-
ximados de su longitud, segun el nimero de términos
que cojamos en dicha serie infinita. As{ pues, mientras
el area de la elipse, la longitud de la circunferencia y el
area del circulo podemos hallarlas exactamente, no
pasa lo mismo con la longitud de la elipse.

Para que los protagonistas de nuestro trabajo nos
cuenten lo que hicieron recordamos que, Newton,
como creador del Calculo Infinitesimal compartido
con Leibniz, manifest6, «a comienzos de 1665 des-
cubri el método de las series aproximativas y la regla
para reducir cualquier potencia de un binomio a di-
chas series,...» (De Analysi per equationes numero ter-
minorum infinitas (1711)), y que Jorge Juan al abordar
el problema de hallar la longitud del cuadrante de
elipse, de la mitad del meridiano terrestre, afirmo,
«este problema estd resuelto en muchos libros pero
la férmula que sacan sdlo sirve para arcos pequefios,
pues si se aplica a todo el cuadrante de la elipse, los
términos de la serie disminuyen tan lentamente que
es impracticable, por ello me ha parecido que puede
gustar, a los gedmetras, el método que yo he seguido,
pues en ¢él se evita el inconveniente que padecen los
demas» (Observaciones astrondmicas y fisicas hechas en los
reinos del Perii (1748)).

Respecto a este método que siguid, Jorge Juan, con
series que convergian rapidamente, para calcular la
longitud del cuadrante de la elipse, de semieje mayor

Figura 1. Casa natalicia de Jorge Juan,
en el Hondén de Novelda

el radio del Ecuador, que ¢l eligi6 como
unidad de medida, y semieje menor el se-
mieje de giro de la Tierra, b=265/2060, se-
gun habia sacado al resolver el problema
de la forma de nuestro planeta, decitles
que ¢l trazé la mediatriz del semieje mayor
relativo al cuadrante de la elipse que queria
medir, dividiendo los cuadrantes de la
elipse y de la circunferencia, de diametro
el eje mayor de la elipse, en dos partes. En
la circunferencia, respectivamente, de 30°
y 60°, y calculd la longitud de los arcos de
elipse correspondientes, al de 30° de la cir-
cunferencia, a partir de dicha elipse con
centro en el origen de coordenadas, y al
de 60° de la circunferencia, hasta completar
el cuadrante de la misma elipse, con el cen-
tro de esta en el punto (1,0) pasando por
el punto (0,0), por el extremo del semieje
mayor mencionado.

Todo esto nos descubre a un Jorge Juan,
voluntarioso, responsable y pensador que
conocia a la perfeccion, todo lo relativo a
la circunferencia, y como tenfa que calcular
la longitud del cuadrante de elipse a través
de series infinitas, se enfrend, como supo-
nemos por las diferenciales de arcos de
circunferencia dA y 4B del calculo de la
longitud del meridiano terrestre, hallando
la longitud del cuadrante de la circunfe-
rencia, utilizando dichas seties infinitas,
porque al conocer de antemano los resul-



tados que tenfan que salitle, podria detec-
tar los fallos y los aciertos para evitarlos o
potenciatlos, respectivamente, cuando cal-
culara la longitud del cuadrante de elipse,
que multiplicada por dos le darfa la longi-
tud del meridiano terrestre.

Nuestra suposicioén, de como vislumbro
el método que segun sus propias palabras
«evitaba los inconvenientes que padecian
los demas», solo pretende mostrar algo
que aunque Jorge Juan lo hiciera, como
no tenfa porqué pregonarlo, nos lleva a
nosotros a intuirlo razonadamente porque
pedagogicamente, segun nuestra forma de
pensar, puede resultarle muy aclaratorio e
instructivo al lector.

Para que éste intuya el panorama mate-
matico en los afios en que Jorge Juan re-
solvi6 dicho problema, y pueda valorar
adecuadamente la resolucion del mismo,
recordamos, por ejemplo, que el numero
T, con infinitas cifras decimales no perio-
dico, irracional y trascendente, es decir, no
raiz de polinomios no nulos con coefi-
cientes enteros, tomo el relevo del numero
«p» (inicial de peripheria) para designar la
«razon entre la longitud de una circunfe-
rencia y su diametro» a principios del siglo
XVIII que fue cuando el inglés, William Jo-
nes, empez6 a utilizar en Sinopsis palmario-
rum matheseos (1700) la letra griega T, para
representar dicha razon, en lugar de la «p»,
en sus trabajos matematicos.

No obstante lo dicho, el que tuvo mayor
protagonismo, en este cambio, fue Euler
que difundi6, avanzado dicho siglo, el
numero T por todos los estamentos ma-
tematicos europeos al adoptarlo en su li-
bro, Introductio in Analysin Infinitorum, que
publicé en 1748, dando a luz al Analisis
Matematico. Ese mismo afio, Jorge Juan
edito su libro Observaciones astrondmicas. ..
en el que inclufa la resoluciéon del pro-
blema de hallar la longitud del cuadrante
de la elipse meridiana de la Tierra, del

que Nnosotros nos ocuparemaos. Antes de entrar en

materia destacaremos:

)

b)

Que, en este problema, al no calcular Jorge Juan
la cota de error que se comete en una serie infi-
nita del tipo:
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al tomar en ella un determinado nimero de
términos, sin tener en cuenta los restantes, por-
que no solia hacerse en esa época ya que la
bondad de los resultados avalaban los calculos,
debemos pensar que disponia de otras alertas
que le avisarfan de cuando debia corregir el
rumbo de sus investigaciones con tal de en-
contrar el resultado matematico mas acorde
con la realidad, una de ellas, desde luego, era la
de operar antes con series infinitas en la cir-
cunferencia, como nosotros pensamos que
hizo, para ir acumulando recursos utiles para
sus trabajos con la elipse.

Que ponemos a disposicion del lector algunas
cuestiones rutinarias de calculo, para que éste
no tenga que molestarse ni distraerse en nada
que no sea seguir el hilo de lo que vayamos di-
ciendo, sobre el proceso que llevé a cabo, Jorge
Juan, para hacer realidad todo lo que tenia «in
mente». Recordamos, pues, dos formas de ex-
presar (a—b)'/? observando los valores de las si-

guientes igualdades:
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porque sin mas que cambiar b por —b en [1], pode-
mos escribir:
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y hallando por induccion, con lo facil que resulta
hacerlo, el término general en semifactoriales (!!)
expresar la [2] en la siguiente forma:

(a—b) % Z(Zk_l)”' 1 .d—%_bé
QRN 2&£—1
[3]
siendo
2R1=2"4-6-8...(2k=2) -2k
y

Qe—DI=1"358...(2k=3) -(2k—1)

Longitud del cuadrante
de la circunferencia

Simulando que Jorge Juan practicé con las series
infinitas para hallar la longitud del cuadrante de la
circunferencia, con tal de encontrar el mejor método
de hacerlo con el cuadrante de la elipse meridiana
terrestre que era el que le interesaba, como ya hemos
manifestado con anterioridad, digamos que consi-
derd la circunferencia de centro el punto (0,0) y ra-
dio 1y, como su ecuacién es: x>+ y*=1, obtuvo:
dy=—"dx
J
con lo que pudo calcular el elemento diferencial ds

del arco de dicha circunferencia:

d=dt+d =1 a4
(1-x7)

y dividiendo el 1 entre el desarrollo en serie de

(1-x?)"2, a partir de [2], con a=1y b=x? como si
de polinomios se tratara, obtuvo que:

3xt | 5x® | 35x°
ds=|1
s =142 +8+16+128+
63x"" | 231x'* | 429xM
+ 256 + 1024 + 2048 +
integrando encontro que:
7 9
s= X _|_3>c +5X +35x +

6 40 112 1152

63x"" | 231x" | 429x" 5]
2816 + 13312 + 30720 e

por lo que para x=1, sacé una burda

+

aproximacion de la longitud del cuadrante
de la circunferencia:

1,3 5 35 63
oy [ T T T A R S O
T= +6+40+112+1152+2816+

1231 4 429 g 370381236
13312 " 30720

cuando en realidad vale 1,570796327.

Por eso, al ver la lenta convergencia de
esta serie para x=1, le dio a la x el valor
1/2,en [5], y como arcsen1/2=30°, pudo
escribir:

longitud del arco de 30° =
1.1 3 5 35
2 + 48 + 1280 + 14336 + 589824
63 231
+ 5767168 + 109051904
cuyo valor es 0,523598237 cuando el ver-
dadero es 0,523598775, por lo que en este

caso el error era menor que una milloné-

~

sima, a sea, mucho mas pequefio que en
el anterior. Asi pues a través del arco de
30° la longitud de la circunferencia salia
mucho mas ajustada a la real que consi-
derando todo el cuadrante.

Disponia ya, por lo tanto, de experiencias
que podria aprovechar, cuando se enfren-
tara al problema de hallar la longitud del
cuadrante de la elipse, pero lo cierto es
que aunque conociendo el valor de la lon-
gitud de un arco de circunferencia, como
era el correspondiente al de 30°, podria
encontrar la longitud de cualquier arco,
sin embargo, eso no le servirfa para cal-



cular el cuadrante de la elipse al ser dis-
tintos en ésta los arcos de 30° segin la
region en que se tomen. Necesitaba hallar,
por lo tanto, la longitud del cuadrante
completo, porque ese si que, multiplican-
dolo por 2, le darfa la longitud del meri-
diano terrestre. Por eso, a renglon se-
guido, probé con la misma circunferencia
de radio 1, en distinta posicién, o sea,
con centro el punto (1,0) que pasaba, 16-
gicamente, por el origen (0,0). Como su
ecuacion es:

(=147 =1
repiti6 todo el proceso anterior, obte-
niendo:

@:@dle;xzdx
Vi 2x — X

por lo que:

_ et dt = iy ) A=) e
.X' X

(2x sy o
port [2], con a=2xy b=x?, desarrollé en
serie el denominador, efectud el cociente,
del 1 entre dicha serie infinita, como si de
polinomios se tratara, y obtuvo:

1 3 5
2 xX° 5x? d
\f(X + X 4 +32+ 128 +..)
e integrando saco que:
: 3 5 7
1 2 x? | 3x? | 5x?
= =2x?+ = F ===+ .7
Jﬁ(x+6+80+448+)[]

por lo que para x=1 la aproximacion de
la longitud del cuadrante de la circunfe-
rencia le salié 1,5664730, cuando en rea-
lidad es 1,5707963, o sea, la encontrd con
un error inferior 2 una décima. Por eso,
recordando que en el caso anterior para
el error disminuyé ostensiblemente, hizo
lo propio dandole a x en [7] dicho valor,
volviendo a comprobar la mejora en la
aproximacion de la longitud 1,0470517
del arco de 60°, (ya que arccos1/2=060°)

que le sali, cuando en realidad es 1,0471975, que
llevaba implicito un error menor de una milésima,
con la ventaja que ello suponia.

Sumo los dos valores que habfa encontrado para
x=1/2, que era el valor para el que mas rapidamente
convergian, segin hemos visto, las series [5] y [7] y
saco que:

Longitud del cuadrante de la circunferencia
de radio 1 = 1,5706499

con un error inferior a una milésima.

Longitud del meridiano terrestre

Con todo el bagaje de experiencias adquirido, a tra-
vés de las series infinitas de rapida convergencia,
hallando la longitud del cuadrante de la circunfe-
rencia, encontré el camino a seguir para calcular
con la mayor fiabilidad posible la longitud del cua-
drante de la elipse meridiana terrestre:

Primero, hallaria la longitud del arco de la elipse
x?+9%/b*=1, que habia por encima del segmento de
extremos (0,0) y (1/2,0), correspondiente al arco de
30° de la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, o
sea, tangente en los extremos del eje mayor de la
elipse de centro en el punto (0,0), semieje mayor el
radio del Ecuador, que habfa tomado como 1 y de se-
mieje menor el semieje de la Tierra, b=265/166 que,
segun dijimos, habfa encontrado al resolver el pro-
blema de la forma de nuestro planeta. Segundo, calcu-
larfa la longitud del arco de elipse (x—1)*+y*/H*=1,
pot encima del segmento de extremos (0,0) y (1/2,0),
correspondiente al arco de 60° de la circunferencia
concéntrica con la elipse y de radio 1, o sea, tangente
a la misma en los extremos de su eje mayor, que pasa
por el punto (0,0), tiene su centro en el punto (1,0),
de semieje mayor 1 y el mismo semieje menor 4 que
antes.

Ese es el método que comento, Jorge Juan, al iniciar
este trabajo, diciendo que lo habia seguido porque
«en ¢l se evita el inconveniente que padecen los de-
mas.

Como en el primero, de los pasos, utilizo, segin
hemos dicho, la elipse x*+y?/H*=1 sacd que:



y N J1— %2

y pudo escribir que:

= & +dy’ = ¢&_

@:_ﬁmﬁ_ bacx

—x?
- 72 _225
1 (11 Za)x _a exidx 8]
- (1—x?)?
siendo
g Lo NI=b
a 1

la excentricidad de la elipse, ¢ la semidistancia focal
y a=1, el semieje mayor.

Jorge Juan desarrolld en serie por [2], con a=1y
b= e’x?, el numerador y escribio:

2.2 4 4 6.6 8 8
]_ex’ _ex _ex _ S5ex _
P 2 8 16l 128 A
(1—x%)
operando puso ds en la siguiente forma:
PR S
(1—x%)

_X72+€2X4+€4X6+5€6X8+
2 2 8 16 128 "‘dx

(1—x7)?

—e
enla que a

B

(1-%)2
le llamé dA por ser, segun [4], la diferencial del arco
de la circunferencia de centro (0,0) y radio 1. Des-
arroll6 en setie por [2], con a=1y b=x7, el deno-
minador y encontr6 que:

_X_2+€2X4+€4X6+5€6X8+
dJ‘ZdA—ez 2 . 8 ; 16 128 dx

2 8 16 128
y realizando este cociente de series infinitas, como

si de polinomios se tratara, saco que:

2 2 4 4, 2 6
ds:d/l—ez[x——l—(e + 2)x +(e +e” +3)x i

2 8 16
(5¢" +4¢* +6¢° +20)x*
+ 128 + ..

integré y obtuvo que el arco de elipse que
habia por encima del intervalo de extre-
mos (0,0) y (1/2,0), o sea, el correspon-
diente al de 30° de la circunferencia de
centro (0,0) y radio 1, como ya dijimos,

era:
3 2+2)X5
g 2N
' T
(' + ¢ +3)x’
+ 112 *
6 4 2 1501’
_|_(5€ +4e" 4 6¢” +20)x 4.
1152

el cual para x=1/2, ya que no lo hizo
para x=1 por las experiencias realizadas
en la circunferencia, le dio:

2 4, 2
E_e2[i_}_€ +2+e +e —{—3+

S =

6 48 1280 14336
,5f+4ﬁ+6£+2a+]
589824 '"

una vez calculado, despreciando en el cor-
chete todo lo que llevaba potencias de ¢y
la dltima fraccion, por ser cantidades muy
pequefias, encontrod que'

1,3

640 14336)

por lo que §=0,5234291 [9]

2Bt

Finalmente, inici6 el segundo paso, por
lo que tomo6 la elipse (x—1)*+y*/0*=1,y
operando de forma aniloga a como lo
habia hecho antes encontré:

b(1—x)
h=—""7
(25 — x7)2
= Jdx> _|_@, Mu’
25— x°

expresé ds como sigue:

e Jb A=) @x =)

2 — x°

0 =

[b° +e*(2x — xz)]
= ; dx

(2x — x7)?

y desarrollando en serie el numerador por
[1], con a=b*y b= *(2x—x7), escribio:



) e[jx . 6’217;;3- ¢! 52 e4b;b—|5— ¢° N 4b4 + 686252 + 56 R
X
ds = I b+ T dx
(2x —x7)? (2x —x7)?
y reconociendo, por [6] que sacando que: 522 1,0444174 [10]

_odx
1
(2x—x* )E
era la diferencial, 4B, del arco de la cit-
cunferencia de centro (1,0) y radio 1 des-
arroll6 en serie el denominador por [2],
con a=2xvy b= x?, sacando:

1

1 11 1 3
(2x—x*)2 =22x2 — Xt
22.2
3 1 9
- 11 x? — 11 x? — 11 x?—..
22-16 22.64 221024

realizé el cociente de las dos series, como
si de polinomios se tratara, y escribio:

1 2 2 3
ds = MBJFIZ x? TT%XH
—b* +126°0% +16¢" 3
* 305° ¥
V466" +80e*h” + 80¢° 5_%

1284 )
integrando obtuvo:
b+ 28 3
s=b-B+ — X2
\ﬂi(3b 106°
L =b 120 +16¢* 5
1125°
b° + 6eb* +80¢"h> +80¢° 5
— oy )
que para x=1/2 le dio:
2 2 2
=t G T oy
_%—¢4+42Xb2+16f__
8964°
_w+w%uﬁw%+%#+)
92165"

y despreciando los términos del paréntesis
que llevan potencias de ¢, obtuvo:
1 1 1
)

5*27(370‘@‘9216

Sumé [9] y [10] y encontrd que la longitud de un cua-
drante de la elipse meridiana de la Tierra =2 1,5678465
radios del ecuador, y como este radio media 6 390,6968
km, segun obtuvo al resolver el problema de la forma
de la Tierra, encontrd que:

~

longitud meridiano terrestre =~

~2 +1,5678465 +6390,6968 = 20 039,26322 km

Filosofia del Calculo Infinitesimal

Antes de calcular, como ya dijimos, mediante la in-
tegral eliptica completa de segunda especie, la lon-
gitud del cuadrante de la elipse y ver el grado de
aproximacion a la misma por la obtenida por Jorge
Juan, hacemos de nuevo un poco de historia para
seguir auscultando el ambiente matematico del siglo
XVily ver el mérito que tuvo, Jorge Juan, al entender,
transmitir a sus compatriotas y utilizar practicamente
el Calculo Infinitesimal.

Desde luego, Jorge Juan, a lo largo del trabajo que
acabamos de describir, al manejar la ds, o sea, la di-
ferencial del arco de elipse, ese elemento infinitesi-
mal, que tiende a cero con toda la esencia de la «pe-
ripheria» de dicha conica, e integrar después,
sumando infinitos de estos elementos para confor-
mar el cuadrante de la elipse, se meti6 de lleno en
la, lamémosle, filosofia del Célculo Infinitesimal, o
sea, en uno de los recursos mas potentes de la Ma-
tematica que, como madre de las demas ciencias, lo
cede con generosidad a todas ellas, a la Fisica, Bio-
logfa, Economia, Astronomia, Medicina, etc., que
cada vez lo utilizan mas.

La verdad es que los infinitamente pequefios que
arman, sustentan y son la esencia del Calculo Infi-
nitesimal, inquietaron grandemente, durante muchos
siglos, a mentes de matematicos como Arquimedes
que, en el siglo 111 a. C., insemino la Matematica con
el método de exhaucion, de Eudoxio de Cnido, que



dio a luz en el siglo xvi1, al Calculo Infinitesimal:
diferencial e integral, de la 7ano de Newton y Leib-
niz, después de que un siglo antes, en el XVI, se re-
editasen las obras o trabajos de Arquimedes, o sea,
diecinueve siglos después de que él, respectivamente,
las escribiera o los realizase.

Por eso debemos reconocer que fue un hecho his-
torico trascendental, uno de los mas grandes avances
de la Matematica lo que acontecié en los anni mira-
bilis, 1665 y 1666, cuando al cerrarse la Universidad
de Cambridge, por la epidemia de peste, Newton
se recluy6 en su ciudad natal de Woolsthorpe y des-
cubri6 el Calculo Infinitesimal, aunque no lo hiciera
publico hasta el ano 1711, en su De_Analysi per aqua-
tiones numero terminorum infinitas, que escribié en 1669.

Como todo lo que se crea suele necesitar un reposo
previo de ideas para poder sonsacarle todo el pro-
vecho que almacena, no es extrano que uno de los
problemas del Calculo Infinitesimal, en tiempos de
Jorge Juan, fuera el de definir de forma comprensiva
la derivada, o sea, el cociente de infinitésimos
S+ Ax)— f(x)
Ax

cuando Ax=0. Téngase en cuenta que Newton

nunca nombr6 las derivadas ni las funciones, porque
él se defendia simplemente con las cantidades «eva-
nescentes» que, al hacerse Ax=0, se «desvanecian».
Por eso entendemos perfectamente que al Calculo
Infinitesimal que se manejaba en 1748, el afo en

Figura 2. Jorge Juan es el paje de la derecha

que Jorge Juan publicé su libro Observa-
ciones astrondmicas. . ., en el que lo dio a co-
nocer como primicia nacional a los espa-
fioles, le faltara fundamentacion teérica.

Piénsese a este respecto, por ejemplo, que
en 1734, George Berkeley, filésofo, ma-
tematico y obispo de Cloyne, criticaba es-
tos métodos infinitesimales diciendo que,
«si un incremento va disminuyendo cual-
quier propiedad que se obtenga, bajo es-
tas condiciones, no sera valida cuando él
desaparezcar, afirmando ademas que, «si
un incremento es algo, no puede ser a la
vez nada y viceversa, y si no son cantida-
des finitas, ni tan siquiera infinitamente
pequefias, entonces €s como si operase-
mos con los espiritus de las cantidades

perdidasy.

Esta falta de rigor matematico, que pade-
ci6 el Calculo Diferencial no es 6bice, sino
todo lo contrario, para que manifestemos
la desbordante intuicién de los grandes
matematicos, entre ellos, la de Jorge Juan.

Y es que no habia llegado atn la época en
que matematicos como Cauchy pusieran
los cimientos estables a la funcién conti-
nua, 1822, que proseguiria después Baire,
o Weierstrass que avanzado el siglo XixX le
dio al concepto de limite el sentido arit-
mético finito que hoy dfa conocemos, con
lo que los contenidos del Calculo Infini-
tesimal se desligaron de toda interpreta-
ci6n geométrica, que venia de antafio, de
los griegos, y en el fondo, es lo que exigia
Berkeley y deseaban todos los matemati-
cos.

ILa evolucion de estos métodos infinitesi-
males, como estamos viendo, fue lenta.
D’Alembert, por ejemplo, dio una primera
definicion de limite en el XVIII que no se
formalizaria, hasta que Weierstrass lo hi-
ciera en el XIX, como ya hemos dicho.

Para que el lector entienda, en parte o en
toda su extension, lo que acabamos de na-



rrar, decitles que aunque todos sabemos
que si escribimos el numero 1,99...9; con
la finitud que nos es dado hacetlo, pero
con los nueves que queramos, ese numero
sera menor que 2 y que, sin embargo, el
numero N=1,999..., con infinitos nueves,
alcanza el valor 2, ya que es exactamente
2. La demostracion de esto ultimo es muy
sencilla, pues basta poner para verlo que:
10N-N=19,999...-N1,999...=18; de
donde: IN=18, 0 sea, N=1,999... =2,

Todo esto desemboca en la paradoja de
Aquiles yla Tortuga, es decir, en la paradoja
mas famosa de Zenon. Que Aquiles, siendo
mas veloz que la tortuga, la alcanza, esta
claro, porque, por ejemplo, si la tortuga
esta a 50 kilémetros, camina a 0,1km/h y
Aquiles corre a 10km/h, se produciri el
encuentro cuando éste recorra esos 50 km
mas todo lo que la tortuga haya avanzado
desde que empez6 la persecucion, o sea,
cuando se verifique que: 10#/=50+0,17 es
decir, después de que transcurran 5h 3m
1,8s [11], 2n las que Aquiles y la tortuga
habran  recorrido,  respectivamente
50,505050...km y 0,505050... km [12].

Esta paradoja, este desafio a la inteligencia,
que induce a que Aquiles no alcanza a la
tortuga se derrumba, porque igual que vi-
mos que 1,999..., es 2, alcanza al 2, com-
probaremos, a continuacion, que al ser in-
finitas las secuencias aproximativas,
Aquiles alcanza a la tortuga. Cosa que no
pasaria si el nimero de secuencias fuera
finito. Por eso podemos afirmar, en este
caso, que en el infinito esta la verdad.

Veamoslo. Teniendo las siguientes series

infinitas:
5+20+2000+2001000+ -
- ;(110+11F+11F+"')
R _5o+1+2éo+m+...:
=504+ (1+

R
10*  10*

_1 1 1 1
L) 200+ 20000+2000000+
1 1
—(I+—=4+——F+——"+..
( 10 10*  10° )
la del tiempo total en horas, 7, que tardan en las in-

finitas secuencias, tanto Aquiles como la tortuga, las
de los kilémetros R | y R, que recorren, respectiva-
mente, en las mismas Aquiles y la tortuga, en las que
los primeros términos representan las 5 horas que
emplea Aquiles en recorrer 50 km, mientras la tortuga
recorre 500 m. De forma analoga a la que representan
los segundos, terceros etc. términos. Para hallar los
valores de las series efectuamos las sumas de los tér-
minos de las progresiones geométricas ilimitadas de-
crecientes, de los paréntesis en directo, o sea, sin apli-
car la férmula @,/ (1-7), pues si:

1 1 1
=4+
Y10 100 10°

la dividimos por 10*

A
712 - 13 +L5
10 107 10
y se la restamos a ella misma, encontramos:
S
(T = L= S = n
10 10 99
‘o, =5+ % = 5,050505... = 5h 3m 1,85

que coincide, con lo que habifamos sacado en [11].
Asi pues la paradoja de Aquiles y la Tortuga se de-
rrumba de golpe cuando las secuencias son infinitas
porque, como acabamos de comprobat, en ese caso,
Aquiles alcanza a la tortuga.

De forma analoga tenemos que si:

S,=1+ 1 4 L1y
10 10 10)
la dividimos por 10°
S
7Z_L+ 1 4+ — 1 -+...

27 102
10> 10> 10* 10°
y después se la restamos a ella misma, como antes,
sacamos:

R, =50+ 38 — 50,505050... km

R =20 — 0 505050... km
99

T
que también nos muestra lo que obtuvimos en [12].



Excelencia matematica de Jorge Juan

Finalmente contrastaremos el ajuste del resultado
que saco Jorge Juan, de la longitud del cuadrante de
la elipse meridiana terrestre, con el que se obtiene
hoy dia, a través de la integral eliptica completa de
segunda especie. Para ello consideramos la elipse
primera que utiliz6 Jorge Juan, o sea, la x*+ 2/ b7 =1,
porque tomando el valor de ds que ¢l encontrd
en [8], tenemos que la longitud del cuadrante de
elipse lo podemos hallar mediante la siguiente in-

fd; f (1— ezxz)zdx_

(1—x )2

tegral:

s 1
= {x = sent;dx = cos z‘dt} = f ? (1— & sen’1)2dt
0

desarrollando en serie infinita el integrando, de esta
integral eliptica completa de segunda especie, por
[3],cona=1yb=¢
dad de la siguiente forma:

:ﬂ_i(z'é_l)”- et -fz.feﬂ%fdf [13]
2 L 2R 261 J,

utilizando la integracion por partes en esta ultima in-

‘sen’s, podemos seguir la igual-

tegral, tenemos: #=sen*~ 2y, por lo tanto, dv= sentd¥;
sacamos pues que du= (2&—1)sen”?# ‘costdt y que
»=—cost, pot lo que tenemos:

™ juy

2 -
f sen**t dt =[—sen”* 1t-cosz‘]z +
0

0

+(2/é—1)fZcoszf-sen%fztdf =
0

=(2k— 1)f ? (1—sen’s)-sen™ "t dt =
0

s

= (2k— 1)[f *sen® 2 dr — f *sen®s dr]
0 0

pasando esta ultima integral al primer miembro, sa-
camos:

2% f sen®rdr = (2k—1) f 2 sen® 2t dr
0 0

y llamando
.
i sen”"zdt
0

aprovechamos la recurrencia que nos pro-
porciona esta tltima igualdad para escribir:

s
2
I, _f sen’*z dt
0

1 2/%_2'[&—2

_2k—5
1 I,
2 Dk—4
1
Il - EIO

multiplicando miembro a miembro estas
igualdades y simplificando, tenemos:

iy

Py — 1\
I/e:fzsenyﬁz‘dz‘:@él)"-l =
0

/N P
- 3 I
_ (24 1)"'f2df (2e—D!I 7 [14]
(2R 0 R 2
finalmente, sustituimos la [14] en la [13]

y, obtenemos:
longitud del cuadrante de la elipse =

Z(%_mz' gz !
QeI 2&—1

k=1

por lo que desarrollando explicitamente
el sumatorio, hasta el tercer término ya

que el cuarto es ya muy pequefio debido
a que ¢*=0,0000000017 tenemos:

longitud del cuadrante de la elipse &

2 4
~ T3¢ 5y 5678450
2V T4 64 256

este resultado que obtenemos, hoy dia,
con la integral eliptica completa de segunda
especie nos confirma, una vez mas, la ex-
celencia matematica del noveldense Jorge
Juan Santacilia al hallarlo, hace doscientos
sesenta y seis afos, de 1,5678465, o sea,
con un error inferior a una cienmilésima.
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