CHIILBNILOM . o

JCHZION3HdY & BZNBNISN3 BT 34805 BLSIAIH

e
-—
——— 4
™

NOVIEMBRE







3

11

19

29
37

47

59

65

69

77

indice

EDITORIAL
ARTICULOS

Coémo motivar la asignatura de Matemiticas en las carreras de ciencias sociales.
Paula I. Corcho Sanchez'y Pedro Corcho Sanchez

La demostracién y los sistemas de cilculo simbdlico.
Lorenzo Javier Martin Garciay Juan Antonio Velasco Mate

Aplicacién de un modelo de decisién para clasificar un conjunto de posibles cau-
sas de mal comportamiento de los estudiantes en el aula.
Francisco Chiclana Parrilla

Laberintos con alambres (estructuras topoldgico-métricas).
Pablo Flores Martinez

Unas propiedades elementales de las cénicas y el trapecio.
Juan-Bosco Romero Mdrquez

Una experiencia en el drea matemdtica acerca de la articulacion entre la escue-
la media y la universidad.
Virginia Montoroy Ménica de Torres Curth

Generacion de desigualdades en dos variables a partir de la interpretaciéon geo-
métrica de la integral definida.
Juan Carlos Cortés Lopez'y Gema Calbo Sanjudn

:Se puede predecir el nimero de cifras de un namero periédico estudiando la
fraccion que lo genera?
Agustin Colell Martinez

Experiencias sobre la aproximacion intuitiva en Geometifa. Una aproximacién
del ntmero © en la ESO.

Antonia Redondo Buitragoy M. José Haro Delicado

_ IDEAS Y RECURSOS

2002: celebracién de un ano capicuia.
Amparo Sdiz Sapena, Marta 1. Trapero Navarroy Ménica Vivo Gomis




83

93

103

113

117

121

125

129

133

139

El libro de espejos. Aplicaciones didécticas..
Antonio Bermejo Fuertes

La matematica de los cuentos.
Maria Aurelia Noda Herrera e Inés del Carmen Plasencia Cruz

- MISCELANEA

Una visita a Planilandia.
Juan Nufiez Valdésy Manuel Ponce Escudero

RINCONES

Taller de problemas: Isoperimetros: el problema de la existencia de solucién en
el problema isoperimétrico.
Grupo Construir las Matemdticas

Mates y medios: Interacciones y utilizaciones.
Fernando Corbaldn

Juegos: El puzzle de los cubos de colores.
Grupo Alquerque

Recursos en Internet: Geometria visual en Internet.
Antonio Pérez Sanz

Desde la Historia: La més grande aventura del pensamiento.,
Carlos Uson Villalbay Angel Ramirez Martinez

_RECENSIONES

Didactica de la matemitica moderna (E. Castelnuovo). Los niimeros enteros en
la escuela (M. Alcald). Lee a Julio Verne (S. Mataix). Ntimeros y algoritmos (.M.
Gairin y J. Sancho). Ritmos: matemiticas e imagenes (E. Borras, P. Moreno, X.
Nomdedeu y T. Al-balat).

| CONVOCATORIAS

XTI Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas.

Las ilustraciones de este ntimero forman parte de la coleccion de fotografias <Matematicas y escul-
tura» de la que es autora Pilar Moreno. jQué lastima que no haya color en SUMA!

‘_vaier!Ber‘gc{safLib‘erql‘

k A'se:sbr’e‘s"

Pilar Acosta Sosa
Claudi Aguadé Bruix
Alberto Aizpon Lépez

José Luis Alvarez Garcia

Carmen Azcérate Giménez
Manuel Luis de Armas Cruz
Antonio Bermejo Fuentes




Es preciso participar

N LOS ULTIMOS ANOS han cambiado muchas cosas que afectan a
las clases de matemdaticas: la organizacion del propio sistema
educativo, los curriculos de las diferentes etapas, la presencia de
calculadoras y ordenadores abora disponibles por gran parte del
alumnado, la sociedad y, dentro de ella, sus demandas educativas
y los propios alummnos. .. Todo ello ha configurado una nueva
realidad en la que, probablemente, lo que menos ha cambiado es lo
que bacemos los profesores en nuestras aulas. Sigue siendo
necesaria una reflexion sobre la realidad y también una
experimentacion en la brisqueda de alternativas que mejoren la
situacion.

El aislamiento del profesorado en su aula es el mejor camino para
el desanimo, que muchos logran soslayar intentando nuevos
acercamientos, probando actividades originales, formas de
orgawizacion del trabajo o de los contenidos, etc. El siguiente paso
deberia ser el de compartir estas experiencias con el resto de los
compaiieros y companieras de profesion y, para ello, son precisos
Jforos en los que sea posible el debate.

La FESPM tiene alguno de esos foros ya establecidos en los que es
preciso que los socios contribuyan con sus ideas, criticas, demandas
de ayuda... Son los Seminarios, las JAEM y la revista.

En los Seminarios, discutimos problemas candentes de la educacion
matemdtica y se puede participar personalmente, si le designa su
sociedad para asistir, pero también leyendo la documentacion
previa al Seminario y baciendo llegar a los participantes las
sugerencias para que sean tenidas en consideracion en el momeinito
de redactar las conclusiones. Estd proximo a celebrarse el IT
Seminario de reflexion sobre la enserianza de las Matemdticas en
Bajamar (Tenerife) organizado por la Sociedad Canaria.




@

Las JAEM no solo es un foro en el que poder encontrarse yy bablar de
nuestros problemas, sino que ademas se pueden escuchar experiencias y
tomar nota sobre muchos aspectos que pueden ser interesantes para
mejorar nuestras clases. Se acaba de iniciar el periodo para las
incripciones en las XI JAEM que se celebraran en Canarias en julio de
2003 a las que no solo deberiamos intentar ir sino que también
convendria que hiciésemos el esfuerzo de llevar alguna comunicacion en
la que formulemos alguna experiencia o propuesta, sin el temor a pensar
que nuestra aportacion sea poca cosa, puesto que casi todos tenemos
problemas similares en nuestras aulas y nos reconforta y ayuda ver como
otros comparnieros se enfrentan a ellos y tratan de buscarles solucion.

Por ltimo esta SUMA a la que, por fortuna, llegan bastantes articulos
pero en la que serian muy bien recibidos otros muchos mds, sobre todo,
en la seccion de recursos e ideas para el aula.

Queremos hacer una invitacion a todos los socios y socias de la FESPM a
participar en estos foros y en las demds actividades de sus sociedades de
Jforma activa, ya que asi avanzaremos bhacia la solucion de algunos de
nuestros problemas y podremos recuperar el optimismo que, en ocasiones,
los abundantes problemas cotidianos nos ha becho perder. ..




Como motivar la asignatura
de Matematicas en las carreras
de ciencias sociales

Paula 1. Corcho Sanchez

Pedro Corcho Sanchez

Uno de los grandes
inconvenientes que presentan
las matematicas aplicadas a

las ciencias sociales, para
los alumnos, es que no les
resulta facil ver su aplicacién
real a la economia de hoy
en dia. La asignatura de
Matemdticas se les presenta
en un programa arduo y
cargado de conceptos
nuevos que han de aprender.
Para motivar su estudio, en
la Faculiad de CC. EE. Y

Empresariales de la
Universidad de Extremadura

se ha realizado un

Seminario, previo al
comienzo de las clases de la
asignatura, que pretende dar

una visién general del
porqué se han de estudiar
matemdticas en las carreras
de economia.

1 Esta mefodologia puede ser
empleada en cualquier asigna-
tura que presta servicio a
otras, es decir que es un ins-
trumento o herramienta para
ofras materias.

A ENSENANZA de cualquier disciplina necesita de una eva-
luacién que permita al profesor y al alumno certificar el
aprendizaje de la disciplina en cuestién. La evaluacion de
ciertas asignaturas resulta ser una tarea cada vez mas dificil,
para el profesor, cuando no se cuenta con el interés del
alumno para el aprendizaje de las mismas. El profesor no
se siente capacitado para evaluar, si sabe de antemano que
el alumno no siente ningin interés por aprender. Una de
estas disciplinas, que resulta «poco interesante», es la asig-
natura de Matemadticas. Esta asignatura estd presente en
muchas de las carreras universitarias de ciencias, por lo
que resulta imposible que el alumno pueda afirmar que la
matemitica no le atafie de forma directa. El nivel de sus-
pensos de esta asignatura en carreras como Economia,
Biologia, Magisterio... es bastante elevado, y como conse-
cuencia de ello un grupo de profesores de la Universidad
de Extremadura pretendemos desarrollar en el aula pro-
gramas que nos permitan una evaluacién y, sobre todo,
una motivacién continua de esta asignatura. En concreto, la
experiencia que se desarrolla en este trabajo se refiere a la
asignatura! de Matemadticas, troncal, de doce créditos, im-
partida en primero de la Licenciatura de Administracion y
Direccion de Empresas (LADE), de la Licenciatura de
Economia (LE) v la Diplomatura de Empresariales (DE). En
la Facultad de CC. EE. y Empresariales se ha observado que
no sélo el nimero de suspensos en esta asignatura esta
creciendo progresivamente, sino que ademas, otras asigna-
turas estdn notando este no aprendizaje de las matemditi-
cas. Los docentes de matematicas, aplicadas a la economia,
hemos de tomar conciencia de que aquellas son una herra-
mienta para muchas de las dreas que abarca la economia
y, como tal, presta su servicio al resto de las asignaturas
que conforman el plan de estudios, de la econometria, etc.
Estos temas son expuestos en clases tedricas y practicas. La
adquisicion de conocimientos matemdaticos se va realizan-




do por bloques: matrices, funciones, derivacién, optimiza-
cibn, integracién, ecuaciones diferenciales y en diferencias,
y teotia de juegos. La exposicién de los temas se combina
con la pizarra (método tradicional) y clases en el aula de
informatica. Estas Gltimas permiten al alumno, con la ayuda
de Internet, encontrar informacién acerca de la utilidad de
las matemadticas en 4reas de economia. Asimismo se les
permite la resolucién de problemas y su inmediata correc-
cién, via correo electrénico. Estas clases son siempre segui-
das por el profesor desde la propia aula o desde cualquier
ordenador conectado en Red. Una vez explicados y aplica-
dos estos conceptos matematicos se procedera a la evalua-
cién del alumno.

Motivacién del alumno:
seminarios especificos

La asignatura de Matemadticas es una disciplina presente en
muchas carreras universitarias de ciencias sociales, pero
ésta no es una de las asignaturas favoritas del alumno.
Algunas de las razones por las que el alumnado no es par-
tidario de su estudio es que no ven, a priori, su utilizacion?
y, por lo tanto, no desean aprender algo que no saben
donde ni cudndo se va a utilizar. El profesor de matemati-
cas aplicadas, por ejemplo a las ciencias sociales, biologia,
quimica, etc. debe asumir las matematicas de LE, de LADE
y la DE. Por ello, el programa de la asignatura de mate-
mdticas ha de estar en consonancia con las aplicaciones
que de éstas se van a realizar en las demds asignaturas.
Esto conlleva una colaboracién interdisciplinar entre el
profesorado de todas las asignaturas de la carrera. Sélo asi
se podri ofertar un programa formado por unos temas de
matematicas, que el alumno puede observar que tienen su
aplicacién econdémica al estudiar otras asignaturas.

El elevado ntimero de suspensos de la asignatura de Mate-
maticas en los cursos de LADE, LE y DE y el gran desinte-
rés mostrado por parte del alumnado, nos han hecho reca-
pacitar para estimular al alumno en la importancia que tie-
nen las matematicas en el mundo contemporineo, y en par-
ticular en la economia. S6lo asi podemos contar con la pre-
disposicién del alumnado® a aprender matemdticas; unas
matemadticas ttiles y en constante crecimiento.

Para despertar la motivacién, y para que el alumno
encuentre esa predisposicidn ante el aprendizaje de las
matemiticas hemos realizado una serie de seminarios al
comienzo del curso. Los seminarios consistian en confe-
rencias amenas y sencillas, donde han sido invitados pro-
fesores de otras disciplinas que utilizaban las matemadticas
como Gnica herramienta, para resolver problemas de cier-
tas situaciones econdmicas. Este primer contacto del alum-
no con las matemadticas y su funcién de servicio, permitia
ubicar al alumno de LADE, LE y DE en la importancia de

Para despertar
la motivacion,
y para que
el alumno
encuentre
esa predisposicion
ante
el aprendizaje de
las matemadaticas
bemos realizado
una serie
de seminarios
al comienzo
del curso.

2 En 1999 se encuestd a 400
alumnos acerca de los motivos
de su fracaso al estudiar la
asignatura de matemdticas. El
99% no entendian para qué
querfan saber algunos de los
temas incluidos en el progra-
ma.

3 Consideramos futuros econo-
mistas a los alumnos de LADE,
LE y DE.

adquirir una destreza matemdtica para
su posterior aplicacién en el mundo
econdmico.

Tras la motivacion del alumno, se reali-
za una programacién acorde con las
necesidades que el alumno va a tener
en las asignaturas que constituyen su
licenciatura. En particular, en LADE, se
realiza un programa con los temas que
el alumno va a aplicar en asignaturas
como microeconomia, macroeconomia,
organizacion industrial, prestan servicio
a otras asignaturas y que son éstas las
que van a determinar los niveles de
aprendizaje que debe adquirir el alum-
no. Lo que ocurre es que la asignatura
de Matemdticas se imparte en primero,
que es el curso en el que los alumnos
aprenden a manejar las herramientas
que van a necesitar en cursos posterio-
res. Este desfase entre aprendizaje y uti-
lizacién provoca en el alumno una gran
desmotivacion ante el aprendizaje de
conceptos matemdticos.

En la Facultad de CC. EE y Empresa-
riales de la Universidad de Extremadura
para garantizar, de alglin modo, que lo
aprendido en la asignatura de matema-
ticas es absolutamente necesario para el
Jfuturo economista® se han organizado,
al comienzo del curso, seminarios que
llevan el siguiente titulo: La wutilizacion
de las matemdticas en la economia del
2000. Estos seminarios lo forman dife-
rentes sesiones de conferencias, que tie-
nen en comin que utilizan las matema-
ticas para explicar ciertos aspectos eco-
némicos. Algunas de las conferencias
impartidas versaban sobre: La utiliza-
ciéon de las matemdticas en las finanzas,
en la macroeconomia, en las negocia-
ciones econdmicas, en organizacion
industrial, en la modelizacién de situa-
ciones econdmicas, etc. Estos semina-
rios provocaron un interés de los alum-
nos por los temas que iban a formar
parte de la asignatura. Los contenidos
de estos seminarios no eran totalmente
asequibles para los alumnos, por su atn
escasa formacion econdmica (recuérde-
se que los alumnos son de primer curso
de LADE, LE y DE), pero lo tnico que
se pretendia era que se dieran cuenta




del nivel de matemadticas tan elevado
que se necesitaba para profundizar en
ciertos temas econOmicos; esto era el
objetivo principal de las conferencias
presentadas en los seminarios. Ademas
se percataban de que eran muchas las
ramas de economia (macroeconomia,
microeconomia, organizacion industrial,
finanzas,...) las que utilizaban herra-
mientas matematicas, que evidentemen-
te la mayoria de los alumnos desconocian
o no dominaban.

Los alumnos, terminados los ciclos de
conferencias, declararon que habian
aprendido que las matemdticas son una
herramienta muy necesaria en la econo-
mia del 2000. Ademds comentaban que
empezaban la asignatura con una pre-
disposicién de aprendizaje que no tenian
antes de escuchar las conferencias de
los seminarios. Por otro lado, se les
expuso con claridad qué conceptos
matemiticos eran aplicados en cada
momento del proceso que se exponia
en la conferencia, y ellos mismos com-
probaban que en el programa que se le
iba a impartir en el curso contenia cada
uno de esos conceptos. Es decir, se pre-
tendia que autocomprobaran que iban a
aprender esa berramienta matemdtica
durante el curso. Para ello, se les entre-
g6 a cada alumno un programa detalla-
do de los temas que iban a ser explica-
dos en clase. Al mismo tiempo los con-
ferenciantes comentaban este concepto
o herramienta que se les va a explicar
en el programa, y mostraban el tema
que lo contenia. Por ejemplo, la confe-
rencia titulada La aplicacion de las ma-
temdticas en la macroeconomia, entre
otras cosas, mostraba modelos econémi-
cos donde era necesario la resolucién
de un tipo de ecuaciones diferenciales;
el conferenciante en este punto comen-
t6 que esta herramienta serfa explicada
en el Tema 10 del programa (En el pro-
grama puede observarse: Tema 10:
Introduccion a las ecuaciones diferen-
ciales y en diferencias). Con esta meto-
dologia lo que se pretendié fue que el
alumno se motivase antes de comenzar
la asignatura. La motivacion la entende-
mos como las ganas de aprender algo
que tiene su utilidad inmediata, en algo

El programa
de la asignatura
de matematicas

que se imparte

en las distintas
titulaciones

de la Facultad
de CC. EE.

y Empresariales
ba sido elaborado
empiricamente
ante
las necesidades
que demandan
las demdas
asignaturas
que forman
el plan
de estudios. ..

4 la mayoria de los encuestados
elegian las carreras de LADE,
LE o DE como primera opcién
o segunda.

que realmente les gusta*: la economia. Recordemos que en
una encuesta, realizada afios anteriores, uno de los moti-
vos que mis aparecia entre el alumnado por lo que se pro-
ducia un rechazo al estudio de la asignatura de matemati-
cas, era la falta de informacién acerca de para qué querfan
aprender los temas que se les explicaban en clase. De esta
forma con los seminarios impartidos esta cuestién queda
resuelta.

Los profesores participantes, procedentes de diferentes
universidades, mostraron gran entusiasmo ante las pre-
guntas realizadas por los asistentes a los seminarios.
Concluyeron que la experiencia era muy positiva, no sola-
mente para los alumnos sino también para el profesorado.
Estos altimos podian utilizar el material de los seminarios
como lecturas adicionales en el curso para que el alumno
tome conocimiento de las herramientas tan extensas que
proporcionan las matematicas en la economia.

El siguiente paso, después de crear un ambiente de inte-
rés y motivacidén para el estudio de la asignatura de
Matematicas, lo constituye la presentacién y exposicién
del programa con el temario que forma la asignatura. El
alumno debe percibir que el programa que se le va a desa-
rrollar en el curso se corresponde con las herramientas
que va a necesitar en Macroeconomia, en Microeconomia,
en Organizacion Industrial, en Finanzas, etc. Es decir, que
se den cuenta que el temario que se les va a mostrar no
es un capricho de los profesores de matematicas, sino que
es consecuencia de las necesidades que muestran los eco-
nomistas actuales.

Programa de la asignatura
de Matematicas

El programa de la asignatura de matematicas que se impar-
te en las distintas titulaciones de la Facultad de CC. EE. y
Empresariales ha sido elaborado empiricamente ante las
necesidades que demandan las demds asignaturas que for-
man el plan de estudios de LADE, LE y DE (Alvarez y
otros, 2000). Para elaborar este programa se ha elaborado
un test con un amplio listado de contenidos matematicos.
Este test ha sido suministrado a todos los profesores que
imparten alguna asignatura en las titulaciones de la Facul-
tad de CC. EE. y Empresariales de la Universidad de Extre-
madura, y cada uno de ellos ha seleccionado qué y basta
que nivel de matematicas utilizan en su asignatura. De esta
forma, el programa elaborado estd determinado por la
demanda de matemdticas requeridas por las asignaturas
que conforman la carrera. El programa consta de 18 blo-
ques temdticos: matrices, vectores, sistemas de ecuaciones,
sucesiones, series, funciones, integracion...

De esta manera, los temas que forman parte del programa de
Matemadticas son Gnicamente los que se van aplicar en otras




asignaturas. En este sentido hemos retirado la forma tradicio-
nal de dividir el programa en Algebra y Calculo; en este
momento exponemos los temas de forma que el alumno lo

va a ir necesitando en otras asignaturas. En realidad esto es
un poco complejo, porque estd claro que, por ejemplo, no
vamos a explicar el tema de integracién antes que el de la
derivacion; en definitiva se sigue un orden logico, desde el
punto de vista matemdtico, pero los temas los hacemos un
poco independientes unos de otros. No olvidemos que los
futuros economistas s6lo van a utilizar a las matematicas
como instrumento o herramienta y, por lo tanto, desean s6lo
conocer bien el funcionamiento de las mismas y cudndo han
de utilizar una determinada técnica de resolucion. Por ejem-
plo, en el tema de ecuaciones diferenciales se les presentan
los distintos tipos de ecuaciones y las soluciones de cada una
de ellas, sin entrar en detalles de existencia, unicidad, etc.
Tampoco hay que pensar que se les ensefia un recetario de
formulas, éstas pueden encontrarlas en cualquier libro. Lo
que se pretende que aprendan es cudndo hay que utilizar
una u otra férmula, o como pueden deducir una férmula que
van a necesitar para su posterior aplicacion.

Por tltimo, es preciso comentar que cada uno de los temas
son expuestos con la maxima brevedad y rigor, a la vez que
claridad, para su posterior aplicacion. Las clases de exposi-
cién se dividen en teoricas y précticas. En las primeras se
exponen los temas en la pizarra y los esquemas de los mis-
mos con ayuda del ordenador. Los esquemas de los temas
tedricos se han ido introduciendo en una pagina Web de la
universidad y asi el alumno puede acudir en cualquier
momento y confeccionar de este modo sus propios temas.

La idea de introducir el ordenador en las clases tedricas es
porque se ha observado que el alumno cuando el curso va
avanzado copia y copia sin entender lo que esta copian-
do; con el ordenador podemos despertar la atencién del
alumno cuando lo veamos necesario.

En las clases pricticas se realizan problemas en la pizarra
y en el ordenador, Intentaremos que los ejercicios y pro-
blemas tengan caricter econdmico. Los ejercicios que se
expongan en la pagina Web serdn de tipo test (ofertamos
cuatro posibles respuestas) y el alumno puede realizar un
autoexamen de los temas que elija y mandar sus contesta-
ciones al profesor por correo electrénico’. Este procederd
a su correccién y le mandari la solucién, bien detallada,
de los ejercicios que el alumno haya contestado mal.

Esta experiencia nos ha proporcionado un mayor segui-
miento de los temas a lo largo del curso. Los alumnos
reconocen que de este modo, con la novedad de la pégi-
na Web en clases tedricas y pricticas, llevan la asignatura
mis al dia que con los métodos tradicionales. Ademas los
temas de matematicas son enfocados segin las aplicacio-
nes de los mismos en el resto de las asignaturas, dato con
el que contamos en los test que hemos pasado a todos los
profesores de economia para elaborar el programa de la

Despues
del proceso
de ensenianza-
aprendizaje
del temario,
creemos que
el proceso
de evaluacion
individual
es necesario
debido al elevado
numero
de alummnos
en las aulas
de la universidad.

5 En un futuro. se pretende que
los ejercicios précticos puedan

realizarse mediante video-con-

ferencias.

asignatura. En proximas investigaciones
se procederd a desarrollar mds amplia-
mente los ejercicios en la Web.

Después del proceso de ensefianza-
aprendizaje del temario, creemos que el
proceso de evaluacién individual es
necesario debido al elevado namero de
alumnos en las aulas de la universidad.
Por esta razén, se han ofertado dos for-
mas de evaluacion al alumno: la tradi-
cional, con una prueba escrita al final
del curso; y otra con el ordenador. Esta
Gltima opcion consiste en realizar un
control periédico de los conocimientos
del alumno en el aula de informatica
utilizando preguntas de tipo test, con la
supervision del profesor.

Ademads, otra ventaja de este proceso
informatico es su aplicacién a la revi-
sién de exdmenes: como viene ocu-
rriendo en pasados afios, los alumnos se
aglomeran ante el despacho del profe-
sor para realizar la correspondiente revi-
sion de exdmenes. En el caso de la asig-
natura de Matemiticas, con los métodos
de evaluacion tradicionales, la revision
se suele realizar transcurridas algunas
semanas a la realizaciéon del examen,
debido a la gran cantidad de exdmenes
que han de ser corregidos por un
mismo profesor. Esto lleva a que el
alumno no recuerde bien lo que contes-
té en su debido momento y las revisio-
nes se convierten en interminables
explicaciones del profesor, que a veces
el alumno no sigue. Con la evaluacién
continua que hemos propuesto anterior-
mente, se nos permite realizar la revi-
si6n en el mismo momento que termina
cada prueba. El alumno con una clave
tendrd acceso a la correcta, y desarrolla-
da minuciosamente, resolucién de todos
los problemas de la prueba realizada.
Ademis el alumno dispone de esta reso-
lucién el tiempo suficiente para que
pueda contrastar errores y estudiarla.

Conclusiones y
comentarios finales

~Con las nuevas tecnologias el profesora-
~do puede poner en funcionamiento




nuevas metodologias de ensefianza y
évaluacién. Con ello, lo Gnico que se
pretende es saber si el alumno muestra
mds interés en las clases, si le parece
m4s amena y atractiva que la metodolo-
gia tradicional, y en definitiva, si con
estas nuevas metodologias podemos
valorar que el alumno aprende mis.

Ia asignatura de Matematicas, impartida
en numerosas carreras universitarias,
cada vez es mis «odiada» y clasificada de
«dificil> de superar, por parte de los
alumnos. Ante Jos numMerosos suspensos
y el abandono de la asistencia a clase,
algunos profesores de matemadticas
ponen en prictica nuevos métodos de
ensefianza y de evaluacién que hagan
que las matemdticas recuperen un poco
de afinidad con los alumnos.

Entre los jovenes de hoy en dia existe
un mundo muy atractivo con muchisi-
mas aplicaciones futuras, éste es el lla-
mado «nundo de Internet y de la Reds.
Aprovechando la inquietud que tienen
los alumnos ante las nuevas tecnologias
v las ganas de seguir una asignatura por
Internet ofrecemos un paso intermedio:
combinar la pizarra y explicaciones tra-
dicionales con las nuevas tecnologias.
En este tipo de asignatura no nos pare-
ce conveniente realizar el total segui-
miento de las clases por Internet, ya que
creemos que la mayoria de los alumnos
necesitan de unas explicaciones previas
que el profesor ofrece en persona en un
aula normal.

Este procedimiento de combinacién de
clases tradicionales
Internet se ha llevado a cabo con alum-

y clases con

nos de primer curso de la Facultad de
CC. EE. y Empresariales, y con los
alumnos de tercero de Magisterio de la
Universidad de Extremadura en la asig-
natura de Matemdticas, para estos ulti-
mos los seminarios versaban sobre la
utilizacion de las matemdticas bdsicas
en la vida actual. Los alumnos de
ambas carreras han manifestado que
con esta metodologfa la asignatura les
parece mds interesante y mais asequi-
ble. La motivacién con los seminarios
les garantiza que lo que van a aprender
en la asignatura tiene su utilidad en la

Esta claro que
la aportacion
que haga
el alumno
al acto
de aprender
dependera
del sentido
que encuentre
a la situacion
de aprendizaje-
enserianza
propuesta.

Paula 1. Corcho
Facultad de CC.EE.

y Empresariales.
Universidad de Extremadura.
Pedro Corcho
Facultad de Formacién
del Profesorado.
Universidad de Extremadura.

economia, y el seguimiento de las clases tedricas y prac-
ticas en las aulas y posteriormente el ordenador les pro-
porciona una mayor autonomia y les exige llevar la asig-
natura al dia para resolver los problemas planteados.
Ademds mostraron mucho interés en la btasqueda de
informacion por Internet de matematicas relacionadas
con la economia, en la participacién de foros sobre la
educacién matemdtica, etc. Segin las encuestas realiza-
das cuando termind el curso podemos concluir que un
90% de los alumnos declararon que consideraban que es
necesario una buena formacién matematica para llegar a
dominar ciertos aspectos de la economia, y que lo habian
comprobado en Internet (basqueda de articulos, foros...)
v que la metodologia empleada era bastante asequible
para seguir el programa de la asignatura; de éste Gltimo
les parecia muy interesante y Gtil que se ajustase a las
necesidades que el resto de las asignaturas tienen de la
utilizacién de las matemdticas. Para confeccionar este
programa hay que hacer hincapié en que las matemaiticas
prestan un servicio a las asignaturas que conforman los
planes de estudios de la carrera en cuestién, y que por
lo tanto, tenemos que olvidarnos de las clasicas divisio-
nes de Calculo, Algebra y explicar Ginicamente los temas
que se vayan a aplicar en el resto de las diferentes asig-
naturas econémicas. Con este tipo de programa el alum-
no adquiere la certeza de que las matemdticas que estd
aprendiendo son ttiles para lo que €l esta estudiando: la
economia.

Esté claro que la aportacidon que haga el alumno al acto de
aprender dependeri del sentido que encuentre a la situa-
cion de aprendizaje-ensefianza propuesta. Para que dicha
situacién tenga sentido se ha de cumplir, como minimo,
que el alumno tenga claro el objetivo que se quiere con-
seguir. En nuestro caso el objetivo es la necesidad de
conocer herramientas matemdticas para poder desarrollar
la economia. Este objetivo les queda lo suficiente claro
con el ciclo de conferencias del seminario con el que abri-
mos el curso. Ademds hay una mayor participacion en las
clases précticas porque les atrae la forma de presentar los
ejercicios con el ordenador, pueden elaborar sus propios
temas con el apoyo de los resimenes que encuentran en
la pagina Web, pueden extraer informacién y mais ejerci-
cios de otras paginas...
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La demostracion y los sistemas
de calculo simbélico

Lorenzo Javier Martin Garcia

Juan Antonio Velasco Mate

La pregunta general a la que
pretendemos responder es:
scoémo pueden incorporarse
los sistemas de célculo
simbélico (SCS) a la
realizacién de
demostraciones, en
particular, y a la ensefianza
de las matemdticas, en
general? La metodologia
seguida, para encontrar
respuestas adecuadas, no es
otra que el desarrollo
detallado de situaciones
concretas relacionadas con
la ensefianza de las
matemdticas, utilizando el
sistema de célculo simbélico
Maple 7, y reflexionando sin
apasionamiento sobre los
resultados obtenidos.
Adicionalmente, y de forma
solapada, planea ofra
cuestion no menos
importante: shasta qué punto
pueden aceptarse como
auténticas demostraciones los
resultados obtenidos con este
tipo de herramientas?

A IRRUPCION en el mercado de potentes sistemas de cdlcu-
lo simbédlico (SCS), capaces de realizar eficientemente
complicados cilculos simbdlicos, estd influyendo poco a
poco en la manera de presentar los contenidos matemati-
cos a los alumnos, y estd cambiando la jerarquia de prio-
ridades en la consecucién de objetivos docentes, ya que la
utilizacién de estas herramientas permite dedicar menos
tiempo al calculo manual o grifico, y mas tiempo a la
comprensién de conceptos abstractos.

Sin lugar a dudas, la parte mis apropiada para este cam-
bio es la relacionada con la repeticién de ejercicios y habi-
lidades, ya que ademis de resolver los ejercicios «clasicos»,
pueden plantearse nuevos problemas cuyos datos no
estén cuidadosamente «preparados» para que las operacio-
nes intermedias se manipulen satisfactoriamente sin gran-
des esfuerzos adicionales. Esta peculiaridad lleva apareja-
da la posibilidad de resolver mis ejercicios y mas signifi-
cativos. Por otra parte, el aprovechamiento de las utilida-
des grificas permite profundizar més en la interpretacion
de los resultados y en la bisqueda de conexiones entre los
objetos matemdticos y los objetos de la vida cotidiana.

Si a estas razones afiadimos que la renovacién de los pla-
nes de estudios de las carreras técnicas espanolas (inge-
nierfas superiores, ingenierias técnicas, informdtica, etc.),
ha reducido considerablemente los créditos de las asigna-
turas de matemadticas sin reducir proporcionalmente los
objetivos que hay que alcanzar, parece razonable que los
Departamentos de Matematicas (generalmente se aflade el
calificativo «aplicadas») de las conocidas como universida-
des politécnicas, hayan sido los primeros en incorporar
decididamente los SCS a su trabajo cotidiano en la doble
version de ayuda al profesor en la transmision de los con-
tenidos y de ayuda al alumno en la materializacién de téc-
nicas de estudio tanto personal como colectivo. Pero, aun-
que en la ensefianza universitaria las condiciones para la




utilizacién de estos SCS puedan parecer mds propicias que
en la ensefianza secundaria, nunca ha sido buena politica
desaprovechar las ventajas que aportan los avances tecno-
l6gicos. De hecho, ya se han realizado experiencias con-
cretas encaminadas a facilitar la comprension de concep-
tos como el de derivada en 1.° de Bachillerato (Martin y
Velasco, 1999) o el de integral de Riemann en 2.° de
Bachillerato (Martin y Velasco, 200D).

Sin embargo, hay mas aspectos en los que la incidencia de
estas herramientas de cédlculo es importante. La pregunta
general a la que pretendemos responder es: jcomo pue-
den incorporarse los sistemas de calculo simbdlico (SCS) a
la realizacién de demostraciones, en particular, y a la ense-
fianza de las matematicas, en general?

La metodologia seguida para encontrar respuestas adecua-
das no es otra que el desarrollo detallado de situaciones
concretas relacionadas con la ensefianza de las matemati-
cas utilizando el SCS Maple 7, y reflexionando sin apasio-
namiento sobre los resultados obtenidos. Como suele
suceder habitualmente con las preguntas que no tienen
una respuesta taxativa, aparecen casos en los que la utili-
dad de los SCS estd fuera de toda duda, junto a otros en
donde caben todo tipo de interpretaciones. En cualquier
caso, las experiencias negativas, entendiendo por tales
aquellas que no aconsejan el uso de estas utilidades infor-
madticas, también son Utiles para fijar el verdadero lugar
que deben desempefiar los SCS en los diferentes niveles
educativos.

Adicionalmente, y de forma solapada, planea otra cuestion
no menos importante: shasta qué punto pueden aceptarse
como auténticas demostraciones los resultados obtenidos
con este tipo de herramientas?

Demostraciones y sistemas de célculo
simbélico

En general, la esencia de una demostracién radica en el
desarrollo de una estrategia que combine la aplicacion cui-
dadosa y oportuna de propiedades mds o menos compli-
cadas, y el manejo operacional adecuado de los resultados
intermedios. Es evidente que la parte mas creativa corres-
ponde a la eleccién de la estrategia a seguir, de tal modo
que una manera de medir la elegancia de una demostra-
cién no es segln la cantidad de calculos que se deban rea-
lizar sino segln la cantidad de cilculos que ha evitado la
estrategia disefiada. Frente a las situaciones en las que la
fuerza bruta y el cilculo tedioso son la Gnica manera de
romper la barrera que nos impide alcanzar el objetivo
final, se sitian las «deas felices» que aclaran el horizonte
con un simple razonamiento demoledor. No se debe ocul-
tar que, habitualmente, tras una idea genial se encuentran
muchas horas previas de trabajo y de estudio.

Jcomo pueden
incorporarse
los sistemas
de cdlculo
simbolico (SCS)
a la realizacion
de demostraciones,
en particular, y a
la ensefianza de
las matemadticas,
en general?

chasta qué punto
pueden acepiarse
como auténticas
demostraciones
los resultados
obtenidos
con este tipo
de berramientas?

Los sistemas de calculo simbolico de
propésito general pueden ser muy Ttiles
y autosuficientes en la realizacién de
operaciones y célculos, pero no se les
puede exigir la responsabilidad del dise-
fio de estrategias acertadas de resolucion
de problemas genéricos ni, menos aln,
se debe pretender que generen demos-
traciones precisas de teoremas como el
de la funcion implicita. Los SCS no son
demostradores automdticos de teoremas,
sino potentes calculadoras con algunos
conocimientos de matematicas.

En el mejor de los casos, introducir los
datos adecuadamente puede ser sufi-
ciente para que se resuelva el ejercicio
planteado, pero esto no libera al usuario
de la comprension del problema ni del
conocimiento minimo de interaccion
con el programa. A fin de cuentas y para
facilitar el uso a aquellos que no estin
avezados en la metodologia de la pro-
gramacion, los sistemas de célculo sim-
bélico se colocan en un nivel superior al
que ocupan los conocidos lenguajes de
programacion de alto nivel. De hecho,
sus instrucciones son programas realiza-
dos mediante esos lenguajes. Por otra
parte, de todos es conocido que sin un
buen programa, un lenguaje de progra-
macién no es capaz de obtener, por si
mismo, ni buenos ni malos resultados.

Sin embargo, los resultados intermedios
siempre van a proporcionar un mayor
conocimiento de las dificultades que
hay que superar y, en este sentido, los
sistemas de cilculo simbélico se perfi-
lan como una poderosa herramienta
que puede servir para establecer nuevas
estrategias o para modificar las inicial-
mente escogidas.

Demostraciones mediante
calculos

Muchas propiedades matemdticas se
demuestran realizando operaciones que
expresen el mismo resultado de formas
diferentes. Esto permite afiadir nuevas
interpretaciones al resultado inicial,
extender su aplicacion a otros casos
analogos o simplificar algunos cilculos




posteriores. Quien conoce la mecinica
de las operaciones, y no se equivoca en
su - ejecucion, puede realizar la corres-
pondiente demostracion  sin grandes
problemas, y en un periodo razonable
de tiempo. La mayor parte de las pro-
piedades de los determinantes, puede
encuadrarse en este tipo de demostra-
ciones mediante cilculos.

Determinantes de matrices

Para comprobar que el determinante de
una matriz cuadrada M puede calcular-
se sumando los productos de cada ele-
mento de la primera fila de M y su
adjunto —-menor acompafado de signo-
correspondiente, basta realizar los calcu-
los y simplificar los resultados hasta lle-
gar a la conclusién de que los dos tér-
minos de la igualdad coinciden.

Es seguro que un SCS no serfa el pri-
mero en establecer esta propiedad; con
certeza, no seria capaz de interpretar
que un diferente agrupamiento de los
términos conduce a otra expresion equi-
valente. Sin embargo si puede emplear
su potencia de calculo para verificar la
mencionada igualdad para matrices cua-
dradas de «pricticamente» cualquier
orden.

En concreto, dada la matriz cuadrada de
orden 4

1 Gy 3 g
Ay dpp Gy g
Gz d3p dag a4
g Gy G4z 44

el valor, completamente desarrollado,
de su determinante vale

4
E (DD M1j|Menor(M,1, ]')| =
=

0y, (O Ogy Oy = oy Oy Oy + gy O Oy = gy Oy gy + gy oy gy — gy szl )

=y, (A Ay Oy = Oy Ay Ay + Ay Oy oy = Oy Oy gy + Ay Oy Ay = Oy A3zl )

+ 0y (= oy Oy = Oy gy Ay + Ay Oy Oy + Gy By Oy = Ay Ay oy + gy o)

—ay (021432 Az~

El comando de Maple 7 utiliza-
do para construir la matriz M
es >M:=Matrix(4, (i,j)->ali,jD;.

Una vez cargado el package
LinearAlgebra con el comando
>with(LinearAlgebra);, la asig-
nacién del valor del determi-
nante de la matriz M al nombre
DM se redliza mediante
>DM:=Determinant(M);.

Para calcular esta suma y asig-
narla a la expresién SM, se
puede invocar
>SM:=add((-1)ACL+)*MI1,jI*
Determinant(Minor(M,1,j)),
j=1..4);.

la respuesta de Maple 7 a
>simplify(DM-SM);, es O.

Maple 7 es capaz de hacer
esta comprobacién pidiéndole
que calcule los determinantes y
simplifique.

M ‘ = 1102033 44 — A1102 (34043 + 1032 g3 Gag — 11933 03 44
+001G49 O3 C34 — 11642033004 — G102 03344 + 1 A1 0340043
U3 4z Ch 4 + A1 g O3 Oy — A1 Oy 13 Gag + ) Ayp 330 4
+a31 2023044 — 31002043024 + A31072 43014 — 31821344
+a31 04y 3004 = 31 Gp Aoz 4 — 410N 0p3034 + Ay g a3 dog

—A41Gpp 33 a4 + Qg 3 ey — g3 3004 + 41032023014

¥ la suma de los productos de los ele-
mentos de la primera fila por su menor
acompafado del signo correspondien-
te esd:

OOyl + gy Oy Oy = A Qo g + Ay g = Oy Oy )
Para comprobar que ambos resultados coinciden pueden
tomarse varios caminos: restar y simplificar para llegar al
valor 0% sacar factor comin en el valor del determinante
a los elementos de la primera fila y observar que la expre-
sién resultante coincide con la de la suma; desarrollar los
términos del sumatorio aplicando la propiedad distributiva
v llegar hasta la expresion del determinante, etc. En con-
creto, la formula demostrada es:
4
|m| = z D a1y yMenor(a,1, f)
j=1
Evidentemente, si en vez de emplear los elementos de la
primera fila, se emplean los de cualquier otra, se obtienen
férmulas equivalentes. Y si se utilizan columnas en lugar
de filas, el resultado es el mismo.

Con el esquema propuesto, Maple 7 es capaz de demos-
trar estas igualdades para matrices cuadradas de dimen-
siobn 7, con la Unica limitacién de la capacidad de la
maquina con la que se trabaje. Estos cdlculos deben enten-
derse como verdaderas demostraciones porque serfan los
mismos cilculos que realizaria el «demostrador» humano,
si eligiera este camino. Sin embargo, en sentido estricto,
no se puede admitir como una demostracion genérica
independiente de la matriz cuadrada considerada, porque
el «ompe-demostraciones» siempre puede escoger una
dimension lo suficientemente grande para que no haya
maquina capaz de almacenar tanto dato. Verdaderamente,
se habria demostrado que para dimensiones matriciales
entre 1 y el limite de la miquina, la igualdad se verifica.
Por eso, la abstraccion tebrica resulta necesaria hasta com-
pletar la habitual frase: para cualquier dimensionn...

Por otra parte, la informacién obtenida al realizar las ope-
raciones puede resultar esencial en la elaboracién de una
demostracion genérica. Por ejemplo, es muy sencillo com-
probar® que:

dy+by dp az ay
det i+ by dp dyy Ay
as + by azy dz o asy
an +by  ap dg dy

M1 iy A3 W4 by ap Mz dyy
Cdet| 2 T2 D G| by dpy Gz ay
Gy By g a4 by azp 3z sy
A Ay iz gy by gy G4z Gy
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y observar que la esencia de la demostracion radica en la

-aplicacion de la propiedad distributiva, que es vélida para

cualduier dimension en la que nos movamos.

Operadores vecioriales

Los operadores vectoriales como la divergencia, el rota-
cional, el gradiente o el laplaciano, de gran utilidad en fisi-
ca e ingenierias, verifican entre ellos propiedades con
importantes interpretaciones pero cuya comprobacién es
meramente operacional. Un ejemplo de estas propiedades
es la comprobaciéon de que la divergencia del rotacional
de un campo vectorial, F, dos veces diferenciable con con-
tinuidad en el espacio tridimensional es siempre cero:

V.- (VxB =0

donde tnicamente se necesita comprobar que el campo
considerado cumple las condiciones de diferenciabilidad,
conocer el funcionamiento de los operadores involucrados
y simplificar para llegar al resultado finalS.

Otro ejemplo en la misma linea es la comprobacién de
que el producto escalar’ habitual en R? es lineal en cada
una de sus componentes: basta operar y agrupar términos
para llegar a la igualdad de los elementos.

Como los operadores divergencia y rotacional ya estin
incorporados a Maple 7, asi como el producto escalar habi-
tual de R3, el SCS comprueba inmediatamente estas propie-
dades haciendo uso de su potencia de cilculo simbélico.
Claramente, los resultados proporcionados pueden enten-
derse como demostraciones porque los cilculos y simplifi-
caciones efectuados no varfan un apice de los que manual-
mente se hubieran realizado empleando lapiz y papel.

Férmulas trigonométricas

Las férmulas que transforman productos de senos y cose-
nos en sumas y diferencias de estas funciones se encuen-
tran en la misma situacién que las propiedades anterio-
res: un simple comando permite pasar de una expresién
a otra®,

Sin embargo, a la inversa, partiendo de la suma o diferen-
cia de funciones trigonométricas es muy dificil llegar al
producto equivalente, En particular, aun conocida la igual-
dad, no puede aplicarse en los procesos habituales de sim-
plificacién a no ser que expresamente se especifique.
Maple 7 se encuentra en la situacidén -ni infrecuente, ni
paraddjica— de ser capaz de alcanzar un resultado pero
incapaz de aplicarlo convenientemente.

Por otra parte, las férmulas que, conocidas las razones tri-
gonométricas de un 4ngulo, permiten calcular las del
angulo mitad no estin disponibles en forma simbolica. En
consecuencia, tampoco pueden aplicarse si alguna vez
resulta necesario.

6 Maple 7 dispone en el packa-
ge linalg de los comandos curl
y diverge que calculan, respec-
tivamente, el rotacional y la
divergencia de un campo vec-
torial tridimensional Fx, y, z).
El resultado de ejecutar la linea
>diverge(curl(F(x,y,2),[x,y,2]),
[x,y,2D);, es cero

7 El comando DotProduct del
package LinearAlgebra calcula
el producto escalar de dos vec-
tores y el comando is responde
true cuando es capaz de verifi-
car la relacién sobre la que se
le pregunta. la combinacién
>is(lambda*DotProduct(<x,y,z>,
<u,v,w>)=DotProduct(Multiply
(lambda, <xy,z>), <u,v,w>);,
produce como salida true.

8 Lla respuesta a >combine
(2*sin((A+B)/2)*sin((A-B)/2));,
es, como cabria esperar:
-cos(A)+sin(B).

9 >IgualdadesTrigonométricas:=
compiletable([sin(B)-cos(A)=
2*sin((A+B)/2)*sin((A-B)/2)D);,
genera la tabla Igualdades-
Trigonométricas que, en este
caso, sélo tendria una entrada,
pero que puede ser ampliada y
consultada con posterioridad.

10 Una vez introducida la corres-
pondiente igualdad, la ejecu-
cién de la linea >tablelook
(sin(x+h)-sin(x), Igualdades-
Trigonomeétricas);, proporciona
2*cos(x+h/2) *sin(h/2).

11 >sum(1/nA2, n=1..infinity);.

Un mecanismo que permite reutilizar las
férmulas o identidades ya establecidas
—ya sea por el SCS o por cualquier otro
medio— es la creacidn de una tabla que
las recoja para su posterior consulta y
aplicacion. En definitiva, hay que alma-
cenar el conocimiento generado ya que
esto no se realiza automdticamente vy,
ademads, hay que enseflar a Maple las
cosas que no sabe.

Consideraremos que IgualdadesTrigono-
méfricas es una tabla’® donde se almace-
nan igualdades ya comprobadas y que
involucran funciones trigonométricas.
Alli estardn recogidas, entre otras, las
conocidas férmulas de transformacion
de sumas en productos y las de las razo-
nes del dngulo mitad en funcién del
angulo dado. Para aplicarlas hay que
consultar la tabla convenientemente!®.

Convergencia de series

De forma clasica —debido a que el calcu-
lo de la suma de una serie suele ser tarea
complicada—, para el estudio de las series
numéricas o funcionales se establecen,
en primer lugar, resultados tedricos que
permiten asegurar si una serie es conver-
gente o no sin necesidad de proceder al
calculo de su valor; posteriormente —una
vez comprobada la convergencia—, se
puede intentar calcular dicho valor, utili-
zando diversas técnicas que no siempre
producen buenos resultados. La potencia
de cilculo que desarrollan los sistemas
de célculo simbdlico, permite invertir en
muchos casos este proceso. Asi, si se
puede calcular directamente la suma de
una serie, tiene poco sentido estudiar
tebricamente su convergencia, de la
misma manera que si tedricamente se
llega a la conclusidn de que la serie no
es convergente, tampoco tiene mucho
sentido intentar calcular su valor.

Utilizando un simple comando!! de
Maple 7, se puede saber que:
5": 1
-
n=1" 6
lo que disipa todo tipo de dudas sobre
la convergencia de esa serie.

Lo mismo sucede con esta otra un poco
mis complicada:




i senm__
“~ (In10)"

senl-(In2+1n5)

o en formato numérico'?:

> SR 0,5080502959

“~ (In10)"

Después de estos resultados, parece
fuera de sitio buscar un criterio de con-
vergencia que corrobore la bondad de
los célculos.

Sin embargo, cualquier respuesta de
Maple 7 tiene que ser convenientemen-
te interpretada para no incurrir en erro-
res. Si Gnicamente observamos la solu-
cién que se nos ofrece, tal vez caigamos
en la tentaciéon de afirmar que la serie
de nGmeros reales

[+
a?l

n=1
es convergente para cualquier valor real
de a, ya que la invocacién > Sum(alpha”n/
/n, n=1_infinity)=sum(alpha”n/n, n=1..infi-
nity);, proporciona la respuesta

i‘t— - —InG-a)

n=1

Esta claro que una inspeccién no muy pro-
funda junto con un conocimiento minimo
del comportamiento del logaritmo neperia-
no, pone de manifiesto que este resultado
no siempre es un nimero real. En particu-
lar, si suponemos que |of = 1, no se puede
hablar de convergencia porque el término
general de la serie no tiende a cero, Solo
hay convergencia cuando || < 1. En con-
secuencia, el resultado anterior es cierto si
se cumplen algunas restricciones.

La razén por la que Maple 7 responde
de esta manera, es porque el desarrollo
en serie de potencias de la funcion com-
pleja de variable compleja

F() = m(l—_l—z)

en un disco centrado en el punto z, =0,
y de radio la unidad es precisamente,

® n

z

n=1

" 2cos1 In2+2cos1 In5-(n2)? - 2In2-In5 - (In5)? —1

12 >evalf(sum(sin(n)/In(10)An,
n=1..infinity));.

13 La respuesta de Maple a
>iscont(sin(x), x=-infinity..infi-
nity);, es true. Como su propio
nombre indica, el comando
iscont dice, en algunos casos,
si una funcién es continua o no.

14 Tanto >is( limit(sin(x+h), h=0,
left) = limit( sin(x+h), h=0,
right));, como >is( limit(sin(x)
=sin(x));, proporcionan la res-
puesta true.

15 La respuesta proporcionada
por Maple a las lineas
>asume(x, RealRange(-infinity,
infinity)); >is (-abs(x) <= sin(x)
and sin(x)<= abs(x)); >is (-
1<=cos(x) and cos(x)<= 1);, es
true, de donde puede deducir-
se que se cumple |sen x| =[x y
|cosx| = 1.

como no se tiene ninguna informacién sobre o se opta por
proporcionar la salida anterior aunque no sea satisfactoria
en general.

Continvidad de las funciones
trigonométricas

A veces, los datos que manejan los sistemas de cilculo
simbolico pueden impedir el proceso de demostracion
debido a que la evidencia del resultado es tan persistente
que resulta dificil bucear en la o las razones que condu-
cen a las aseveraciones emitidas. Por ejemplo, si buscamos
una demostracién de la continuidad de la funcién
JS(x) = senx nos encontramos con verdaderas dificultades
porque Maple 7 sabe que la funcién es continua y no hay
manera de sacarle de su obsesion??,

Es evidente que, aunque la respuesta sea correcta y pro-
porcione informacién veraz, no se puede entender como
una demostracién en sentido estricto. Tal vez se nos
puede ocurrir que la coincidencia de los limites laterales
con el valor de la funcién en cada punto seria una prue-
ba irrefutable, pero Maple 7 sigue respondiendo laconica-
mente que si se verifican las igualdades'.

Pero surge la duda de si el procedimiento empleado para
calcular los limites laterales ha sido precisamente que la
funcién es continua, con lo cual, verdaderamente, se cae-
ria en un circulo vicioso del que habria que salir para que
la demostracién fuera vilida. Para eludir este escollo, nos
vemos «obligados» a intentar una demostracién clsica de
la continuidad de la funcién f(x) = senx, ya que, sabiendo
que se trata de una funcién continua, también queremos
saber por qué lo es.

Para realizar la demostracion habitual se empleard la defi-
nicién de continuidad: la funcion real de variable real
J(0, es continua en el punto x, si, y solamente si, ¥ & > 0,
38>0, tal que si|x - x| <3, entonces |fx) - flx)| < e.

A lo largo del proceso de prueba se necesitarin propieda-
des que Maple 7 conoce, pero no aplica directamente salvo
que el usuario asi lo indique. Por ejemplo, alguna de las for-
mulas  previamente almacenadas en la tabla
lgualdadesTrigonométricas. También se utilizardn las desigual-
dades |senxf < | y [cosx| =1, vélidas para cualquier valor
real de x. La demostracién de estas ultimas es inmediata'®,

El primer paso consiste en la conversién, mediante con-
sulta a la tabla de férmulas trigonométricas, de la diferen-
cia de senos en un producto coseno/seno.

> Paso1:=abs(sin{x}-sin(x[0])) = tablelook(abs(sin(x)-sin{x[0]}),
IgualdadesTrigonométricas);

'
Pasol:= ‘senx— senxO; =2

1 1 1 1
Cos| — X+ — X, | sen|— x~—x,
2 2 2 2

m r




Observando que

se obtiene la desigualdad:

> Paso2:=rhs(Paso1)<=subs(cos({x/2+x[0]/2)=1,rhs(Paso 1});

Paso2:= 2 <2

1 1 1 1
CoS| — X+ X, sen|—x-— X,
2 2 2 2

Aplicando que

<|x-

(55-3%)
sen|—x-—x,
2 2
se llega a

> Paso3:=rhs(Paso2)<=subs(abs(sin(x/2-x[0]/2))=abs(x-x[0])
/2,rhs(Paso2));

1 1
Paso3:= 2 sen(—x——xo) = ’x— xol
2 2

Consecuentemente, si fijado un valor de € >0, se toma
& = ¢, se verifica la definicién de continuidad para cualquier
valor real x,. Por tanto, la funcién f(x) = senx es continua
en cualquier punto de la recta real, como ya sabfamos.

También resulta interesante comprobar e interpretar grafi-
camente el resultado alcanzado. En la figura 1, aparece la
representacion grafica de la funcién f(x) = senx cerca del
punto x, = 1 pudiéndose observar ficilmente que cuando
e =107y 3 = ¢, la diferencia de las imagenes de la funcién
en el punto x, y en puntos que no se alejan de él mas que
9, esto es |flx, + h) — f(x)|, se mantiene dentro de una
banda de anchura 2e.

Conviene resaltar que no se trata de una mera ilustracion
esquemdtica, sino que, tanto la funcién'® f(x) =senx,

0,8

0,6

0,4

0,27

; T T T
0,6 0,8 1 1,2 1.4

Figura 1. La funcién fx) = senx, es continua en x = 1

1

sen (l X—-— xo)
2 2

La rapidez
de los sistemas
de calculo
simbolico
en el manejo
de objetos
matemaricos
Jfacilita
la busqueda
de posibles
contraejemplos.

16 El comando >plot(sin(x), x=

0.5..1.5);, genera la grafica de
la funcién fix) = sen x.

17 Maple 7 es capaz de manejar

este tipo de funciones como si
se fratara de funciones defini-
das por una Gnica expresion. El
comando que construye  esta
funcién es >f=x->piecewise
(%<0, xA2, XA3);.

18 Basta escribir >isdifferentia-

ble(f(x), x, 2; ‘la’;: En la varia-
ble la se almdcenan la clase de
diferenciabilidad y los puntos

donde pueden presentarse pro-

blemas.

como las lineas representadas son todo
lo fidedignas que las capacidades grafi-
cas de Maple 7 permiten. Asi pues, si
tenemos reparos para afirmar que la
curva mostrada corresponde exacta-
mente con la funcién seno en el inter-
valo escogido, podemos consolarnos
con que tal vez nuestros sentidos no
sabrian diferenciar la buena de la apro-
ximada.

Demostraciones mediante

‘contraejemplos

Una estrategia habitual, en la realizacion
de demostraciones, es la utilizacion de
casos conocidos cuya existencia sea
incompatible con la tesis a demostrar; la
localizacion de contraejemplos permite
asegurar que la tesis propuesta no se
cumple en general. La rapidez de los
sistemas de cdlculo simbdlico en el
manejo de objetos matematicos facilita
la busqueda de posibles contraejem-
plos. En el siguiente ejemplo, se utiliza
el «conocimiento» matematico de Maple
7 para corroborar la existencia de fun-
ciones diferenciables con continuidad
que no son de clase dos.

La funcién definida a trozos!”

2
FC0) = {xs, x<0

x7, x=z0

es diferenciable con continuidad, pero
su derivada segunda no existe en toda
la recta real, con lo cual, puede afirmar-
se que la existencia y continuidad de la
primera derivada no asegura ni la exis-
tencia ni la continuidad de la segunda.

A la pregunta directa. ses la funcion f(x)
dos veces diferenciable con continuidad
respecto a la variable x?, Maple 7 res-
ponde false!® ¥, ademas, proporciona la
clase maxima de diferenciabilidad
donde se encuadra f(x), y el o los pun-
tos donde falla la diferenciabilidad. En
este caso, asegura que es de clase uno
y que en el punto x=0 no existe la
derivada segunda.

Para verificar la certeza de estas afirma-

ciones, se puede calcular la primera




derivada'® de f(x), comprobar que es
continua®, calcular la expresién general
de la segunda derivada® y particularizar
en el punto x = 0%,

1as utilidades graficas también permiten
generar imdgenes® como la figura 2,
donde se puede observar, de manera
visual, el comportamiento de la funcién
(%) y de sus dos primeras derivadas.

fx) Difix)

T 37
0,87 2+
0,61 It
——t—

-1 -0,5 /|0 0,5
1T
2L

-1-05 0 05 1

1

19 >df:=D(f);, proporciona la
funcién derivada de la fun-
cién fix). La expresion de la
derivada, tomando x como
variable, se obtiene con
>df(x);, y el valor de la deri-
vada en un punfo concreto
[por ejemplo, x=4), con
>df4);.

20 >iscont(df(x), x=-infinity..infi-
nity); proporciona como sali-
da true.

(pe@2){fiix|
127

10T

bt
-0,2-0,1 0 0,1 0,2

Figura 2. La funcién fix) y sus dos primeras derivadas

Casos patolégicos

Todos los resultados que proporcionen
los programas informaticos en general,
y los sistemas de cilculo dimbélico en
particular, tienen que ser tamizados por
el sentido comtin, o por el conocimien-
to de los mecanismos que desarrollan
los comandos o las instrucciones a los
que se recurre. De no ser asi, puede lle-
garse a situaciones comprometidas y
contradictorias,

A simple vista, y sin necesidad de reali-
zar grandes cdlculos, nadie con un
conocimiento minimo de matrices y
determinantes dudaria en responder
que el rango de la matriz

0 a
10

21 >ddf:=(D@@2)(B;, proporciona
la segunda derivada de la fun-
cién fix). En general, si se sustitu-
ye 2 por cualquier ofro entero n,
se obtiene la derivada nésima.

22 la respuesta a >ddf(0);, es
undefined.

23 >plotsldisplayl(matrix(1,3,[plot(f -
1.1, tile="f(0", plotD(, 1.1,
title="D(O(x)"), plot(D@@2)(D), -
2.2, tile="(D@@2)(OGIDY;,
genera una imagen con fres
gréficas.

24 >A=<<0,1>1<a,0>>;, asigna a
A la matriz deseada.

25 Con >with(LinearAlgebra);, se
incorporan al nbcleo los
comandos de LinearAlgebra,
entre ellos Determinant y Rank.

26 >Rank(A);, deberia proporcio-
nar el rango de la matriz A,

27 >Determinant(A);, origina como
salida -a.

28 La respuesta a >is(-a<>0);, no
es ni true ni false sino FAIL, que
debe entenderse como que
Maple 7 no puede inclinarse ni
por una ni por ofra.

depende del valor del parimetro @ porque cuando a =0,
el determinante de la matriz A se anula y cuando a= 0,
vale exactamente —a. En definitiva, el rango de A4 es dos
siempre y cuando a sea distinto de cero; en este caso, el
rango es uno. Sin embargo, tras introducir conveniente-
mente la matriz?, cargar los comandos necesarios?, y pre-
guntar por el rango® de 4, la respuesta de Maple 7 es que
el rango de A vale exactamente dos, sin diferenciar entre
los valores de a.

No puede admitirse como correcto que el rango de A sea
dos para cualquier valor de a. Sin embargo, Maple 7 si cal-
cula perfectamente el determinante? de A4, ya que la res-
puesta proporcionada es —a, y no es capaz de afirmar que
—a sea siempre distinto de cero®,

La explicaciébn a este comportamiento un tanto errdtico
(sabe cudnto vale el determinante de una matriz, sabe
cudndo se anula y que de hecho alguna vez lo hace, pero
no deduce que esto origina diversas situaciones), puede
deberse a que verdaderamente se infiere que el rango es
miximo porque el determinante no se anula ya que el
simbolo ay el simbolo 0 no son lo mismo, al menos desde
el punto de vista tipogrifico. Nosotros somos capaces de
realizar la abstraccién de suponer que el simbolo @ no
representa a la letra a sino a cualquier valor numérico,
tendremos que preguntarnos si lo que para nosotros es tan
habitual puede serlo también para una miquina.

Conclusiones

A la vista de los ejemplos presentados, se puede afirmar
que los sistemas de calculo simbdlico llevan incorporada
una gran cantidad de resultados matemadticos que pueden
ser utilizados para la obtencién de otros méds complejos,
mediante manipulacién simbdlica. Como es razonable, no
disponen de todos los resultados posibles, pero existen
medios para afiadir aquellos que falten.

Para los sistemas de célculo simbélico las propiedades y
relaciones inicialmente conocidas, no llevan aparejada su
demostraciéon. Mis que propiedades que haya que esta-
blecer se trata de axiomas con los que trabajar.

En general, los pasos que hay que seguir para la resolu-
cién de un problema o la realizacién de una demostracion,
tienen que ser indicados por el usuario, no de forma pro-
gramada sino decidiendo —en cada momento y en funcién
de los resultados intermedios— el camino més convenien-
te para seguir. Es muy importante la capacidad del usua-
rio para interpretar correctamente las respuestas del siste-
ma de cilculo simbélico, de tal modo que, alguien que no
tenga unos fundamentos matematicos suficientemente
sblidos, puede verse «engafiado» si acepta sin reflexion
todas las contestaciones que se ofrecen.




En definitiva, el papel de los sistemas de cilculo simboli-
co en el proceso de demostracién se reduce al de una
herramienta de calculo ripida y eficaz que, ademds de
proporcionar resultados concretos, también sirve para
informar sobre el cumplimiento de propiedades interme-
dias que puedan ser de utilidad en el proceso global. Esto
tiene una aplicacién inmediata en todas aquellas demos-
traciones que estdn basadas en el cilculo, pero resulta
insuficiente en otras donde hay que encadenar razona-
mientos abstractos.
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Aplicacion de un modelo de decisién
para clasificar un conjunto de
posibles causas de mal
comportamiento de los estudiantes

en el auvla

Francisco Chiclana Parrilla

El objetivo de este trabajo es
el de presentar una
aplicacién, llevada a cabo
en un centro de ensefianza
secundaria, de un modelo de
decisién disefiado para
situaciones de toma de
decisiones con moltiples
expertos (TDME) con
informacién heterogénea. En
concreto, dicho modelo fue
utilizado para clasificar, de
mayor a menor grado de
influencia, un conjunto de
posibles causas de mal
comporfamiento de los
estudiantes en el aula, de
acuerdo con las opiniones
de un grupo de profesores
de dicho centro.

E PODRIA AFIRMAR que el buen funcionamiento de un
centro de ensefianza depende en gran medida del disefio
de los mecanismos y vias de participacién que se les ofre-
cen a los miembros de la comunidad educativa por parte
de éste. Naturalmente, poco se puede decir de las vias de
participacidn, puesto que éstas vienen reguladas por la
legislacién vigente (LODE, LOGSE, LOPEG y Reales Decre-
tos 82/1996 y 83/1996 bisicamente); sin embargo, es res-
ponsabilidad de los centros educativos el disefiar los meca-
nismos adecuados para que la participacién de todos sea
efectiva y democritica. Y esto es asi, porque de lo contra-
rio las decisiones que pudieran tomarse corren el riesgo de
no ser asumidas y por consiguiente de ser inoperantes.

El que la mayorfa de las personas todavia denominen las
matemdticas como ciencias exactas y las sigan asociando
con el rigor y la eficacia, puede ser aprovechado para con-
seguir una aceptacion, por parte de los diferentes sectores
de la comunidad educativa, en la introduccién de mode-
los matemadticos en los procesos de toma de decisiones, en
el sentido de ser considerado como un mecanismo de par-
ticipacién efectiva y democritica. De hecho, el uso de
modelos de decisién para ayudar a tomar una decision
final es una costumbre cada vez mis extendida en el
mundo empresarial. Estos modelos, cominmente llamados
sistemas soportes de ayuda a la toma de decisiones, mejo-
ran notablemente el rendimiento de la gestién empresarial
(Vincke, 1992).

El objetivo de este trabajo es el de presentar una aplica-
cién de un modelo de decisién disefiado para ser aplica-
do a situaciones de toma de decisiones en las que inter-
vengan un grupo de personas diferentes, que llamaremos
de toma de decisiones con multiples expertos (TDME). En
concreto, dicho modelo fue utilizado para clasificar, de
mayor a menor grado de influencia, un conjunto de posi-
bles causas de mal comportamiento de los estudiantes en




|
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el aula, para lo que se solicitd a un grupo de profesores,
pertenecientes a diferentes departamentos de un instituto
de educacién secundaria (IES), sus opiniones al respecto.
Ni que decir tiene que la informacidn obtenida tras esta
aplicacion es esencial para cualquier centro de ensefianza
que se plantee poner en marcha soluciones para mejorar
tal comportamiento y por consiguiente el clima de convi-
vencia dentro de dicho centro.

Modelo de decisién con multiples
expertos e informacién heterogénea

En un proceso de TDME se distinguen claramente dos eta-

'pas (figura 1): (1) la etapa de identificacioén, que consiste

en la seleccién de alternativas y de criterios apropiados, y
(2) la etapa de elaboraciéon o proceso de resolucién, que
consiste en la seleccién tanto de un método adecuado de
tratamiento, agregacion y explotacidon de la informacién
proporcionada como de un método de mayoria pondera-
da. La primera etapa no es abordada pues, como bien
apuntan Arrow y Raynaud (1989), ésta suele ser una ope-
racién aproximativa, en el sentido de que los conjuntos de
alternativas y criterios son diferentes para cada problema
de TDME, y lo mis frecuente es que sus limites no estén
claramente fijados. La metodologia en este articulo con-
siste pues en suponer dichos conjuntos conocidos,
discretos y finitos. Por consiguiente, en un problema
de TDME se dispone de un conjunto de expertos, E =
{e,,..., e,}l, (m = 2), cada uno de los cuales proporciona
sus preferencias sobre un conjunto de opciones o alterna-
tivas, X = {x,,..., x,}, (n = 2), con el objetivo final de obte-
ner una solucién, que estard compuesta de una o un con-
junto de alternativas, que sea(n) la(s) de mayor aceptacion
por parte de todo el grupo de expertos.

...la mayoria
de los modelos
de seleccion
para problemas
de TDME
propuestos
hasta la fecha
adoptan
la suposicion
de homogeneidad
en la informacion
proporcionada
por los experios...

ETAPA DE IDENTIFICACION

ETAPA DE ELABORACION

En cuanto a la expresién de opiniones,
sefialar que la mayorfa de los modelos
de seleccién para problemas de TDME
propuestos hasta la fecha adoptan la
suposiciéon de homogeneidad en la
informacidén proporcionada por los
expertos, es decir asumen que los
expertos presentan sus preferencias uti-
lizando todos una misma estructura de
representacidon de la informacién. En
este sentido, podemos citar problemas
de TDME en los que la informacién es
presentada en forma de 6rdenes de pre-
ferencia (Tanino, 1984), mediante fun-
ciones (o valores) de utilidad (Seo y
Sakawa, 1985), a través de relaciones de
preferencia multiplicativas (Saaty, 1980)
o difusas (Tanino 1988). Sin embargo,
ésta no es una suposicién realista pues-
to que cada experto tiene sus propias
ideas, actitudes, motivaciones y perso-
nalidad, por lo que es natural pensar
que expertos diferentes proporcionen
sus preferencias de forma distinta.
También es posible que se presenten
situaciones de toma de decisién en las
que los expertos no son capaces de
expresar sus opiniones usando todos la
misma estructura de representacion que
los demds o bien prefieren estructuras
alternativas. Todo esto, nos convence
de la necesidad de asumir que la infor-
macién que se maneja en las situaciones
de TDME sea de naturaleza diversa o
heterogénea, por lo que supondremos

Figura 1. Esquema del Proceso de TDN\E ,
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que cada experto puede expresar sus
preferencias mediante una cualesquiera
de las estructuras de representacion
anteriormente citadas: ordenes de prefe-
rencia, valores de utilidad, relaciones
de preferencia multiplicativas 'y relacio-
nes de preferencia difusas.

Esta suposicién conlleva trabajar en un
marco general de heterogeneidad en la
representacion de las preferencias, abar-
cando y extendiendo los habituales
modelos desarrollados bajo la suposi-
ci6bn de homogeneidad. Ademas, plan-
tea obviamente como primera etapa de
nuestro proceso de resolucion el estu-
dio de la relacién existente entre las
diferentes estructuras de representacion
de preferencias, para de esta forma
poder obtener una representacion uni-
forme que las englobe. De esta forma,
la etapa de elaboracién del proceso de
decision que proponemos para resolver
un problema de TDME con informacion
heterogénea sigue el siguiente esquema
(figura 2).

1. Representacion uniforme de la
informacion. La informacién hete-
rogénea del problema se transfor-
ma, mediante la aplicacién de
diversas funciones de transforma-
cién, en informaciéon homogénea.

2. Aplicacion de un proceso de selec-
cion, mediante el cual se obtiene el
conjunto de alternativa(s) solucién

... UNO
de los elementos
~ basicos
subyacentes
en los procesos
de TDME
es el concepto
de mayoria. ..

ETAPA DE ELABORACION

a partir de las preferencias individuales de cada uno
de los expertos. Los procesos de seleccion clasicos de
TDME a su vez se aplican generalmente en dos fases
(Fodor vy Roubens, 1994):

2.1.

2.2,

Fase de agregacion con la que se transforma un
conjunto de elementos en un Unico elemento
representativo del mismo (Dubois y Koning,
1991). En los problemas de TDME la agregacion
se realiza sobre las preferencias individuales que
los expertos proporcionan sobre el conjunto de
alternativas, de forma que la informacién obteni-
da tras el proceso de agregacion, llamada prefe-
rencia global o de conjunto, sea resumen y refle-
jo de las propiedades contenidas en ellas.

Fase de explotacion o proceso por el que se
transforma la informacién global sobre las alter-
nativas en una ordenacién global de las mismas.
Para ello se utiliza un grado de seleccion de alter-
nativas o funcion que indica el grado de cumpli-
miento de una propiedad que caracteriza a una
alternativa (bien respecto a las opiniones de un
individuo o de un grupo). Las alternativas que
cumplen esa propiedad con mayor intensidad
son las que constituyen el conjunto de alternati-
vas solucién (Herrera, Herrera-Viedma y Verde-
gay, 1995).

Por otro lado, uno de los elementos bisicos subyacentes
en los procesos de TDME es el concepto de mayoria, pues
una solucién ha de ser la(s) opcién(es) de mayor acepta-
cién por parte del grupo, en el sentido de que la mayoria
de sus miembros han de aceptarla. De todos es sabido que
la concepcidn que tenemos de tal concepto de mayoria es
variable segiin las situaciones en la que nos encontremos.
En muchos casos, mayoria significa la mitad mas uno; sin

Expresién
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Funciones de
Transformacién

Ordenes de Preferencia
Funciones de Utilidad

Representacién Uniforme

Relaciones de Preferencia Difusas
Relaciones de Preferencia Multiplicativas
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Figura 2. Etapa de Elaboracién para TDME con Informacién Heterogénea




embargo, en situaciones de gran trascendencia dicha
mayoria requiere un aumento significativo de tal porcen-
taje. Por ejemplo, en la evaluacién final de curso en cual-
quier IES, la decision que el equipo educativo ha de tomar
para que un estudiante promocione de curso requiere del
consenso o unanimidad, es decir todos los profesores del
equipo educativo han de estar de acuerdo con tal deci-
sién. No obstante, «en el supuesto de que este consenso
no fuera posible, esta decision serd adoptada por mayoria
de dos tercios del mencionado equipo» (instrucciones de
21 de abril de 1998, Consejeria de Educacion y Ciencia de
la Junta de Andalucia). Nosotros, en la aplicacién del ante-
tior modelo de decisién proponemos implementar un con-
cepto de mayoria flexible y cercana a la que de ella tene-
mos las personas, la cual suele ser vaga o difusa
(Kacprzyk, 1986), en el sentido de tener distinto significa-
do en diferentes situaciones, tanto en la fase de agregacion
como en la fase de explotacién de la informacién, por lo
que el proceso de seleccion que proponemos aplicar en
los problemas de TDME e informacién heterogénea es el
dado en la figura 3.

PROCESO
DE |
SELECCION

Agregacién
Mayoria Difusa

PREFERENCIAS / PREFERENCIA

Explotacién

N,

INDIVIDUALES GLOBAL

SOLUCION

Figura 3. Proceso de Seleccién para TDME con Informacién Heterogénea

Causas de mal comportamiento
en el aula. Etapa de identificacién

La extension de la obligatoriedad de la ensefianza hasta
los 16 afios en nuestro pais constituye una de las medidas
mds acertadas de la LOGSE, en primer lugar porque es
una medida de igualdad social, pues favorece a aquellos
estudiantes que anteriormente abandonaban los estudios
al finalizar la antigua EGB, y que en su mayorfa provenian
de las clases sociales econémicamente més desfavoreci-
das, pero sobre todo porque en el largo plazo nuestra
sociedad también saldra beneficiada ya que, sin la menor
duda, el nivel cultural de nuestro pais se verd incremen-
tado. Sin embargo, una de las consecuencias que conlle-
va esta medida, y que se ha convertido en uno de los

principales problemas hoy en dia en los
centros educativos no universitarios, y
en mayor medida en los IES, es el del
mal comportamiento de los estudiantes
en el aula. Encontrar las causas de este
mal comportamiento y la influencia que
tienen sobre éste, asi como las posibles
respuestas positivas a las mismas, tiene
gran interés no solo para el colectivo de
profesores y profesoras sino también
para los propios estudiantes, los padres
y madres de éstos, los Departamentos
de Educacién, etc. Nuestro objetivo en
este articulo no es el de proporcionar la
solucién a este problema; nuestro obje-
tivo es el de, una vez diagnosticado un
conjunto de posibles causas del mal
comportamiento, el clasificarlas de
mayor a menor influencia, para de esta
forma priorizar las respuestas que el
centro educativo debe poner en marcha
para tratar de solucionar el problema.

Cohen, Manion y Morrison en (1996)
citan un estudio en el que una muestra
de profesores de diferentes escuelas
secundarias inglesas fueron pregunta-
dos por sus opiniones respecto a las
causas que influyen directamente sobre
el mal comportamiento de los estudian-
tes en el colegio. Entre estas causas fue-
ron citadas:

C

1 Problemas en el hogar.

Falta de interés en la materia o
desinterés en el colegio.

C

2

C, Inestabilidad psicolégica o emocio-
nal del estudiante.,

Ausencia autoestima.
C, Antipatia hacia el profesor.
C¢ Consumo de drogas.

Tomando estas seis causas como el con-
junto de alternativas de nuestro modelo
de decisién, procedimos a presentirse-
las a un grupo de ocho profesores de
distintas especialidades del IES Medite-
rrineo de Estepona (Milaga), nuestro
conjunto de expertos. A este conjunto
de profesores se les solicitd que aporta-
ran sus opiniones acerca de la influen-
cia directa que estas causas tenian en el
mal comportamiento de sus estudiantes

len € aula, para poder obtener una




ordenacién global de las anteriores cau-
sas de mayor a menor influencia en tal
comportamiento, con el objetivo de
poder utilizar esta informacién como
base para un estudio de las posibles
medidas a introducir en el centro y
mejorar el clima de convivencia, que
con tanta rapidez esti siendo deteriora-
do en los ltimos afios. Se prepararon
para este propdsito cuatro cuestiona-
rios, uno para cada estructura diferente
de preferencias. El resto del articulo se
dedica a exponer la etapa de elabora-
cién de nuestro modelo de decisién,
mediante la aplicacién practica del
mismo al problema planteado.

Opiniones de los profesores.
Representaciéon de
preferencias

Los ocho profesores se dividieron en
cuatro grupos de dos, de tal forma que
cada grupo presentaria sus opiniones
mediante una de las cuatro diferentes
estructuras de representacidon de prefe-
rencias. El que trabajemos con estas
estructuras de representacién se debe al
hecho de ser las mas usadas en los tra-
bajos de toma de decisién publicados
en los tltimos afios en revistas interna-
cionales como Fuzzy Sets and System,
IEEE Transactions on Systems, Man and
Cybernetics, European Journal of Ope-
rational Research, etc.

Ordenes de preferencia

En este caso, un experto proporciona
sus preferencias sobre un conjunto de
alternativas mediante la ordenacién de
las mismas, de acuerdo con su punto de
vista, de mejor a peor. En nuestro caso,
a dos de los profesores se les presentd
la anterior lista de seis posibles causas
de mal comportamiento junto con el
escrito  siguiente: «Usando tu propia
experiencia en la prictica de la ense-
flanza, expresa tu opinidn, asociando
un nimero de 1 (la més influyente) a 6
(la menos influyente) a cada una de las
posibles causas que influyen en el mal
comportamiento de los estudiantes en el

...con el objetivo
de poder
utilizar
esta informacion
como base para
un estudio
de las posibles
medidas
a introducir
en el centro
y mejorar el clima
de convivencia,
que con tanta
rapidez
estd siendo
deteriorvado
en los tltimos
anos.

aula». Las respuestas que dieron estos dos profesores, e, y
e, fueron:

e: 0'=12,1,3,6, 4,5
e, O° =11, 3,4, 2, 6, 5}

Seglin esto, las ordenaciones de las causas para cada uno
de los dos profesores son {C,, C,, C,, G, G, Gty {C, C,
Gy G, G, G, lo que significa que las que ejercen mayor
influencia en el comportamiento incorrecto de los estu-
diantes en el aula son la falta de interés en la materia o
desinterés en el colegio (C,) para el primer profesor y los
problemas en el hogar (C) para el segundo profesor, y las
de menor influencia la ausencia de autoestima (C) y la
antipatia hacia el profesor (&), respectivamente.

Valores de utilidad

Un experto proporciona sus preferencias a través de un
conjunto de valores de utilidad cuando asocia a cada alter-
nativa un valor entre 0 y 1 que representa el grado de cum-
plimiento de su punto de vista por parte de dicha alterna-
tiva, de tal forma que a mayor valor asociado mejor satis-
face dicha alternativa el objetivo del experto. En nuestro
caso, se les present6 el siguiente escrito a otros dos profe-
sores, €y e «Usando tu propia experiencia en la prictica
de la ensefianza, expresa tu opinion, asociando un nime-
ro de 0 (influencia nula) a 10 (influencia absoluta o total)
a cada una de las posibles causas que influyen en el mal
comportamiento de los estudiantes en el aula». Los valores
proporcionados fueron, una vez divididos por 10:

e; P =1{0,3; 0,2; 0,8; 0,6; 0,4; 0,1}

e U =1{0,3; 0,9, 0,4; 0,2; 0,7; 0,5}

Relaciones de preferencia multiplicativas

En este caso, junto con el siguiente, las preferencias se
obtienen mediante la comparacién de las alternativas dos
a dos, de tal forma que a cada par de alternativas (x, x)
se le asocia un valor a,; con el significado siguiente: «La
alternativa x, es a; veces preferida a la alternativa xp. Los
valores asi proporcionados se recogen en una matriz o
relacién de preferencia, A = (a,), que asumimos verifica la
siguiente condicién de reciprocidad multiplicativa: a;d;=1;
a,>0 V i, j. Ademis, es habitual tomar como rango para
los elementos de la matriz A el intervalo cerrado [1/9, 9],
y en particular, siguiendo las indicaciones de Saaty (1980,

1994), la siguiente escala de valores:

a;=1 las alternativas x,y x; son igual de importan-

tes (ID.
a;=3 laalternativa x, es més importante que x,(MD.
a;=5 la alternativa x; es bastante mds importante

que x;, (BMD.




a,=7 la alternativa x; es muchisimo m4s importan-

te que x, (MMD). )

a;=9 laalternativa x, es absolutamente m4s impor-
tante que x, (AMD.

Valores int. Por ejemplo, entre I y MI, podriamos locali-

zar AMI, algo mds importante, en cuyo caso

asociarfamos el valor a, = 2.

Utilizando la anterior escala se le present6 un cuestionario
a dos profesores, para que opinaran al respecto sobre la
razbn de intensidad de la influencia en el mal comporta-
miento de una causa sobre otra. Las relaciones de prefe-
rencia multiplicativas que proporcionaron fueron:

1 1/2 1/3 4 305
2 1 1/3 1/4 4 6

45 o 3 3 -1 7 6 9
> 1/74 4 1/7 1 1/2 3
1/3 1/4 1/6 2 1 4

1/5 1/6 1/9 1/3 1/4 1

1 1/51/41/2 3 1/6

s 1 2 4 6 1/3
c |4 172 1 3 s 4
=l o 1413 1 3 6
1/3 1/6 1/5 1/3 1 8
6 3 1/41/6 1/8 1

Relaciones de preferencia difusas

En este caso a cada par de alternativas Cx, xj) se le aso-
cia un valor b, € [0, 1] que representa el grado de prefe-
rencia de la alternativa x, sobre la alternativa X, Los valo-
res asi proporcionados se recogen en una matriz o rela-
cién de preferencia, P = (pg.), que asumimos verifica la
siguiente condicién de reciprocidad aditiva: byt py=1,
V i, j. Usando la terminologia de conjuntos difusos P es
un subconjunto difuso del conjunto X x X, por lo que a
una relacion de este tipo se le denomina relacién de pre-
ferencia difusa (Tanino, 1988).

Como en el caso anterior, se propuso un cuestionario a
los dos profesores restantes del grupo, utilizando en este
caso los valores (0,5; 0,6; 0,75; 0,9; 1) para (I, MI, BMI,
MMI, AMD); asi como la posibilidad de proporcionar jui-
cios de compromiso entre estos pares de valores. Las rela-
ciones de preferencia difusas proporcionadas fueron:

(0,5 0,55 0,45 0,25 0,7 0,3 \
045 0,5 0,7 0,8 0,4 0,8
0,55 0,3 0,5 065 0,7 0,6
e P’ =
0,75 0,15 0,35 0,5 0,95 0,6
03 06 0,3 005 05 0,85
07 02 04 04 015 0,5

e,

De las cuatro
estructuras
de representacion
de preferencia
anteriores,
las relaciones
de preferencia
difusas
constituyen
la estructura
mds usada
) estudiada
en la literatura
para modelar
las opiniones
de los expertos
sobre un conjunto
de alternativas
en los problemas
de toma
de decision. ..

(P8 =

(0,5 07 0,75 0,95 0,6 0,85
03 05 05 08 04 0065
0,25 0,45 0,5 0,7 0,6 0,45
0,05 0,2 0,3 05 0,8 04
04 06 04 015 0,5 0,75
015 0,35 0,55 0,6 0,25 0,5

Proceso de resoluciéon

El proceso de resolucién del modelo de
decisién que aplicamos consta de una
primera fase consistente en la obtencién
de una representacién uniforme de las
preferencias y una segunda fase, o pro-
ceso de seleccién, con la que obtener la
solucién final del problema de TDME.

Representacion Uniforme
de las preferencias

De las cuatro estructuras de representa-
cién de preferencia anteriores, las rela-
ciones de preferencia difusas constituyen
la estructura més usada y estudiada en la
literatura para modelar las opiniones de
los expertos sobre un conjunto de alter-
nativas en los problemas de toma de
decisién, pero sobre todo para agregar
las preferencias de éstos (Kitanik, 1993).
Necesitamos, por tanto, un mecanismo
para unificar las cuatro estructuras de
representacién de preferencias. Este
mecanismo de transformacion permitira
obtener una relacién de preferencia difu-
sa individual para cada uno de los exper-
tos. En (Chiclana, 2000) hemos estudiado
las funciones de transformacién de érde-
nes de preferencia, funciones de utilidad
y relaciones de preferencia multiplicati-
vas en relaciones de preferencia difusas.
Este estudio puede resumirse en los tres
siguientes resultados:

Ordenes de preferencia y Relaciones de
Dreferencia difusas

Siendo O = [o4(D),..., oK1} un orden
de preferencia sobre un conjunto de
alternativas, X = Ix,..., %), el grado de
preferencia de la alternativa X, sobre la
alternativa x; es

.pgj=

Sh + ot (= 04(0) = H{ok (- ot ()]

on F una funcién creciente»,




Aplicando la funcién anterior con (05 01 036 0,69 0,16 0,26\
F(ok(j)—o'e(z))=l 0* (-0t () 0,9 05 084 095 0,62 0,76
2 a1 pi_|064 016 05 08 025 039
a los 6rdenes de preferencia de los pro- . las 0,31 0,05 02 05 0,08 014
fesores e, v e, obtenemos las siguien- manz'festacioneg 0,84 0,38 0,75 0,92 0,5 0,66
tes relaciones de preferencia difusas: mds naturales 0,74 0,24 0,61 0,86 0,34 0,5
(0,5 0,4 0,6 0,9 0,7 0,8) de tal mayoria Relaciones de preferencia multiplicativas y Relaciones de
06 05 07 1 08 0,9 difusa preferencia difusas
e 04 0,3 0,5 0,8 0,6 07 son los llamados Sea A* = (a}) una relacién de preferencia multiplicativa
01 0 02 05 03 04 cuantificadores sobre un conjunto de alternativas, X = {x,,..., x,}. La rela-
0,3 0,2 0,4 0,7 0,5 0,6 ling (isticos cién de preferencia difusa, P* = (pij’e), asociada con A4* se
02 01 03 06 04 0 ) obtiene mediante la aplicacion de la transformacion
) ) 73 ) s ,S d
quSOS siguiente
(0,5 0,7 0,8 0,6 1 0,9 como por ejemplo 1
koo - =
0,3 05 06 04 08 07 bastantes, by = g(“ﬁ') - 2(1”% “‘3)
0,2 0,4 05 0,3 07 0,6 «asi todos»
PZ = ) 4 . . s :
04 0,6 07 0,5 0,9 0,8 anuchos mds Las relaciones de preferencia difusas asociadas a las rela-
0 02 03 01 05 04 ) ciones de preferencia multiplicativas de los profesores e,
YT e que la mitad, ¥ e, son:
01 03 04 0,2 06 0,5 6
etc.
lores de utilidad i p 0,5 0,34 0,25 0,82 0,75 0,87
}ze‘:f; ;;;:Z;S“ Y Relaciones de pre- 0,66 0,5 0,25 0,18 0,82 0,91
s _|075 075 05 094 0,91 1
Para cada conjunto de valores de utili- P o= 018 0.82 006 0.5 034 075
k - k ]é’ _ i ) ) ’ ) y
dad, U* = (uf,..., uf), sobre un con 0.25 018 0,00 0,66 0,5 0,82
junto de alternativas, X = (x,,..., %}, ’
dados sobre la base de una escala posi- 0,13 0,09 0 0,25 018 0,5
tiva de razén, el grado de preferencia
de la alternativa x, sobre x; es: 05 013 018 0,34 0,75 0,09
0,87 0,5 0,66 0,82 0,91 0,25
" 0,82 0,34 0,5 0,75 0,87 0,82
Dt uly 0,0) P =l066 018 025 05 075 0,91
PE = s(uf)+ sCu) ) ) ) ) , )
ij 1 . e kY= (0.0 0,25 0,09 0,13 0,25 0,5 0,97
5 st (uf, uf)=00,0) 0,91 0,75 0,18 0,09 0,03 0,5

donde s: [0, 1] = R* es una funcién cre-

ciente y continua, verificando s(0) = 0. Proceso de seleccién. Mayoria difusa

Las relaciones de preferencia difusas
que obtenemos aplicando la funcién
anterior con s(u* = (14 a los conjun-
tos de valores de utilidad de los profe-
sores e, y ¢, son:

Ya hemos mencionamos que el concepto de mayoria es un
concepto variable, en el sentido de ser distinto para dis-
tintas situaciones, por lo que se hace necesaria la adopcion
de una concepcion de mayoria mas flexible y cercana a la

que de ella tenemos las personas, es decir, un concepto de

mayoria que se ha dado en llamar mayoria difusa.
(0,5 0,69 0,12 0,2 0,36 0,9 )

0,31 0,5 0,06 0,1 02 0,8
0,88 0,94 0,5 0,64 0,8 0,98

Es facil ver que las manifestaciones mds naturales de tal
mayoria difusa son los llamados cuantificadores lingtifsti-

P3 = cos difusos como por ejemplo «bastantes», «asi todos,
0,8 09 0,3 05 069 0,97 «muchos mas que la mitad», etc. (Zadeh, 1983). Sin embar-
0,64 0,8 0,2 0,31 0,5 0,9 go, los métodos formales convencionales no son adecua-
01 0,2 0,02 0,03 0,06 0,5 dos para representarlos, pues en éstos suelen considerar-

se tan solo dos cuantificadores, que son «al menos uno» y




¢odos», por lo que en afios recientes han sido propuestos
calculos de proposiciones cuantificadas lingtisticamente
basados en légica difusa (Yager, 1991). Estos calculos han
sido aplicados para introducir una mayoria difusa, repre-
sentada por un cuantificador lingiifstico difuso, en los
modelos de toma de decisiones en grupo (Kacprzyk,
Fedrizzi y Nurmi, 1992).

Zadeh distinguié entre dos tipos de cuantificadores lin-
guistico, absolutos y proporcionales o relativos. Los prime-
ros se utilizan para representar cantidades que son abso-
lutas en naturaleza tales como por ejemplo aproximada-
mente 5, mas de 5 o menos de 5, y estan relacionados con
el concepto de nimero de elementos. Los cuantificadores
proporcionales se utilizan para representar expresiones
lingtiisticas, como por ejemplo, al menos la mitad o la
mayor parte. Cualquier cuantificador del lenguaje natural
puede ser representado como un cuantificador proporcio-
nal o, supuesto conocida la cantidad de elementos en con-
sideracién, como un cuantificador absoluto. Funcional-
mente, un cuantificador lingtistico puede ser de tres tipos,
creciente, decreciente o unimodal. En el caso de un cuan-
tificador relativo creciente la funcién de pertenencia mis
simple que se emplea para representarlo es:

Cualquier
cuantificador
del lenguage
natural
Dpuede ser
representado como
un cuantificador
proporcional
o0, supuesto
conocida
la cantidad
de elementos
en consideracion,

0 si Osr<a como
- / ficad
o = si a<r<b un cuantificador
1w beret absoluto.
En la siguiente figura se muestran tres ejemplos de cuantifi-
cadores linglifsticos relativos crecientes donde los pardmetros
(a, ) son (0;0,5), (0,3; 0,8 y (0,5; D respectivamente.
J A A
1 1 1
0 0,5 1 0 0,3 0,8 1 0,5 1

«Al menos la mitad» «La mayor parte de»

«la mayor cantidad posible»

Figura 4. Cuantificadores lingiisticos relativos crecientes

En nuestro ejemplo, utilizando los cuantificadores lingtiis-
ticos difusos da mayor parte de» y da mayor cantidad
posible», para implementar el concepto de mayoria difu-
sa, tenemos respectivamente:

0 si 0=7r<0,3 0
AN =12r-0,6 si 0,3=r<0,8 y Q(7)={2r_1
1 si 0,8<r=sl

si 0=7r<0,5
st 0,5=srsl

Agregacion

En esta fase se obtiene una relacién de
preferencia difusa colectiva P°¢ = @)
mediante la agregaciéon de todas las
relaciones de preferencia difusas indivi-
duales {P,..., P™}, de tal forma que
cada valor by E [0, 1], V 4, j, represente
la preferencia de la alternativa x; sobre
la alternativa X, para una mayoria de los
expertos. Para ello, se define (Chiclana,
2000):

25 = ® o Py, )

siendo @, una funcién u operador, que
llamamos de agregacion, en cuya defi-
nicion se implementa el concepto de
mayorfa difusa mediante el cuantifica-
dor lingtiistico Q.

Segtin Bonissone y Decker (1986), exis-
ten tres clases bésicas de operaciones
de agregacién: conjuntivas, disyuntivas
y promedios. Para las dos primeras for-
mas de agregacién se utilizan t-normas
y t-conormas respectivamente, mientras
que para la tercera se utilizan los lla-
mados operadores de promedio. Un
ejemplo de estos Gltimos lo constituyen
los operadores de promedio ordenados
ponderados que se definen como com-
binaciones lineales convexas de cada
uno de los elementos a agregar, los
cuales previamente se ordenan de
mayor a menor. Estos operadores, lla-
mados operadores OWA (abreviaturas
del inglés ordered weighted averaging)
fueron propuestos por Yager (1988) y
constituyen una transiciébn continua
entre el operador minimo y miximo.
Mediante la aplicacién de este tipo de
operadores, la expresiéon de by se redu-
ce a

pp=2 ( Dips-- ’pff) 2% qu

siendo (g;,...,q," el conjunto de valo-
res (pl.},,.., U) ordenados de mayor a
menor, y (..., w) un vector de pari-

metros o pesos verificando w, €01y

n
E wy =1
i=1




El problema que presentan este tipo de
operadores es el del calculo de los para-
metros de la citada combinacién lineal
convexa. Yager en (1994) proporciond
un procedimiento para el cilculo de
estos parimetros haciendo uso del
cuantificador lingtiistico difuso que
representa el concepto de mayoria difu-
sa que se desea implementar en el pro-
ceso de seleccion de alternativas. En el
caso de un cuantificador linglistico rela-
tivo creciente Q, viene dado por la
ecuacion:

w, = Q( k) - Q(k_l) L kh=1..,m

m m

En nuestro ejemplo, para agregar las
ocho relaciones de preferencia difusas
individuales, si utilizamos el cuantifica-
dor lingtiistico difuso da mayor parte
de», obtenemos como vector de pesos
0; 0; 0,15; 0,25; 0,25; 0,25; 0,1; 0), y
como relacion de preferencia difusa
colectiva:

sobre la «mayorfa» del resto de alternativas para una
«nayorfa» de los expertos (Chiclana, 2000). En esta defini-
cibn, el concepto de mayoria difusa que se implementa a
través de Q no tiene porqué coincidir con el utilizado en
Por otro lado, la
definicién de este grado de dominancia permite asociar a

la fase de agregacién de preferencias.

cada alternativa un valor que se utilizard para producir una
clasificacion final de las mismas. Finalmente, el conjunto
solucion X, constard de las alternativas con maximo
grado de dominancia.

En nuestro ejemplo concreto, aplicando el proceso de
explotacién a la relacién de preferencia difusa colectiva,
utilizando el cuantificador lingtiistico difuso Ja mayor can-
tidad posible» y el correspondiente operador de agrega-
ciébn OWA con vector de pesos (0, 0, 0, 1/3, 1/3, 1/3),
obtenemos los siguientes valores de dominancia:

gl aglaglcalalec

QGDD, | 0,44 | 0,52 | 0,46 | 0,27 | 0,29 | 0,22

Estos valores representan la dominancia que cada alter-
nativa tiene sobre Ja mayor cantidad posible» de las alter-
nativas para Ja mayor parte de» los profesores. Clara-
mente, la causa que mayor influencia tiene en el com-

(0,5 044 0,37 0,56 0,65 0,64) portamiento incorrecto de un estudiante en el instituto,
0,47 0,5 0,58 0,65 0,62 0,75 para este grupo de profesores, es la falta de interés en la
. 10,54 036 0,5 071 0,68 0, 64 materia o desinterés general en el colegio (C,), mientras
pe= 0,33 0,23 0,26 0,5 06 0,6 que el orden colectivo de causas de mayor a menor
0,3 03 027 0,29 0,5 0,75 influencia en el mal comportamiento de los estudiantes es

0,24 022 0,29 0,31 02 0,5 G, G, G, G, G, G, es decir:

donde el valor D¢ = 0,75 indica que,
para la mayor parte de estos ocho pro-
fesores, la causa C, ejerce una influen-
cia muchisimo mayor en el comporta-
miento incorrecto de los estudiantes de
lo que lo hace la causa C, mientras que
el valor p,§ = 0,54 indica que los grados
de influencia de las causas C; y C; son
similares para la mayor parte de los
profesores, aunque ligeramente mayor
el asociado a la causa G,

Explotacion. Grado de dominancia

El valor by puede considerarse o inter-
pretarse como un valor de dominancia
de la alternativa x, sobre la alternativa
X, para una mayorfa de los expertos,
en cuyo caso el valor QGDD, = @ Q( 1;53
J=1,...,mse interpretaria como el grado
de dominancia que Ia alternativa x;tiene

En la resolucion
de un problema
de TDME
con diferentes
estructuras
de representacion
de preferencias
se ha de trabajar
con informacion
no homogénea. ..

Falta de interés en la materia o desinterés en el colegio.
Inestabilidad psicoldgica o emocional del estudiante.
Problemas en el hogar.

Antipatia hacia el profesor.

Ausencia autoestima.

O 000900

Consumo de drogas.

Conclusiones

En la resolucién de un problema de TDME con diferentes
estructuras de representacion de preferencias se ha de tra-
bajar con informacién no homogénea y se han de aplicar

procesos de seleccién de alternativas adecuados y adap-
tables a situaciones diversas. En este articulo, hemos pre-
sentado un ejemplo de la aplicacién de un modelo de
decision aplicable a estos problemas de TDME, el cual se
basa en las relaciones de preferencia difusas, como
estructura de representacion base para uniformar las dife-
rentes estructuras con las que se trabaja, y en el concep-




to de mayoria difusa, lo que permite adaptar dicho mode-
lo a diferentes situaciones de toma de decisiones. Dicho
efemplo pone de manifiesto el potencial de aplicabilidad
del modelo de decisién utilizado.
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Laberintos con alambre
(estructuras topolégico-métricas)

Pablo Flores Martinez

Parece aceptado que los
materiales manipulativos
facilitan el aprendizaje de
aspectos geométricos y
mejoran la percepcién
espacial. Un aspecto
interesante de esta
percepcién es identfificar los
huecos y cierres que
aparecen en una figura o en
una estructura de las que se
encuentran en la vida
cotidiana. En este articulo se
presentan estructuras en
alambre con nudos
aparentes, que tienen una
finalidad lidica, pero que
pueden utilizarse en la
ensefianza para facilitar la
percepcién de huecos y
rellenos en el espacio. El
estudio de los laberintos en
alambre estd relacionado
con la teoria de nudos,
aunque su textura le obliga a
tomar en consideracién
aspectos métricos. Aqui
presentamos algunos
laberintos, los clasificamos y
hacemos consideraciones
didécticas sobre los mismos.

CTUALMENTE estin proliferando materiales didacticos
para la ensefianza de las matemdticas. Se nos han hecho
familiares los rompecabezas de teselaciones, como el
Tangram, los pentominds, etc., asi como el cubo soma y
sus variantes para la ensefianza de la geometria. Gracias a
estos materiales se pueden introducir en clase, de manera
Iadica e instructiva, actividades que facilitan la percepciéon
del espacio (con los materiales que exigen el manejo de
formas y su relacién con la teselacién) y el establecimien-
to de relaciones métricas de comparacién directa, como la
de superficies y longitudes (con el Tangram, pentominds
y similares). Uno de los aspectos mds interesantes de la
ensefianza de la geometia es la percepcién de los huecos
y clerres que aparecen en una figura o en una estructura
de las que se encuentran en la vida cotidiana. Va difun-
diéndose el estudio matematico de nudos y redes (Adams,
1994; Coriat y otros, 1989; Gardner, 1956; Pagano, 1987,
2000; Stewart, 1994, 1996, 1998, 2000), asi como el trata-
miento por grafos de estos temas (Stewart, 1975).

En este articulo abordamos «udos en alambre», es decir,
estructuras en alambre que presentan nudos aparentes, y
que tienen una finalidad Iadica, pero que pueden utilizar-
se en la ensefianza para facilitar la percepcién de huecos
y rellenos en el espacio. El estudio de los laberintos en
alambre afectan de manera directa a la topologia, aunque
su textura le obliga a tomar en consideracién aspectos
métricos y de estudios de formas rigidas, que se saldria de
esta rama de las matematicas.

Quiero presentar unos rompecabezas muy antiguos. John
Rausch, en su pagina web, sitda en 1911 su difusién en
conjuntos de puzzles, pero su origen es anterior. Mi aficién
proviene de una caja de juegos de mis abuelos —principio
de siglo—, llamada Laberintin; de ahi el llamarlos laberin-
tos en alambre. Aunque no estdn muy difundidos, atn
siguen de actualidad, y el motivo de traerlos a colacién es




la posibilidad de utilizacién en clase de matematicas para
favorecer la percepcion de aspectos topoldgicos y métri-
cos de figuras. Se trata de laberintos de alambre, figuras
que se pueden encontrar en algunos vendedores ambu-
lantes, generalmente fabricantes de los mismos, o que han
llegado a comercializarse en tiendas especializadas, y que

pueden adoptar formas variadas y estéticas, ademds de
incluir estructuras ingeniosas que encierran «alsos nudos».

Laberintos de alambre

Un laberinto es un camino tortuoso en el que a veces es
facil perder el camino sin un guia (Santarcangeli, 1984).
Una forma de encontrar la salida es hacer una representa-
cién del mismo (dibujar un laberinto equivalente mas sim-
ple), en el que aparezcan los caminos, las puertas que cie-
rran, etc. Transformar un laberinto en otro equivalente es
hacer una transformacién topoldgica del mismo. La topo-
logia es el estudio de aquellas propiedades de los objetos
geométricos que permanecen inalteradas por transforma-
ciones continuas (en ellas no estd permitido ni desgarrar
ni romper). Propiedades topologicas son el nimero de
agujeros y niimero de aristas (Stewart, 1975).

Con alambres es posible hacer laberintos tridimensionales,
representar situaciones basadas en problemas reales, o
elaborar pasatiempos para mejorar la visién espacial.
Desde hace mucho tiempo existen esos laberintos, aunque
su difusién no siempre ha sido facil. Vamos a presentar
algunos modelos de estos laberintos con alambres, y vere-
mos su interés matemitico. Estos modelos consisten en
estructuras realizadas en alambre rigido, o con cierta elas-
ticidad, en los que aparecen al menos dos piezas, la que
llamaremos soporte o pieza fija (que en las figuras apare-
ce en negro), y la pieza a extraer (que aparecerd en gris).
En algunos casos estas piezas son iguales, como en el
famoso laberinto consistente en dos clavos torcidos que
estan enlazados (figura 1.

Figura 1. Clavos enlazados

En otros casos, las figuras son distintas, como en el cldsi-
co laberinto de la figura 2, en el que la pieza a extraer (en
el dibujo, en gris) suele adoptar muchas formas, pero que
en este caso adopta la de un ovoide.

O
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Con alambres
es posible bacer
laberintos
tridimensionales,
representar
situaciones
basadas
en problemas
reales,

o elaborar
pasatiempos
para mejorar
la vision
espacial.

Figura 2

Como puede verse en la figura 1, las
estructuras de alambre tienen medidas
relativas fijas, en este caso, la abertura
que tienen los bucles que forman cada
clavo es inferior en su punto méis proxi-
mo al didmetro del clavo, lo que impide
que puedan separarse por simple colo-
cacién del clavo sobre el hueco que deja
el otro. En la figura 2, el ovoide tiene que
caber, al menos en su extremo, por la
anilla de la figura fija, y la porcion que
pasa a través tiene que tener una longi-
tud que permita que la anilla de la barra
pase por su interior. Por ello, y a dife-
rencia de los nudos con cuerdas (ver los
articulos divulgativos de Stewart sobre
nudos en Investigacion y Ciencid), los
laberintos con alambre introducen aspec-
tos que no son estrictamente topologi-
cos, sino métricos. Entre estos laberintos
con alambre, aparecen algunos que com-
binan alambre y cuerda, los cuales encie-
rran unas posibilidades mixtas, y no los
abordaremos en este articulo.

En los laberintos con alambre interesa
observar su estructura topolégica (aguje-
ros, aristas, situacion relativa de ellas,
etc.), pero también sus medidas (figuras
que caben, dimensiones relativas, etc.).

Por ejemplo, en la figura 1 se trata de dos
anillos abiertos, con lo que su estructura
topoldgica es trivialmente la de dos seg-
mentos, enlazados por un falso nudo. Si
permanecen unidas las dos piezas es
debido a su rigidez, v a que la medida
del hueco de un clavo no permite salir
directamente al otro.

En la figura 2, la pieza fija es un anillo

abierto, formado por dos piezas. La pieza

aza a la recta con sus dos ani-
) estd abierta por ellas (tiene por




tanto dos agujeros). La pieza recta tiene
la misma estructura topoldgica, pero ade-

. mi4s estd enlazada con la anterior al apa-

recer su segmento entre los agujeros de
la otra. No puede salir de la curva por
tener unas anillas que no caben por las
que lo abrazan. Si convirtiéramos estas
piezas fijas en cuerdas, aparecerfa un
falso nudo, ya que al poder cambiar el
tamafno de las anillas de la pieza recta,
saldrian sin problemas por las anillas de
la pieza curva, dejando libre a la pieza
mévil, que si que es una pieza cerrada.

O =0

Figura 3. Pieza curva, equivalente

topolégicamente a la pieza recta

 Laberintos de alambre
en clase de matematicas

En clase de matematicas se pueden uti-
lizar los laberintos de alambre para
~ favorecer la captacién de la estructura
topolégica de una pieza, pero también
para hacer que los alumnos se ejerciten
en destrezas de estimacion y busqueda
de estrategias para extraer unas piezas
de otras. Este proceso de captacion de
estructuras se realiza ademds, a partir de
procesos de ensayo y error, de bisque-
da de movimientos posibles, de imagi-
nacién de variaciones, etc., lo que hace
que el proceso de resolucién de un
laberinto (resolucién de un verdadero
problema) sea un ensayo para la capta-
cibn de estrategias de actuacién en
otros menesteres.

Con el manejo de laberintos de alambre
podemos favorecer la percepcién topold-
gica (Carlaville y otros, 1994), y entrar en
contacto con la teorfa de nudos como
campo matemdtico poco conocido (Pa-
gano 2000; Rousseau, 2000). Siguiendo
las posibilidades educativas de esta teoria
(Pagano, 1987 y 2000), proponemos que
se realicen actividades para que los alum-
nos lleguen a ejercitarse en estrategias
como:

En clase
de matemdticas

se pueden utilizar

los laberintos
de alambre
para favorecer
la captacion
de la estructura
tfopologica
de una pieza,
pero también
para hacer
que los alummnos
Se ejerciten
en destrezas
de estimacion
y bisqueda
de estrategias
para extraer
unas piezas
de otras.

a)
b)

9]

Estudiar la estructura, los movimientos y sus efectos.

Buscar criterios para establecer equivalencias entre
estructuras, tales como las basadas en:

— La estrategia de resolucion.
— Los movimientos posibles.

— Los cambios que hacen que varie la dificultad de
resoluciéon del laberinto.

— La forma de las figuras que aparecen, etc.
— Y, el orden de conexion topologica

Por ejemplo, es interesante ver la equivalencia de
laberintos como el de la figura 2 y el siguiente, de la
figura 4, aunque en este Gltimo s6lo hay una compo-
nente en la pieza fija (gris en la figura).

Afrontarlo como resolucion de problemas, relaciona-
dos con situaciones reales, como el que aparece cuan-
do tenemos que transportar un mueble y no sabemos
si, y como, cabrd por un pasillo o por una puerta
(figura 5), cuando tenemos que extraer una pieza de
un entramado (una reja, por ejemplo, figura 6), o

Figura 4.
Laberinto equivalente
a la figura 2

Figura 5.
sCabe el sofé

por la puerta?

Figura 6: 3Todo lo que entra sale?
2Cémo sacar una pieza de una estructura
en la que ha quedado atrapada?
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cuando tenemos que atar algo de manera que no
quede nada suelto, como cuando queremos amarrar
una bicicleta sin que quede suelta ninguna pieza de
las que son extraibles (figura 7).

Figura 7: 3Cémo amarrar la bicicleta con una
cadena para que no se puedan llevar ni las
ruedas, ni el sillin, efc.?

D Y. anticipar la solucion sin manipular (representa-
cioén mental icOnica, movimientos, aristas'y agujeros)

Se trata entonces de que en clase se propongan actividades
de manipulacién de laberintos de alambre, tratando de
resolverlos, probando, buscando movimientos posibles, cla-
sificindolos, etc., pero ademds yendo un poco mis lejos,
procurando que se haga una representacion fisica y mental
de las figuras, y se llegue a comprender su estructura.

Equivalencia de estructuras
segun la forma de resolucién

Vamos a presentar algunos laberintos de alambre, y para
ello hemos adoptado como criterio de agrupacion la forma
en que se resuelven, Hemos destacado seis grupos. El pri-
mero (figura 8, Grupo A) estd representado por el de la
figura 2, y, en todos ellos, la solucién se obtiene interca-
lando la pieza mévil por la (o las) anilla(s) de alguna de
las partes de la pieza fija, y tratando de enlazar con la
movil la parte de la fija que queda fuera de la anilla. El

proceso puede ser muy complejo, como
se puede observar al ver algunos verda-
deros laberintos. Los mas actuales han
comenzado a emplear anillas sueltas
para separar partes de la pieza fija, pero
el principio es el mismo.

Una generalizacién del anterior es el
grupo B (figura 9), formado por labe-
rintos que estin formados por varias
piezas fijas semejantes, formando una
figura en escala Estas escalas pueden
ser bidimensionales, si todos los escalo-
nes estdn en el mismo plano, o tridi-
mensionales, si algunos escalones son
perpendiculares entre si. Su resolucién
es similar a la del grupo A, pero hay
que elaborar un algoritmo que permita
el avance de la pieza movil a lo largo
de la escala.
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Figura 9. Grupo B: miltiples
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Figura 8. Grupo A: simples

Figura 10. Grupo C: muelles

El grupo C (figura 10) estd formado por
laberintos- en ‘los que predomina la
orientacion de espiras. El més represen-
tativo es el muelle, que acepta dos nive-
les, aquel en el que la anilla estd enla-
zada a una vuelta, y el que estd enlaza-

; do.a mis de una vuelta. 1a resolucién
‘ k;de_es,tos laberintos consiste en buscar la
| orientacion de Ia espira que permita el




avance de la anilla (o de la pieza méviD),

. pasindose a veces, para ello, en la elas-

ticidad del alambre.

~ El grupo D (figura 11) estd formado por

 laberintos de material rigido, tales como
el de la figura 1. De hecho, hay muchas
variaciones de los clavos enlazados, tal
como puede observarse. En todos ellos
hay que buscar la forma de combinar
los huecos que aparecen en ambas pie-
zas, tratando de que la suma de las
aberturas permita obtener la dimensién
suficiente para separar ambas piezas. El
grado de dificultad varfa, segin el tipo
de transformaciones que haya que
hacer antes de afrontar las dos abertu-
ras. Unos laberintos, especialmente lla-
mativos de este grupo, son los formados
por figuras que tienen una ligera dife-
rencia de longitud en sus brazos, lo que
hace que no se aprecie a primera vista,

.y, junto con la necesidad de hacer movi-

mientos de torsién no plana, le dan
mucha dificultad.

==

Figura 11. Grupo D: figuras rigidas

El grupo E (figura 12) estd formado por
aquellos laberintos que presentan una
anilla abrazada a la parte més estrecha
de dos piezas, generalmente iguales,
unidas por anillas. El mds conocido es el
«ocho tumbado». En todos ellos la anilla
sale por medio de una torsion en las
piezas simétricas, que dejan la anilla
suelta.

Figura 12. Grupo E: anilla abrazada

Figura 13. Grupo F: figuras escamoteables

El grupo F (figura 13) lo componen los laberintos en los
que la anilla estd obstaculizada por una pieza grande, que
se puede mover sobre la fija (generalmente aparece enlaza-
da a ella), y la pieza fija estd formada, como en el grupo E,
por varias piezas que permiten doblarse una sobre otra. Las
mis conocida son la «doble W» y la «doble cruz». En todas
ellas, se trata de llevar la anilla a un extremo en el que se
pueda doblar la pieza fija, y hacerla recorrer una pieza que
ha quedado abierta al doblarse. Una variacion de este grupo
estd constituido por aquellos laberintos en los que la anilla
estid abrazada y atrapada por una pieza que puede esca-
motearse en algln pasaje de la pieza fija. El ejemplo mas
conocido es la «balanza». Para resolverlo hay que buscar el
lugar en el que se puede escamotear la pieza que impide el
paso de la anilla, tratando de que pase a través de ella.

Una derivacion de este grupo es el grupo G (figura 14),
constituido por los laberintos en los que la pieza que
soporta la anilla mévil puede salvarse por medio de una
articulacion de la pieza fija El ejemplo més clisico es la
romana. Para resolverlo hay que buscar que la pieza que
soporta a la anilla abrace alguna parte de la pieza fija, y
deje pasar la anilla a través de la pieza que la soporta.

7L

Figura 14. Grupo G: piezas enlazables

Como el interés del articulo es la iniciacién en el trata-
miento de estos laberintos, hemos elegido laberintos tipi-
cos —y su clasificacién es relativamente buena (exhaustiva
y excluyente)—, pero los autores de los nudos suelen esta-
blecer una combinatoria de formas de resolucién, lo que
hace que algunos laberintos sean mixtos, es decir, presen-
tan dificultades y hay que realizar estrategias de resolucién
de dos o mis de las categorias establecidas. En nuestra cla-
sificacién, los hemos asociado a la categoria mds compli-
cada, entendiendo que las otras son adornos para ampliar
el repertorio.




Conclusiones

Como se puede observar, la mayoria de los laberintos que
presentamos son fdciles de replicar, con un buen alambre,
y tratando de que tengan un tamafio adecuado al mate-
rial. Es recomendable copiarios en papel e intentar repe-
tivios en alambre. En tiendas especializadas (y algin ven-
dedor ambulante) se encuentran otros modelos. Reco-
mendamos comprar especialmente los laberintos rigidos
(grupo D), que son los mas complicados de realizar por
uno mismo.

En las siguientes paginas web se pueden encontrar diver-

sidad de modelos para copiar, aunque muchas de ellas

estdn destinadas a su venta por correspondencia, y en

algunas se incluye informacién respecto a los nombres y

cualidades. En general, se incluye una clasificacién del

grado de dificultad de resolucién.

° <www.puzzles.ca/index.html>, estd en inglés, es la
mas completa en cuanto a variedad y ntmero de
puzzles. Cada uno se presenta con una ficha, en la
que se indica las dimensiones, la dificultad y algunas
referencias, asi como los nombres.

* <www.arabesk.nl/index.html>, es una pagina holan-
desa con puzzles tipo D, muy artisticos, para su venta.
Tiene una buena coleccién de puzzles en madera.

* <www johnrausch.com/PuzleWordl/index.html>, es
una pégina particular estadounidense, editada por
John Rausch, coleccionista y gran interesado en ellos,
por lo que indica los lugares de produccién mds
conocidos y sus origenes.

* <www.geocities.com/CapeCanaveral/Hall/3964/, es la
pagina de Javier Santos, por lo que estd en espafiol,
presentando algunos puzzles con comentarios.

°  <www.geocities.com/CapeCanaveral/Hangar/4795/>.

° <www.hlavolamv.cz>, pigina checa en elaboracién,
prometiendo texto en inglés y aleman, pero sélo pre-
sentando la checa, atin con pocos laberintos, presenta
algunos originales checos.

* www.cs.ubc.ca/spider/scharein>, pigina americana
sobre nudos.

La mayoria de estas paginas me las ha suministrado Carlos
Montoya, compafiero argentino, quien a partir de una visi-
ta a un mercado ha montado una experiencia extraescolar
para estudiar estos laberintos (Montoya y Gémez, 2001).
Para ello ha realizado un cuidadoso proceso de estudio de
las variables que entran en juego, hasta llegar a presentar
el lenguaje matematico como una herramienta que permi-
te avanzar en su estudio. La comunicacién presentada con
el profesor mexicano Guillermo Gémez hace un anilisis
de la estructura matemdtica de los laberintos (especial-
mente los del grupo A), que supone un gran avance en el
tratamiento de estos rompecabezas particulares. Desde
aqui quiero agradecer sus importantes aportes, y reco-

... introducir
los laberintos
en clase
para estimular
la percepcion
espacial,
p;fopomendo
que los alummnos
manipulen
los laberintos
como materiales
lidicos,
los clasifiquen,
traten de incluir
nuevos laberintos
en las clases
definidas
de antemano,

representen
SUS eStructuras,
realicen
laberintos
con alambre,
inventen
otros nuevos,
elc.

mendar la consulta de su articulo para
profundizar en la relacién de los labe-
rintos con la teorfa matemitica de
nudos,

La experiencia de Carlos Montoya nos
muestra que es posible utilizar los
laberintos de alambre en clase de
matematicas —de la misma forma que
propone Pagano (1987 y 2000) con los
nudos—, planteando verdaderos pro-
blemas, y asumiendo los pasos y estra-
tegias para ello. Sin llegar a estos tra-
bajos de investigacién tan elaborados,
desde este articulo animamos a intro-
ducir los laberintos en clase para esti-
mular la percepcion espacial, propo-
niendo que los alumnos manipulen los
laberintos como materiales ladicos, los
clasifiquen, traten de incluir nuevos
laberintos en las clases definidas de
antemano, representen sus estructuras,
realicen laberintos con alambre, inven-
ten otros nuevos, etc. Para realizar
estas actividades, el alumno tiene que
llegar a interiorizar la estructura espa-
cial del laberinto, con lo que estare-
mos colaborando a generar estrategias
de relacién con el espacio (Guzmin,
1984). Se pueden sugerir clasificacio-
nes inspiradas en las clasificaciones
matemdticas de los nudos (Pagano,
2000; Rousseau, 2000), como el nime-
ro de cruces, el indice de los puentes
o el género del nudo. Nosotros hemos
empleado una actividad basada en el
uso de laberintos para los futuros psi-
copedagogos (Oliveras y otros, 1996),
tratando de mostrar una estrategia de
ensefianza basada en la resolucién de
problemas y de analizar las teorias del
aprendizaje matematico implicito en
ellas.

Esperamos que este articulo estimule el
empleo de estos materiales, y lleguen a
ser de utilidad en la ensefianza de las
matematicas.

Como coleccionista de estos laberintos e
interesado en'su empleo en la ensefian-
za, estoy abierto a todas las sugerencias
de aquellos que compartan el interés
por este tipo de material, asi como de

los aficionados que estén dispuestos a
intercambiar experiencias y modelos.
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CONVOCATORIA DEL CARGO DE DIRECTOR/A
DE LA REVISTA SUMA DE LA FESPM

Los Estatutos de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Mate-
mdticas (FESPM) establecen, en su arficulo 11, los cargos unipersonales, entre los cuales se
contemplan las secretarias de drea. En el arficulo 7 del Reglamento de la FESPM se especi-
fican las dreas de trabajo para las que se elegirén Secretarios/as, que son las de Publi-
caciones, Revista, Prensa, Relaciones Internacionales y Actividades.

La Junta de Gobierno de la FESPM, en la reunién celebrada en Madrid el dia 5 de
octubre de 2002, ha decidido convocar el cargo de Director/a de la Revista SUMA en los
siguientes términos:

Podrd presentar su candidatura a Director de la Revista SUMA cualquier socio/a de
una Sociedad Federada, con un afio de antigiedad al menos. La solicitud, dirigida al
Presidente de la FESPM, deberd ir acompafada de la siguiente documentacion:

* Certificado en el que conste que es socio activo de una Sociedad Federada, y
su antigiiedad.

® Un Proyecto en el que se exponga su linea de trabaijo.

® Una relacién nominal del Consejo de Redaccién que propone para la realiza-
cién de la Revista.

® Un presupuesto econémico de ingresos y gastos para el primer afio de funcio-
namiento.

Las candidaturas podran presentarse de cualquiera de las formas siguientes, tenien-
do en cuenta los plazos que en cada caso se sefalan:

A) Por correo postal, hasta el 25 de enero de 2003, dirigido a:
SR. PRESIDENTE DE LA FESPM ik ENE R
Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemdticas P. Sénchez Ciruelo
ICE Universidad de Zaragoza
C/ Pedro Cerbuna, 12. 50009 Zaragoza
B) Por correo electrénico hasta el 31 de enero de 2003. En tal caso el mensaije se
dirigird a:
fvillarroya@able.es
La Junta de Gobierno de la FESPM elegiré al Director/a de la Revista SUMA entre

los candidatos/as presentados/as, oido previamente al Secretario General, en su reunién

del dia 8 de febrero de 2003.

Madrid, a 5 de octubre de 2002

José Luis Alvarez Garcia

Secretario General d




Unas propiedades elementales
de las cénicas y el trapecio

Juan-Bosco Romero Marquez

En este arficulo se presentan
algunos resultados
elementales que relacionan
las conicas regulares y las
cénicas con cenfro con el
trapecio.

La clave de esta relacién
consiste en que si dibujamos
un segmento paralelo que
pase por el punto en que se
cortan las dos diagonales del
trapecio, la longitud de ese
segmento es la media
arménica de las longitudes
de las bases.
También se demostrarén
ofros resultados que estdn
relacionados con la
interpretacion de la media
via el trapecio y su relacién
con ciertas propiedades de
las cénicas regulares a fravés
de sus cuerdas focales.

N ESTE TRABAJO se presentard una recopilacion de resul-
tados elementales ya conocidos sobre algunos temas de
Algebra y Geometria relacionados con las medias, el tra-
pecio y las conicas.

Ademds, en este articulo se dan dos nuevas «caracteriza-
ciones» elementales de las cénicas, con centro o no. El pri-
mer resultado se enuncia como sigue:

Sea una cénica C (Figura 5) de focos Fy F'y centro O. Para cada
punto arbifrario P de la misma denotemos por t,y np, las rectas tan-
gente y normal en ese punto. Denotemos también por d; = dfF; £),
d, = |F", 1), las distancias de los focos de la cénica a la tangente t.

Sea R el punto de interseccién de la recta n, con el eje real de la
cbnica. Entonces d = d(P, R}, la distancia entre los dos puntos indi-
cados, es la media arménica de d; y d,.

Fl segundo resultado es vilido para una cénica regular, y
reza como sigue:

Sea C una cénica regular de foco Fy directriz asociada D. To-
mamos la cuerda focal AB que pasa por el foco F, determinada
por los puntos A y B arbitrarios (Figura 6). Trazamos las proyec-
ciones ortogonales |, Fy J de los puntos A, Fy B, respectivamen-
te, sobre la directriz D. Sean X, Yy Z los puntos interseccion de
las diagonales de los trapecios AIKF, BFKJ, y AUB. Entonces se
verifica que la distancia FK es la media arménica de las distan-
cias Aly BJ.

(Es la propiedad anterior una nueva caracterizacién de las
conicas a través del trapecio rectdngulo, equivalente a cual-
quier otra caracterizacion de las mismas? Es decir, jes cier-
to el teorema reciproco? Esta cuestion la dejamos abierta
para la investigacion de cardcter elemental en el aula.

Se dardn también otros resultados ya conocidos sobre las
conicas, pero expuestos de la forma mas elegante y breve
posible. Dichos resultados, no utilizados frecuentemente,
aparecen en los libros citados en la extensa bibliografia
que se inserta al final.




Conceptos y resultados previos

En algunas de las demostraciones que siguen se utilizarin
coordenadas cartesianas, mientras que en otras se maneja-
ran coordenadas polares. La utilizacién de unas u otras
dependera de la simetria y de la sencillez con la que se
pueda probar el resultado.

Puede decirse que las cénicas o curvas de segundo grado
estan ligadas, en muchas de sus propiedades geométricas
que las caracterizan, al trapecio rectangulo, como se vers
en algunos de los resultados, cuyas demostraciones apa-
recen como ejemplos.

Como muchas de las propiedades de las cénicas se descri-
ben mediante haces de cuaternas armonicas, puede decir-
se que las conicas son curvas arménicas. Ver Hadamard
(1988), Eves (1969), Deltheil y Caire (1989) y Lebossé y
Heémery (1997).

Se supone en todo lo que sigue que se conoce la geome-
tria euclidea plana elemental, tanto desde el punto vista
meétrico sintético, como afin, asi como el manejo de coor-
denadas cartesianas y polares. También se puede utilizar
el lenguaje de los nGmeros complejos.

El trapecio y las cénicas

En primer lugar se dard un resultado que permitird en lo
sucesivo utilizar el trapecio, en particular el trapecio isOs-
celes o el rectangulo, para construir por medio de los infi-
nitos segmentos paralelos a sus bases todas las medias de
dos ntimeros reales positivos.

Veamos en la siguiente cuestién, planteada y resuelta por
M&bius, como aparece la figura del trapecio. En cierto sen-
tido y de una forma mias general, tenemos que en el cil-
culo baricéntrico desarrollado por Mobius, (“Der barycen-
trische Calcul”, (1827)) la figura del trapecio puede servir
para obtener las medias ponderadas de dos segmentos g
¥ b, a través del resultado elemental en el que aparece el
trapecio (Fauvel, Flood y Wilson, 1993):

Dado un segmento de recta AB, dos rectas paralelas /'y m que pasan
por Ay B respectivamente, y dos coeficientes a y b, (Figura 1):

a) Existen los puntos A’ sobre /'y B sobre m tales que:

aAA’+ bBB' =0
b} Para el punto P, que resuelve a), tomado sobre AB de manera que:
AP/PB = a/b

existen a su vez, los puntos A” sobre 'y B” sobre m, para los que
se verifica que:

aAA” + b BB” = (a + b} PP

La indicacién para probar el apartado 2) de este resultado,
(Figura 1), consiste en ver que los tridngulos PAA’ y PBB’
son semejantes. La demostracion de b) se sigue de a), al
elegir los puntos A”,B” y P” de modo que A’A” = B'B” =
PP”, y después operar adecuadamente.,

Figura 1

...se dard
un resultado
que permitivd
en lo sucesivo
utilizar el trapecio,
en particular
el trapecio isosceles
o el rectangulo,
bara construir
por medio de
los infinitos
segmentos
Dparalelos
a sus bases
todas las medias
de dos niimeros
reales positivos.

s

Las medias: sus propiedades
Y representaciones
geométricas via el trapecio

Sean a'y b nimeros reales positivos y
dado otro ntmero real 7 llamamos
media r-ésima al ntimero real definido
como sigue:

r r
m, =m,(a,b) = l;/a—;—b—

Las propiedades mis importantes son
las siguientes:

i) m=0

iy m{a, b} = m(b, a) (simétrica)

iiiym (ta, tb) = t m,(a, b) (homogénea)

ivim_es una funcién creciente y continua-
mente diferenciable de la variable real r

que transforma biyectivamente el interva-
lo abierto (a, b} en (q, b). Esto es:

r<simplica que m, < m,
Mas aln, tenemos:

a<m<b

Para mas detalles ver Beckenbach y
Bellman (1961), Bullen y otros (1988),
Nelsen (19939 y Mitrinovic (1989).

Una consecuencia del resultado anterior,
obtenida aplicando ‘el teorema de los
valores: intermedios; dice Io siguiente:

Si c es un nimero redl tal qQuea<c<b,
existe un dnico r tal que m_= mla, b) = c.

Veamos. un' caso particular, pero impor-
tan| interesante, con respuesta afir-
. para las medias armoénica, geo-
netrica, aritmetica y cuadratica,




 En primer lugar vamos a probar que
todas las medias de dos nlmeros reales
positivos —las longitudes de sus bases—
se pueden interpretar geométricamente
mediante un segmento apropiado para-
lelo a ellas.

Teorema 1

Sea ABCD un trapecio con bases a = ABy
b = CD. Sea O el punto de interseccién de
sus diagonales. Se cumple que:

a) La media aritmética de a-y b estd repre-
sentada por el segmento GH paralela
media a las bases del trapecio.

b) La media geométrica estd representada
por el segmento KL paralelo a las bases
y situado de tal manera que los trapecios
ABLK y KLDC sean semejantes.

¢) la media arménica estd representada
por el segmento EF paralelo a las bases
que pasa por el punto O.

d) La media cuadrdtica estd representada
por el segmento de recta MN paralelo a
las bases que divide al trapecio ABCD
en dos trapecios de la misma drea.

A lo largo de la demostracién se hard
referencia a la figura 2:

>

B
\F
Kf —\ |

\H

W/ AW

a) Se traza la paralela media a las bases
del trapecio GH. Una diagonal del tra-
pecio la dividird en dos segmentos, uno
de longitud a/2, y el otro de longitud
b/2. Y de aqui GH= (a + b)/2.

b) Si los trapecios ABLK y KLDC son
semejantes, entonces:

4B
KL

=£=Klz
CD

...vamos a probar

que todas
las medias
de dos niimeros
reales positivos
—las longitudes
de sus bases—
se pueden
interpretar
geométricamente
mediante
un segmento
apropiado
paralelo a ellas.

b \D Figura 2

=AB-CD =KL =+ab

Figura 3

¢) Probemos primero que EO = OF. Todos los pares de
tridngulos que se compararan son semejantes ya que estin
en la posicidén de Thales: tienen un dngulo comin en un
vértice, y en ese vértice, los lados del mayor son las pro-
longaciones del otro, y un lado paralelo.

En efecto:
AOAE = AACD = £o = o4 [1]
CD AD
AOBF = ABCD = OF = oB [2]
c¢D  BC
Dividiendo [1] y 2] miembro a miembro se obtiene:
EO _OA-BC
OF OB-AD

Por otra parte, se tiene que:

AOAB=~AOCD = 24 _ 0D _ 04+ OD _ 4D
0B~ oc oB+roc BC

Ahora, sustituyendo [4] en [3], llegamos a que: EO = OF

Vamos a probar ahora el resultado. En efecto:

AAEOwAAGD=>£=£=M=1_££ (5]
CD AC AC AC
ACEO =~ AdBC = £€ . E9 (61
AC AB
De (5] y [6] tenemos:
EO _,_EC _,_EO EO.(L,LL)_l
CcD AC AB AB CD
y por lo tanto:
EO=MD_=“_’I7=1;3
AB+CD a+b 2

de donde EF = 2 EO = b.

Probemos ahora el reciproco de este teorema para el caso
del trapecio rectingulo utilizando las coordenadas carte-
sianas:

Sea ABCD un frapecio. Supongamos que EH es un segmento
paralelo a las bases AB'y CD, y que su longitud es la media
arménica de las longitudes de las bases. Entonces las diagonales
del trapecio AD 'y BC se cortan en el punto medio de EH.

A0, o) B(b, o)
E(0, B) Flv, B)
clo, 0) Dfa, O}
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Vamos a hacer la demostracién para el caso del trapecio
rectangulo, dejando como ejercicio el caso general.

En efecto, elegimos sin pérdida de generalidad un sistema
de referencia cartesiano de tal manera que todos los pun-
tos que intervienen tengan coordenadas positivas, Asi,
tenemos que las coordenadas de los vértices del trapecio
son, 40, o), B(b, @), X0, 0), a, O, KO, By Ky, B, con

AB=b CD=ay EH =y = 290 [7]
a+b

Ahora bien, como los puntos B, Fy D estin en la misma
recta se obtiene, al sustituir [7], con a distinto de b, que:
ao ( 26 1) __aa
b-al\a+b a+b
Por otra parte las ecuaciones de las rectas determinadas
por las diagonales del trapecio vienen dadas por:

a
ﬁ—m()’—a)=

) a
’BC'J"Z”’

Resolviendo el sistema lineal anterior tenemos que el pun-
to O de la interseccion de las diagonales del trapecio es:

a
Tt Y= —;(x—a)

ab  ao a
O| ——,———| €r_. cuya ecuacién es: 8 = a
(cz+b a+b) o Y A a+b

Es obvio que O es el punto medio del segmento EH, ya
que dicho punto medio viene dado por:

E+F=(O,/3)+(y,ﬁ)=(l ﬂ)=( ab &za)=0
2 2 2’ a+b a+b

que era lo que se querfa demostrar.

El lector puede tratar de demostrar que:

En las mismas condiciones del frapecio anterior, si denotamos por
X, Z, Y los puntos de interseccién de las diagonales de cada uno
de los trapecios siguientes:. ABEF, ABCD, EFCD, entoces dichos
puntos X, Z, Y estén en una recta.

Este resultado no es otra cosa que una formulacién del
Teorema de Pappus.

Si I'es el punto de interseccién de los lados del trapecio y O es
el punto donde se cortan sus diagonales, entonces la recta 1O es
mediana de los triangulos /AB e ICD,

Es decir, el segmento que pasa por I'y Odivide a los lados
ABy CD en su punto medio. Esto es, los segmentos IQ e
IP son medianas de los triangulos 4B e ICD, respectiva-
mente (Figura 2).

d Sea = MN, llamamos x e Y, a las alturas de los trape-
cios con igual 4rea en que se divide el trapecio ABCD, de
manera que x + y es su altura. Entonces, al indicar que las
areas de los trapecios asi construidos son la mitad del drea
del trapecio dado, tenemos que:

r+ta . _a

+b r+b
2 4 (e + 9, 2

Las ecuaciones anteriores se pueden tratar como un siste-

Y= %ﬁ(oﬁy);

ma lineal en las incégnitas x e Y. Este sistema tendra solu-

cion Gnica precisamente cuando:

Vamos
a profundizar
todavia mds
sobre la media
armonica,
interpretada
como la longitud
de un segmento
paralelo
a las bases
de un trapecio
¥ que pasa
por el punto
de interseccion
de las diagonales
del mismo,
con el objeto
de ligar
a esta figura
con muchas
de las propiedades
intrinsecas
de las conicas
regulares.

a? + b?

2
de aqui que rsea la media cuadritica de
ay b.

r? =

El siguiente resultado se obtiene por
cdlculo algebraico directo o por el
método geométrico basado en el teore-
ma anterior.

Desigualdad entre las medias arménica,
9
geométrica, aritmética y cuadrética:

SiO < a<b, entonces se verifica que:

2ab
a+b

a+b a? + b2
<— < /—= <}b
2 2

Vamos a profundizar todavia mas sobre
la media arménica, interpretada como la
longitud de un segmento paralelo a las
bases de un trapecio y que pasa por el
punto de interseccion de las diagonales
del mismo, con el objeto de ligar a.esta
figura con ‘muchas de las propiedades
intrinsecas de las cénicas regulares.

a< <+ab <

Teorema 2 -

Dado el trapecio rectangulo ABCD, de
bases AD = a'y CB = b, siendo CD el lado
perpendicular a las bases. Sea el segmento
EF = c media arménica de ay by sean los
puntos M, y N, respectivamente, las pro-
yecciones ortogonales de F sobre ADy CB.
Entonces, para nimeros reales convenien-
fes d, ey f, las siguientes propiedades son
equivalentes:
i} Sip=AFyq=FB, entonces:

m,lp, q) = dm_] (a, b);
i) Si x = AM e y = NB, entonces:

m—I(X/ Y) =€ m—](a/ b)r
iii)Si u = FMy v = FN, entonces:

m_{u, V) = Fm_(a, b).

a A x M

Figura 4




Los siguientes pasos son s6lo un esque-
ma de la demostracién (Figura 4):

1) Como:
x=EF-AD=c-a= 2ab -a=
a+b
_ab-a* alb-a)
T oa+b a+b ’
2ab
=BC-EF=b-c=b- =
Y ¢ a+b

b2 -ab bb-a)
a+b a+b
Por cociente entre ambas expresiones

obtenemos:

[}

NN

x
¥y
2) En las construcciones realizadas en la
figura 4 tenemos que los tridngulos AFM

y BEN son rectingulos y semejantes, ya |

que tienen un 4angulo opuesto por el
vértice igual. Y de aqui, por el teorema
de Thales, podemos escribir:

£2_2_2_2 s
73" v b [8]
3) Si desdoblamos las igualdades ante-

riores como sigue, y se definen los na-
meros d, ey fde la forma siguiente:

a-4. b, a_b ,_ a_b
P g Y u v

tenemos después de breves cilculos

que son reversibles y, usando de nuevo

la igualdad [8], para el reciproco, que se

verifican D y iD.

Ademas, por las definiciones dadas:
rd=ze=wf=c

Esta tltima relacién nos define a su vez,
los nmeros # zy w, medias armonicas
de las cantidades indicadas en D, iD y
i), respectivamente.

Los siguientes enunciados pueden pro-
barse como sencillos problemas:

Salvo la media aritmética, la media armé-
nica es la Gnica media de a'y b que verifi-
ca esta propiedad.

Las siguientes afirmaciones sobre una para-
lela a las bases de un trapecio son equiva-
lentes:

1) el punto donde se corfan las diagonales,
divide a esta paralela en dos partes
iguales;

2) la longitud de ese segmento es la media
arménica de las longitudes de las bases.

Figura 5

Resultados

En esta seccidén se demostrardn los resultados citados en la
introduccidn, ya conocidos sobre las conicas.

Sea C una cénica con ceniro y de focos Fy F'y sean t,y n, las
rectas tangente y normal,- respectivamente, de un punto P arbi-
trario de la cénica C. Si R es el punto donde la normal n, corta
al eje real de la cénica, entonces la distancia entre Py R es la
media arménica de las distancias de focos a la tangente #,.

La demostracion la haremos en el caso de la elipse. Para
la hipérbola se seguird un proceso similar (Figura 5).

n

D'

Tomamos como sistema de coordenadas cartesiano el for-
mado por los ejes de simetrfa de la conica. De esta forma
las coordenadas de los focos son F'(~¢, 0), y F(c, 0), y el
centro de la coénica esti en el origen de coordenadas.
También, podemos suponer por simetrfa, para manejar las
distancias entre punto y recta sin los valores absolutos,
que el punto P(7 s) de la cénica pertenece al primer cua-
drante, es decir, #> 0y s> 0.

Denotemos por E la elipse de ecuacién:

2 2
x
— +__y2 =1, cona?=>5b%+¢?
a b
Sean 1,y n, las rectas tangente y normal en P(7, §) cuyas
ecuaciones son respectivamente:
2
xr ¥ a’s
= Np:y=§=—(x-7)
at  br 7 £ b2r
Si R el punto de interseccién de la normal 7, con el eje
real de la cénica, de su ecuacidn se tiene:

c*r
o5
Denotemos ahora por d = d(Z, B) la distancia de Pa R, por
d, = d(F 1 la distancia del foco F a la tangente ¢, y por
d, = d(F’, t) la distancia del foco F’a la tangente Z,. Sean
r, =d(P, By r, = d(P, F) los radio-vectores de F, un punto
arbitrario de la conica.

Ip




Calculemos, ahora, d, d, y dy;:

2
cir ) ,  Nr?bt 4+ s2g4 K
4§ =2 T2 7

d =d(P,R) = (—Z——r
a

2 .
, a2 —cr

d, =d(F,t,)=b

2
dz =d(F',tP) - bzu

K
(donde K =+r2b% +s2a*)
Esto es vilido para la elipse y la hipérbola. Teniendo en
cuenta que P(s; ) es un punto de una cbnica con centro,
al sustituir el punto en la ecuacién analitica de cada una
de ellas, después de operar y simplificar obtenemos para
ambas conicas:
K2 =br? +ats? = bir? +a2a’s? =
=b*(rc—a*)X(rc +a?) = a’birr, >0

donde 7, = d(P,B y r,=d(P, F*) son los radios-vectores del
punto P. Una vez miés efectuando los cilculos por separa-
do que son necesarios llegamos a:

2152
2d,d, =2b%; d, +d, = z“]?
luego:
2dd,  2p? —ﬁ—d
d, +d, 2a2b2 a?
K

con lo que el teorema queda demostrado.

Podemos dar, una vez mds, una nueva interpretacién geo-
métrica del latus rectum de una conica, utilizando este
teorema como sigue: Para los pares de los vértices, 4, A’y
B, B’de la conica se tiene que:

d=d(0, B)=d(0,B)=d(0, 1) = d, = d, = b, por lo que
el resultado es obvio.

Sin embargo, para los puntos A y A’ la recta normal en
ellos coincide con el eje real de la conica y, por lo tanto,
hay infinitos puntos de corte; el cilculo de d en esos pun-
tos se obtiene por el paso al limite como sigue:

Si el punto X tiende al punto 4, la abcisa x tiende a la
abcisa a, por tanto d = ¥*/a = p, (pardmetro focal de la
conica, que es por definicién, la mitad del latus rectum o
longitud de la cuerda focal determinada por un foco).

Se deja al lector la demostracion del siguiente resultado.
Para ello puede usarse el segundo de los teoremas que
daremos a continuacion y luego plantear, resolver y dis-
cutir el problema correspondiente de lugares geométricos:

El punto de corfe de las diagonales del trapecio F'H'FH formado
por los focos de la cénica y las proyecciones ortogonales res-
pectivas de éstos sobre la tangente 1, es el punto medio del seg-
mento PR. El lugar geometrico de estos puntos medios es una
cbnica con centro.

Vamos a ver dos nuevas caracterizaciones de todas las co-
nicas regulares a través de la media armoénica, y que se pro-

baran utilizando las coordenadas polares,
ya que en estos dos casos es el método
de demostracién mds simple y directo.

Si Ay B son dos puntos cualesquiera de
una seccidn cénica que determinan la cuer-
da AB que pasa por el foco de la cénica,
la expresién:
1 )
L
AF  BF

es constante.

Tomamos coordenadas polares para ex-
presar la ecuacion de la cbnica, donde
el foco F coincide con el polo v el eje
polar se toma como el eje principal que
contiene a ese foco (Figura 6).

Y
Alpy 8\ |
Pa X
i
Y K
F [e) F X
P A
J
"/m e+n)
D’ B D)
Figura 6

Podemos dar,
una vez mas,
una nueva
interpretacion
geomeétrica
del latus rectum
de una conica. ..

z N

Con estas hipdtesis la ecuacion polar de
todas las coénicas regulares —elipse,
hipérbola y pardbola—, es comtn y
viene dada, para un punto P(p, ) arbi-
trario de la conica, por la expresion:

N
" 1+ecosf
donde p es el pardmetro focal o distancia
del foco Fa su directriz correspondiente
D,y e es la excentricidad de la cénica.

Sea AB una cuerda arbitraria que pasa
por el foco F. Las coordenadas polares de
sus extremos son A(p,, 0 y B(p,, 6 +m).
Tenemos que:
b

Pa = 1 ecose
_ b _ p

l+ecos(8+m) 1-ecosh
Y de aqui obtenemos:

Ps

Py

p




De la expresién anterior deducimos que
es constante —la media arménica—y, por
lo tanto, no depende la cuerda elegida.
Obsérvese que una vez mas tenemos
una nueva interpretacién del pardmetro
p de una conica a través de las cuerdas
focales como la media arménica de los
segmentos AFy FB.

Sea C una cbnica regular con foco Fy
directriz D, y sea AB una cuerda focal
determinada por los dos puntos arbitrarios
A'y B. Denotemos por /, K, J los puntos que
se obtienen por proyeccién ortogonal de
los puntos A, Fy B, respectivamente, sobre
D. Entonces la longitud del segmento FK es
la media arménica de las longitudes de los
segmentos Al'y BJ.

Se procederd como anteriormente, pero
lo haremos, por ejemplo, para el caso
de la elipse (Figura 6).

Si A(p,, &y B(p,, 6 +m) son las coorde-
nadas de los extremos de la cuerda focal
tenemos, por el resultado anterior, que:
o oatmet b
c c c
Ahora bien, teniendo en cuenta la expre-
sibn del parametro p de una cénica, po-
demos escribir las siguientes férmulas:

En la figura 8 se da un ejemplo de un haz de cénicas,
correspondiente a la ecuacién:

2P+ ka?~8x=0

donde k es un nimero real arbitrario.

Y

Figura 8 ’
pacosf ab?
a+cosf  cla+ccosB)

ab?

b? b?
Bl= NK= FK-=FN=—-p,c080 = — -
c
2 2
Al = MK:b—+ch059 =5b~+ pacosd
c a—cosf

De todas las relaciones anteriores tene-
mos que:

1 1
=
BI A
_c(a+ccost) . c(a-ccosf)
ab? ab?
_2ac _ 2
b? FK

lo que demuestra el resultado. Esto es,
una vez mis FK es la media armdnica
de BI'y AJ.

Un problema interesante que dejamos
como ejercicio es el siguiente:

Dada una cénica regular C, y una cual-
quiera de sus cuerdas focales, entonces el
punto de interseccién de las dos diagonales
del trapecio limitado por la cuerda, las pro-
yecciones de sus extremos sobre la direciriz
asociada al foco y la propia directriz es
siempre un punto sifuado en el eje mayor y
que equidista del foco y de su directriz aso-
ciada (Figura 7).

" c(a—ccos@)

.. Mos referiremos
lambién
a la version
de las comicas
segun
Apolonio.

Del estudio de este haz de conicas se obtiene lo siguiente:
e Si k=0, se tiene la pardbola 2)? = 8x.
e Si kes no nulo, se tiene que:

—si &> 0 una elipse;

—si k< 0 una hipérbola.

e Sik>0y—0,las elipses se alargan y se aproximan
a una paribola.

e Si k<0 y— 0 las hipérbolas de la derecha se aproxi-
man a la pardbola, y las ramas de la izquierda se ale-
jan hasta el infinito.

Ecuacién comun de las tres cénicas

Hay distintas ecuaciones comunes de las tres conicas. En
este apartado expondremos algunas y nos referiremos
también a la version de las conicas segin Apolonio.

Se puede demostrar que elipse, hipérbola y pardbola se pue-
den representar por una Unica ecuacién, tomando para ello
como origen de coordenadas el vértice de la curva, como eje
de abcisas el que pasa por ese punto dirigido hacia el senti-
do de la concavidad de la curva, y el de ordenadas la recta
tangente en el vértice. De aqui, por un paso al limite ade-
cuado, se probari a su vez que la parabola es el caso limite
comun de la elipse y de la hipérbola (Quinet, 1996).

Se procede de la manera que sigue:
1. Se toma la ecuacion candnica de una conica con centro.

2. Se hace una traslacién de ejes llevando el origen al
punto A(a, 0). Llamando Xe Ya las coordenadas con
relacion a los nuevos ejes AX y AY, tendremos:




x=X- a, Y=y (elipse),
x=X+aq, Y = y (hipérbola),
x=X, Y = y (parabola).

3. Operando se llega a la ecuacién comin para las tres
conicas:

V2=2pX+ rX

donde p = ¥’/ (parametro de la conica) y r= +#/a? y
donde si # > 0 es hipérbola, si = 0 es parabola y si
7< 0 (elipse) y reciprocamente. (Para el caso de la pari-
bola, y* = 2px, mediante la transformacién identidad,
X=X, y=Yse transforma en la pardbola ¥? = 2pX).

4. Utilizando esta ecuacién comtn es facil ver que si en
una elipse o en una hipérbola uno de los vértices per-
manece fijo y el otro se aleja hasta el infinito, se obtie-
ne una paribola:

Y% =2pX

En efecto, hallemos a partir de la ecuacién comtin las
abcisas de los dos vértices anulando Y

20X+ rX? = X2p+ X) =0

de donde X = 0 (primer veértice, origen), X = —2p/r
(segundo vértice).

Para que el segundo vértice tienda hacia el infinito es
necesario que, siendo p y 7 variables, 7 tienda a cero
(con p no nulo). En este caso, la ecuacién de la céni-
ca se reduce a Y2 = 2pX, que es una parabola,

De forma similar se puede ver, tanto para la elipse como
para la hipérbola, que si el eje mayor aumenta indefinida-
mente permaneciendo fijos uno de sus focos y el vértice
proximo a éste, ambas cénicas en el limite tienden hacia
una paribola,

Para ello se procede como antes, llegando para la elipse,
por ejemplo, a la ecuacién:

2
»2 =(p_§7).(2x_x72) (elipse)
2
y2 = (127 _ p) (%2 . 2x) (hipérbola)

donde b2 = :(pcz _%2)

para la elipse e hipérbola, respectivamente.

Vemos, por lo tanto, que si el foco F’se aleja indefinida-
mente, a tiende a infinito, resultando en ambos casos que:

¥ =2px

que es la ecuacién de una parabola.

Las cénicas segiun Apolonio

Sea AB el eje de la seccién conica, con vértice en 4. Desde
cualquier punto de la cénica bajamos la perpendicular PQ

...Se puede vey,
tanto para
la elipse como
para la bipérbola,
que si el eje mayor
aumenta
indefinidamente
bermaneciendo
fijos uno de
sus focos
y el vértice
Dproximo a éste,
ambas conicas
en el limite
tienden bhacia
una parabola.

r

que Apolonio llama una ordenada. Le-
vantamos el segmento AR perpendicular
a ABy tal que la longitud de AR es igual
al latus recto de la cénica (El latus recto
es la longitud de la cuerda que es per-
pendicular al eje y pasa a través del
foco. Apolonio da una definicién dife-
rente pero equivalente). Trazamos antes,
sobre 4R (o prolongado), el segmento
AS de tal manera que:

AQ-AS = (PQY? 91
Apolonio prueba que:
a) AS< AR para una elipse:
b) AS= AR para una paribola,
©) AS> AR para una hipérbola.

Si denotamos el latus recto AR por 4p, y
ponemos x = AQ, ¥ = PQ, entonces [9]
se convierte A4S = 3%/x, y los tres casos
anteriores se escriben como:

J? < 4px para la elipse
J* = 4px para la pardbola,
¥ > 4px para la hipérbola.

En efecto, la elipse e hipérbola tienen
como ecuaciones:

2
2 =4px_4px

2
»? =4px+4%

respectivamente, donde d es el didme-
tro. La pardbola se obtiene como caso
limite de ambas cénicas cuando hace-
mos ¢ — o (Salmon, 1929; Field y Gary,
1987, Boyer, 1956; Katz, 1998; Kline,
1992; Schaff, 1973; Collette, 1985;
Quinet, 1996; Heath, 1981).

Para finalizar este trabajo proponemos
varios problemas que dejamos al lector:

1) Demostrar que una elipse y una hipérbola
que tienen los mismos focos se cortan orfo-
gonalmente.

2) a) Hallar las curvas cuyas normales pasan
por un punfo fijo.

b) 4Cual es la curva cuya subnormal (lon-
gitud del segmento determinado por los
puntos Py N, que son las proyecciones per-
pendicures del punto M, de la curva y =
fix)) es constante?

3} Hallar el lugar geométrico de los puntos me-
dios de las cuerdas focales de una cbnica.




4)

5)

6)

Hallar el lugar geométrico de los puntos
medios de los radios vectores de una cénica.

Si P,FP, y Q;FQ, son dos cuerdas focales per-
pendiculares de una cénica, demostrar que:
! I
—
PE-FR | Qf FQ,

es constante.

En (Berger, 1987) encontramos algunos
problemas interesantes y la generalizacion
del problema 5:

a) Sea C una cénica central, M un punto de
Cy, sean P, Q los puntos donde la normal
a C en M intersecta con los ejes de C.
Probar que el cociente MP/MQ permanece
constante, y calcularlo. Probar el reciproco.
Deducir el valor de radio de curvatura en
los vértices de C.

b) Sean My N puntos sobre una elipse C
con centro O, y admitamos que el angulo
formado por las semirectas OM, ON es un
angulo recto. Demostrar que:
! I

L

oM ON?
es una constante, 3Cudl es la envolvente de
las rectas MN?
c) Sea A un punto interior de una elipse C
con centro O, sea D una recta que pasa por
Ay que corta a Cen los puntos M, Ny sea
P un punto de C tal que OP es paralelo a
D. Demostrar que el cociente:

AM- AN
0p?

es constante.
d) Sean D, D’ dos rectas ortogonales (en un
espacio euclideo), que contienen a Ay cor-
tana Cen M, Ny M’, N', respectivamen-
te. Demostrar que:

] I

S S S
AM-AN - AM"AN'

es constante. 3Cudl es la envolvente de las

rectas MN?2

Conclusiones, comentarios
y observaciones

La primera y principal conclusién de

este articulo, con relacion a los resulta-

dos propuestos, estd en Bves (1969),

cuando da una justificacion de la utili-

zacidén de los métodos de coordenadas:

[...] Hay pocas experiencias académicas
que puedan emocionar més al estudiante de
matemdticas elementales universitarias que
su iniciacién en este método nuevo y pode-
roso de atacar los problemas geométricos.

...el pentagrama
de oro
que forma
la partitura
de la sinfonia
musical
de una buena
educacion
matemadtica
estd determinado
por la proporcion
aurea
que tiene
como lado
el alumno,
y como diagonal
al profesor...

| =~

La segunda conclusion de este trabajo se debe a la obser-
vacion final de G. Szego en sus distintos libros:

No deberiamos olvidar que la solucién de cualquier problema
digno de consideracién, muy raras veces nos resulta fécil y poco
trabajosa; es mas bien el resuliado de un esfuerzo intelectual de
dias, semanas o meses. 3Por qué un joven iba a estar dispuesto a
hacer un esfuerzo supremo? La explicacién es probablemente la
preferencia instintiva por ciertos valores, es decir, la actitud que
valora el esfuerzo intelectual y el éxito espiritual més que la ven-
taja material... Puede que el medio mas eficaz consista en trans-
mitir a los jovenes la belleza del trabajo intelectual y la sensacién
de satisfacién después de un esfuerzo mental grande y con éxito...

Otra conclusién que se deduce de esta experiencia es la
de llegar a alcanzar la sensibilidad del alma matemdtica,
del que se embarca en la aventura del descubrimiento
matemitico y en el arte para hacerlo, queda resumido en
las maravillosas, hermosas y bellas palabras de Proclo:

Asf es, pues, la matemdtica te recuerda la forma invisible del alma;
da vida a sus propios descubrimientos; despierta la mente y purifi-
ca el intelecto; arroja luz sobre nuestras ideas intrinsecas y anula el
olvido y la ignorancia que nos corresponde por nacimiento.

Finalmente, en Gillén (1999) se encuentran las siguientes
reflexiones:

La poesia es, sencillamente, la forma més bella, impresionante y
efectiva de decir las cosas. ..

...Sin embargo, asf como las ecuaciones representan el discerni-
miento de verdades eternas y universales, su expresion escrita es
estrictamente humana y provinciana. Por eso es por lo que se
parecen a los poemas, intentos maravillosamente ingeniosos de
hacer comprensibles a los seres finitos las realidades infinitas... Y
su legado consiste en cinco de los mejores poemas que jamas ha
inspirado la imaginacién humana...

En definitiva, el pentagrama de oro que forma la partitura
de la sinfonia musical de una buena educacion matemati-
ca estd determinado por la proporcién alrea que tiene
como lado el alumno, y como diagonal al profesor y que,
se escribe, con las siguientes notas sublimes: Imaginacién
-Intuicién, Creacidén, Resolucidn, Construcciéon y Discu-
sion. Todo esto constituye, en esencia, el arte matemdtico.
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Una experiencia en el area
matematica acerca

de la articulacién entre

la escuela media y la universidad

Virginia Montoro

Monica de Torres Curth

El presente trabajo refiere
una experiencia en relacién
a la articulacién de niveles
entre la escuela media y la

universidad en el area
matemdtica, surgida a partir
de la demanda de una
escuela media argentina, y
llevada a cabo en el marco
de un proyecto de extensién
universitaria. El objeto de
este proyecto fue realizar un
diagnéstico de aprendizaje
de contenidos, de los
alumnos del dltimo afio, y @
partir del mismo generar
propuestas de trabajo con
los docentes de la escuela,
tendentes a subsanar la
brusca discontinuidad que se
observa entre los dos niveles
mencionados. La realizacién
del proyecto permitié la
identificacién de un listado
de contenidos conceptuales y
procedimentales minimos
necesarios para el ingreso
en la universidad, el
desarrollo de un instrumento
de evaluacién de alta
fiabilidad y se pusieron en
préctica algunas pautas que
permitieran un mayor
acercamiento entre la
escuela media y los estudios
superiores.

OR RAZONES DE ORGANIZACION, el sistema educativo
se subdivide en diversos tramos o niveles de ensefianza
que tienen origenes e historias diversos y que a lo largo
del tiempo han adquirido rasgos e identidad propios. La
articulacioén de estos niveles requiere el mantenimiento de
la funcién especifica de cada uno de ellos, integrindolos
en el sistema educativo en su conjunto.

El proceso de aprendizaje de una persona mantiene una
continuidad vital a la cual la organizacion educativa le
impone «cortes» desde una légica exterior al proceso de
aprendizaje, convirtiéndose ésta en una condicién propia
de la ensefanza en contextos institucionales. La articula-
cion, en este sentido, responde a la necesidad de que la
légica institucional no conspire contra -el proceso de
aprendizaje de cada persona (Ministerio de Cultura y
Educacion, 1996). El paso de la escuela media a la uni-
versidad presenta caracteristicas particulares que hacen
necesaria una coordinacién entre estos dos niveles. La
misma deberia facilitar, en el nivel medio, la adquisicién
de los instrumentos necesarios para una insercién activa,
creativa y eficaz de los alumnos que ingresan en el nivel
de educacion superior (Vilanova y otros, 1996).

En nuestra experiencia como docentes universitarias,
observamos que afio a afio un elevado namero de alum-
nos fracasa en las clases de matematica de los primeros
afios de su formacién. Creemos que una de las posibles
causas de este fracaso es la brusca discontinuidad entre la
ensefianza de la matemadtica en la escuela media y en la
universidad.

Ciertamente, las expectativas y exigencias puestas sobre
los estudiantes se incrementan en el nivel universitario y
no se presta la misma atencién a las teorias de ensefianza
en este nivel como se hace en otros niveles anteriores
IcM1, 1998).




En nuestra universidad se han realizado diversos esfuerzos
en busca de soluciones a esta problemdtica. Se han pro-
bado varias estrategias como cursos de nivelacion y modi-
ficaciones de programas de las asignaturas de primer afio,
pero en general los resultados han sido pobres. Creemos
que esto puede deberse, por una parte, a que el énfasis
fue puesto en suplir las carencias de contenidos concep-
tuales en cursos intensivos de corta duracién Y, por otra,
a que estos esfuerzos han sido de caricter intrainstitucio-
nal, desatendiendo la conexién con las escuelas medias de
las que provienen nuestros alumnos.

El presente trabajo se refiere a una experiencia llevada a
cabo en relacion a la articulacion entre la escuela media y
la universidad. Surgi¢ a partir de la inquietud planteada
por el equipo directivo y profesores del Centro Provincial
de Ensefianza Media (CPEM) N.° 17, de la localidad Villa
La Angostura (Provincia del Neuquén, Argentina), preocu-
pados por el alto nivel de fracaso de sus alumnos al ini-
ciar sus estudios universitarios.

En busca de una solucién a este problema se contacté con
docentes de las 4reas de Matemitica y de Lengua del
Centro Regional Universitario Bariloche de la Universidad
Nacional del Comahue (CRUB) (S. C. de Bariloche, Pro-
vincia de Rio Negro, Argentina), solicitando un diagnosti-
co de sus alumnos que les permitiera conocer en profun-
didad la situacién, y trabajar en forma conjunta sobre
aspectos del proceso de ensefianza-aprendizaje a fin de
lograr una adecuada coordinacién de niveles.

La solicitud de los docentes de esta escuela nos llevé a la ela-
boracién de un proyecto de extension universitaria denomi-
nado «Diagndstico y articulacién de contenidos de Matemitica
y Lengua, entre la Escuela Media y la Universidady, aprobado
y financiado por la Secretarfa de Investigacién y Extensién de
la Universidad Nacional del Comahue,

En relacién a ambas 4reas, los objetivos del proyecto fue-
ron los siguientes:

¢ Identificar contenidos conceptuales minimos necesa-
tios para desenvolverse adecuadamente al abordar
estudios universitarios.

*  Realizar un diagnostico del aprendizaje de contenidos
de los alumnos egresantes de la escuela media citada.

* Establecer una interaccién entre los docentes de la
universidad y los del colegio, a fin de encontrar estra-
tegias tedrico-practicas que permitan apuntalar el pro-
ceso de ensefianza-aprendizaje.

* Generar propuestas de trabajo conjunto de docentes
de los dos niveles tendentes a lograr continuidad en
los contenidos incluidos en las diferentes etapas de la
ensefianza.

En este articulo nos referiremos al trabajo realizado desde
el drea de la Matemdtica.

En nuestra
universidad
se han realizado
diversos esfuerzos
en busca
de soluciones
a esta
problemdtica.
Se han probado
varias estrategias
COMO CUFSOS
de nivelacion
Y modificaciones
de programas
de las asignaturas
de primer avio,
pero en general
los resultados
bhan sido
pobres.

Desarrollo del proyecto

El CPEM N.° 17 es la Gnica escuela de
nivel medio de la localidad Villa La An-
gostura. Es de gestién estatal y concu-
rren a ella todos los adolescentes de la
localidad que realizan estudios de este
nivel. Villa La Angostura es una locali-
dad turistica andina, ubicada a 80 km de
San Carlos de Bariloche, Argentina.
Tiene una poblacién permanente de
8.000 habitantes, y se encuentra alejada
de los centros de estudios universitarios
y terciarios.

En el Centro Regional Universitario Bari-
loche se dictan las siguientes carreras de
grado: Profesorado en Matemitica, Pro-
fesorado y Licenciatura en Ciencias Bio-
l6gicas, Ingenierfa, Tecnologia en Acui-
cultura y Profesorado en Educacién
Fisica. Excepto para esta Gltima carrera,
se dicta un curso nivelatorio de conteni-
dos de matemitica de dos meses de
duracién con 20 horas semanales de cla-
ses tedricas y practicas.

El proyecto llevado a cabo desde la
Universidad se desarrollé en torno a tres
ejes principales:

1) Determinacién de los contenidos
minimos necesarios para el aborda-
je de estudios superiores.

2) Eldiagnéstico del aprendizaje de con-
tenidos de los alumnos egresantes.

3) lainteraccién de los docentes de la
Universidad con docentes y alum-
nos de Ia escuela media.

Acerca de los contenidos
minimos necesarios para
el abordaje de estudios
superiores

De acuerdo con los resultados de una
evaluacién exploratoria aplicada a los
alumnos del ltimo afio del CEPEM N.°
17, a entrevistas con los docentes de
matematica-y equipo directivo de dicho
establecimiento medio y a los progra-
mas de las asignaturas de matematica de
primer afio de las carreras del CRUB,
establecimos 1o que a nuestro criterio,

representa - los contenidos minimos
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necesarios para acceder a estudios
superiores, en carreras relacionadas con
ciencias.

Entre estos contenidos distinguimos
entre conceptuales, procedimentales
asociados a un contenido conceptual
éspecifico y contenidos procedimenta-
les relacionados con el quehacer mate-
fnético en general.

En la Tabla 1 encontraremos los conte-

nidos conceptuales y procedimentales

asociados a éstos, agrupados en siete bloques tematicos:
Conjuntos, Conjuntos numéricos, Geometria Euclidea,
Trigonometria, Funciones, Polinomios y Geometia
Analitica. Estos bloques no representan ni un orden jerar-
quico ni una secuencia did4ctica.

Determinamos también, algunos contenidos procedi-
mentales que deberfan trabajarse a lo largo de toda la
formacion matematica escolar media [Tabla 2], ya que
los mismos estdn relacionados con el quehacer matemi-
tico en general y no se asocian a un contenido concep-
tual especifico.

CONJUNTOS

Contenidos concepfuales
Nocién de conjunto.

Cardinal de un conjunto.

Pertenencia, inclusién.

Union e interseccién de conjuntos.
Producto cartesiano.

Relaciones: gréfico, dominio e imagen.

elacién inversa.

‘ Contenidos procedimentales
Diferenciar las expresiones que definen conjuntos de las que no los definen.
Distinguir conjuntos finitos de conjuntos infinitos.
Dado un elemento, decidir sf pertenece o no a un conjunto sencillo.
Dado un conjunto, decidir si est& incluido no en ofro conjunto sencillo dado.
Distinguir los conceptos pertenencia e inclusién.
Dados dos conjuntos sencillos, encontrar el conjunto inferseccién y unién-de los mismos.

Hallar y graficar el producto cartesiano de dos conjuntos sencillos dados: !
Gradficar en ejes cartesianos relaciones enifre: conjuntos sencillos.
Reconocer dominio e imagen de una relacion dada.

Encontrar la relacién inversa de una relacién dada.

CONJUNTOS NUMERICOS

; Confenidos conceptuales
- Niumeros Naturales.

f }Nﬁmeros Enteros:
~ Mltiplos y divisores.

. molfiplo, Nomeros coprimos.
Factorizacién en primos.

: Nomeros RGCIOaneS.

Operaciones en distintas representocrones

(decimal y fraccionaria).

NoGmeros Reales:

Representacién en la recta. numérica.

Orden.

Operaciones basicas, Potenciacién y radi-

cacién.
Intervalos reales.

Numeros primos,.algoritmo de division en
Z, Maximo comin divisor, Minimo comin

Contenidos procedimentales

Utilizacién de los nimeros naturales en problemas de contar o enumerar los elementos de
un conjunto finito.

Encontrar mltiplos y divisores de un niimero entero.

Resolver problemas donde se apliquen los conceptos-de m.c.m.; m.c.d:, nGmeros primos y
restos posibles en la division entera.

Encontrar factores primos de un nimero dado.

Reconocer nimeros primos menores que 1000 (Aplicar el algoritmo de la Cnbc de
Eratéstenes).

Operar con nimeros racionales y manejar las propiedades de las operaciones bésicas.
Resolver problemas de proporcionalidad directa e inversa.

Representar los nimeros reales en la recta.

Operarkcokn distintos conjuntos de nimeros.

Andlisis de las propiedades de las operaciones y:su uso en la resolucién de problemas.
Estimacién y aproximacién para predecir resultados, acotar su error y controlar su razonabilidad.
Graficar intervalos en la recta real.

Hallar unién e interseccién de infervalos dados.

Utilizar los infervalos para expresar la solucién de inecuaciones.

Justificacion de las relaciones de inclusién entre los distinfos conjuntos numéricos.

Tabla 1. Contenidos conceptuales y procedimentales minimos necesarios para el abordaje
de estudios superiores agrupados en bloques temdticos




GEOMETRIA EUCLIDEA

Confenidos conceptuales

Paralelismo y perpendicularidad: Posiciones
relativas de rectas en el plano y de rectas
y planos en el espacio.

Angulos: conceptos y clasificacién,

Medida- de éngulos en grados ‘sexagesima-
les. Radianes,

Figuras: Elementos y propiedades de fridngu-

los, cuadriléteros, ofros poligonos y circulos.
Construccién de poligonos.
Triéingulos recténgulos. Teorema de Pitdgoras.

Cuerpos: Poliedros y redondos. Elementos y
propiedades.

Movimientos rigidos: simetrias, rotaciones y
traslaciones en el plano. Congruencias y
semejanzas. Teorema de Thales.

s

Contenidos procedimentales

Resolver problemas sencillos relacionados con los conceptos de paralelismo y perpendiculari-
dad de rectas en el plano y de rectas y planos en el espacio.

Clasificar, describir, construir y representar formas planas y espaciales sencillas.

- Medir &ngulos.

Construir un angulo de una medida dada.
Resolver problemas sencillos donde se aplique el concepto de radian.

Resolver problemas sencillos que impliquen la aplicacién de propiedades de angulos, tridn-
gulos, cuadriléteros y poligonos en general.

Construir un poligono inscripto en una circunferencia dada.

Resolver problemas que involucren triéngulos rectangulos y sus propiedades. .

Caleular perimetros y-éreas de figuras.

Caleular superficies y volmenes de cuerpos sencillos.

Utilizar propiedades de movimientos rigidos para clasificar, construir y analizar figuras.
Identificar y construir figuras semejantes y congruentes.

Resolver problemas que involucren semejanzas y congruencias de tridngulos y el Teorema de
Thales.

TRIGONOMETRIA

|
|
|
|
|
|
|

Contenidos conceptuales
Funciones frigonoméfricas.

Relaciones trigonométricas ‘en un triangulo
rectangulo.

Circunferencia trigonométrica.
Relaciones trigonométricas fundamentales.
Resolucién de triangulos. Teorema del seno.

Funciones frigonométricas inversas.

Contenidos proéedimenfales

Reconocer en una circunferencia trigonométrica los segmentos asociados a seno, coseno y tan-
gente de un dngulo dado. ‘ '

Inferir de este grdfico relaciones sencillas entre las funciones trigonométricas.

Reconocer los signos de las relaciones trigonométricas de un angulo en los diferentes cua-
~drantes. : : o ‘ Lo

Resolver ecuaciones trigonométricas sencillas.
Resolver un tridngulo recténgulo.

Resolucién de problemas que involucren relaciones trigonométricas, resolucion de trigngulos y
teorema del seno.

'FUNCIONES

Contenidos conceptuadles
Concepto de funcién. Distintas notaciones.

Formas de expresion a través de tablas; dia-
gramas y grdficos.

Gréficos de funciones polinémicas, funcién
valor - absoluto, - funcién exponencial y
logaritmica. Propiedades.

Gréficos por desplazamiento.

Composicién de funciones. o L

Gréfico de funciones linedles y cuadréticas.
Propiedades.

Funciones trigonométricas bdsicas. Propieda:

des y gréficos.

Contenidos procedimentales :
Andlizar si relaciones sencillas son o no funciones. Dar restricciones del dominio para que lo sean.

Reconocer si una gréfica corresponde a una funcion.
Reconocer desde el grafico el dominio e imagen de una funcién dada.

~ Construir el gréfico de funciones sencillas.

Analizar desde su gréfica el comportamiento de una funcién sencilla (crecimiento, cotas, con-
tinvidad, paridad, periodicidad, ceros; valores extremos). .

 Resolver problemas donde sea necesario recurrir a los gréficos de funciones polinémicas ¥ sus

_propiedades. © - .
Hallar el gréfico de una funcién por dsepld?amient to de Un gréfico conocido.
Analizar y graficar distintas funciones lineales y k ‘ ;
Representar la funcién inversa (cuande existc
Construir la gréfica de las funciones‘" €
Analizar el comportamiento de las distin

Tabla 1 (cont.). Contenidos conceptuales y procedimentales minimos necesarios para el abordaje
de estudios superiores agrupados en bloques teméticos




POLINOMIOS

Contenidos conceptuales
- Grado de un polinomio.
. Operactones con polinomios Propiedades.

 Factores de un polinomio.

Rafces de un polinomio.

Contenidos procedimentales
Operar con polinomios (producto y sumaj.
Reconocer el grado de un polinomio.
Reconstruir un polinomio a partir de sus raices.
Factorizar polinomios sencillos.

Resolver problemas donde se integren los conceptos de funciones polinémicas {sencillas) y sus
gréficas, ecuaciones, raices de las funciones, factorizacién de expresiones polinémicas.

L

GEOMETRIA ANALITICA

~ ‘Con’genidos concepiuales
Ecuacion de la recta.

Recta que pasa por dos puntos.

~ Pendiente.
| Paralelismo y-perpendicularidad entre rectas.

Resolucién andlitica y gréfica de sistemas de
_ ecuaciones lineales 2x2.

Ecuacién de la parabola: Formas general y
candnica,
. Ecuacién de la circunferencia.

| Infersecciones entre curvas.

Confenidos procedimentales

Relacionar la ecuacion general de: una recta 'y su gréfico (variacién del gréfico segin cam-
bian los parametros de la ecuacién, pendiente y ordenada en el origen).

Hallar el grafico de una recta ddada su ecuacién y reciprocamente, dado el gréfico de una
recta hallar su ecuacion.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados.
Hallar la ecuacién de una récta dada su pendiente y un punto perteneciente a la misma.

Resolver problemas donde se utilicen la ecuacién de una recta y el concepto de perfenencia
de un punfo a la misma.

Hallar la ecuacién:de una recta perpendicular (o paralela) a una dada.
Resolver andlitica y graficamente sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas.

Construir sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnifas dada una de ellas de modo
que cumplan ciertas premisas.

Modelizar situaciones problematicas expresando las condiciones como un sistema de ecuaciones 2x2.

Relacionar la ecuacién general de la parébola y su gréfico (variacién del gréfico segin cam-
bian los parédmetros de la ecuacién).

Hallar el gréfico de una pardbola dada su ecuacion,
Aplicar el concepto de ceros de una funcién cuadrética para encontrar los coeﬁc;enfes de la misma.

Relacionar la ecuacién general de la circunferencia y su gréfico (variacién del gréfico segin
cambian los pardmetros de la ecuacién).

Hallar el gréfico de una circunferencia dada su ecuacién.
Hallar la ecuacién de la circunferencia conociendo el centro y el radio de la misma...---
Hallar analiticamente la interseccién de curvas:

Resolver problemas donde sea necesdrio recurrir'a las ecuaciones de las curvas, sus propie-
dades y las infersecciones entre curvas.

Tabla 1 (cont.). Contenidos conceptuales y procedimentales minimos necesarios para el abordaje
de estudios superiores agrupados en bloques temdticos

¢ Comprender definiciones sencillas.

e Utilizar lefras como simbolos algebraicos.
e Comprender e interpretar consignas.

o Utilizar contraejemplos.

e Organizar datos a fravés de tablas, gréficos, conteos, efc.

e Utilizar resultados anteriores en la obtencién de nuevos resultados.

e Seguir razonamientos y demostraciones sencillas.

* Enunciar conjeturas a partir del estudio de resultados particulares.
e Dadas dos proposiciones A y B, distinguir entre Ay By Ao B.

¢ Dadas dos proposiciones A y B, distinguir entre A => By A < B,
¢ Utilizar vocabulario y notacién adecuados a los:distintos confextos:

Relacionar; generalizar, particularizar.

Aplicar resultados anteriores en la resolucién de problemas.

Describir procedimientos y resultados.

Justificar, discutir, criticar y fundamentar los razonamientos propios

y los de sus companeros.

o Crear y desarrollar estrategias para la resolucion de problemas de
adecuada complejidad (describir un patrén, construir tablas, grafi-
cos, realizar un andlisis sistematico de posibilidades; reducir a pro:
blemas mas simples, actuar o experimentar).

e Predecir, estimar y verificar resultados y procedimientos.

Adecuar conceptos a la' modelizacion y resolucién de situaciones

probleméticas:

o

Tabla 2. Contenidos procedimentales del quehacer matemdtico en general en la formacién media




Acerca de la evaluacién del aprendizaje
de contenidos de los alumnos del dltimo afo

A partir de los programas de contenidos de los cursos
nivelatorios y de nuestra experiencia como docentes de
asignaturas de Matemadtica de primer afio de las distintas
carreras que se dictan en nuestra Universidad, confeccio-
namos una primera evaluacién exploratoria con la finali-
dad de diagnosticar el aprendizaje de contenidos, la cual
se aplico a los alumnos del Gltimo afio del CPEM N.° 17,
que finalizaba el Gltimo afio de la escuela media

El andlisis de los resultados de esta evaluacion exploratoria y
de los contenidos minimos identificados, permitié la confec-
cién de un nuevo instrumento de evaluacién, que fue apli-
cado a principios del ciclo lectivo siguiente, en dos dias con-
secutivos, a 35 estudiantes del dltimo afio del CEPEM N.° 17.
Este instrumento de evaluacién se encuentra en el Apéndice.

Se solicitd a un especialista la medida de fiabilidad de
coherencia interna de este instrumento, resultando 0,75
(en una escala de 0 a 1) segln el método Alfa de Cron-
bach, lo cual muestra que se trata de una prueba de alta
coherencia interna (Cronbach, 1951).

A cada estudiante se le entregb ademds una parrilla donde
consignar los motivos que a su criterio determinaron las difi-
cultades, para resolver cada ftem. La parrilla consistié en una
tabla de doble entrada en donde figuraban en las columnas
los nimeros cotrespondientes a cada item, y en las filas, los

..confeccionamos

una primera
evaluacion
exploratoria
con la finalidad
de diagnosticar
el aprendizaje
de contenidos. ..

siguientes motivos: «nunca lo vi,, <10 me
acuerdor, qmo entendir, «no me salié», «no
me alcanzé el tiempo», «s muy dificib,
«otra cosa», Los alumnos podian marcar
con una cruz uno o varios de los motivos
propuestos 0 agregar otras razones en un
espacio que estaba previsto a tal fin.

Los items de la evaluacién fueron califi-
cados como «resuelto satisfactoriamente»
(RS), «wesuelto en parte» (RP), «no resuel-
to satisfactoriamente» (NRS) o «10 con-
testado» (NC).

En la Tabla 3 presentamos par® cada
item, los contenidos conceptuales y
procedimentales implicados en él,
como asi también el porcentaje de
alumnos que resolvieron satisfactoria-
mente, en parte, no resolvieron la tarea
0 no contestaron.

Se realiz6 también un analisis de los
motivos sefialados por los alumnos, con
los que justifican el no haber completa-
do satisfactoriamente las tareas enco-
mendadas. A los fines de este trabajo, se
consigna en la Gltima columna, el moti-
vo seflalado con mds frecuencia para
cada item.

item Contenidos conceptuales

Contenidos procedimentales

Respuestas
RS REP NR  NC (¥

Conjuntos: Caracterizacién.

2 Conjuntos: Cardinal. -

Unién e interseccién de conjuntos.

4 Conjuntos numéricos: propiedades
de los reales:

Conijuntos numéricos: reales.

Conjuntos numéricos:
representacién en la recta real.

7 Polinomios: operaciones efementales.

Polinomios: raices.
Polinomios: factorizacién.

10 Propiedades de los nimeros reales.

Diferenciar las expresiones que definen conjuntos
de las que no los definen.

Distinguir conjuntos finitos de conjuntos infinitos. 6 0 29 5

Dados dos conjuntos, enconfrar el conjunto
inferseccién y unién de los mismos.

Inferir la validez de una proposicién a partir de las
propiedades de la pofenciacién de los reales: 52 NA

Ubicar un racional entre dos enteros consecutivos. 14 NA

Ubicar nimeros reales en la recta real.

Operar con polinomios. (producio y sumay, y
reconocer el grado de un polinomio.

Reconstruir un poliromio a partir de sus raices. 13 77 - NA
Factorizar polinomios sencillos.

Andlisis de las propiedades de las oper:
de los nimeros reales. '

Tabla 3. Contenidos conceptuales y procedimentales para cada item de la evaluacién diagnéstica y porcenta

54 OR

NA

0 36 10

12 74 NA

NA
NA

NA

jes de respuestas para cada categoria.

[Lleyenda: RS: Resuelve satisfactoriamente, REP: Resuelve en parte, NR: No lo resuelve, NC: No confesta. En la columna NR se consideraron las respuestas en que la
resolucién posee errores conceptuales y/o procedimentales. La dlfima columna se menciona para cada item el motivo sefialado con mas frecuencia como determinante

de las dificultades para resolverlo. NA: No me acuerdo, NV: Nunca lo vi, NS: No'me salis; OR: Otra razén]

52 )




Confenidos conceptuales Confenidos procedimeniales Respuestas
RS REP NR NC (¥
Nomeros Enteros: Minimo Comin Mltiplo. Reconocer la adecuacién del concepto de m.c.m.
en la resolucién de un problema y su aplicacién. 31 6 14 49 NS
Concepto de funcién. Reconocer si una gréfica corresponde a una
funcién de R en R. 5 19 21 55 NA
Funciones: Dominio e Imagen. Analizar si relaciones sencillas son o no funciones.
Dar restricciones del dominio para que lo sean. 7 0 0 93 NA
Gréficos de funciones por desplazamiento. Hallar el gréfico de una funcién por desplazamientos
respecto de un gréfico conocido. 0 O 0100 NA
Funcién lineal y cuadrética. Graficar funciones lineales y cuadréticas. 26 22 59 NA
Funcién lineal. Hallar la ecuacién de la recta dada por dos puntos
y por su pendiente y un punto. 0 0 11 89 NA
Funcién lineal: . Resolver problemas donde se utilicen la ecuacién
Puntos que pertenecen a la recta. de una recta y el concepto de pertenencia de un punto
a la’ misma. 0 0 6 94 NA
Funcién cuadrdtica: Raices. Aplicar el concepto de ceros de una funcién cuadré-
ticar para encontrar los coeficientes de la misma. 0 0 3 97 NA
Gréfica de Funciones polinémicas . Resolver problemas donde sea necesario recurrir a los
Lectura de gréficos. gréficos de funciones polinémicas 'y sus propiedades.
Ecuaciones polinémicas . Hallar analiticamente la interseccién de curvas. 0 0 0100 NV
Sistemas de Ecuaciones Lineales. Construir sistemas de dos ecudciones lineales con'dos
incégnitas dada una de ellas de modo que cumplan
‘ ciertas'premisas. 0 0 100 NV
Semejanza de trigngulos. Resolver un problema que involucre el T. de Thales. 6 91 NA
Poligonos inscritos. Célculo de éreas. Construir un poligono inscrito en una circunferencia
Caleular el érea conociendo el radio. 6 1 2 91 NA
Célculo del érea de un circulo. Resolver un problema que involucre célculo
de éreas de circulos. 0 0 3 97 NA
Simetria y rotacién. Construccion del siméfrico y del rotado de un figura,
mediante una simetria.y una rofacién.dadas. . . .- 0 0 . 0 100. NA
Circunferencia trigonométrica. Reconocer en una circunferencia trigonométrica los
Funciones frigonométricas. segmentos asociados a seno, coseno y tangente de
un-angulo dado. Inferir de este: gréfico relaciones
sencillas entre las funciones trigonométricas. 2 0 5 93 NA
Radianes. Calcular el radio de una circunferencia conocidos
un arco y su correspondiente angulo central. 0 0 6 94 NA
Funciones frigonométrica. Reconocer los signos de las relaciones trigonométricas :
‘ de un angulo en los diferentes cuadrantes. - 1T .1 98 . NA
Ecuaciones trigonométricas. Resolver una ecuacién trigonométrica sencilla. 0 0 100 “NA
Resolucién de triangulos rectangulos. Resolver un triéngulo recténgulo. 88 NA
Resolucién de frigngulos. Caleular el drea de un irigngulo, conociendo la
medida de sus tres lados. 0 0 23 77 NA

Tabla 3 (cont.). Contenidos conceptuales y procedimentales para cada ftem de la evaluacién diagnéstica y porcentaies de respuestas para cada categoria.
[teyenda: RS: Resuelve satisfactoriamente, REP: Resuelve en parte, NR: No lo resuelve, NC: No contesta. En la columna NR se consideraron las respuestas en que la
resolucién posee errores conceptuales y/o procedimentales. La tltima columna se menciona para cada item el motivo sefialado con mas frecuencia como deferminante
de las dificultades para resolverlo. NA: No me acuerdo, NV: Nunca lo vi, NS: No me sali6, OR: Otra razén]




Algunos aspectos destacables de los resultados de la eva-
luacion de diagndstico

Si bien en promedio el 42% de los alumnos responde satis-
factoriamente a los items correspondientes a conjuntos, es
notable que en los ftems referidos a caracterizacién y car-
dinalidad de un conjunto (items 1y 2) mas del 50% de los
alumnos dio una respuesta satisfactoria; mientras que, en
unién e interseccién de conjuntos (item 3) sélo alcanzan
al 8% las respuestas satisfactorias. Es decir, los estudiantes
en general pueden reconocer conjuntos, pero les resulta
dificil operar con ellos.

Respecto a las propiedades de los niimeros reales, mientras
que el item 4 fue resuelto satisfactoriamente por el 44% de
los alumnos, s6lo el 11% de los alumnos resuelve satisfac-
toriamente o en parte el item 10. Creemos que esta dife-
rencia, puede deberse, no tanto al desconocimiento de las
propiedades de los nimeros reales, sino a un aspecto de
cardcter procedimental, ya que en el item 10 se solicité a
los alumnos seguir un razonamiento dado, lo cual involu-
cra funciones mentales mis elaboradas que en el ftem 4.

El ftem 6, que se refieren a la representaciéon de los nime-
ros reales en la recta numérica fue resuelto satisfactoria-
mente o en parte por el 80% de los alumnos. Sin embar-
go, el ftem 5 que requiere la identificacion de dos ntime-
ros enteros consecutivos entre los que se encuentra un
racional dado, solo fue resuelto por el 4% de los estu-
diantes. Dado que el procedimiento requerido para resol-
ver el ftem 5 es necesario para resolver el item 6, este
resultado nos lleva a conjeturar que la dificultad se encon-
tr6 en la interpretacion de la notacién utilizada (letras).

En los items 7, 8 y 9, que se refieren a operaciones y fac-
torizacion de polinomios, mas del 85% de los alumnos no
da ninguna respuesta o no resuelve satisfactoriamente.
Observamos que algunos alumnos, si bien intentan reali-
zar las operaciones con polinomios, ninguno obtiene
resultados satisfactorios. En particular, los ftems 7 y 9 no
tuvieron ninguna respuesta correcta. Esto nos alertd sobre
la necesidad de que los docentes de los Gltimos afios del
nivel medio trabajen particularmente sobre este tema.

En los items referidos a funciones (del 12 al 18) en pro-
medio mds del 80% de los estudiantes no contesta. Si bien
aproximadamente el 50% de los alumnos realizan adecua-
damente la grafica de una funcién lineal (item 15, a), tie-
nen dificultades para hallar la ecuacién de una recta a pat-
tir de dos puntos dados, como asi también para interpre-
tar el concepto de pertenencia de un punto a una recta.
Ademis, es notable que en los restantes items donde era
necesario graficar una recta, mis del 94% de los alumnos
no reconoce la necesidad de su uso. Nos situamos nueva-
mente frente a una dificultad de cardcter procedimental.

En lo que se refiere a los ftems 13, 14, 16 y 17 se obsetva
una marcada dificultad en cuanto al uso de simbologia.

... los estudiantes
en general
pueden reconocer
conjuntos,
pero les resulta

_ dificil

operar con ellos.

NingOn alumno intenta realizar el grafi-
co de una funcién por desplazamiento a
partir de un grafico conocido.

Es notorio que en el item 19, donde se
solicité (entre otras cosas) la realizacion
del grafico de dos funciones en el
marco de un problema, ningtin alumno
intentd resolverlo.

Los items correspondientes a sistemas de
ecuaciones (19 y 20), geometria euclidea
(21 al 24) y trigonometria (25 a 30), no
fueron resueltos satisfactoriamente o no
fueron contestados por mis del 90% de
los alumnos. Cabe aclarar que el tema
sistemas de ecuaciones, habia sido tra-
bajado en afios anteriores, y los temas
de geometria euclidea, corresponden a
la escolaridad primaria. El tema trigono-
metria, no habia sido visto atin por estos
alumnos. Nos parece importante sefialar
que estos temas son consideradas como
requisitos bdsicos para las matemdticas
universitarias, y en general no forman
parte de los curriculos. Por ello, seria
deseable que se les prestara mayor aten-
cién en la escuela.

Ningiin alumno contesta los items 19, 20
y 23. Hemos de notar que para resolver
las tareas propuestas en estos items es
necesario actualizar contenidos de otros
afios de escolarizacion y organizarlos de
una manera novedosa, por lo que
podriamos afirmar que a los estudiantes
estas tareas se les presentan como «pro-
blemas». Estos resultados nos dan indi-
cios de que estos alumnos no estdn
acostumbrados a enfrentarse con este
tipo de tareas.

Acerca de la interaccién
con docentes y alumnos
de la escuela media

De acuerdo con el anilisis de la evalua-
ci6n diagnéstica, diagramamos una serie
de tareas para‘realizar con los docentes
y alumnos de la escuela media. Estas
fueron:

* Reuniones de trabajo de los
docentes del Centro Universitario
Regional Bariloche con los docen-
. tes de Matemitica de la escuela,
en las cuales se propusieron y dis-




cutieron estrategias de enseflanza,
formulacién de los programas de
contenidos de Matemidtica, traba-
jos practicos y la planificaciones
de actividades generales. Ademais
se ofreci6 asesoramiento biblio-
grafico.

Talleres de trabajo realizados en
Villa La Angostura, en los cuales
participaron docentes de la escuela,
de Matemdtica y otras dreas afines.
En los mismos se trabajoé sobre pro-
puestas metodolégicas acordes a las
necesidades detectadas en los
encuentros realizados y a la evalua-
cion de diagnostico efectuada.

Dentro del marco de la articulacién
y con el objeto de introducir a los
estudiantes en el contexto universi-
tario, disefiamos y pusimos en prac-
tica una clase de matemdtica en la
que participaron los alumnos de
quinto afio del CPEM N.° 17. la
clase se desarrolld en aulas de la
universidad, fue coordinada por las
autoras, y consistié en la presenta-
cién de una situacién problematica
a partir de la cual se trabajaron con-
ceptos de teorfa de nimeros.

Conclusiones

A partir de la lectura exhaustiva de las
pruebas diagnosticas, desde el punto
de vista de los contenidos conceptuales
y procedimentales, como asi también
desde los motivos que los alumnos con-
sideran como determinantes para la no
resolucién de los items de la evalua-
cién, podemos destacar los siguientes
puntos:

e Hemos advertido como un patrén
que los alumnos son capaces de
resolver ciertos ejercicios que reco-
nocen como tipicos dentro de una
temdtica que estd siendo desarrolla-
da en clase. Sin embargo, si el ejer-
cicio o problema resulta enunciado
de una forma diferente, en general
les resulta muy dificil concretar su
solucién.

...Seria adecuado
orieniar
el trabajo
bacia ejercicios
y problemas
que requieran
de mayores niveles
de creatividad
para
su resolucion,
de tal manera
que las tareas
propuestas
apunten
a desarrollar
en los estudiantes
bhabilidades
relacionadas
con el analisis,
la sintesis
y la discusion,
ademadas de
la memorvizacion,
interpretacion
Yy aplicacion.

e Aparece reiteradamente que los alumnos pierden (o des-

conocen) la conexién que existe entre los distintos con-
tenidos que se desarrollan en la escolaridad, no pudien-
do recurrir a los trabajados en afios anteriores, como
herramienta para la solucién de nuevos problemas.

e Tenemos indicios que nos llevan a sugerir que, inde-
pendientemente del nivel de creatividad necesario
para abordar la tarea, los estudiantes se relacionan
con ella principalmente desde un nivel de memoriza-
cién. Se observa (Tabla 3, Gltima columna) que para
la gran mayoria de los items, la alusién mas frecuen-
te como motivo por el cual no se resuelve es «1o me
acuerdon, aun para aquellos temas nunca vistos como
trigonometria. Creemos que estas concepciones de los
alumnos, dificultan el acceso a niveles mas altos de
creatividad en el aprendizaje de la matematica.

En resumen, pudimos inferir que las dificultades con las
que se enfrentan los estudiantes y que hacen necesario un
trabajo de articulacién se relacionan principalmente con
tres aspectos:

e La estereotipacion de las tareas a resolver en clases de
matematica.

e La atomizacidon de los contenidos que se desarrollan
en la escolaridad.

e FEl nivel de creatividad al que recurren los alumnos
para la resolucién de las tareas que deben desarrollar.

Las corrientes actuales de educacién matemdtica presen-
tan, especialmente, a la resolucién de problemas como
una herramienta eficaz, tanto en su aspecto de dar senti-
do a los saberes matemiticos, como en su papel de
fomentar la creatividad de los estudiantes. Por esto, con-
sideramos que seria adecuado orientar el trabajo hacia
ejercicios y problemas que requieran de mayores niveles
de creatividad para su resolucion, de tal manera que las
tareas propuestas apunten a desarrollar en los estudiantes
habilidades relacionadas con el andlisis, la sintesis y la
discusién, ademds de la memorizacién, interpretacién y
aplicacion.

Para ello creemos que es necesario atender especialmente
a que los ejercicios y problemas propuestos abarquen un
amplio espectro en relacion a los niveles de creatividad
necesarios para su resolucion, es decir, que estas tareas
sean planificadas para que el estudiante busque solucio-
nes, explore modelos y alternativas, formule conjeturas,
utilizando la memoria y la ejercitacién sélo como instru-
mentos necesarios para «dejar mas tiempor a la creatividad
(Ferraris y Montoro, 1999).

Ademis, setia recomendable realizar planificaciones de las
actividades que hay que desarrollar en el aula (por ejem-
plo en forma de mapa conceptual (Novak y Gowin, 1988)),
donde aparezcan explicitamente las conexiones entre los




distintos conceptos, de modo que el docente tenga pre-
sente cudles son y esté atento a ellas.

Asimismo vemos como importante que el docente explici-
te cudles son estas conexiones. Esta explicitacion puede
hacerse interactivamente con los alumnos de modo de que
ellos mismos puedan advertirlas y comprenderlas.

Una forma que parece adecuada para el trabajo con los alum-
nos es la realizacion de guias de trabajos practicos, elabora-
das de modo que en los ejercicios y problemas propuestos
sea necesario utilizar los contenidos trabajados previamente,
tanto en el curso presente como en afios anteriores, es decir,
que se haga necesaria la utilizacién permanente de concep-
tos relacionados a los temas que se trabajan, y a las cone-
xiones de esos conceptos con temas vistos anteriormente.

Ademis, serfa adecuado prever un espacio de discusién
(puesta en comiin) para la confrontacién de estrategias de
resolucién e institucionalizacién de saberes. Esto, espe-
cialmente orientado a los contenidos procedimentales y
actitudinales, como la justificacién de razonamientos, el
uso de vocabulario adecuado, respeto por la opinién del
otro, optimizacién de estrategias, etc.

Creemos que los cambios necesarios para lograr el objeti-
vo de articulacion propuesto, son producto de un proceso
lento que recién comienza a ponerse en marcha, y que
necesita atn del trabajo conjunto de los docentes de los
dos niveles involucrados. Para ello se hace necesario dar
continuidad a talleres de trabajo con los docentes de la
escuela, en reuniones periédicas.

En cuanto a las propuestas metodolégicas, es deseable
que s€ pongan en practica durante toda la escuela media,
entendidas como una forma de trabajo que se extienda
progresivamente a otras 4reas disciplinares,

Si bien este proyecto nace del requerimiento especifico de
esta escuela media, consideramos a esta problematica comtn
al sistema educativo de nuestro pais. Ia dimensién restringi-
da y localizada de este proyecto fue ventajosa, ya que a la
vez de satisfacer los requerimientos planteados por la institu-
cién educativa media, permitié una evaluacion permanente
del avance del mismo, y facilité el mejoramiento de los ins-
trumentos de evaluacién que nos propusimos elaborar.

Es importante mencionar que se llevé a cabo un trabajo

paralelo al aqui descrito en el 4rea de Lengua. El lector

interesado puede contactarse con la Prof. Dora Riestra a

la direccién de correo electronico
crivelli@bariloche.com.ar

O por correo postal a la direccién de referencia de este

trabajo.
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Apéndice

Ttem 1: Explicar si las siguientes expre-

siones determinan o no conjuntos.

* . El conjunto de todas las especies
bellas.

e - El-conjunto de los alumnos de pri-

mer afio de Ingenieria del CRUB,

El conjunto formado solamente por

el Presidente de la Nacién.




frem 2: ;Cudntos elementos tienen los

siguientes conjuntos?

e {x/x esuna vaca de tres cabezas y
cinco patas}

e El conjunto de los hombres que son
actualmente presidentes de Boca.

e El conjunto de los nimeros pares.

Jrem 3: Dar el conjunto interseccién y el

conjunto union de los siguientes conjuntos:

s El conjunto de las mujeres y el con-
junto de las docentes.

e El conjunto de los humanos naci-
dos en 1959 y el conjunto de las
mujeres nacidas en el mes de Mayo.

e El conjunto de todas las rectas hori-
zontales del plano y el conjunto de
todas las rectas verticales del plano.

Ttem 4: Decir si las siguientes afirmacio-
nes son verdaderas o falsas.

Sean ay b reales cualesquiera.

a) Si a*=P | entonces a=b

b) Si a*=b* , entonces a=b o a=—b

¢ Si a’=b , entonces a=by a=—b

d) Si a?=F , entonces a®=H

Item 5: Encontrar el entero m tal que:
2) m<-13/2 < m+1

b) m<18/5 < m+l

Item 6: Representar en la recta numéri-
ca los siguientes nimeros :

5, —14/5 ; =2 ; 11/4 ; -2/16;
34 ; 48 ; V5, 115

Item 7: Sean P=3x2 - 2xy T= 3x° +2.
e Hallar el grado de P> + T2 — 2.P'T

Item 8: ;Existe un polinomio que cum-

pla con las siguientes condiciones?:

a) De grado 2 que tenga como raices
Oy 3.

b) De grado 2 que tenga como raices
1,-1y3.

En caso afirmativo, dar un ejemplo, y en

caso que no sea posible, indicar por qué.

Item 9: Escribir los siguientes polino-

mios como producto de polinomios

irreducibles (factorizar):

a) X+ 2:x-35
b) - 16
O B+1

Item 10: Determinar por qué el
siguiente razonamiento no es correcto.

Sea a, b reales.

Sta=b

b).

multiplicando por a aa=ab

o sea @ =ab

restando & #-b2=ab-V
factorizanando (a+b)(a-b) = b(a-b)
dividiendo por a-b atb=1>

pero a = b, entonces 2:b="b

dividiendo por b 2=1111

Item 11: Alberto, Bernardo y Carlos son tres choferes de
una determinada empresa de transporte de pasajeros. Si
los tres salen juntos a las 8 de la mafiana en diferentes
recorridos, siendo el recorrido de Alberto de 45 minutos,
el de Bernardo de 1 hora y el de Carlos de 40 minutos,
¢scuando se vuelven a reunir los tres en la empresa? Indicar
también cuantos recorridos efectudé cada uno.

Item 12: Dados los siguientes grificos decir si correspon-
den o no a funciones de R en R. Explicar por qué.

o d
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Item 13: Las siguientes son funciones f: A — R. Proponer
un conjunto 4 apropiado (Dominio de la funcién)

a) fiA— R/ f(x)=.2x+3
b) [A—= R/ f(x)=

x2—

Ttem 14: Si el siguiente es el grafico de fx) = log x, gra-
ficar (por desplazamiento):

a)  g(x0) = log(x+3)

b)  hlx) =3 + log(x)

Item 15: Representar graficamente las siguientes funciones
A y=3x+1 b) y=(1)*+3

Item 16: Dados los puntos P= (2, -1) y Q = (4, 7), hallar

las expresiones de las siguientes rectas y representarlas

graficamente.

a) La que pasa por los puntos Qy P.

b) La que pasa por Py tiene pendiente igual a 2.

Item 17: Sean A= (2,5); B=(7,3)y C=(x, 7). Calcular
el valor de x para que los tres puntos resulten alineados.
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Ttem 18: Hallar los valores de ay ben la funcion y = ax?
+ bx — 4 para que la pardbola correspondiente interseque
al eje de las abscisas en los puntos x = 4y x = ~1,

Item 19: Dos poblaciones A y B presentan un crecimiento
que responde respectivamente a las siguientes ecuaciones:
Para A: N(D) = (5/2)t-30 Para B: N() = 3-1212+444-8
donde tes el tiempo transcurrido en semanas en cada conteo
y D representa el niimero de individuos de cada poblacién
para cada tiempo & Sabiendo que ambas poblaciones coinci-
den en su nimero de integrantes en la 4.2 semana, se pide:
a) Hacer un grafico aproximado de la situaci6n, sefialan-
do qué variable se grafica en cada eje.
b) Indicar los intervalos de tiempo en los que la pobla-
cion de A supera a la poblacién de B y viceversa.
©  Averiguar qué cantidad de individuos tenfa cada pobla-
cién en el momento de iniciar las observaciones (#=0).
d)  Averiguar si existird algin otro momento en el cual el
namero de individuos de ambas poblaciones coincida.

Irem 20: Considere el siguiente sistema de ecuaciones
donde se da la primera ecuacién. Se pide completar el sis-
tema con otra ecuacién de modo que el mismo tenga: (a)
una tnica solucién, (b) infinitas soluciones (¢) ninguna
solucién, Resolver los sistemas grifica y analfticamente
para mostrar que la ecuacién elegida es adecuada.

{3x+2y=1

Item 21: Encontrar la longitud del segmento x en la
siguiente figura:

Item 22: Dada una circunferencia de radio 5 cm

a) Construir un cuadrado (cualquiera) inscrito en la cir-
cunferencia.

b) Construir un hexdgono regular inscrito en la circun-
ferencia y dibujar los ejes de simettia del hexdgono.

©) Calcular las 4reas de los poligonos regulares antes
construidos.

Item 23: Demostrar que si el radio de la circunferencia exte-
tior de una corona es el doble del de la interior, €l 4rea de la
corona es el triple de la del circulo interior.

Item 24: Dado el siguiente tridngulo:

a) Hallar el rotado del tridngulo T con centro en O y un
angulo de rotacién de 135° en sentido horario.

b) Hallar el simétrico del tridngulo 7 respecto del eje r.

Item 25: 2) Marcar en el grifico los
segmentos que representan Sen ¢, cos o
y tgo.

b) Podrias explicar por qué sen’a +
cos?a = 1? Y por qué tgo. = sena /coso?

ftem 26: Hallar el radio r de un circu-
lo en el cual, a un arco s de 15 c¢m le
corresponde un dngulo central § de 2,5
radianes.

ftem 27: 2) Dada la siguiente tabla,
colocar el signo de las funciones trigo-
nométricas en los diferentes cuadrantes.

Cuadrante| sen o

cos o g a cotgo | seca |coseca

]

e

v

Virginia Montoro
Ménica de Torres
Ceniro Universitario
Regional Bariloche.
Universidad Nacional
del Comahve.
Bariloche {Argentina)

b) Sabiendo que sen o =V3 y que a esti
en el segundo cuadrante, calcular cudnto
valen las de las restantes funciones trigo-
nomeétricas para el mismo 4ngulo.

Item 28: Hallar el valor de o con
O=o<2m; que verifique la siguiente
ecuacibn: sen a = tg a.

Item 29: Hallar la medida de los 4ngu-
los interiores y de los catetos de un
tridngulo rectingulo sabiendo que la
hipotenusa mide 15 cm y que la medi-

da de un cateto es 3/4 de la medida del
otro.

Item 30: Calcular el drea de un tridn-

gulo cuyos lados son a = 18 cm; b = 15
cm; ¢ = 10 em.




Generacion de desigualdes

en dos variables a partir

de la interpretacion geométrica
de la integral definida

Juan Carlos Cortés Lopez

Gema Calbo Sanjudan

En este arficulo se estudia un
método basado en la
interpretacién geométrica de
la integral definida de una
funcién y de su inversa para
generar desigualdades en
dos variables. Sin pretender
agotar la técnica descrita
vemos cémo el método
permite deducir una gran
variedad de desigualdades,
algunas de ellas ciertamente
sofisticadas. La potencia del
método se muestra probando
de un modo distinto al
tradicional algunas
desigualdades clésicas. El
arficulo est& planteado como
un modelo de trabajo-
investigacién dirigido por el
profesor, para ser llevado al
aula, y para que de esta
forma, a partir de ejemplos
sencillos, los alumnos acaben
por generalizar los
resultados. Por ello, a lo
largo de la exposicién del
trabajo se van intercalando
las tareas que se les fueron
encomendando a los
alumnos, ast como los
resultados que obtuvieron y
las ayudas que se les fueron
proporcionando para que
esta acfividad dirigida
alcanzara los objetivos
establecidos inicialmente.

N LAS PROGRAMACIONES actuales de Matemaiticas en
Secundaria y Bachillerato el estudio de desigualdades solo
llega a tener —en el mejor de los casos— un «pequefio
hueco» en el segundo curso de bachillerato de las modali-
dades cientifico-tecnoldgica y ciencias de la naturaleza y
de la salud, y, siempre, como una aplicacién mecénica del
célculo diferencial, donde la potencia del método «permi-
te» ocultar toda interpretacién geométrica de las inecua-
ciones que se demuestran.

Son varios los articulos recientes en los cuales se propo-
nen interesantes métodos geométricos para estudiar algu-
nas desigualdades clisicas en dos variables (Fernidndez y
Gonzilez, 1997 y 1998), por ejemplo, o métodos para
obtener desigualdades en dos variables (Cortés, 1998).

En el siguiente trabajo damos un método para generar
desigualdades en dos variables a pattir de la interpretacién
geométrica de la integral definida de una funcién y de su
inversa. La base matemdtica que se requiere es la propia
de cualquier alumno del nivel educativo antes citado, v,
sin embargo, la aplicacion de la técnica permite demostrar,
de un modo distinto al usual, algunas inecuaciones impor-
tantes. Asi, por ejemplo, aplicando este método demostra-
remos la conocida desigualdad de Young.

El articulo no estd planteado para agotar la técnica descri-
ta, sino como un modelo de trabajo-investigacidn para ser
llevado al aula de segundo de bachillerato o de un primer
curso universitario cientifico-tecnolégico; por ello, duran-
te la exposicidén de estas piginas iremos explicitando la
forma en la que el trabajo se llevd al aula, con las corres-
pondientes indicaciones que se les dio a los alumnos, asi
como las tareas que se les encomendd realizar. Se trata,
por tanto, de una inwvestigacion matemdtica dirigida.
Investigacion, porque pretendemos que sean los alumnos
quienes se adentren fuera de las fronteras propias de la




programacion de matemidticas que cursan, y pisen un
terreno, el de las desigualdades en dos variables, que les
resulta pricticamente desconocido. Dirigida, por que pre-
tendemos que con nuestra ayuda y direccion, fodos los
alumnos puedan realizar la siempre dificil, pero excitante,
aventura del descubrimiento.

La estructura del trabajo es como sigue: en primer lugar,
veremos como podemos generar desigualdades en dos
variables sobre algunas familias de funciones elementales
que los alumnos de estos niveles educativos conocen bien.
Seguidamente, expondremos algunas observaciones, obte-
nidas como consecuencia del trabajo en el aula, que resul-
tan de utilidad cuando los alumnos tratan, a propuesta
nuestra, de extender las desigualdades a recintos mads
amplios. Ello nos conducird, de forma natural, al desarrollo
de su espiritu critico cuando les pidamos que comparen
esta técnica geométrica que se les propone con los méto-
dos analitico-algebraicos, que ya conocen. Finalmente, y
como aspiracién propia del quehacer matemitico, propon-
dremos que generalicen los resultados obtenidos.

Desigualdades sobre familias
de funciones elementales

Familia potencial-radical

Comenzamos ilustrando la técnica que proponemos
mediante varios ejemplos sencillos en los cuales, los alum-
1n0s, bajo una primera labor fuertemente dirigida por noso-
tros, fueron generando desigualdades en dos variables
para la familia de funciones potenciales y sus inversas, las
funciones radicales. Posteriormente, les pedimos que
generalizasen las inecuaciones establecidas en los prime-
ros ejemplos patticulares.

Empezamos nosotros considerando la funcién f(x) = 2y
su inversa, g(x) = «/; Dados a, be R* U {0} a partir de
la grafica de la figura 1 se deduce que el 4rea del rectan-
gulo de lados @y b es menor que la suma de las areas 4
y A, siendo A, el drea bajo la funcién Ax) = 4% en [0, dl, y
4, el 4rea bajo la funcién g(x) = «[9; en [0, H; esto es. uti-
lizando la interpretacién de la integral definida:

a b 3

a-bsj' tzdt+f rdr = %—+§bf=%(a3 +2b«/—l;)

0 0 3 :

o equivalentemente
3ab< a® +20/b, Vabz0 (1]

Ademds geométricamente se deduce que en [1] se da la
igualdad si y s6lo si b= a?, como es sencillo comprobar
algebraicamente,

Ahora, les propusimos a ellos que partiesen de la funcién
S0 =%y su inversa g(x) = 3/x, razonando como antes
y a partir de la grifica andloga a la dada en la figura 1
obtuvieron:

V4
L R LT E
X XX xiX
A |
X X 2 X :
>< 1
X ]
x
X A
a X
Figura 1

b 4
a~bsjat3dt+f %ﬁdt:“—+§b3f=1(a4+3b%)
0 0 4 4 4

b
a.bsLat"dt+J; ear =

dab< a*+308b Vab20 [

Después de trabajar algunos casos parti-
culares mds, establecieron que en gene-
ral, dado ne N, y a partir de un razo-
namiento andlogo al anterior sobre la
funcién potencial £x) = %" y su inversa

&) = ¥x, se tiene para a, be R* U {0}

n+1
A ¥ . —L(a"“ +nbil)
n+l n+1 n+1

(n+Dab< a™ + nptlp Vab>0, neN [3]

Comenzamos
tlustrando
la técnica
que proponemos
mediante
varios efemplos
sencillos. ..

La riqueza de este trabajo dirigido nos
brindé, llegado este momento, la opor-
tunidad de introducir aqui el método de
induccién como mecanismo de demos-
tracién matematica para resultados que
dependen de una variable discreta.

Familia exponencial-
logaritmica

Veamos coémo se aplicd el método desa-
rrollado en el subapartado anterior para
establecer desigualdades en dos varia-
bles sobre la funcién exponencial y su
inversa, la funcién logaritmo. Se les pro-
puso que realizasen el mismo trabajo
que habfan hecho sobre las funciones
potenciales, pero sobre la funcién loga-
titmica. Asi, empezando para distintos
casos particulares de la base (base deci-
mal'y base natural), después se pasé a
analizar directamente el caso general.
Sea entonces ) = ¢* y supongamos
¢ > 1. Consideremos su funcion inversa,
&) = log x. De nuevo, por la interpre-
tacion geométrica de la integral definida

y la figura 2, obtuvieron:




y=c*[x=logy) y y = tanx {x = arctany)
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b X
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b | cdt+ | log.tdr= 1%
ab Jo c J.1 0g, 9% i
1 0 an/2 X
= (c"+blnb-b| Vazo Vb1, Ve>1 4
Inc Figura 3
0, equivalentemente,
ablnc< ¢+ blnb—b=> ¢ < e~ %p ¢
a\? Observacion 1
£l <ot Va0 Vb2l Ve>1 [5]
b En ocasiones, el método utilizado permite extender la vali-

dez de las desigualdades a recintos mas amplios aplicando
Otras familias la misma técnica. Asi, por ejemplo, la desigualdad [2] no sélo
es vilida en el primer cuadrante, (a, ) € [0, +oo) X [0, +o0),

Sin pretender agotar en este trabajo la sino en todo el plano, (g, b)) € R xR, es decir:

técnica expuesta para generar las desi-

- gualdades correspondientes sobre todas bab < a* + 3ab3\/Z, VabeR (7]
las familias de funciones elementales, : Los casos (4, b) € (=, 01X [0, +e0) y (@, b) € [0, +o0) X (=0, 0,
en este apartado mostraremos coémo esto es cuando a- b<0, son triviales, pues el miembro
este método sirvié para generar desi- izquierdo de [7] es negativo v el derecho positivo. El caso
gualdades ciertamente sofisticadas. a<0y b<0 se estudia sin mas que aplicar la técnica en

. . . el tercer cuadrante (ver figura 4)
Propusimos que partiesen de la funcién

0 0 a b
S0 =tanx, y su inversa g(x) = arctanx. ab=0Ca) (-b < _‘[ Pt — J %ﬁ dt = j' Sdt+ J. Q/; dt
Entonces para todo ae [0, n/2) y 620, a b 0 0
obtuvieron (ver figura 3) obteniendo [7] exactamente igual que [2]. Mds aln, se
obtuvo que por este argumento es posible extender la

a b

ab< J. tan ¢ di + J.o arctan t dt = —In(cos a) + barctan b — %ln(l + 5%
0

es decir

a-b< barctan b— ln(\/l +b cos a), Vae [O, 71:/2), Y620 [6] ¥

Algunas observaciones
sobre las desigualdades A
obtenidas :

La aplicaciéon sistemdtica de esta técnica i
sobre una amplia coleccién de funciones
nos ha deparado algunas situaciones inte- Tt b
resantes que merece la pena comentar. A
continuacién, recogemos a modo de 3

observaciones, algunas de las conclusio- y=x (sz;)

" nes que resultaron del trabajo en el aula. Figura 4




 desigualdad [3] a todo el plano real, cuando la funcién

potencial es de exponente impar

(n+Dab< a™' + no¥lp Va,beR VneN impar [8]
Se penso, empezando por extender la regién de validez de
la desigualdad [1], en obtener el recinto mas amplio del
plano donde se verifica [3] para el caso 7 par. Aunque deja-
mos esta cuestion abierta, si se observé que [1] (v [8] para
7 par) solo tiene sentido ampliarlas al segundo cuadrante,
as0y b20,y, desde luego, [1] no se verifica en toda esta
region, pues si a=-10"1<0, b=10%>0 y n=2, se tiene

=310 =3ab> & +20\b = -107 +2.10712
Resumiendo, el uso de esta técnica geométrica nos permi-
ti6 obtener desigualdades en dos variables con validez en
un recinto que, en ocasiones pero no siempre, se podian
ampliar utilizando la misma técnica.

Observaciéon 2

También conviene subrayar a los alumnos que a veces las
desigualdades que aporta este método geométrico no sélo
pueden demostrarse por procedimientos algebraico-anali-
ticos, sino que éstos permiten deducir la validez de dichas
inecuaciones en regiones mis extensas. Asi, por ejemplo,
se les comenté que si particularizamos la desigualdad [4]
para ¢ = e> 1, deducimos geométricamente

a-b< e+ b Inb-b ¥ a0,V b>1
Sin embargo, esta desigualdad puede deducirse analiticamen-

te con una restriccion més suave: Vae R, V be R*, En efec-
to, si les sugerimos que partan de la conocida desigualdad

e21+x Vxe R [91
y definimos x = a — In b para ae R y be R*, entonces
aplicando [9] llegan a que

e~ >1+a-Inb

esto es

ea

—2l+a-Inb=e?2b+ab-blnb

b
a b +b-Inb-b,Vaec R,V be R*

Aplicacién del método a la deduccién
de algunas desigualdades clasicas

Para demostrar la potencia del método propuesto, a con-
tinuacion utilizaremos esta técnica para probar tres desi-
gualdades cldsicas

2ab< B+ P, Va, be R [10]

—2ab<+ P Va be R [11]
al p

Para demostrar
la potencia
del método
propuesto,

a continuacion
utilizaremos
esta técnica
Dpara probar

tres desigualdades
cldsicas. ..

2
a-b:(—a).(—b>s“7+ .

a-bs—+-—, Va,b>0, Vp>1racional tales que l+l=1 [12]
b g b q

Las desigualdades [10] y [11] son bien conocidas por los
alumnos (obsérvese que [10] es una representacién equi-

valente de la desigualdad de las medias
geométrico-aritmética en dos variables),
y son consecuencia de las inecuaciones
elementales (a— 5?20 y (a+ bH2=0
respectivamente. Sin embargo, nosotros
les ayudamos a que observasen que [10]
también puede probarse a través del
método geométrico, ya que es un caso
particular de [9] tomando 7 = 1.

Llegado este punto, conviene sefalar a
los alumnos que acaban de encontrar
una demostracién geométrica de [10] 6%
luego veremos que también de [11])
independiente del método geométrico
€xpuesto aqui, que requiere en principio
evaluar dos integrales. En efecto, si par-
timos de la funcién Ax) = xy tomamos
a, be R, el drea bajo Ax)=xen [0, 4
y el drea bajo su funcién inversa,
& =x en [0, 8, puede evaluarse sin
necesidad del cilculo integral al tratarse
de dos tridngulos rectingulos isésceles 7
y 7,; luego, a partir de la figura 5, se tiene

Pa - ﬂz bz
a-b < Area(T)) + Area(Ty) = > +7 =

=2ab< a® + b, VabeR' U{O}
A continuacién, les pedimos que exten-
dieran esta desigualdad, lo que hicieron
sin problemas al segundo cuadrante,
(a, By € (o, 01X [0, +00), v al cuarto cua-
drante, (g, B € [0, +o0) X (—oo, 0], va que el
miembro de la izquierda es negativo y el
de la derecha es positivo. Para justificar
[10] en el recinto (g, b) € (—oo, 0] X (oo, 0,
tuvieron en cuenta la primera observacién
realizada en el apartado 3 vy la figura 6

%
—, V(a,b)e (-, 0] X (oo, 0]

La desigualdad [11] puede deducirse tam-
bién geométricamente de un modo andlo-
80, pero partiendo de la funcién fx) = —x,

Y

ol

Figura 5
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Figura 6

Saliéndonos de la labor desarrollada
. propiamente en el aula, subrayemos
~que la desigualdad de Young ademds de
_ ser una generalizacidn de [10] en el pri-
 mer cuadrante, ya que se obtiene en el
caso particular p= g=2, desempefia un
papel importante en el estudio de los
espacios I”. A continuacién, y aplicando
el método geométrico, estableceremos
una demostracién de [12], pero puede
verse otra prueba distinta en el proble-
ma 301 (Shklarsky, 1994). Para ello, pri-
mero observemos que razonando como

. al principio, [3] se puede extender para

n=0o > 0 racional

Es interesante
ayudar
a los alumnos
para que
observen que en
los razonamientos
seguidos
en los ejemplos
anteriores
subyacen
unas bipotesis
comunes
a partir
de las cuales
puede establecerse
un resultado
general.

(0 +1)ab< o™+ abb’® Vab20 Yo>0  [13]

b -
a.bsf_l_..i.p—lbp“l

Dado p > 1 racional, aplicaremos la @lti-
ma desigualdad para a.=p—1 > 0.

o+l
aoz+1 o 2r
a-b< o

T o+l

o+1

si g es tal que 1/p+1/g=1, entonces

@-D/p=1/q,v p/Pp—-1 = ¢, por lo que
de la dltima desigualdad se deduce [12].

Generalizacién de los
resultados y conclusiones

Es interesante ayudar a los alumnos para
que observen que en los razonamientos
seguidos en los ejemplos anteriores sub-
Yacen unas hipdtesis comunes a partir de
las cuales puede establecerse un resulta-
do general. Asi, en nuestra experiencia
en el aula, después de proponetles que
realizasen por grupos de tres personas, la
labor de abstraccién que exige el enun-

Juan Carlos Cortés
IES Bonifacio Sotos.
Casas Ibafez (Albacete).
Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores
de Matemadticas
Gema Calbo
IES Fernando de los Rios.
Quintanar del Rey {Cuencal.
Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores
de Matematicas

ciar las condiciones generales bajo las cuales se verifican las
conclusiones a las cuales se pueden llegar a través del
método que se les propuso, y tras una puesta en coman
dirigida por nosotros, se llegd al siguiente resultado:

Teorema

Sea Ax) (p(x)) una funcién continua- estrickamente creciente (decreciente)
para x 2 0 y cuya inversa es glx) (g(x)): Sean F{x} (Px)) y Glx) (Qlx]) las pri-
mitivas de fix} (plx)) y glx) (q(x)) respectivamente, entonces se verifica

1. a-b<{fa) = FO)} +{Glb)- GO}, YV a2 0,V b= {0} 2 0
1. ~a:b<{P0) = Pla)} + {Qlp(0)) - GIb}, V a2 0, ¥ b<pl0} <O

En los ejemplos expuestos a lo largo de este trabajo la fun-
cién fx) —con la notacién del teorema anterior— siempre ha
sido elegida creciente sobre los reales positivos, y aunque
en el teorema anferior damos la desigualdad anidloga para
el caso en que sea decreciente, atn quedan por estudiar las
correspondientes inecuaciones sobre los reales negativos.
Inducir a los alumnos a través de ejemplos sencillos a que
‘intenten generalizar los resultados, asi como que investi-
guen la extrapolaciéon de las conclusiones obtenidas a otros
casos distintos a los estudiados previamente, es siempre un
camino interesante para que ellos se inicien y profundicen
en la finalidad del verdadero quehacer matematico.

Como en otros trabajos basados en experiencias similares
(Cortés, 1998), concluimos que la realizaciéon de experien-
cias dirigidas de este tipo arrastran una gran riqueza, tanto
para los alumnos como para el profesor, ya no sélo por el
cambio de dindmica de trabajo, que obviamente al ser mas
creativa nos estimula mds a todos, sino que también obser-
vamos que nos ha permitido, trabajar en el aula aspectos
propios del curriculo de Bachillerato, como son el estudio
de las funciones elementales, sus funciones inversas (inclu-
yendo las graficas de ambas, asi como la relacién de sime-
tria respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante,
entre dichas representaciones), el cilculo de primitivas asi
como sus propiedades, la interpretacion geométrica de la
integral definida, e, incluso, otros aspectos que quedan
fuera de estudio bajo el itinerario de las programaciones
oficiales, como son las desigualdades en dos variables, el
método de induccidn o estrategias propias de la resolucion
de problemas, como son estudiar, primero, casos particula-
res y, posteriormente, generalizar los resultados.
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:¢Se puede predecir el nGmero
de cifras de un nomero
periédico estudiando la fraccion
que lo genera?

Agustin Colell Martinez

La ensefianza de los nimeros
racionales e irracionales a
los alumnos de ESO y
Bachillerato pasa por dar
algunos ejemplos de nimeros
periédicos. Normalmente,
recurrimos a fracciones con
un moltiplo de 3 en el
denominador.

Para obtener 2, 3, 4...
cifras en el periodo la cosa
cambia, el método suele ser
inverso. Partimos de un
decimal con 2, 3, 4... cifras
en el periodo y obtenemos la
fraccién generatriz.

Con un sencillo estudio de
divisibilidad podemos
relacionar el denominador
con el nimero de cifras del
periodo.

E TRATA en este articulo de estudiar la relacién entre las
fracciones que dan lugar a nimeros peridédicos y el nime-
ro de cifras del periodo.

En el proceso de introduccién de los nimeros irraciona-
les, tanto en alumnos de ESO como de Bachillerato, aca-
bamos por identificar lo nimeros irracionales como aque-
llos cuya expresién decimal estd compuesta por infinitas
cifras decimales y que no son periédicos. Esto supone
que, previamente, el alumno haya aprendido la nocién de
namero decimal finito y nimero decimal periddico.

Con mids o menos dificultad, los alumnos son capaces de
aprender el procedimiento de obtencién de las fracciones
generatrices de nimeros decimales finitos o periédicos.

Desde la Ensefianza Primaria los alumnos han ido viendo
que cualquier fracciébn da origen a un namero decimal
finito o periddico. Como casi siempre, nos limitamos a dar
unos cuantos ejemplos y los alumnos quedan convencidos
del hecho.

Por suerter, con pocos ejemplos los alumnos admiten que
las fracciones dan lugar a nimeros decimales finitos o
petiddicos. Digo «por suerte», porque a la hora de buscar
estos ejemplos es cuando, personalmente, me he encon-
trado con mads dificultades. Pruebe el lector a buscar direc-
tament una fracciéon que dé lugar a un ntimero decimal
periédico puro con cinco cifras decimales en su periodo.
O con seis.

Otra manera de darnos cuenta de que no existen muchas
fracciones cuya expresion decimal tenga un periodo corto
consiste en efectuar los cocientes de unas cuantas fraccio-
nes propias con numerador y denominador elegidos alea-
toriamente. Si el lector dispone de una calculadora a mano
puede comprobar ripidamente que en la mayoria de
cocientes la calculadora no dispone de suficientes digitos
como para que aparezca claramente el periodo.
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Si se quiere dar ejemplos de fracciones que den lugar a un
nimero predeterminado de cifras en el periodo el mejor
método es partir del nimero decimal periédico puro y
hallar su fraccién generatriz.

Veamos, seguidamente, un estudio sobre la relacién entre el
nimero de cifras periodicas y las fracciones que los generan.

Centraremos el estudio en los decimales periddicos puros.

Dado un ntmero decimal periédico puro, se obtiene, por
el procedimiento habitual, la fraccién generatriz con 9
como Gnica cifra en el denominador. 1a fraccién simplifi-
cada da lugar a una fraccién irreducible a/b = ¢/9...9 sien-
do ay b primos entre si.

De la igualdad b c=a-9...9, y por ser b primo con a,
deducimos que b es divisor de 9...%9. El ndmero de cifras
en el perfodo coincide con el ntimero de nueves del deno-
minador.

En lo que sigue, supondremos que & es un nimero primo,
y diferente de 2 y 5 puesto que éstos no generan nlme-
ros periédicos.

El denominador es de la forma 9..%'9, que supondremos
descompuesto segtin 9 - 1..."1. En el decurso de este tra-
bajo aparecerin, sucesivamente, los nimeros conteniendo
Gnicamente la cifra 1. Convengamos en anotar U,=1.01,

Para una sola cifra en el periodo el denominador es 9, el
Gnico divisor primo es 3.

Para dos cifras en el periodo el denominador es 99, apar-
te del 3, el divisor primo es 11. Quiere ello decir que las
fracciones irreducibles con denominador 11 tienen en el
periodo dos cifras. Ejemplo: 1/11 = 0,09090909. ..

Si aparecen tres cifras en el perfodo el denominador es
999 =9 - 111. El nimero U, =111 se descompone segin
111=3"37. Con este resultado, cuando se quiera nime-
ros periddicos con tres cifras en el periodo deberemos
usar fracciones con 37 como factor en el denominador.
Ejemplo: 4/37 = 0,108108108...

Permitaseme el detalle del caso de cuatro cifras en el
periodo para reforzar la importancia de la descomposicién
de los nlimeros U, (el 1 como tnica cifra).

Para cuatro cifras el denominador es 9999 =9 - U=
=9-1111=9- 11 - 101.

Ejemplo: 53/101 = 0,524752475247...

Obsérvese que en los denominadores van aprareciendo
los factores primos de U, U,, U,...

Descomposicién de los denominadores

En la descomposicién de los nimeros U, emergen inme-
diatamente dos propiedades elementales de las reglas de
divisibilidad del nimero 3 y del ndmero 11. Primero, U,

es divisible por 3, ya que la suma de las
cifras es 3n. Segundo, U,,, es divisible
por 11, puesto que hay tantos unos ocu-
pando las posiciones pares como las
impares, luego la suma de las cifras ocu-
pando las posiciones pares serd igual a
la suma de las cifras de las posiciones
impares,

Hay otra manera de ver que U,, es divi-
sible por 11, solamente hay que observar
el resultado de la division de U,, por 11.

U, =11 101
U, = 1110101
Uy =11 - 1010101

De hecho, los niimero anteriores admi-
ten otra descomposicién similar (no en
factores primos) que ayudard en la des-
composicién general de U,

Ug =111111=111000 + 111 = 1000 - 111+ 1 - 111 =
= (1000 + 1) - 111 == 1001 - 111 = U, - 1001

U,

8

=10001 - 1111 = U4 - 10001

Uy, = US - 100001
Uy, =Ug 1000001 = U, - 100010001 = U, - 1001001001
U,, = U, 10000001

...con la ayuda
de programas
informdticos
se puede
obtener
la descomposicion
de los primeros
25 numeros

U
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De esta observacion puede enunciarse
que los divisores de U, serin también
divisores de U, .

Los casos mis dificiles de descomponer
serdn, por supuesto, U, U, U

Combinando esta técnica con la ayuda
de programas informdticos se puede
obtener la descomposicién de los pri-
meros 25 ntmeros U,, con los cuales ya
se pueden inferir conjeturas sobre el
namero de cifras de los periodos.

En las descomposiciones que siguen
figuran en negrita los factores nuevos
que van apareciendo.

U, =1, y, como ya se ha dicho, se
corresponde con el denominador 3.

U,=11
U,=3-37
U, =11 101

U, = 11111 = 41 - 271
Ug=111111=3 71113 - 37
U, = 239 - 4649

Uy =11-73-101 - 137
U,=3-337 333667




U,=11- 412719091

U,, = 21649 - 513239
U,=3-711-11-13-37-101-9901
U,=53-79- 265371653

U, =11-239- 4649 - 909091

Us=3-31-37" 41-271 - 2906161

Uy, =11-17-73-101 - 137 - 5882353

U,, = 2071723 - 5363222357
U18=3'3-7~11‘13-37-52579'333667

U,, es primo.

U,,=11-41-101- 2719091 27961

=337 432391933 - 4649 - 10838689
=11-11-23 - 4093 - 8779 - 21649 - 513239
es primo.

=3-7-11-13-37-73 101137 - 9901 - 99990001
=41 -271 - 21401 - 25601 - 182521213001

21

Reinterpretemos el hecho de que U,
_ sea primo: el minimo denominador que
~ genera un nimero decimal con 19 cifras
= i 191 1

en el periodo es 11...91. Idem para U,,.

Aparte del interés de las descomposicio-
_ nies anteriores con respecto al nimero
- de cifras del periodo, se puede destacar
alguna curiosidad referente a la divisibi-
lidad de los nimeros U,

Cuando un factor primo p aparece por pri- ...8e puede
mera, vez lo hace en U, con p=n" k+1; destacar
por ejemplo: el 7 y el 13 aparecen en

U También se observa que 41 y 271 al('gm.m
aparecen en U, Y 21649 aparece en U, curiosidad
siendo 21649 = 11 - 1968+1. referente

a la divisibilidad
de los niimeros U, .
Enunciado propuesto

En términos de periodicidad, podifamos
decir: Dado un nUmero primo p, el
nimero # de cifras del periodo de la
fraccion propia a/p es un divisor de
p-1.

Lo comprobaremos para los ndmeros
primos 7 y 11:

El namero de cifras del periodo de 1/7
es un divisor de 6 (6 = 7 — 1). El periodo
es 142857.

El nimero de cifras del perfodo de 1/11
es un divisor de 10 (10 = 11 — 1). El perio-
do es 09.

De las descomposiciones de U, y de lo dicho anterior-
mente podemos extraer la tabla 1, en la que se recorren
los primeros nimeros primos con expresion del nimero
de cifras del perfodo.

No&m. primo 3 7 11 13 19 29
Nom. cifras periodo 1 6 2 6 18 28

Tabla 1

Aunque no se halle la descomposicién de Uy,
prueba, efectuando la divisidn correspondiente, que el
periodo de la fracciones a/29 es 28. Asi:

1/29 = 0,0344827586206896551724137931
0344827586206896551724137931

5€ com-

Bsta divisién se ha efectuado con un programa en Visual
Basic cuyo codigo puede descargarse en la web
<www.xtec.es/~acolell2>; el simbolo ~ se corresponde
con la combinacién de teclas <alt>+126.

En la tabla 1 no aparece el perfodo con 3 cifras, 5 cifras,
7 cifras, etc., porque los nimeros primos que generan
estos periodos son mayores. Podemos completarla, como
se ve en la tabla 2, dando mayor importancia al nimero
de cifras del periodo. Escribimos los denominadores
menores que generan dichos periodos.

Nom. cifras periodo | 1.2 3 4 5 6 7 8 9
Denominador 3 1137 101 41 7 239 73 333667

Tabla 2

Esta altima tabla responde a la cuestién que se plantea
cuando queremos dar muestras de nimeros periédicos
generados por fracciones. Si en los denominadores apare-
cen otros factores distintos de los anteriores el perfodo
tiene tantas cifras que se hace tedioso encontrarlo.

¢Qué pasa cuando el denominador
es un nUmero compuesto?

Tomemos como ejemplo 407 = 11 - 37 en el denominador.
1/11 = 0,0909... El ntmero de cifras del periodo es 2
1/37 = 0,027027... Bl namero de cifras del periodo es 3.

1/407=0"002457002457... El ntmero de cifras del periodo
es 6, que coincide con el mem(2, 3).

Parece plausible que, cuando el denominador es un
namero compuesto, el nimero de cifras del periodo es el




mem de los nimeros de cifras de los periodos correspon-
dientes a los factores del denominador considerado.

Con ayuda del referido programa de ordenador se puede
comprobar esta conjetura para cualesquiera otros casos
sencillos. He aqui otra muestra.

Sea 287 =7 - 41.

1/7 = 0,142857142857... El ntimero de cifras del petiodo es 6.

1/41 = 0,0243902439... El namero de cifras del periodo es 5.

1/287 = 0,0034843205574912891986062717770034843205
7491289198606271777...

Como cabia esperar, el nimero de cifras del periodo es 30,

Fundacién Joan Miré. Barcelong

| (Fotos: Pilar Moreno)

Agustin Colell
IES Ramén Berenguer IV.
Amposta (Tarragonal)

Conclusién

Si no queremos periodos demasiado lar-
gos hemos de restringir las fracciones
que tomemos como ejemplo en la intro-
duccién de los nimeros periédicos a
aquellas cuyos denominadores estén
contenidos en la dltima tabla, esto es: 3,
11, 37, 101, 41, 7, 13, 239, 73... Para
otros denominadores, el ndmero de
digitos de las calculadoras resultarin
insuficientes.

|
|
|




Experiencias sobre

la aproximacién intuitiva

en Geometria. Una aproximacion
del nomero n en la ESO

Antonia Redondo Buitrago

M.¢ José Haro Delicado

En este arficulo se presentan
algunas experiencias sobre
la aproximacién intuitiva en
Geometria y sus
implicaciones en el calculo
aproximado del ndmero & en
la ESO.

El proceso se gradia en
torno a cuatro actividades.
En las dos primeras se
aproxima experimentalmente
el nimero m y se pretende
descubrir el grado de
madurez de los alumnos
para enfrentarse, desde el
punto de vista intuitivo, a los
procesos geométricos de
aproximacién. En las dos
Gltimas se hace una
estimacién de wt; en un caso
encontrando una sucesién de
nimeros irracionales
convergente a ese nimero; y,
en ofro, a partir de una
simplificacion del método
utilizado por Arquimedes,
que permite ademds dar una
demostracién, diferente de la
habitual, de las propiedades

sena

lim ——=1
a0 o

. fana
lim =1
a0 a

NA DE LAS GRANDES incoherencias didécticas en la ense-
fianza de las Matemdticas en la Educacion Secundaria, de
la que dificilmente podemos escapar, es el tratamiento del
fascinante nimero . Por un lado, la introduccién del con-
cepto de niimero irracional se inicia en el cuarto curso de
la ESO, posponiendo su estudio, mis o menos riguroso,
para el Bachillerato, pero, sin embargo, al alumno le
hemos pedido en etapas anteriores que conozca y utilice
el ntimero irracional w, y, ademds, esperamos que se crea
que tiene infinitas cifras decimales que nunca se repiten
de forma periddica...

Este trabajo es el resultado de nuestra experiencia didacti-
ca en la biisqueda y disefio de-actividades sobre la apro-
ximacion del niamero @, que pudieran ser propuestas a
alumnos de la ESO que no posean conocimiento alguno
de Trigonometria. El proceso seguido se organiza en torno
a cuatro actividades comentadas, dirigidas a un nivel de
competencia curricular especificado en cada una de ellas,
pero que podrfan realizarse en cualquier etapa postetior.
La Ultima es la menos original, pues se basa, en esencia,
en el método utilizado por Arquimedes para aproximar el
niimero m, pero la incluimos porque en el Bachillerato
constituiria un instrumento diferente para probar las pro-
piedades

sena
i =1
a—=>0 O

tan o
1 =1
a—0 o

Como suele ocurrir en el campo de cualquier investigacion
nos encontramos con una dificultad no prevista: todo pro-
ceso de aproximacion en Geometrfa implica un plantea-
miento «dindmico» e, inevitablemente, aparecen implicados
componentes intuitivos sobre el concepto de limite. Sin
embargo, este hecho, no sélo no representa un inconve-
niente, sino que se convierte en un recurso didéctico para




la actividad 3. En ella subyacen ideas de Anilisis
Matematico (integral de Riemann, sucesiones convergen-
tes) que, consideradas desde un punto de vista exclusiva-
mente geométrico, nos permiten obtener una sucesion de
nimeros irracionales que converge a .

La dificultad a la que nos referfamos queda patente si ana-
lizamos los resultados obtenidos en una prueba inicial
sobre contenidos geométricos realizada a alumnos del ter-
cer curso de la ESO. Se les propuso: Formamos un cua-
drado con 16 fichas cuadradas y lo deformamos para cons-
truir con las mismas fichas un rectingulo. ;Qué pasa con
el perimetro al pasar del cuadrado al rectingulod.
Aquellos alumnos a los que se les proporcioné el corres-
pondiente material o se les permiti6 utilizar una represen-
tacion grafica (figura 1) no tuvieron dificultad en contestar
que el perimetro aumenta, pero aquellos a los que se les
pidié que contestaran por intuicién, lo hicieron correcta-
mente s6lo en un 6,7 %, mientras que un 75 % afirmé que
el perimetro era el mismo.

—

Figura 1

También se les propuso: «Une los extremos de un hilo vy
forma sobre la mesa un cuadrado. Ahora deférmalo para
construir un rectingulo. ;Cémo son las 4reas del cua-
drado y del rectangulo?. Intuitivamente, la mayorfa con-
testd que el drea no cambia y en este caso la utilizacién
de un modelo geométrico (hilo, cadena, cordén de las
zapatillas...) no mejoré los resultados. La justificacién
posiblemente estd en que el concepto de dimiter no se
habfa adquirido todavia en esos alumnos, ¥y no recurrie-
ron a su utilizacién como estrategia de manera esponta-
nea. Cuando el profesor llevé en el modelo la deforma-
cioén «al limite» (figura 2) un alto porcentaje de los alum-
nos afirmé que el drea cambia y algunos de ellos que
disminuye,

Estas dos situaciones ponen de manifiesto que antes de
intentar abordar con nuestros alumnos una aproximaciéon

...todo proceso
de aproximacion
en Geomelria
implica
un planteamiento
«dindamico»

e, inevitablemente,
‘aparecen
implicados
componentes
intuitivos
sobre el concepto
de limite.

L |

Figura 2

del nimero m hay mucho trabajo por
hacer. En un primer paso deberian des-
cubrir por ellos mismos que es posible
que las cifras decimales de m no se repi-
tan. Este objetivo se pretende alcanzar
en la actividad 1. Esta solo presenta la
dificultad de utilizar habilmente un hilo

para medir el perimetro de un circulo y
su didmetro (es mds facil si se utiliza un
cilindro) y dnicamente se requiere que
el alumno conozca el sistema decimal y
la proporcionalidad de segmentos.

Actividad 1

¢ Nivel de aplicacién: Primer y segun-
do Ciclo de la ESO

®  Objetivos:  Obtener experimental-
mente algunas cifras decimales del
nomero .

°  Conocimientos previos: Concepto de
circulo, * circunferencia 'y “digmetro.

Sistema decimal. - Proporcionalidad

entre segmentos.

Materiales: Cilindro, hilo, tijeras y

material de dibujo (regla).

Vamos a ver cudntds veces estd confeni-
do el digmetro de un circulo en la longi-
tud de la- circunferencia. Con el hilo
corta dos trozos que midan exactamente
lo- mismo- que el digmetro y-la circunfe-
rencia de la base del cilindro. Sobre la
primera recta en la que estd representa-
do- el cero, toma como unidad el trozo
de hilo que representa el didmetro y
sefiala los puntos que corresponden ¢ los
nimeros 1, 2, 3, 4, 5. Ahora djusta uno
de los extremos del ofro hilo al 0 y sefia-
la el punto P, que queda determinado
hacia la derecha por el otro extremo del
hilo: Como ves, la longitud de la circun-
ferencia contiene al didmetro mas de tres
veces, pero menos de cuatro; es decir, el
nimero de veces es un nimero decimal.
Para saber cuédl es la cifra de las déci-
mas fraza una recta que pase por el 3 de
la primera recta y el 3,0 de la segunda.
Traza ofra recta que una el 4 con el 4,0.
Estas dos rectas se cortan en un punto
que llamaremos Q,. Si trazas unda recta
- que una el punto @, con el punto P, cor-
_ faré a'la segunda recta en un punto P,
_ que como ves estd enfre 3,1 y 3,2. Esto
quiere decir que la primera cifra decimal
es 1. Si repites la operacion con las oiras
ectas irds obteniendo las demds cifras
decimales (figura 3).




3,0 3,1

3P 4
w=3,1
4,0
n=23,14..

3,10 3,11 3,12

. 14 3,15

7 3,17 3,18 3,19 3,20

w=3,141..

3,140 3,141 3,142 3,143 3,144 3,145 3,146 3,147 3,148 3,149 3,150

Es cierto que no se van a poder hallar
graficamente las infinitas cifras decima-
les de =, pero, después de un ndmero
razonable de iteraciones, el alumno se
ve obligado a plantearse la posible
necesidad de un «paso al limite», v esta
_en condiciones de admitir que pueda
ser cierto que las cifras decimales de
ese nimero no se repiten. Por tanto,
hemos cambiado, a partir de una expe-
riencia, un «acto de fe» por una «dntui-
cién razonable». Una intuiciébn que se
fundamenta en el mundo que nos
rodea, como queda maravillosamente
reflejado en un fragmento de la pelicu-
la, Smila, misterio en la nieve, de Bille
August, en el que la protagonista des-
cribe la fascinacién que siente por los
ntmeros de la siguiente forma:

[...] para mf el sistema numérico es como la
vida misma, primero estén los nimeros natu-
rales, los que son enteros y positivos, son los
nimeros de un nifio pequefio, pero la con-
ciencia humana se amplia y el nifio descubre
el deseo, gsabe cudl es la expresion mate-
matica del deseo?, los nimeros negativos, la
formalizacién de la sensacién de que te falta
algo. Entonces el nifio descubre los espacios
intermedios entre las piedras, entre las per-
sonas, entre los nGmeros y aparecen las frac-
ciones, eso es como una locura, porque
nunca se llega al final, nunca se defienen
alli, hay nomeros que no podemos ni empe-
zar a comprender, las matemdticas son un
paisaje inmenso y abierto, te diriges hacia el
horizonte, que siempre retrocede |...]

La actividad 2 es fundamental, puesto
que evidencia que el «paso al limite» no

Figura 3

...evidencia
que el paso
al limite»
no es en modo
alguno evidente
y con ella
el alumno
se cuestionard
lo que su intuicion
le sugiere
a primera vista,
preparandole
para adquiriv
mas adelante
los conceptos
de curva
rectificable
y region medible.

3,1410 3,1411 3,1412 3,1413 3,1414 3,1415 3,1416 3,1417 3,1418 3,1419 3,1420

¢ es en modo alguno evidente y con ella el alumno se cues-
tionara lo que su intuicién le sugiere a primera vista, pre-
pardndole para adquirir mds adelante los conceptos de
curva rectificable y regidon medible,

Actividad 2

e Nivel de aplicacién: Segundo ciclo de la ESO.

e Objetivos: Trabajar sobre la intuicién en los procesos de
aproximacién geométrica.

e Conocimientos previos: Teorema de Pifdgoras, tridngulo
equilétero, area de un trigngulo.

®  Materiales: Calculadora y material de dibujo.

El segmento AB mide 1 cm. Sefialamos un punto: Q de mane-
ra que ABQ sea un tridngulo equilétero. Llamamos p; a la poli-
gonal [A, Q, Bl y S a la superficie del tridngulo limitada por
p; Y el segmento AB {figura' 4).

Dividimos ahora el segmento AB en dos parfes igudles, cons-
truimos dos fridngulos equilateros de base cada una de esas
partes y llamamos p, a la poligonal [A, Q,, My, Q;,, Bl Y S,
a la superficie de la regién limitada por p, y AB (figura 5).

Continuamos dividiendo el segmento AB en tres partes iguales
y obtenemos la poligonal p, = [A, Q,;, My, Qyp My, Gy, B
y el drea S, de la regién limitada por p, y AB (figura 6).

Imagina que vas dividiendo en 4, 5, 6... partes el segmento y
vas obfeniendo las correspondientes poligonales p,, ps, p;..-
y reas 'S, Sy, Sy

a) - Si repites el proceso infinitas veces, zqué pasard con la
sucesién de ‘poligonales? 3Y con la sucesién de dreas?
(Contesta intuitivamente).

b} - Comprueba algebraicamente lo que sucede completando
la tabla 1y compara si se obtiene: lo que habias previsto
en a}. Infenfa dar una explicacién de lo que sucede.




Cuando se propuso esta actividad a un grupo de alumnos
de 3.° de ESO, el 90 % contestd en el primer apartado

intuitivamente que la poligonal se convierte en el seg-
mento 4By s6lo un 10 % dijo que al final tendriamos un
Segmento pero con «puntitos por encima, driangulitos
muy pequefios... Todos admitian que al final las areas
eran practicamente cero.

Q ...cuando
queremos
aproximar

el drea
e B A 5 de una region
Figura 4 (por supuesto
medible),
podemos bhacerlo
Q, @, a traveés de
i E i \ regiones limitadas
r cualquier
M, B A M, B po /i ql
gondat. . .
Figura 5 pongon
QZI QZZ Q23
A M M, B A M M, B
Figura 6

Regién  Num. de divisiones  Lado del tridngulo Longitud de p, Area del frigngulo S

1 1 2 V3 /4 V3 /4

M 2 1/2 4.1/2=2 N3/16 38
VAVAVAN 3 /3 6.1/3=2 V3736 312

AAAA 4 1/4 8.1/4=2 23 /64 316

Tabla 1

§

Estd claro que los alumnos que contes-
taron que al final se obtiene el segmen-
to AB han ido mis lejos de lo permitido,
es decir, su intuicién les ha llevado a
hacer una aproximacién incorrecta de la
longitud del segmento. El resto, bien
por prudencia o por no saber como rea-
lizar ese «paso al limites, se quedaron un
Paso atrds y eso les impidié contestar de
forma errénea.

Una vez realizada la actividad, el profe-
sor puede hacer ver a los alumnos que
en los procesos de aproximacién en
geometria, por decirlo de alguna mane-
ra, debemos tener mucho cuidado al
aproximar un arco (por supuesto rectifi-
cable) por una poligonal, pues sbélo
tenemos garantias de que la aproxima-
cion sea fiable si todos los vértices de la
poligonal estin en la linea (figura 7b),
por el contrario en el caso de una poli-
gonal como la de la figura 7a, al final se
obtendrfan puntos «nuy préximos» a la
linea pero no estarian sobre la linea.

Sin embargo, cuando queremos aproxi-
mar el drea de una regién (por supues-
to medible), podemos hacerlo a través
de regiones limitadas por cualquier poli-
gonal (figuras 8 y 9).

En la actividad 3, damos una estimacién
del ntimero g, utilizando la aproxima-

e

Figura 7

Vi

Figura 8

Figura 9




cién del drea de un sector circular por
una sucesién de dreas de rectingulos
inscritos, que nos permite obtener una
nueva férmula para el nimero . lLa
novedad reside en que la altura de los
rectingulos se calcula aplicando el
Teorema de Pitigoras.

Actividad 3

Nivel de aplicacién: Segundo ciclo
de la ESO.

Objetivos: Aproximar el nimero n
por defecto.

Conocimientos previos: Teorema de
Pitdgoras, drea de un recténgulo,
érea del circulo.

Materiales: Calculadora, material
de dibujo y ordenador {programa
Derive).

En el sector circular AOB el dngulo o es
de 90° y los radios OA y OB miden 1

A
PZO P2l
SZ
-
o Q, B
Figura 10
A
P
PSO &
P32
83
a
o Q;, Qs B
Figura 11

cm. Sefialamos el punto- medio Q,; de
OB 'y construimos el recténgulo inscrito

Regién

Nim. de divisiones Area de la regién

de base OQ,; (figura 10).

Evidentemente el drea S, del recténgulo
PsoP21 Q5,0 es una aproximacion muy
“mala del rea del sector, pero podemos
mejorar la situacién si dividimos el seg-
mento OB en tres partes iguales & inscri-
bimos dos rectangulos {figura 11}

Si divides el segmento OB en 4, 5, 6...
partes y repites. el proceso obtendras
stcesivas regiones formadas respectiva-
mente por 3, 4, 5... rectangulos inscri-

fos, de dreas que llamaremos Sy Sy
5,...

a} . Completa la tabla 2 y. comprueba
que la: sucesién S;, S, S;..., de

2

2 Sy=t 1—(~) -0,433012...

2 2
1 1 1 2
3 == N={=] +=1- =
S3 3\/1 (3) +3‘j1 (3) 0,562721...

2

2
Lo 1L 2 1] 3
4 S“‘ZJ]‘(Z) 7\}1_(.‘{) ‘7\]1‘(2) -0,623927...

areas: es esfricfamente “:creciente.
Encuentra una férmula general para
el érea de la regién cuando el
nimero de divisiones es n.

Si repites el proceso infinitas veces,
sen qué se convierfe la regién? ;A
qué tiende la sucesion de dreas
obtenidas?

En general, si el ntmero de divisiones
€s 1 se tiene

2 2
=L 1_(1) L 1_(3) L 1_(_5_)
n n n 1 n n

Tabla 2

y con una sencilla manipulacion algebraica obtenemos

sy =L (Yo e 2 - )

La convergencia es muy lenta y los alumnos no pueden
prever experimentalmente a que nidmero tiende la suce-
sibn S, pero este es el momento de utilizar lo que sabe-
mos. Como el drea del sector es la cuarta parte del drea de
un circulo de radio 1 cm, se tiene que

n* - n - )

(mdf

7
47




Y, por tanto,

n =~ lim —47(\/712—12 +n? - 22 +---+1/n2—(n—1)2)

n—sm 3y

Como ya hemos dicho, la convergencia es muy lenta y
para obtener valores satisfactorios de la aproximacion de
T necesitamos adelantarnos mucho en la sucesion, pero
€sto no es un problema si disponemos de un programa de
ordenador. Los siguientes cdlculos se han realizado con el
programa Derive y un poco de paciencia.

n=10 7T~ 2,90451...
n=100 m~312041...
1= 1000 7=~ 3,13955...
7=10.000 T =314139...
7 =100.000 w=~3,14158...
1= 200.000 7~ 3,14159. ..

La convergencia es mas rpida si en lugar de aproximar por
rectangulos utilizamos trapecios y un tridngulo (figura 12).

En este caso se cumple

O ) (RE T [
_‘+%{\/:(n;2)2+\/:(n;1)2]%+%.%~1~(n7_1)2
y de esta forma

w= lim [E+i2(\jnz -1% $n? - 22 N —(n—l)z)}
”

n—>w| 11

Los valores que se obtienen con esta férmula son

n=10 7=~ 3,10451...
=100 7~ 3,14041. ..
7= 1000 7=~ 3,14155...
7= 10000 7~ 3,14159...

La actividad 3 se puede completar proponiendo que se
razone de forma analoga aproximando la longitud del arco
4B, por la de la poligonal formada por el segmento AP, |
el borde superior de los rectingulos y el segmento QpnaB.
Los alumnos estdn ya en condiciones de prever que esa
aproximacion no es la apropiada. En efecto, en este caso
la poligonal siempre mide 2 cm y sélo podemos afirmar

que /2 < 2y, por tanto, @ < 4 (figura 13).

A

Figura 12

...es una vaviante

simplificada
del tradicional
método
seguido
porArquimedes.

p A p
o P

0 Q,Q, Q

n,n=1

Figura 13

Los alumnos de la opcién B de 4.° de
ESO poseen suficientes conocimientos
de trigonometria para realizar la siguien-
te actividad, que es una variante simpli-
ficada del tradicional método seguido
por Arquimedes.

Actividad 4

* Nivel de aplicacién: 4.° curso de
ESO; opcién B,

®  Objetivos: Daruna aproximacién
por defecto del numero .

e Conocimientos previos: Seno de un
dngulo agudo, perimetro de un polf-
gono;, longitud de la circunferencia.

°*  Materiales: - Calculadora, - material

de dibujo.

En'la circunferencia de centro O y radio
R'=1 cm. Inscribimos un tridngulo equi-
létero, un cuadrado, un pentégono regu-
lar.... (figura 14)

Los perimefros van aumentando al
aumentar el nimero- de lados y se pue-
den considerar una aproximacion de la
longitud de. la circunferencia; mas satis-
factoria al ir aumentando el nomero de
lados.

a) Teniendo en cuenta que todo poligo-
no regular de n lados A/A,..A se
puede considerar formado por n
tridngulos isésceles iguales al OA A,
comprueba que el valor del perimetro

_p, se puede expresar con la férmula

P, =2n-sen (] 8,10")

b)  Si hacemos crecer indefinidamente
el némero de lados n del poligono
inscrito sQué pasard con ld sice-
sién p. formada por los sucesivos
perimetros? sA qué nimero tiende
la sucesion p./22




Figura 14

En esta actividad es imprescindible que
_se calculen las razones trigonomeétricas

del 4ngulo, expresando éste en grados
' sexagesimales (si se hiciera en radianes
caerfamos en un circulo vicioso al tener
que utilizar el valor de m). Considerando
que el tridngulo OQA, es rectdngulo,
que el segmento O4, mide 1 cm, y que
QA, es la mitad del lado [ del poligono
se obtiene (figura 15)

Al hacer tender n — o el perimetro del
poligono p, tiende a la longitud de la
circunferencia, que en este caso es 2w, y,
de esta forma, en la columna de la dere-
cha de la tabla 3 obtendremos una suce-
sion creciente que tiende al nimero .

Si el angulo 180°/7 se expresa en radianes, obtenemos

) (180° w ) , (n’)
7 = lim 7-sen +——| = lim n-sen|—
n=wo n  180° > 7

y, en realidad, lo que hemos probado es que

1 ..
=— lim 7n-sen
I n—>co

7

sen|—
1] . (72)
—|=lim ——
(”) n—o T

n
Esto proporciona un procedimiento diferente del habitual
para la demostracion en el Bachillerato del resultado

sen o,
2%

lim
a—=0 o
puesto que basta con hacer en la igualdad obtenida, suce-
sivamente, los cambios de variable n=1/my mr=a y

entonces

senf—
. n . Sen miv . seno
1= lim = lim = lim
n->® k3 m—0 I a—=0 o
"

Si en la actividad anterior se utilizan poligonos circunscri-
tos, obtendriamos una sucesién decreciente que propor-
ciona aproximaciones por exceso de @, pues el perimetro
del poligono es

1 (o]
P = 2man( 80 )
7

y se deduciria de ahi, andlogamente al caso anterior, que

. tana
lim =
a—=0 O
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2002: celebracion
de un ano capicua

Amparo Saiz Sapena

Marta . Trapero Navarro
Monica Vivo Gomis

El presente arficulo ha
surgido a raiz de la
celebracién del Dia Mundial
de la Simetria, el pasado
20 de febrero, y su relacién
con los palindromos.
Uniéndonos a tan universal
evento, enframos en la red, y
descubrimos en sus paginas
todo un mundo sobre los
nimeros capicias y su
relacién con las
matemdticas: desde
bisqueda de capicias a cudl
mayor y cumpliendo ciertas
propiedades, aprovechando
para dar nombre propio a
los nuevos récords
conseguidos, hasta todo un
andlisis matemdtico de
frecuencia de aparicién de
capicias, pasando por
problemas de aula de ahora
y de siempre. Hemos
aprovechado los recursos de
la red y de ofros medios
para elaborar una coleccién
de actividades para el aula
relacionadas con los
ndmeros capicia.

1 Marcelo Iglesias. Logotipos si-
mélricos. Ver:
www.geocities.com/lasimetria

2 Segln el historiador Josep
maria Garrut i Romd, Boletin
de la Asociacién Tucumana de
Folklore (1955)

IMETRIA EN LA NATURALEZA hay miles de ejemplos en
ella; simetria hay en el lenguaje, como los palindromos; en
la arquitectura; en el ajedrez el tablero, las fichas, ;quién
no ha jugado de negras imitando a las blancas?; simetria
en la pintura, como el fascinante Mauritius Escher; en la
publicidad, como los logotipos de marcas famosas (figura
D! en juegos y estrategias de ciertos juegos (tipo nim y
similares)... Y también, cémo no, simetria en los nameros:
los nlimeros capicia.

Mitsubishi TDK

Atari

Figura 1

Un ndmero capicta, como todo el mundo sabe, es aquel
cuya secuencia de digitos se lee igual de izquierda a dere-
cha que de derecha a izquierda; la palabra o frase con
esta misma caracteristica se conoce como palindromo (del
griego «palin», en sentido inverso, y «dromos», carrera), y
es por ello que al nimero capicta también se le llama
palindromo numérico. De hecho, es por este nombre
como se le conoce en los demis paises, y solamente en
nuestro pais hay una palabra especifica, capicta, para
determinarlo. {Y cudl es el origen de este vocablo? Parece
ser que viene del catalin «cap-i-cua» (que significa cabeza
y cola), haciendo referencia a la simetria entre el princi-
pio y el final de un ndmero, y los vocablos «apicia» en
castellano, «capictia» en gallego y Kapicua» en vasco, son
todos ellos derivados del termino cataldn; el término apa-
reci6 en Barcelona a finales del siglo XIX?, refiriéndose a
los ntmeros perfectamente simétricos pero preferente-
mente con cifras distintas (es decir, se apreciaba mas el




15251 que el 11811), y ademis generalmente los de cinco
cifras, ya que se empez6 a utilizar de modo masivo en los
billetes de tranvia cuyo nimero tenia esta caracteristica; de
hecho, aparecieron coleccionistas de billetes capicia
(como el Circulo Coleccionistas Capictias) y hay datadas
colecciones ya en los afios treinta, como una actividad
paralela a la filatelia, la numismética o las colecciones de
vitolas de cigarros?,

Acontecimientos

Este afio, el 2002, ha vuelto a poner la palabra capicia en
boca de todos y ha exaltado la imaginacién de mis de
uno, bien hacia predicciones o hechos supersticiosos, bien
hacia la bisqueda de la belleza en la simetria; como even-
to estrella, se celebré el 20-02-2002 el Dia Mundial de Ia
Simetria, alcanzando su maximo esplendor a las 20:02 (n6-
tese la simetria numérica al escribir fecha y hora juntas).
José Luis Alvarez, cre6 una pagina web dedicada espe-
cialmente a este dia (www.geocities.com/lasimetria)
donde, a esa hora, hizo un vuelque de todas las curiosi-
dades y los trabajos que le habfan estado enviando hasta
el momento; huelga decir que hubo mucha participacion,
bloqueando incluso la red, bésicamente de internautas de
lengua hispana. Aunque también participaron internautas
americanos, para ellos la celebracion de este aconteci-
miento no tuvo tanto sentido en esta fecha puesto que
ellos la escriben como 02-20-2002, que no es «capicia»
(aunque si lo serfa afiadiendo la hora delante!).

La busqueda

Aunque cientificamente los niimeros capictias carecen de
sentido, son muchos los matemiticos que imbuidos de la
belleza y originalidad de la simetrfa numérica han empren-
dido como reto la bisqueda de ntmeros capiclias que
cumplan determinadas condiciones, como ser primo (por
ejemplo, el 131) o ser Pronic Number, nimeros definidos
como P =27, = n(n+l) donde Tn es un nimero trian-
gular* (por ejemplo, para 7 = 16, P =272).

Se han buscado niimeros capicta que al ser elevados a un
determinado exponente siguen siendo capicta (por ejem-
plo, 202* = 40804, 111% = 1367631, 114 = 14641), se han
observado sus caracteristicas en distintas bases, se ha estu-
diado la frecuencia con que se presentan los palindromos
en cualquier base y con cualquier nimero de digitos dando
férmulas generales de conteo, ete. De tal modo que, como
si de una competicién se tratara, se han utilizando las
potentes herramientas de los tltimos avances de la infor-
madtica para dar extensos listados de capicdas a cuil mis
grande en los que junto al nimero hallado aparece el nom-
bre del autor®. Sin mds que echar un vistazo en la red, con
un buscador cualquiera, tenemos acceso a multitud de pagi-
nas, como en la que se anuncia «el palindromo mas bonito

Aungue
cientificamente
los niimeros
capictias
carecen
de sentido,
son muchos
oS matematicos
que imbuidos
de la belleza
Y originalidad
de la simetria
numerica
han emprendido
como reto
la blisqueda de
nimeros capictias
que cumplan
determinadas
condiciones. ..

3 Colaboracién de Marius Serra.

4 Cualquier nomero triangular

viene expresado en la forma
n(n+1)/2 , con la base n € N.

5 www.ping.be/~ping6758/

consec.htm, con entrada a la
Enciclopedia Online de Neil
Sloane's infeger Sequences.

6 P. De Geest. Ver

www.worldofnumbers.com

7 Martin Gardner, Circo Mate-

mético.

nunca descubiertos, el 3 654 345 456 545
434 563, un capicta de solo cuatro digi-
tos distintos para el cual el nimero trian-
gular asociado es también capicia, o el
namero 775 781 766 082 836 455 602,
que es la base del namero triangular
capicia de 42 digitos y nuevo record
conseguido: el 300 918 674 293 302 389
819 918 983 203 392 476 819 003°.

Una de las basquedas principales ha
sido siempre la comprobaciéon de la
Conjetura Capiciia que nace a partir del
algoritmo siguiente: se toma un nimero
entero positivo cualquiera, se invierten
sus digitos y se suman las dos cantida-
des; si el nimero resultante no es capi-
cla, se repite el procedimiento con é&l,
La conjetura dice que en un namero
finito de pasos se llega siempre a un
nimero capicia, pero no esti demos-
trada (para bases de numeracién poten-
cia de 2 sf se ha demostrado que es
falsa, pero para el resto de bases no se
ha comprobado su veracidad o false-
dad). Se han hecho comprobaciones del
ntmero de pasos necesarios para con-
seguir el capic@a a partir del nimero de
digitos y sus propiedades (por ejemplo,
con dos digitos, si las cifras suman
menos de 10, es evidente que se acaba
en un solo paso); de los 10.000 prime-
ros ntmeros, solo 249 no producen un
capictia en no mis de 24 pasos, pero
para ciertos nimeros como es el caso
del 196 se han llegado a computar
9.480.000 iteraciones sin éxito”,

Capictas en el aula

En la escuela quizi el tema de los palin-
dromos pase sin pena ni gloria, como
mera casualidad («Arte: la letra»), pero en
el drea de matemdticas ;quién se ha
resistido a poner un problema con
ntmeros capicta? Por ejemplo, el tipico
ejercicio cuando vemos divisibilidad:
«Sin escribirlos, ;puedes decirme cuintos
nimeros capicia hay entre 500 y 600
divisibles por 5? {Y entre 200 y 300» o
«cudntos capictas hay de tres cifras que
sean a la vez maltiplos de 2 y de 3.

Nuestra intencion en el presente articu-
lo es sumarnos de alguna manera a las
diferentes actividades que el 2002 ha




suscitado, para dar una coleccién de
_ actividades para el aula de distintos
niveles (de ESO a Bachillerato), algunos
_ problemas cldsicos y otros de cosecha
~ propia, ¥ celebrar asi este nuestro afio
capicaa.

_ Clasificacion de
 actividades sobre
~nUmeros capicGas

 Acertijos

e Soy capicta, del 2 al 10 s6lo hay un
divisor mio, tengo cuatro cifras,
pero algunos me ven como si fuera
un 9 con la base cambiada. ;Qué
ndmero soy?

o Sidivides el primer nimero capicia
del Tercer Milenjo por la mala suer-
te obtienes el aroma de un buen
café, ;Cudl es?

Mdltiplos y divisores

e ;Cudntos capictas hay de tres cifras
que sean multiplos de 3 y de 5?

e Nameros primos capicias entre 100
y 200 hay 5 que son: 101, 131, 151,
181 y 191. NGmeros primos capicias
entre 300 y 400 hay 4 que son: 313,
353, 373 y 383. (Cuantos nimeros
primos capictas hay entre 200 y 300?

e Un nimero «desnudo» es aquel
cuyos digitos son todos divisores
del namero. Hallar todos los nime-
ros desnudos de 3 digitos que sean
capicias y que no tenga todas las
cifras iguales.

Sistemdticos o por conteo

e Cuidl es la diferencia entre el afio
2002 y el inmediato afio capicta
anterior a élI?

® Las antiguas matriculas de coches
tenfan cuatro nimeros, jcudntas de
ellas eran capicta (obviando las
letras)?

® Las nuevas matriculas de los coches
constan de tres letras y cuatro na-

Un numero
«desnudo»
es aquel
cuyos digitos
son todos divisores
del niimero.
Hallar todos
los niimeros
desnudos
de 3 digitos
que sean capicilas
Y que no tenga
todas las cifras
iguales.

meros; averigua qué letras son validas para las matri-
culas (por ejemplo: la N no es vilida) y calcula cuin-
tas matriculas se pueden fabricar siendo palindromo
tanto la secuencia de letras como la de nameros.

e Un dia palindrémico es aquel cuya fecha en notacién
espafiola de dia y mes (sin el afio) es capicta.
(Cudntos dias palindrémicos hay en 1 afio? Existe
algtn bisiesto palindrémico en el siglo XXT?

e Suponiendo la notacién espafiola para escribir las
fechas (dia-mes, en nimero), ;cuil es el Gnico mes
que no tiene dia capicta? ;Por qué? (Pista: Los ceros a
la izquierda no se escriben).

e (Cudntos nameros capiclas hay menores de 1000
cuyo cuadrado sea capicta? ;Cuantos de los que aca-
bas de obtener tienen su cubo capictaa? ;Y cudntos
capictias hay menores de 1000 cuyo cuadrado, cubo y
cuarta potencia sean capictias?

e ;Qué nimero capicia de 4 cifras es el producto de dos
primos capicta, de dos y tres cifras respectivamente?

e ;Cudntos nimeros capicta de 7 cifras se pueden escribir
con las cifras del 1 al 9? 4Cuantos de ellos son impares?

e El dfa 18 de septiembre de 1981, en una emisora de
radio, el presentador cayé en la cuenta de que tal
fecha (18-9-81) era capicia. Esto le dio lugar a lanzar
en antena la siguiente pregunta: jcuiles son las dos
fechas capicta mas cercanas entre si del siglo XX?
¢(Podrés adivinarlas?

e En la taquilla del tren hay un rollo de 100.000 billetes
numerados del 00000 al 99999. (a) ;Cuantos capiclas
tendra el rollo? (b) ¢(Cuiles seran los que estin mds
cerca entre si? (¢) ¢Cudles serdn los que estdn mds
separados entre si? (d) 4Cudl serd la cantidad minima
de billetes ordenados que pueden albergar tres capi-
ctas? (e) ¢Cudl es la cantidad minima de billetes que
tenemos que comprar para estar seguros de que com-
pramos tres capictas?

e Descontando los niimeros de una sola cifra: (a) ;Cudl
es el menor nimero primo capicta? (b) ;Cudl es el
minimo cuadrado perfecto capicta? (¢) ;Cudntos cua-
drados perfectos capictas hay menores que 100?

e Hay cinco primos capictias entre 100 y 200, ;cuiles
son? ¢Por qué no hay ningGn nGmero primo capicta
entre 400 y 700? Demuestra que todos los nameros
capiciias entre 1000 y 2000 tienen un factor comun.

e ;Cudl es el siguiente capicta después de 149417

Colocar las operaciones necesarias

e Rl nimero 666 es el famoso «iGmero de la bestiar.
¢Sabes que se puede conseguir insertando cuatro sig-
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nos de suma (+) dentro de la secuencia 987654321? En
contraposicion con el anterior estd otro capicia con-
siderado como simbolo de la perfeccion, el 777, que
también puedes conseguitlo insertando cuatro signos
de suma o resta, en la secuencia 987654321.

Escribe, una detrds de otra, siete cifras del uno al
siete: 1 2 3 4 5 6 7. Intercalando signos de suma o
resta, se puede obtener el resultado 40 como sigue:
12+34-5+6-7=40. Encuentra otra combinacién de estas
mismas cifras que dé 55 y no 40.

Disponiendo de cinco doses y de los signos de las
operaciones matemadticas que creas necesarios, obtén
el nimero 11.

{Puede expresarse el nimero 111 por medio de cua-
tro doses?

Curiosidades

Hay un famoso problema no resuelto, llamado «conjetura
del capictia». Dice que al tomar un ndmero cualquiera
escrito en la base decimal y sumarle él mismo en orden
inverso, puede darnos un nimero capicla, si no es asi, se
reitera el proceso hasta que conseguir un nimero capicia.

a)

b)

9]

d

e)

g

Averigua mediante este proceso los capicas que
generan los siguientes ntimeros: 84, 75 y 68.

Se llama Orden Palindromico de un ntimero a la can-
tidad de veces que se ha reiterado el proceso hasta
obtener palindromo, es decir, capicia. ;De qué orden
son los nGmeros anteriores?

¢Puedes encontrar nimeros de 2 digitos de orden
palindrémico 1? ;Qué caracteristica deben cumplir sus
cifras?

(Puedes encontrar nimeros de 3 digitos de orden
palindrémico 1? ;Qué caracteristica deben cumplir sus
cifras?

¢Cudl es el mayor ntmero de 3 digitos de orden palin-
drémico 17

¢Qué significa que un ntmero tenga orden palindré-
mico 0?

Si cambiamos ahora el procedimiento de sumar por
restar, ;crees que se mantendrd la conjetura? Para com-
probarlo, investiga todos los ntimeros de dos digitos
para determinar: si el proceso siempre produce un
nimero capicia, el nimero maximo de pasos que se
requieren, y los capictia que se obtienen en ese proce-
s0. Compruébalo, ahora, para nimeros de tres digitos®,

Probabilidad

¢Qué probabilidad hay de que el ntimero que salga en
el primer premio de la Loteria de Navidad sea capictia?

Encontrar
un nimero
capicua
tal que
su factorial
termine
exactamente
en 1999 ceros.

8 Don Buckeye. Palindromic Dif
ferences. Ver
explorer.scrtec.org, y buscar
«palindromic».

9 Angel Gutiérrez. Coleccion de
problemas de probabilidades.

10 VI Concurso de problemas
Martinez  Maurica (1999);
Departamento de Matemé-
ticas, Estadistica y Computa-
cién de la Universidad de
Cantabria.

e Se lanza una moneda hasta que se
obtiene una secuencia capicta de i
caras y/o cruces (por ejemplo CC, ,
CXC, CXXC, CXCXC, XXX....). No se i
consideran capicia las secuencias |
de un solo lanzamiento (Cy X). La
moneda estd cargada, pues la pro-
babilidad de que salga cara es de
2/3. ¢Cudntas tiradas por término
medio serdn necesarias para obte-
ner una secuencia capicua? ;Y sila
moneda estd equilibrada?,

Demoeosiraciones

e Encontrar un nGmero capicda tal
que su factorial termine exactamen-
te en 1999 ceros?®,

e AB + BA = 121, ;Cuadnto valen A y
B?

e CAP + CUA = & Es posible encon-
trar C, A, P y U tales que el resulta-
do sea 111? ;Y 2127 ;Y 313?

e Demostrar que todos los nimeros
capica con nimero par de cifras
son divisibles por 11 y, por consi-
guiente, salvo el 11 ninguno es
primo.

* A los nimeros como el 12321, que
se leen lo mismo de derecha a
izquierda que de izquierda a dere-
cha, se les llama capictas. Tengo un
amigo que asegura que todos los
nimeros capictas de cuatro cifras
son divisibles por 11. ¢Es cierto?

e Fijate:

121, =16 121, =25 121, =36
121 =49 121, =64 121, =81

Demuestra que 121, = (12+1)?

Problemas

*  Qué nimero capicGa de cuatro
cifras cumple que la suma de sus
cifras da 16 sila cifra de las decenas
es el triple que la de las unidades?

e Un motorista sale a la carretera con
el cuentakilémetros marcando:
13931, Va a una velocidad constan-
te y, dos horas después, se detiene
en el proximo nimero capiciia, ;A
qué velocidad circula?




El otro dia compré un boleto de
loterfa capicta. Si sumaba sus cinco
cifras daba el mismo resultado que
si las multiplicaba. La primera cifra
de la izquierda era la edad de mi
hermana pequefia, las dos siguien-
tes la edad de la mediana, y las dos
Gltimas la edad de la mayor, que le
lleva mas de un afio a la mediana.
;Cudl era la numeracién del boleto?

Colocar los niimeros naturales del 1
al 9 formando un tridngulo y sumar-
los. El ndmero resultante de la
suma ha de ser capicia.

X

X

X X X X
CAPICUA

X

Un nimero de 5 cifras que termina
en 7 se pasa 4 nimeros de un capi-
cta y le faltan 7 para el siguiente
capicia. ;Qué nimero es?

Comprueba que en un afio no
bisiesto, el total de sus dias capictas
es igual a un nimero capicta, que
a su vez es el producto de dos
ndimeros capicias.

Pedro debia sumar todos los nime-
ros capictias de cuatro cifras, pero
se olvido de sumar uno de ellos. Si
obtuvo como resultado 490776,
hallar el nimero capictia que se
olviddé de sumar!?.

Una compaiia de n soldados for-
man filas de modo que de 3 en 3,
quedan dos soldados en la dltima
fila; de 4 en 4, quedan tres y de 5
en 5, quedan cinco. Averigua el
minimo n sabiendo que es capicGa
y mayor que 1000.

El ntimero es capicia, y si sumo sus
cinco cifras da el mismo resultado
que si las multiplico. La cifra de la
izquierda coincide con la edad de
mi hermana pequefia, las dos
siguientes la edad de mi novia y las
dos dltimas la de mi hermana
mayor, que tiene al menos un afio
mis que mi novia.

Pedro
debia sumar
todos los niimeros
capicias
de cuatro cifras,
pero se olvido
de sumar
uno de ellos.
Si obtuvo
como resultado
490776,
bhallar el niimero
capicia
que se olvido
de sumar.

11 182 Olimpiada Argentina

Cuatro fichas de dominé pueden elegirse de tal modo
que con ellas pueda hacerse un cuadrado, en el que
cada uno de los lados contenga la misma suma de
puntos. Puedes formar uno cuyos lados sumen 11
cada uno?

Se considera un primer nimero de 3 cifras distintas,
ninguna de ellas cero. Intercambiando dos de sus
cifras de lugar, se obtiene un segundo nimero menor
que el primero. Si la diferencia entre el primero y el
segundo es un nimero de dos cifras y la suma del
primero y el segundo es un ndmero capicta menor
que 500, scuales son los posibles capiciias que se
obtienen?

La siguiente columna de cinco filas contiene 15 cifras
impares:

1
3
5
7
9

Ao Y S
o Y S N

El problema consiste en tachar nueve cifras, eligién-
dolas de manera, que al sumar las columnas de las
seis cifras restantes se obtenga el resultado 1111.

Juegos

Incluimos aqui unos juegos que, si bien no estin relacio-
nados con capiclias propiamente dichos sino con nme-
ros con todas sus cifras iguales, creemos que son intere-

santes para utilizar en el aula.

JQuién suma mds rapido? Es un' juego tipo NIM, en
el que los jugadores acuerdan un ndmero de tres
cifras iguales al que hay que llegar, mediante sumas
o restas, como sigue: el primer jugador escribe un
ntmero cualquiera de tres cifras todas diferentes y
por turnos, los jugadores deben sumar o restar un
numero de dos cifras hasta conseguir el nimero pro-
puesto. Solo se puede sumar cuando el nimero acor-
dado es menor que el que queda escrito, y sblo res-
tar cuando es mayor. Todos los célculos se hacen
mentalmente. Gana el jugador que consigue formar el
ntmero acordado.

EPRSS—
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°  Suma de seis. Se toma al azar un ntimero de tres cifras que se repiten los digitos; después

abce (por ejemplo, usando la funcién RAN# de la cal- supondrd que siempre se repiten | |
culadora), y se forman los otros cinco ntmeros posi- (de ahi que el profesor deba jugar |
L bles que hay cambiando de orden los digitos. Gana el un poco cambiando los nimeros);
jugador que da antes la solucién correcta a la suma de por ltimo, habrd que hacer una
‘ la seis cantidades. reflexién de por qué segin el
Nota: lo interesante de este juego es que hay una nimero que multipliques aparecen
solucion rapida y elegante: 222-(a+b+c). Habra que los nimeros repetidos o no, y se le
hacerles una reflexion con ntmeros «fciles y darles pedird al alumnado que averigiien
la solucion para luego pedirles la demostracién. cual es el drucon.

° Il Juego de papd'. Cuando era pequefia, mi padre me

ponia multiplicaciones para que practicara, y siempre Referencias b:bhogr aficas

me asombraba cuando me ponia todos los ndmeros GARDNER, M. (1985): Circo matemditico,
‘ seguidos del uno al nueve excepto el ocho, y me Alianza Editorial, Madrid.
| decia: ¢qué numero quieres que salga? Me hacia multi- GARDNER, M. (1987): Inspiracion Ajdl,
| plicar por el namero de dos cifras que él me decfa, y Editorial Labor, Barcelona.

al sumar... aparecian todos los nfimeros iguales y jera | 1, «Papén es Emilio Saiz. PERELMAN, Ya.L (1983): Problemas y expe-

rimentos recreativos, Editorial Mir,

j ia dicho! Por ejemplo, si i
| justo el que yo habia dicho! Por ejemplo, si yo decia Mosct-Madrid,

| el 7b tenfa que multiplicar por 63: 12345679 - 63 = ‘
| ' 777.777.777. Suponemos que muchos de los lectores

conoceran el juego y el truco, consistente en multipli- Nota

car por 9, con 7 la cifra que se repite en la solucion. IESAPTlS::i: i:rl:als Queremos hacer constar que mucha

Pues bien, proponemos llevar al aula este juego pero Valencia) informacion ha sido extraida de paginas

guiado por el profesor: se le pide al alumno que escri- Marta 1. Trapero de internet que después, al intentar
ba los digitos del 1 al 9, en orden, excepto el 8, El IES Pla del Quint. localizarlas de nuevo para incluirlas en
| profesor da una cantidad a multiplicar (que no sea el Mislata (Valencia). el presente articulo, han desaparecido;

9y gana el alumno que dé antes el resultado correc- Ménica Vivé
vE d Societat d'Educacié Matemdtica

to. En un primero intento, el alumnado multiplicard o de la Comunitat Valenciana culpas a los autores que no hayan sido
intentard dar por supuesta la solucién en cuanto vea «Al-Khwarizmi» citados aqui.

\ es por ello que ofrecemos nuestras dis-

Duelo en la FEAPM

|
| ;
- La Federacion Europea de Asociaciones de Profesores de Matemdticas. (FEAPM) esté en duelo. Jean-Paul Bardoulat, pre-

sidente de la FEAPM, nos comunica que Neil Bibby, representante de la Mathematical Association del Reino Unido, acaba
de morir en el mes de septiembre de 2002. ; ~ :

Neil Bibby representaba a la Mathematical Association en todas las reuniones de la FEAPM, fundada en mayo de 1999.
Recientemente, en las jornadas nacionales de octubre de 2001 » de la asociacién francesa, APMEP, Neil Bibby habia parti-
cipado activamente en el vaciado del cuestionario sobre la ensefianza primaria de las matematicas en Europa.

Con una gran dedicacion a su vida profesional, asistia regularmente a las reuniones de nuestra federacién o pesar de las
dificultades lingiisticas y de las fechas en finales de semana o vacaciones. Su conocimiento del francés permitié una comu-
nicacion més facil en un grupo multilingije donde el francés y el inglés se escogieron como lenguas de uso. En febrero de
2001, expuso en el consejo de la FEAPM la situacién de la ensefianza de las matematicas en el Reino Unido, haciendo
hincapié en la infroduccién de los nuevos programas para los alumnos de 11 a 16 afios. : ‘

Neil Bibby era miembro del consejo de la Mathematical Association. Se le conoce por sus contribuciones a la investiga-
cién en historia de las matemdticas, especialmente en las charlas que pronunciaba regularmente en la sociedad briténica

_para la histo‘riqd'e las mateméticas (British Society for the History of Mathematics). : - ; ;
~ La muerte de Neil Bibby deja un gran vacio en el seno de la FEAPM. Su sentido del rigor, su amabilidad, su humor nos
van d fa“-dr‘ S o ; o ; - L - ety

- Carmen Azcérate

" ko'cqlkfdy'e‘ la FESPM hdr& las relaciones con Evropa




El libro de espejos.
Aplicaciones didacticas

Antonio Bermejo Fuertes

¢

Los profesores tenemos que
ser conscientes de que
establecer la labor diaria del
aula (lo que quiere decir,
determinar claramente qué
queremos que nuestros
alumnos aprendan y
mediante qué actividades
intentaremos que se consiga
este aprendizaje) no se
puede dejar al simple uso
del libro de texio; y, aunque
el uso de este material sigue
siendo prioritario en las
aulas, es importante que no
sea el Unico referente
curricular.

Los materiales que aqui se
presentan pueden ser otiles
como un primer paso para
entrar en la Geometria en el
segundo ciclo de la ESO. Se
plantea el estudio de las
figuras planas como una
investigacion que el alumno
realiza a partir de unas
premisas minimas por parte
del profesor. En este sentido
se hace més patente que
nunca la frase: «Una clase
de Geometria sélo estd viva
si los alumnos hacen
Geometriay.

A PORMACION del docente, por su propia naturaleza,
exige procesos de aprendizaje diversos que incluyan
desde el anilisis y la reflexion sobre la propia practica,
hasta el acceso significativo a contenidos y habilidades
pertenecientes a diversos dmbitos del conocimiento. En
esta via, el profesor ha de avanzar hacia un modelo de
ensefiante «capaz de reflexionar criticamente sobre su
practica, de analizar el contexto y adecuar a ese andlisis
sus decisiones, de desarrollar su autonomia profesional y
de lograr una visién global de los problemas implicados
en su trabajo; finalmente, capaz de desarrollar un trabajo
cooperativo en su centro en el marco de una cultura de
colaboracién.

El trabajo que se presenta, se encuadra en el Bloque 2.°
«Geometria» del 3.°f curso de la ESO, e intenta ser una
herramienta de trabajo a través de la cual se pretende
poner de manifiesto que el proceso de asimilacién de
conocimientos por parte del alumno mejora cuando éste
participa directamente en la construcciéon de sus propios
aprendizajes. La dindmica que conlleva consigo este pro-
ceso implica la asuncién de determinados roles por parte
de profesores y alumnos; asi hablamos de un profesor en
la via de facilitador, innovador en la accién, cooperador.
Profesor que interviene sélo cuando es necesario, estimu-
lando la colaboracion y la discusion entre sus alumnos;
favoreciendo el uso de estrategias, explorando posibilida-
des diversas, experimentando, es decir, reforzando la
necesidad de la investigacién en el estudio de las mate-
midticas. En este sentido cabe recordar que:

El miedo que muchos nifios y muchos adultos sienten hacia las
matemdticas, deriva muy a menudo del énfasis que se da a la res-
puesta «correcta». En el trabajo de investigacién se trata de esti-
mular la actitud de llegar a saber, de probar, de experimentar y
modificar esas cosas que estamos fratando de comprender y ufi-
lizar. (Fisher y Vince, 1990: 3)
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En la actividad que se presenta vamos a desarrollar algu-
nos aspectos: titulo, objetivos y contenidos que se traba-
jan, materiales y recursos que se necesitan, tiempo, eva-
luacién y anexos.

Titulo de la actividad: «El libro
de espejos. Aplicaciones diddcticas»

A lo largo de la actividad se pretende que el alumno vaya
haciendo un recorrido por el plano, centrando su aten-
cién, en primer lugar, en las formas poligonales, atendien-
do a su clasificacién segtn diferentes propiedades.

Obijetivos
Al término de esta actividad, los alumnos han de ser capa-
ces de alcanzar los siguientes objetivos:

1.° Dibujar, construir y manipular formas poligonales anali-
zando el potencial generador de las formas geométricas.

2.° Resolver problemas de clasificacion, trazado o combi-
nacién de formas poligonales,

Estos objetivos se concretan de la siguiente forma, a la
hora de trabajarlos en el aula (objetivos didécticos):

1.° Utilizar correctamente el libro de espejos para obtener
poligonos regulares.

2.° Reconocer figuras planas y describirlas utilizando un
vocabulario geométrico preciso.

3.° Clasificar figuras planas atendiendo a criterios sencillos.
4.° Conocer los elementos caracteristicos de los poligonos.

5.° Reconocer los elementos geométricos: lado, 4n UIO,
)
vértice y arista.

6.° Manejar formas planas con ciertas regularidades.

7.° Elegir formas planas que se ajusten mejor a unas con-
diciones dadas.

8.2 Confiar en las propias capacidades para percibir las
construcciones planas.

Contenidos

Conceptuales

e Libro de espejos: elementos.
e Clasificacion de los poligonos: regulares e irregulares,

* Elementos caracteristicos de los poligonos: apotema,
angulo central, 4ngulo interior.

A lo largo
de la actividad
se pretende
que el alumno
vaya baciendo
un recorrido
por el plano,
centrando
Su atencion,
en primer lugar,
en las formas
poligonales,
atendiendo
a su clasificacion
seguin diferentes
propiedades.

¢ Medida de dngulos centrales y
angulos interiores en los poligonos
regulares.

e Tratamiento manipulativo del con-
cepto de simetria.

e Ejes de simetria en las figuras pla-
nas. Estudio de los elementos que
se conservan en las simetrias,

Procedimentales

® Manejo del libro de espejos para la
obtencién de poligonos, tanto regu-
lares como irregulares, y observa-
cibn de su descomposici(’)ﬂ en
tridngulos.

e Utilizacion del transportador para la
obtencion de los 4ngulos centrales
de los poligonos regulares.

° Bisqueda de regularidades y utili-
zacion del lenguaje algebraico para
expresar las medidas de distintos
dngulos de los poligonos regulares.

* Identificacién de simetrias y regula-
ridades en figuras geométricas, for-
mas de la naturaleza, dibujos, etc.

° Localizacién de figuras planas que
verifican unas determinadas propie-
dades bien al azar, bien por méto-
dos rigurosos.

e Comprobacién de propiedades que
caracterizan las figuras planas.

e Utilizacion de la estrategia suponer
el problema resueltor para resolver
problemas de construcciones geo-
métricas.

Actitudinales

e Curiosidad e interés por investigar
sobre formas, configuraciones y
relaciones geométricas.

e Confianza en las propias capacida-
des para percibir el plano y resolver
problemas geomaétricos.

* Flexibilidad para enfrentarse a
situaciones geométricas desde dis-
tintos puntos de vista.

® Valoracién del trabajo cooperativo
en equipo.




Orientaciones diddcticas

La dindmica prevista en la actividad es la
de proponer la realizacién de las distintas
partes de la actividad (acciones) como
una labor personal, que después dé lugar
a una discusidn y trabajo en grupo, para
una posterior puesta en comin de con-
clusiones de toda la clase.

En cualquier caso, se ha de propiciar un
dialogo participativo de todos los alum-
nos, que permita completar las acciones
y profundizar en aquellos aspectos que el
profesor estime mds oportuno. El profe-
sor ha de procurar sacar a la luz todas las
aportaciones, correctas 0 no. En primer
lugar, para dar a todos los alumnos la
oportunidad de expresarse; y, en segun-
do, para que las aportaciones erréneas
.puedan corregirse, o enriquecerse en su
caso, con las sugerencias de los demas.

En cada accién se propone siempre
alguna de las premisas siguientes donde
se intentan recoger las caracteristicas
més importantes que deberfan cumplir
todo tipo de actividades:

1.° Descubrir. Se da una informacion
por dibujos y el alumno tiene que
encontrar las figuras o transforma-
ciones objeto de estudio. Aqui se
recoge una de las caracteristicas
mas importantes de toda actividad:
debe posibilitar descubrir propieda-
des. Este es un apartado fundamen-
talmente motivador para el alumno.

2.° Diseiiar. Se trata de realizar dibujos
o esquemas a partir de un modelo
abierto y flexible dado, con el fin
de generar algo nuevo relacionado
con el tema de estudio. Se recoge
asi la importancia de que toda acti-
vidad potencie un pensamiento crea-
tivo, asi como el permitir establecer
relaciones entre las situaciones
estudiadas y las construidas.

3.° Experimentar. Es una experiencia
tipo taller a partir de materiales que
se dan al alumno, tratando de que
se generen aplicaciones, fundamen-
talmente, de cara a la vida ordinaria.

4.° Calcular, Resolucién de una situa-
cién problemitica planteada. En

Es muy sencillo
de construir

[el libro de espejos].

Basta tomar
dos espejos
de 10 x 10 cm,
y unirlos por
uno de sus bordes
con cinta
adbesiva,
de manera que
las superficies
reflectantes
queden bacia
el interior.

este sentido conviene tener en cuenta que toda acti-
vidad debe generar, primero desequilibrio, y, des-
pués, asimilacién y acomodacién de los nuevos con-
ceptos.

En el cuadro 1 se recogen las opciones que se contem-
plan, como mas significativas, para cada uno de los once
puntos comunes que componen la actividad.

Nom. accién 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Descubrir * * *

Disefiar * *

Experimentar * * *

Caleular *oo *
Cuadro 1

Después de la puesta en comun, en cada accién, el profe-
sor ha de hacer una sintesis de conclusiones, completan-
do aquellos aspectos que sea preciso, dando rigor cuando
sea necesario y siempre reforzando la importancia de la
investigacion en el estudio de las matematicas.

éQué es el libro de espejos?

Es muy sencillo de construir. Basta tomar dos espejos de
10 x 10 cm, y unirlos por uno de sus bordes con cinta
adhesiva, de manera que las superficies reflectantes que-
den hacia el interior (figura 1.

Si tomamos un papel y situamos encima el libro de espe-
jos, v a continuacién dibujamos un punto o una recta entre
sus laminas, inmediatamente veremos como se produce la
multiplicacién de imigenes. Donde antes habia un punto
ahora aparecen multitud de ellos, donde antes habfa un
segmento ahora tenemos poligonos.

Accién 1

Traza una linea en un papel, sitda encima el libro de espe-
jos. Abre y cierra sus hojas; aparecerdn poligonos.
Consigue uno de 3 lados; otro de 4; otro de 5... Cada uno

Figura 1
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de estos poligonos aparece descompuesto en una serie de
tridngulos. ;Cudntos en cada caso?

:De qué forma, o en qué posicién tenemos que colocar el
libro de espejos sobre la linea recta para que el poligono
que resulte parezca regular? ;C6mo son, en este caso, los
tridngulos en que se descompone cada uno de ellos?

Accién 2

Sitda las hojas del libro sobre la linea, de forma que el
poligono obtenido sea un cuadrado. Observa la figura 2.
Aparecen dibujados dos dngulos: el dngulo A que se deno-
mina central y el B que se denomina interior.

Podras calcular facilmente la suma de los cuatro 4ngulos
centrales del cuadrado y, en consecuencia, el valor de uno
de ellos.

Figura 2

Completa a continuacion la tabla:

Ném. de la dos del poligono obtenido "3 4 5 6 "5 "n

Valor del angulo central

Utilizando un transportador de dngulos podemos dar la
vuelta al problema. Asi, con el transportador, el libro de
espejos y una hoja en blanco: ;como debemos colocar los
espejos para estar seguros de ver un cuadrado? ;Qué dngu-
lo deben formar las hojas del libro?

A continuacién une, mediante una linea, los dos extremos
de las hojas del libro, o bien dos puntos equidistantes, com-
probando si efectivamente has conseguido un cuadrado.

Haz lo mismo para alguno de los poligonos de la tabla
anterior.

NPP (Nota para el profesor). Una vez que el alumno calcula el éngu-
lo central de un cuadrado, se pueden formular conjeturas: stodos los
poligonos tienen el mismo némero de dngulos centrales?, 3su suma es
siempre la misma?

El libro de espejos es una herramienta muy 0til para buscar las res-
puestas adecuadas. Por ofro lado, es conveniente que los alumnos
conozcan que la idea de éngulo central sélo es vélida para los poli-

De qué forma,
0 en queé posicion
tenemos
que colocar
el libro de espejos
sobre la linea
recta para que
el poligono
que resulte
parezca regular?

gonos que pueden inscribirse en una circunfe-
rencia. Sin embargo, el concepto de dngulo de
un poligono o angulos interiores (el formado
por dos lados consecutivos) permanece en cual-
quier poligono.

Ademés, a partir de un poligono regular cualk
quiera y cerrando poco a poco las hojas del
libro, se pueden ir obteniendo progresivamente
poligonos regulares de mayor nimero de lados;
si apenas dejamos espacio entre sus hojas
podemos conseguir una aproximacion intuitiva
al concepto de circulo como poligono regular
de infinitos lados.

Accién 3

Como puedes observar en la figura 2, el
tridngulo formado por las hojas del libro
y la linea dibujada en el papel es isos-
celes, ya que dos de sus lados (los que
forman las hojas del libro) son iguales;
en consecuencia, los dngulos opuestos
también serdn iguales; la suma de estos
dos angulos da justamente otro dngulo
que aparece en la figura. ;Cual?

Completa la tabla;

Poligono de partida (nomero de lados) 3 4 5 6 ... n

Valor de cada uno de los
Valor del dngulo interior

dos éngulos iguales

N.P.P. En el caso de n lados, en las tablas de las
dos acciones anteriores, es preciso utilizar el len-
guaje algebraico. Ademés, el proceso de gene-
ralizacién no siempre es sencillo. Se trata de
hacer una conjetura y después preguntarse: zqué
ocurriria si le doy a n un valor cualquiera?; esta
propiedad, ses vélida para todos los casos?;
3supongamos que en lugar de... tuviésemos...2

Algunas estrategias reconocidas como muy infe-
resantes para realizar la generalizacién son las
que siguen: — Reconocer relaciones y regulari-
dades.— Hacer conjeturas.— Generar ejemplos
para poner a prueba una conjetura.— Considerar
la iteracién: afiadir uno.— Coleccionar una varie-
dad de ejemplos: probar nimeros grandes.

Accién 4

Vamos a ver otro método para calcular
el dngulo interior de un poligono.
Observa la figura 2. Deseamos calcular
la suma de todos sus 4ngulos interiores.
Aunque en este caso es sencillo (puesto
que se trata de 4 rectos) no siempre es
asi de facil.

Vamos a hacerlo descomponiendo en
tridngulos el poligono de partida (en el




 menor nimero posible), en este caso 2,
 por lo que la suma de sus dngulos serd
180 x 2 y, en consecuencia, el valor de
_ ¢ada uno de ellos serd 360/4, o sea 90°,
_ Completa la tabla:

‘:dmero de lados 34 56

fnimo nimero de triéngulos en
 que puede descompornierse
uma de los dngulos inferiores -
alor de cada Gngulo interior

Compara éstos con los resultados obte-
nidos en la tabla anterior. ;Son semejan-
tes las dos expresiones algebraicas para
n lados?

 Accién 5
Vamos a trazar la perpendicular a una
recta v desde un punto O exterior a ella.

- Utilizaremos como regla una de las
_ hojas del libro (figura 3).

1. Sitaa el vértice del libro en el punto
y abre sus hojas, sobre la recta, de
forma que se visualice un cuadra-
do. En consecuencia, el angulo que
forman las hojas del libro serd de
90°.

Mantenemos fija una hoja y giramos
la otra hasta que éstas formen un
angulo de 45°. Por lo tanto, la hoja
coincide con la apotema del cua-
drado y sera la perpendicular bus-
cada ¢Por qué?

Haz lo mismo cuando el punto se
encuentra sobre la recta de partida.

(COmo trazarfas la paralela a una
recta por un punto exterior a ella?

Figura 3

JComo dividirias

un segmento
en dos partes
iguales?

Y en cuatro?

/Y en ocho?

e ;Como dividirfas un segmento en dos partes iguales?
¢Y en cuatro? ;Y en ocho?

N.P.P.- Para dividir un segmento en dos partes iguales hay que situar
el libro de espejos en sus exiremos de forma que se visudlice un cua-
drado, por lo que las ldminas serdn asf la mitad de las diagonales del
cuadrado. A continuacién basta aplicar el punto 2 anterior.

La divisién en 4, 8, 16..., es inmediata volviendo a aplicar sucesiva-
mente este proceso.

Accién 6

' Utilizando la técnica empleada en la accién anterior, colo-

ca una de las hojas del libro de espejos perpendicular a la
linea trazada en el papel. Mueve la otra hoja del libro
abriéndolo o cerrdndolo. ;Qué observas?

e ;Como es el tridngulo que forman las hojas del libro
de espejos y la linea recta dibujada en el papel?

e (Qué abertura tiene que tener el libro de espejos para
¢«  conseguir los distintos poligonos regulares?

e (Cuantos tridngulos rectingulos «aben» en cada poli-
gono?

Completa la tabla:

Nomero de lados 3456 .. n

Namero de tridngulos
Valor de la abertura

Vamos a comparar los dos métodos que hemos empleado
para construir un poligono regular con el libro de espejos.

Enumera sus semejanzas y sus diferencias. Completa des-
pués la tabla y valora los aciertos o errores.

Para el cuadrado

Por el método 1 - Por el método 2

Nimero de trigngulos en que puede descomponerse
Valor del dngulo que forman las hojas del libro
Valor del angulo interior

Suma de los angulos que forman las hojas del fibro
Suma de los angulos interiores

Accién 7

El angulo dibujado en la figura 4 corresponde al dngulo
interior de un poligono regular, Utiliza el libro de espejos
para comprobar de cudl se trata. A continuacién, mediante
el transportador de dngulos, asegirate de la validez de tu
respuesta. Cudnto ha de medir el d4ngulo que forman las
hojas del libro? ;Se trata del angulo central del poligono?

Haz lo mismo para los dngulos de la figura 5.

Figura 4
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Figura 5

Ya habrds comprobado que la figura 4 corresponde al
angulo interior de un hexigono. Colocando de forma simé-
trica, sobre los lados de la figura, el libro de espejos, abri-
mos y cerramos sus hojas hasta conseguir los seis lados.

Existe, ademds, otra forma de colocar las hojas del libro
para obtener el hexdgono. Basta con mantener fija una de
las hojas y mover la otra hasta alcanzar el vértice del angu-
lo interior. ¢Qué observas entonces? ;Cémo se denomina la
linea que ocupa ahora la hoja del libro que hemos movi-
do, con respecto al dngulo interior del poligono?

Accién 8

En la naturaleza, en el arte, en el mundo cotidiano, esta-
mos rodeados de figuras simétricas. Observa los dibujos
de la figura 6.

A simple vista es facil apreciar sus ejes de simetrfa.
¢Cudntos tiene cada una de ellas?

Una técnica muy sencilla para estudiar las simetrias es
mediante el uso de un espejo. Asi para tratar de encontrar
las simetrias de estas figuras, sitda un espejo sobre ellas y

Figura 6

En la naturaleza,
en el arte,
en el mundo
cotidiano,
estamos rodeados
de figuras
simétricas.

varfa su posicion hasta conseguir ver la
figura completa.

La linea sobre la que apoya el espejo es
el eje de simetria. Comprueba de esta
forma si las respuestas que acabas de
dar son acertadas.

Accion 9

Analiza los dibujos de la figura 7. Busca
todos sus ejes de simetrfa. Hazlo de dos
formas:

1% Visualmente, sin utilizar ninguna
herramienta, ni siquiera lipiz y
papel. Es decir, observa atentamen-
te cada uno de los dibujos y, utili-
zando solamente la vista, imagina
sus ejes de simetria.

2* Mediante un espejo, y comprobar la
validez de tus conjeturas.

Figura 7

Accién 10

Aplicando los pasos de la accién anterior
dibuja tridngulos, cuadrados, pentigo-
nos..., todos ellos regulares. Vamos a ver
si existe relacion entre ejes de simetria y
namero de lados. Completa la tabla:

Nimero de lados del poligono regular 3. 4 5. & ... g

Nimero de ejes de simetria

Habrds comprobado que algunos ejes
de simetifa van de lado a lado, otros de
vértice a lado vy, finalmente, otros de
vértice a vértice. ;Cudntos de cada clase?
Completa la tabla:




De lado a lado  De vértice a lado ~ De vértice a vértice Némero de lados

;Observas alguna relacién entre todos
los poligonos que tienen un ndmero
impar de lados? (Y entre los que tienen
un ndmero par?

Accién 11

A partir del primer dibujo de la figura 8
que hace la labor de modelo. (En qué
posicion deberds colocar el espejo para
obtener el resto?

0 0 43

SO Oz

Figura 8

N.P.P. A partir de unos minutos y una vez que el
alumno ha ensayado alguna posibilidad, tam-
bién se puede estudiar el problema al revés:
viendo la solucién estudiar la posicién en la que
se ha de colocar el espejo para obtener la figu-
ra de partida.

La técnica consiste en observar defenidamente
cada una de las figuras, imaginar cémo pueden
obfenerse a partir de un modelo dado, y, una
vez que tengamos completa seguridad, ufilizar
el espejo para comprobar si la hipotesis era
cierta o no.

Es decir, se hace mds hincapié en el andlisis de
cada figura y de sus ejes de simetria, y supone bus-
car «media figura» en el modelo de partida. Asf,
por ejemplo, la figura 9 tiene dos ejes de simetria:

En el primero, la mitad de esa figura, no se
encuentra en el modelo de partida; en el segun-
do, la mitad de la figura si que se encuentra en
el modelo de partida, lo que nos indica cémo
colocar el espejo.

En la ESO
es preciso dotar
a todos
los alumnos
de un tronco
comun. ..

Figura 9@

Tratamiento de la diversidad

En la ESO es preciso dotar a todos los alumnos de un tron-
co comin, pero sin olvidar asegurar y exigir, al mismo
tiempo, el desarrollo maximo de las capacidades de todos
y cada uno de los alumnos. Se sefiala asi la necesidad de
atender a la diversidad facilitando itinerarios formativos,
que, en algunos tramos, pueden ser distintos, segin se
correspondan con sus capacidades.

En el caso que nos ocupa, las acciones vistas hasta ahora
se consideran bidsicas y, en consecuencia, comunes para
todos los alumnos. Ademds hay previstas otros dos tipos:

1.° Acciones que podriamos llamar «complementarias
destinadas a aquellos alumnos que hayan realizado la
parte comun explicitada anteriormente.,

2.° Acciones «de recuperacidn», para aquellos alumnos
que encuentren serias dificultades para realizar las
acciones comunes.

Actividades complementarias
Accién 12

Utilizando la técnica explicitada en la accion 5, vamos a
trazar el simétrico de un punto O respecto a una recta r
(figura 10).

r

Figura 10




1% Trazamos la perpendicular a la recta rdesde el punto O.

2.° Situamos el vértice del libro de espejos sobre la recta
'y una de sus hojas sobre el punto Oy visualizamos
un cuadrado moviendo la segunda hoja.

3.° El punto de corte de esta segunda hoja con la per-
pendicular trazada anteriormente nos da el punto bus-
cado. ;Por qué?

Accién 13

Nos planteamos dividir el 4ngulo de Ia figura 4 en dos par-
tes iguales o, lo que es lo mismo, trazar la bisetriz. ¢:Como
conseguirlo? (figura 11).

Prolonga los lados del 4ngulo de forma que su longitud
sea supetior a la de las hojas del libro.

SitGa sobre ellas el libro, mueve una de sus ldminas hasta
que la imagen especular del lado visible coincida en nues-
tra visual con la prolongacién del lado no visible.

Puedes ahora utilizar un transportador para comprobar
que no te has equivocado.

Haz lo mismo para el resto de dngulos de la accién anterior.

Figura 11

Accién 14

Observa la figura 12. En ella hay dos palillos. ;Cémo tie-
nen que colocarse para visualizar un cuadrado? Qué
angulo forman entonces? ;Cémo se llama dicho angulo? ;Y
c6mo han de colocarse para obtener un poligono estrella-
do de cuatro puntas?

Figura 12

Accién 15

Completa las tablas:

Poligonos a obtener (nimero de lados) 3 4 5 6 .. n

Angulo que forman los palillos

Nimero de puntos de la estrella 3 4 5 6 ... n

Angulo que forman los palillos : I

Accién 16

Los poligonos estrellados también se
pueden conseguir con una simple hoja
en la que hemos dibujado una recta y el
libro de espejos. ;Como? Completa la
tabla:

Ndmero de puntos de la estrefla 3 4 5 6 ... n

Angulo de la abertura del libro J

Actividades
de recuperacién
Accién 17

Juega con las letras mayusculas. Esas
letras tienen eje de simetria; aunque
varian de unas a otras. ;Por qué?

ABCD

Utiliza el espejo para validar tus res-
puestas.

Accién 18

Observa las letras del abecedario.
Algunas no tienen ejes de simetrfa, otras
uno, otras dos, e incluso una tiene infi-
nitos, ¢;Cudl?

Completa la tabla:

Nimero de ejes Letras del abecedario

1
2

infinitos

Inventa frases que tengan eje de sime-
trfa, bien vertical, bien horizontal.
Utilizando después el espejo podris
obtener la frase entera. ;Siempre?




Accién 19

Utilizando papel cuadriculado dibuja las
figuras simétricas respecto al eje de
simetria sefialado con la letra «» (figura
13). A continuacién comprueba con un
espejo si las respuestas son correctas.

Figura 13

Accién 20

Si colocas un espejo, en cada dibujo de
la figura 14, sobre la linea de puntos
¢cudl serd la figura resultante? Dibujala
en un papel y después utiliza el espejo
para comprobar la validez de tu res-
puesta.

B
€

Figura 14

La introduccion
~de cualquier
material
debe de ir
precedida
de un primer
contacto libre
Y esponidaneo
por parte
de los alumnos.
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Recursos materiales

La introduccién de cualquier material debe de ir prece-
dida de un primer contacto libre y espontidneo por parte
de los alumnos. Asi, es importante que en este primer
momento, no se les den orientaciones; que centren su
atencién en investigar, intercambiar ideas, lo que les
permitird descubrir por si mismos algunas posibilidades
del material. Posteriormente, se ha de promover la refle-
xién sobre lo que estan haciendo, centrando su interés
en las caracteristicas y posibilidades que ofrece dicha
manipulacién.

En cualquier caso es preciso tener en cuenta que:

Aunque ensefiar es un arte, ningin artista toma sus instrumentos
de trabajo y actia directamente ante su piblico. Nuestra actua-
cién en clase requiere una minuciosa puesta en escena. (Pérez

Gémez, 1994: 67)

‘Para el desarrollo de la actividad se sugiere que cada

alumno trabaje con el siguiente material:

e Material personal: espejos rectangulares pequefios,
regla, cartabones, transportador.

e  Material de clase:

1.° Fungible: papel, cartulina de colores, tramas
diversas.

2.° No fungible: paquetes de poligonos y circulos,
retroproyector.

En cuanto al aula, conviene contar con mesas y sillas
que permitan realizar trabajos por grupos. En este senti-
do, serfa necesaria una organizacion flexible, para que
podamos tener a distintos alumnos trabajando con acti-
vidades también diferentes, lo que conlleva la necesidad
de delimitar claramente los tiempos y los recursos nece-
sarios para poder llevar a cabo de una forma eficaz
dicha labor.

Tiempo

Aunque cada grupo de alumnos tiene su propio ritmo de
aprendizaje, es conveniente marcarse un horario indicati-
vo, que permita dar un sentido global a la unidad dentro
del bloque del curso en el que se lleve a cabo.

El tiempo previsto para realizar la actividad es la que
sigue:

e Primera clase: acciones 1, 2, 3y 4

e Segunda clase: acciones 5, 6y 7

e Tercera clase: acciones 8, 9 10 y 11.

Para las actividades, bien de recuperacién, bien comple-
mentarias, se pueden destinar dos clases.
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Evaluacién

La evaluaci6n es un instrumento de investigacién del pro-
fesor y debe de entenderse mis como un medio, que
como un fin; dentro del marco de la LOGSE, entre los fines
u objetivos de la evaluacién cabe destacar el de descubrir
las verdaderas necesidaces de los alumnos, en el sentido
de ser capaces de conocer qué variables permiten que
aprenda mejor, en qué situaciones de la clase rinde mis,
qué ayudas necesita, qué momento es el mas adecuado
para introducir estimulos o conceptos nuevos, con qué
compaileros o grupos se relaciona mejor. La observacion
de los alumnos en el aula aporta datos fundamentales al
profesor: iniciativa e interés por el trabajo, participacion,
aceptacion del trabajo en equipo, habitos de trabajo, con-
ceptos mal aprendidos...

Asimismo, es importante que los alumnos conozcan los
objetivos de aprendizaje, es decir, sepan lo que se espera
que aprendan y tengan informacién de en qué grado lo van
consiguiendo; asi como de las dificultades que van encon-
trado y de los recursos que disponen para superarlas.

De los ocho objetivos que se proponian al principio del tra-
bajo podemos concretarlos en dos criterios de evaluacién:

1.° Conocer las posibilidades del libro de espejos para
dibujar y construir formas poligonales, sabiendo clasi-
ficarlas. Reconocer y manejar los distintos elementos
geométricos de los poligonos en general, y regulares
en particular.

2.° Ser capaces de identificar ejes de simetria, saber tra-
zarlos, reconocerlos en figuras y conocer propiedades
basicas, apreciando su presencia en las formas coti-
dianas, industriales y artisticas.

Para su valoracion basta disefiar alguna accién especifica,
semejantes a las descritas anteriormente, o bien proponer
la realizacién de un proyecto de trabajo de formato seme-
jante al presentado en el texto Matemdticas de la _forma
(Alsina, 1993: 16). El tema objeto del proyecto, puede ser
el estudio de las simetrias en un edificio, cuadro o escul-
tura que podamos visitar, ademds de que nos sea relativa-
mente sencillo encontrar informacién escrita.

En definitiva, la Geometria nos permite acercar la mate-
matica al mundo real, los alumnos, partiendo de un plan-
teamiento experimental e intuitivo, y a través de la visua-

...la Geometria
10S permite
acercar
la matemdtica
al mundo
real, ..

Antonio Bermejo
Centro de Profesores
y Recursos de Astorga.
Sociedad Castellano-Leonesa
de Profesores de Matemdticas

lizacién, representacién y experimenta-
cién, pueden analizar y resolver distin-
tas situaciones problemadticas, con lo
que cobra fuerza el aspecto formativo
sobre el informativo: {Los aspectos de
pensamiento son tan importantes como
los productos finales del mismo»
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La matemdatica de los cuentos

Maria Aurelia Noda Herrera

Inés del Carmen Plasencia Cruz

Se relata en este articulo una
experiencia didactica que se
realizé con alumnado de
formacion de Maestro del
Centro Superior de
Educacién de La Universidad
de La Laguna, a quienes se
les propuso trabajar aspectos
de la Matemédtica a través de
la confeccién de un cuento,
utilizando como recurso el
recortado de papel.
Presentamos en este troboio
la metodologia utilizada en
esta experiencia, asi como
modelos de los cuentos
construidos y algunas
reflexiones surgidas de la
puesta a punto de esta
experiencia.

RESENTAMOS una experiencia de formacién en didéctica
de las matematicas, en los estudios de diplomatura de
Maestro de la Universidad de La Laguna, realizada en los
cursos académicos 1999-2000 y 2000-2001, con alumnos y
alumnas que cursan la asignatura optativa y de libre elec-
cién El Material Diddctico en la Ensefianza de la
Matemdtica, ofertada por el Area de Didictica de las
Matemdticas del Departamento de Andlisis Matematico.
Esta asignatura, en la que se matriculan un promedio de
cuarenta estudiantes por curso, procedentes de distintas
facultades y especialidades de Maestro, pretende que éstos
tengan una idea amplia de los materiales y recursos diddc-
ticos que se pueden utilizar para la ensefianza de la
Matematica. Para ello, una de las actividades propuestas
consistia en la elaboracion de un cuento, utilizando como
técnica de construccién el recortado de papel y conside-
rando algunas de las ideas de Gianni Rodari (1985). De
esta manera, se pretendia relacionar dos disciplinas, la
Geometria y la Literatura, asi como observar las potencia-
lidades que implicaba esta actividad.

En relacion a la primera disciplina, el estudio de las for-
mas geométricas constituye uno de los objetivos que hay
que tratar en las primeras edades escolares. Concreta-
mente, los Disefios Curriculares Base para la Educacion
Infantil y Primaria (MEC, 1989) expresan, entre los proce-
dimientos que se deben de desarrollar, la construccién de
figuras geométricas planas a partir de datos previamente
establecidos y la formacién de figuras planas a partir de
otras por composicién y descomposicion.

En nuestro trabajo, tomamos como marco de referencia la
teorfa elaborada por los educadores matematicos Pierre y
Dina van Hiele, la cual hace referencia a la capacidad cog-
nitiva del estudiante en el drea de Geometria. Ellos consi-
deraron que el pensamiento matematico sigue un modelo
concreto en el que se identifican una secuencia de tipos
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de razonamiento, llamados los «iveles de razonamiento»,
a través de los cuales progresa el razonamiento matemati-
co de los individuos, desde que inician su aprendizaje
hasta que llegan a su maximo grado de desarrollo intelec-
tual, en el campo correspondiente.

El modelo consta de cinco niveles de razonamiento, de tal
manera que el alumno, apoyado por disefios instrucciona-
les concretos, se mueve secuencialmente desde el nivel
inicial o basico, wisualizacién», donde el espacio es sim-
plemente observado, y las propiedades de las figuras no
se reconocen explicitamente, hasta el Gltimo nivel, «igor,
relativo a la deduccion de aspectos formales y abstractos
de la Geometria.

Teniendo en cuenta las ideas de los parrafos precedentes,
el conocimiento geométrico no consiste, Gnicamente, en
reconocer visualmente unas determinadds formas y saber
su nombre correcto, es algo mds profundo y complejo,
que implica y desarrolla capacidades muy diversas de la
persona, como la imaginacion, la creatividad, el an4lisis...;
no obstante, no podemos olvidar que estamos pensando
en edades tempranas, donde la capacidad evolutiva tiene
sus limitaciones.

El tratamiento de la Geometria se puede iniciar intuitiva-
mente, a partir de experiencias de la vida cotidiana. En la
experiencia que aqui se describe, proponemos la cons-
truccién de figuras empleando para ello distintas formas
geométricas. Recortando, pegando, uniendo, doblando...,
diferentes papeles, se van descubriendo figuras geométri-
cas y diferentes formas que van saliendo de los mismos.
Ademas de las habilidades implicitas utilizadas en la mani-
pulacién del material, se desarrollan las capacidades de
andlisis y reflexién, como iremos viendo en el desarrollo
de este trabajo, lo que conlleva una actividad mental, pro-
pia del pensamiento matematico.

Por otra parte, en el drea de la Literatura, los cuentos son un
recurso didactico reconocido por la LOGSE y constituyen un
medio eficaz de comunicacion entre las personas. Al escribir
un cuento, el autor ofrece su experiencia, sus conocimien-
tos, sus emociones, sus fantasias y sus suefios y, a través de
los temas que elige y de la forma en que los presenta, expre-
sa parte de su sistema de valores y sus creencias.

El cuento es un buen medio globalizador, a través del
cual podemos motivar a los estudiantes en la asignatura
de matematicas. El alumnado puede cambiar esa actitud
generalizada de rechazo ante las matemdticas, al no pre-
sentarsele como un compendio de conceptos abstractos
e incomprensibles para él. Por ejemplo, el tridngulo
puede ser un ciudadano de «Triangulandia» pais de los
triingulos gobernado por la Reina Equildtera (Plasencia y
Rodriguez, 1999). Los contenidos matemdticos tratados
en el cuento adquieren verdadera significacién en tanto
y cuanto que él, el alumnado, los relaciona con lo que le
ocurre en la vida diaria. Asi, el rombo es la cabeza de
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una cometa y un poligono céncavo de
cuatro lados puede ser un pijaro o un
boomerang.

Realizaciéon

Para la realizacién de esta experiencia,
la metodologia seguida en clase, fue la
de trabajar en grupos de tres o cuatro
alumnos y una puesta en comin, ya que
pensamos que esto puede motivar la
discusién y confrontacion de diversos
puntos de vista sobre el contenido y las
formas mas adecuadas de realizar la
actividad propuesta, y, ademas, obliga a
establecer un plan para organizar el tra-
bajo y a considerar el papel de cada
miembro del grupo, para lograr una
producciébn rica que recoja todas las
aportaciones.

Centrado el problema, consistente en
utilizar el recortado de papel como
recurso diddctico en la construccion de
un cuento, fue necesario, para encontrar
la solucién y después de introducir a los
alumnos en la técnica del recortado,
recutrrir a la informacién que nos permi-
tia dar unas pautas a los alumnos para la
produccién del guidn o argumento del
cuento.

Las ideas de Gianni Rodari, expresadas
en su libro Gramdtica de la Fantasia,
nos sirvieron como punto de partida.
Ellas hacen referencia a algunas formas
de inventar historias para nifios y de
como ayudarles a inventarlas ellos
solos. De todas estas opciones, elegi-
mos inventar una historia a partir de
determinadas palabras.

En el curso 1999-2000, los alumnos tra-
bajaron con la indicacién de que el
argumento del cuento debia reflejar
ideas o conceptos matemdticos, a partir
de palabras dadas por las profesoras. En
el curso 2000-2001, el contenido del
argumento del cuento era libre y elabo-
rado a partir de palabras elegidas por el
alumnado; para ello, cada miembro de
la clase aportaba una palabra que le
fuese significativa. Con todas las pala-
bras sugeridas se formé un listado, del
que cada grupo de alumnos debia elegir




siete u ocho palabras que tenian que
 figurar en dicho argumento.

Por otra parte, las ilustraciones del
cuento tenfan que ser construidas con
imagenes creadas a partir de las formas
- geométricas surgidas de la técnica del
doblado y recortado de papel.

A continuacién explicaremos brevemen-
te en qué consiste esta técnica.

Técnica del recortado

Recortar es algo que interesa al nifio
desde edades muy tempranas, de mane-
ra que podemos «aprovechar la ocasién»
y, a partir de este interés, ayudatle a
crear imdgenes sencillas que en ocasio-
nes es incapaz de realizar con la ayuda
del lapiz, y de esta manera trabajar
aspectos de la Matemdtica como el reco-
nocimiento de las formas geométricas a
través de la manipulacién y construc-
ci6én de las mismas, asi como la compo-
sicién y descomposicion de figuras e
imdgenes, con las que poder ademis
expresarse.

Para explicar la técnica del doblado y
recortado de papel partimos de la utili-
zacién de algunos doblados ttiles (figu-
ra 1. El libro surge de doblar el cuadra-
do por la mitad (por la mediana),
haciendo coincidir los dngulos de dos
en dos al mismo tiempo que los lados;
el pafiuelo, de doblar el cuadrado una
vez en una direccidn, y una vez en la
otra (siguiendo las medianas del cua-
drado); la pafioleta, de doblar el cua-
drado siguiendo una de las diagonales
del mismo.

El aprendizaje de estos doblados, per-

ble doblar en una y otra direccién; para

El libro El pafivelo La pafioleta

Figura 1

mite al nifio/a descubrir: a) que es posi--
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obtener el pafiuelo, ha sido necesario dar la vuelta al
papel entre las dos operaciones; b) que partiendo de una
figura geométrica como el cuadrado, se puede obtener
otra figura totalmente distinta (un rectingulo o un tridn-
gulo), o bien lograr la misma en tamafio mas pequefio.

A partir de estos dobleces, proponemos actividades con
las que los nifios puedan construir y reconocer formas
geométricas, asi como componer y descomponer figuras
mis o menos detalladas, en las que identifiquen las formas
geométricas y establezcan un «parecido» con algo conoci-
do. De esta manera, al dar nombre a las formas geométri-
cas obtenidas, en su memoria se asocian imigenes y soni-
dos con la mayor facilidad.

Comenzaremos con la obtencién de figuras de lados rec-
tos, como el cuadrado, el tridngulo y el rectingulo, ya que
cortar lineas rectas es lo més facil para nifios pequefios.
Posteriormente, cuando la mufieca sea mis flexible, pode-
mos trabajar la linea curva, y obtener figuras como el cir-
culo, el 6valo, la elipse...

A modo de ejemplo mostramos algunas actividades para
trabajar el concepto de tridngulo, organizadas en orden de
dificultad creciente (Lugo Canaleta, 1986).

Actividad 1

Como ilustra la figura 2, de un trozo de papel se pueden
obtener tridngulos, con uno, dos o tres cortes, y con ellos
componer diferentes figuras, pegando los tridngulos en
plantillas incompletas elaboradas por el profesor, con el
objeto de que el alumno observe a qué puede parecerse
el tridangulo.

alm

Figura 2 :

Actividad 2

A partir de cortes en el doblado del libro, podemos obte-
ner diferentes tridngulos, con la ventaja que de que cada
corte surgen dos tridngulos iguales, lo que permite elabo-
rar figuras méds complejas (figura 3).
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Actividad 3

El corte de tridngulos en el doblado del libro, permite, no
s6lo obtener tridngulos iguales sino ademis obtener deri-
vados del tridngulo, lo que permite componer figuras con
tridngulos y cuadrildteros (basta con saber contar hasta cua-
tr0). Los cuadrilateros que se obtienen pueden adoptar dis-
tintas formas segin la orientacién de los cortes (figura 4.
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Figura 4

Actividad 4

Para obtener més de dos formas iguales, podemos recurrir
al recortado de tridngulos en el doblado del pafiuelo.
Algunas sugerencias de cortes se muestran en la figura 5.
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Figura 5

Actividad 5

A partir del recortado de tridngulos en el
doblado de la pafioleta, podemos obte-
ner diferentes tapetes, flores, estrellas,
etc. (figura 6).

Estrella
de cuatro

i puntas

Figura 6

Actividad 6

Por otra parte, el corte sobre tridngulos,
permite obtener nuevos cuadrilateros
(figura 7). De esta manera, se descubre
que el tridngulo, recortado de un papel
doblado, origina nuevas formas: otros
tridngulos y cuadriliteros, v el recorta-
do del tridngulo, proporciona nuevos
poligonos.

Siguiendo la misma técnica, podemos
trabajar con el resto de las formas geo-
métricas de manera que podemos dis-




Trapecio Cuadrilatero Poligono

Figura 7

poner de miiltiples poligonos con los
que construir todo tipo de figuras a las
que se les puede inferir movimientos,
desplazando las distintas partes de las
mismas, y poder, de esta manera, llegar
al cuento en imagenes.

Cuentos elaborados
por los estudiantes

En este apartado expondremos algunos
cuentos realizados por nuestros estu-
diantes. La eleccién no nos ha resultado
facil. Todos los cuentos realizados tie-
nen su importancia, han sido realizados
con mucho cuidado y esmero, y el argu-
mento expresa los valores que tienen
nuestro jovenes. El interés con que el
alumnado se ha tomado esta actividad,
nos ha llenado de gran satisfaccién y
nos confirma el hecho de que la mayo-
ria de los estudiantes, en un ambiente
de clase adecuado, se implican y se
comprometen en su aprendizaje.

Optamos, debido a problemas de espa-
cio, por incluir las ilustraciones de dos
cuentos realizados con argumento libre
(La cometa que no sabia volar —cuento
1-y Suerios —cuento 2), y el argumento
(sin ilustraciones) de dos cuentos que
reflejan algunas ideas matemiticas (£l
pollito —cuento 3—y El niimero nueve y
sus familiares —cuento 4-).

Los cuentos 3 y 4 reflejan en sus textos
ciertas ideas matemdticas. El primero de
ellos, titulado EI pollito fue elaborado
por una alumna de la especialidad de

Titulo: La cometa que no sabia volar

Autores: David Zamora Garcia, J. Jesis Garcia Gonzdlez, Antonio Gémez Rijo,
Gustavo Trujillo Quijada y Ernst Sascha Peiler
Curso: Tercero de la especialidad de Educacion Fisica

Hace mucho tiempo, en un lugar llama-
do «Pitagorin», habia una casa muy,
muy antigua a las afueras del pueblo.

No muy lejos, de esa vieja casa, en un
bosque frondoso y himedo, jugaban
Priscila y Quique a la pelota.

La cometa, al ver la forma y colores de
la pelota exclamé: «|Qué cosa més
exirafial».

Al entrar al cuarto donde estaba la pelo-
ta, una voz cdlida les dijo «jHolal
sQuiénes sois2» Ellos respondieron
«somos dos amigos. 3T4 quién eres?» La
cometa respondié «soy la cometa
Datsima y no sé lo que es la amistad. Tal
vez sea por eso por lo que no puedo
volar». Quique le responde «la amistad
no se aprende, se siente. Si quieres
aprender a volar, sienfe».

Alli, en un cuarto oscuro, se encontraba
una pequeha y friste cometa, sucia y
abandonada.

b _
De repente, una rafaga de viento alzd
la pelota contra la ventana y rompiendo
el cristal cayd dentro de la casa.

Quique y Priscila, muertos de miedo, se
adentraron en la casa buscando la
pelota.

Salieron los tres juntos al jardin y
Datsima pudo volar y desde entonces no
se llama Datsima sino AMISTAD, que es
Datsima al revés.

Cuento 1




Titulo: Suefios

Autores: Aixa Noda Ramos, Rocio Serrano Bernal, Pedro Castro Rodriguez, Maria Navarro
Segura y Verénica Rodriguez Rodriguez

Curso: Tercero de la especialidad de Educacién Fisica

Erase una vez una granja muy
especial, en un pueblecito que
no recordamos su nombre. En
ella habia todo tipo de anima-
les: conejos, perros, pollitos,
efc., y estaba rodeada de flores
de muchos colores y tamafios.

Una noche con muchas estrellas
en el cielo, los nifios vieron
como una de ellas se movia muy
répido. A Jaime se le ocurrié la
idea de construir un cohete,
para mandar un mensaje a
ofros nifios de otros lugares.

Cada dia a la misma hora pasa-
ba un tren de mercancias. Los
fres nifios que vivian en la gran-
ja, Sara, Jaime y David, subian
al molino cercano a la granja
para ver pasar el tren.

A la mafiana siguiente, los tres
hermanos se levantaron emocio-
nados y decididos a construir el
cohete. Despuss de desayunar
se pusieron manos a la obra.

Los tres se quedaban fijamente
mirando hasta que desapare-
cfa. Un dia, Sara se pregunté
en voz alta: 3Dédde irg el tren?
3A quién visitara?

Pasadas dos semanas de mucho
trabajo, el cohete estaba listo.
David decide mandar un men-
saje en una cometa para que
todo el mundo sepa que van a
lanzar el cohete, y Sara propo-
ne mandar unas flores de la
granja.

L UNIS

Cuando el cohete estuvo fer-
minado, lo bautizaron con el
mismo nombre que le habian
puesto al fren... SUENOS

Cuento 2

Educacién Infantil y estd dirigido a
nifios de tres a seis afios. El cuento
recoge, como idea central, la profunda
necesidad del pollito de tener en todo
momento la seguridad de encontrar a
su mami y la importancia de obedecer
los consejos para evitar angustias inne-
cesarias, pero ademdis aparecen las
siguientes ideas matemdticas: por una
parte, se refleja la nocién de clasifica-
cién, de construir conjuntos posibles,
de evitar que un elemento de un con-
junto (el pollito) se encuentre con ele-
mentos de otros conjuntos (zorro, rata
de campo, cuervo de alas negras...)
que no le dan tranquilidad; por otra,
aparece en el cuento los nimeros, uno,
dos y tres, en un estribillo sencillo de
aprender y que facilita la participacion
del nifio en el cuento.

El segundo cuento presentado, de titulo
El maimero 9 y sus familiares fue elabo-
rado por dos alumnas y dos alumnos de
la especialidad de Educacién Primaria y
estd dirigido a nifios y nifias mayores.
En el aparecen algunas ideas de la cons-
truccién de los niimeros; introducen los
nimeros enteros y racionales en una
forma amena y asequible para los nifios.

Valoracion final

Como hemos comentado en alguna
parte de este trabajo, uno de los objeti-
vos que nos planteamos al proponer
esta actividad en la asignatura ya rese-
fiada, a la que asiste alumnado de titu-
laciones y especialidades tan diversas,
era motivar al estudiante en un campo
que les resulta tan 4rido como la
Matemdtica, permitiéndole fomentar y
estimular la creacién de textos en los
que expresen libremente los propios
sentimientos y vivencias, los propios
suefios y mundos fantdsticos, ya que
explorando, la expresién se convierte
en una fuente de placer, en una expe-
riencia IGdica y creativa,

En la medida en que se brinde la opor-
tunidad de explorar todas las posibilida-
des en la creacién de los propios textos,
y en la medida también en que se ase-
gure que éstos van a ser escuchados por
otros (compafieros de clase), los alum-




nos podrin sentir la expresién como
una experiencia gozosa, libre y creativa.

Los cuentos ayudan a desarrollar estos
aspectos, ya que alimentan la imagina-
cién. La creatividad aflora en los nifios
pequefios cuando tienen tiempo y esti-
mulo no solamente para oir cuentos,
sino también para inventarlos, contarlos
y representarlos, e improvisar los suyos
propios.

También han trabajado conceptos geo-
métricos y de proporciéon al ilustrar el
cuento. Han surgido algunos conceptos
numéricos ya especificados en los argu-
mentos v en parrafos anteriores,

De esta manera, con esta actividad se
trabajaron los siguientes aspectos rela-
cionados con las Matemiticas de
Educacion Infantil y Educacion Primaria:

e Educacion Infantil. Area de comu-
nicacion y representacion

— Objetivo 1: Expresar sentimien-
tos, deseos e ideas mediante el
lenguaje oral, ajustindose pro-
gresivamente a los diferentes
contextos y situaciones de
comunicacién habituales y coti-
dianos y a los diferentes inter-
locutores.

— Objetivo 5: Leer, interpretar y
producir imigenes como una
forma de comunicacién y dis-
frute, descubriendo e identifi-
cando los elementos bdsicos
del lenguaje.

— Objetivo 10: Utilizar a un nivel
apropiado las posibilidades de
la forma de representacién
matematica, para describir
algunos objetos y situaciones
del entorno, sus caracteristicas
y propiedades, y algunas accio-
nes que puedan realizarse
sobre ellos, prestando atencién
al proceso y a los resultados
obtenidos.

°  Educacién Primaria. Area de
Matemadticas:

— Objetivo 9: Identificar formas
geométricas en su entorno
inmediato, utilizando el conoci-

Titule: E/ Pollito
Autora: Lola Bustos Montoya
Curso: Tercero de la especialidad de Educacién Infantil

Erase una vez un pollito chiquito y muy bonito que todos las tardes salia de paseo
al campo con su mamé gallina.

Ella, carifiosa, siempre preguntaba «3Quién es el pollito de plumas amarillas més
bonito de Tenerife?», y él, sonriente, siempre contestaba «jSoy yo, soy yol».

Mama gallina siempre le advertia que debfa tener cuidado porque si pasaba los
2 arboles que se encontraban junto al estanque de agua, podia encontrarse con
animales muy peligrosos, que podrian hacerle mucho dafio.

Un dia, mamé gallina no pudo salir a pasear y el pollito, solito, comenzé a andar
y a andar hasta que llegd junto el estanque. Alli, recordé todo lo que su mamé le
decia «No debes ir més allé de los 2 arboles que hay junto al estanque, porque
es muy peligroson.

Sin embargo, el pollito se adentré en el bosque y no hizo caso a su mama. En el
bosque, descubrié arboles de distintos tamafios: altos, medianos y bajos que movian
sus hojas con el viento. De repente, se oy un ruido de pisadas y aparecié un
zorro con la cara hambrienta que le dijo: «Cerraré los ojos, contaré hasta 3 y si
sigues ahf cuando los.abra, te comeré. 1-2-3».

El pollito asustado eché a correr antes de que terminara de contar. Siguié cami-
nando y de pronto, aparecié6 olfateando una rata de campo con la cara enfada-
da que le dijo: «Cerraré los ojos, contaré hasta 3 y si sigues ahi cuando los abra,
te comeré. 1-2-3».

El pollito asustado eché a correr antes de que terminara de contar. Ya cansado, el
pollito siguié caminando y buscando los 2 arboles que habia junto al estanque
para volver a casa. Pero desde lo alto de unas ramas, aparecié un cuervo de alas
negras moviendo el pico que le dijo: «Cerraré los ojos, contaré hasta 3 y si sigues
ahi cuando los abra, te comeré. 1-2-3».

El pollito asustado eché a correr antes de que terminara de contar. Después de
caminar durante un rafo vio los 2 arboles del estanque y fue corriendo hacia ellos
para salir de alli. Junto al estanque estaba mamé gallina que lo esperaba muy pre-
ocupada, pero cuando lo vio llegar, lo abrazé con mucho carifio y también algo
de enfado porque no le habia obedecido; sin embargo, estaba tan contenta que
sdlo le dijo: «Ya no eres un pollito chiquito, pero todavia necesitas estar al lado
de mamé». Y a partir de este momento, el pollito se despide de este cuento.

Cuento 3

miento de los elementos, propiedades y relacio-
nes entre las mismas para incrementar su com-
prensién de dicho entorno y desarrollar nuevas
posibilidades de accién en el mismo.

— Procedimiento 2: Construccién de figuras geomé-
tricas planas a partir de datos previamente esta-
blecidos.

— Procedimiento 5: Formacion de figuras planas a
partir de otras por composicién y descomposicion.

Muchos han sido los comentarios favorables del alumnado
con relacién a esta actividad, a pesar del esfuerzo y el
tiempo que se ha invertido. Con una de las reflexiones de
los alumnos, queremos terminar este articulo con el deseo




Titulo: El nimero nueve y sus familiares
Autores: Adriana Dorta Rosano, Maria José Diaz Barbusano, F. Miguel Estévez Garcia
y Eusebio Suérez Padrén
Curso: Tercero de la especidlidad de Educacién Primaria.

En el pais de los Nomeros Naturales, habia muchos ciudadanos, pero todos tenfan algo
en comin: sélo podian relacionarse sumandose y multiplicandose entre ellos para que su
pais siguiera prosperando. No podian relacionarse de ofra forma, restédndose o divi-
diéndose, porque si no, serfan ciudadanos de ofros pafses.

Todos ellos eran muy positivos y siempre estaban alegres, a excepcién de uno de ellos
que era el 9. El 9 estaba preocupado ya que decia que todos los nifios {todos los nime-
ros naturales de una cifra) le podian quitar a él algo, pero que él no podia quitarle nada
a los demds. Si el 1 le quitaba al 9, le daba el ciudadano 8. Sin embargo si el 9 le roba-
ba al 1 le daba un civdadano de ofro pafs.

Un dia se levant y su tristeza era tan grande que su madre, la sefiora 45, le dijo que
existian ofros paises donde &l si podia quitarle algo a ofros nifios, Entonces el 9 se deci-
di6 a hacer un vigje para visitar y conocer esos ofros lugares.

Tras caminar y caminar atravesando bosques de grandes figuras geométricas, donde se
encontraban flores muy bonitas como tridngulos, cuadrados, circulos..., llegé al pais de
los Némeros Enteros. .

En este pafs los ciudadanos se dividian en dos grupos: los que eran positivos, muy pare-
cidos a los del pais del nomero 9, que eran los gobernantes y por eso no trabajaban
mucho, y los que eran negativos, que constituian la clase obrera y siempre llevaban la
caja de herramientas.

Los ciudadanos de este pais se relacionaban suméndose, resténdose y multiplicandose,
pero no se podian dividir, ya que si lo hacian tendrian que irse a ofro pais porque no
estaba permitido {los racionales eran los Gnicos que podian dividirse).

El nomero 9 en este pais se puso muy contento porque podia quitarle a ofros nifios. De
esta forma conocié a sus tios lejanos, que eran la pareja formada por el 20y el 11. Ellos
tenian ofro hijo que era también el nimero 9.

Sus tios le dijeron que si aqui estaba sorprendido, caminando por unas laderas donde
habia unos seres muy raros, los llamados decimales (que se caracterizaban porque siem-
pre llevaban a sus hijos con ellos, y algunos de éstos llevaban gorros), en ofro pafs, el
de los racionales, sus ciudadanos se relacionaban de muchas mds formas.

Asi el 9 se eché a andar por esas laderas y llegé al pais racional. Al llegar alli se sor-
prendi6, porque esos civdadanos se caracterizaban porque eran ecolégicos y para no
gastar mucho combustible transportaban a sus compaiieros encima de ellos en una espe-
cie de tabla. En este pais sus habitantes se relacionaban suméndose, restdndose, multi-
plicandose y dividiéndose.

En este pafs encontré a unos familiares suyos, que eran la pareja del 90y el 10. Con
ellos estuvo hablando y les dijo que su familia estaba muy bien.

Después de aqui el 9 volvié a afravesar las laderas de los decimales y el bosque de las
figuras geométricas y llegd a su pafs. Aqui su madre lo recibié con los brazos abiertos
y el empezé a contarle lo que habia visto ¥ que se encontré con algunos familiares suyos,
pero si quieres saber mas de &l y de sus mundos, espérate a los cursos siguientes. FIN

Cuento 4

de que los lectores disfruten ¥ se emocionen tanto como
lo hemos hecho las profesoras.

Elaborar un cuento literario para  nifios puede ser una de las
cosas més faciles que un profesor puede hacer, no obstante cuan-
do el cuento pasa a ser matemdtico, no cabe duda que nos pro-
porciona ante todo una gran extrafieza.

gUn cuento de Matemdticas? Esa misma
pregunta me la hice yo, cuando la profeso-
ra nos dijo que teniamos que hacer uno. La
verdad es que no le encontraba mucho sen-
tido, ya que sdlo habia oido hablar de
cuentos literarios, populares, efc., que son
con los que la gran mayoria de nosofros
nos hemos ilusionado, llorado, reido y
sobre fodo hemos crecido con ellos y aspi-
ramos a contérselos a nuestros hijos.
3Quién no recuerda cuentos como Cape-
rucita, Los Tres Cerditos, Pulgarcito, efc., en
definitiva, nuestros cuentos de siempre sal-
picados por las nuevas generaciones de
cuentos escritos para nifiosg Esto es lo que
yo entendia como cuentos, cualquier cosa
fuera de ahf me parecia imposible el enca-
jarlo dentro de mis esquemas primitivos.
Por eso no tuve més remedio que poner
cara de extrafieza al tener que elaborar un
cuento matemdtico.

4C6mo es posible hacerlos?, me pregunté
esperando que la profesora respondiera a
mi duda lo antes posible. Por suerte lo
hizo. Nos ensefi6 a hacer figuras y paisa-
jes con la ayuda de una simple hoja de
papel doblada y unas tijeras, es la llama-
da papiroflexia. Lo de hacer figuras de
papel no me era extrafio, sabfa confeccio-
nar pajaritas de papel, barcos, molinillos
de viento e incluso, para gastar bromas,
los famosos mufiequitos de papel con los
que mas de un familiar pillé algunas bron-
cas conmigo, afortunadamente sin pasar a
mayores.

Por lo tanto me sorprendié que de aquellos
juegos a los que no les veia ninguna utili-
dad més que la de «pasar el ratos, pudie-
ran convertirse de pronto en seres con vida
propia en un relato fantéstico del cual yo
podia ser autor, y lo més importante, que
ofras personas, en este caso nifios, pudie-
ran disfrutar de estas historias.

la idea empezaba a gustarme, y en mi
cabeza empezaron a surgir ideas sobre
cémo elaborar un cuento con estos perso-
najes. La verdad es que algunas de ellas las
deseché rapidamente, pero me quedé con
ofras que me parecian bastante buenas, o
al menos las veia de esa forma.

Pronto decidimos formar un grupo para ela-
borar nuestra futura obra. La historia estaba
a punto de nacer. Asi, tras varias reunio-
nes, decidimos hacer un cuento puramente
matemdtico. Nuestro protagonista era el
ndmero nueve, que decide hacer un peque-
flo viaje para conocer .ofras familias de
nimeros, asi conoce a los racionales, los
enteros, etc., y al volver a su pals cuenta las
experiencias vividas. Ya teniamos historia,
ahora venia la parte més laboriosa y una
de las més entretenidas y bonitas de todo el
cuento, la confeccién con nuestras propias
manos de los personajes y paisajes.




Fueron varios dias de trabajo, pero lo cier-
fo es que es uno de los momentos més boni-
tos de todos, ver como de un simple papel
toman forma personaijes, objetos, paisajes,
y como nace algo mds importante que todo
lo anterior, la ilusién y la risa vistos a través
de los ojos de un nifio, lo maximo a lo que
puede aspirar un profesor aparte de incul-
car a sus alumnos el &nimo por aprender.

Con este tipo de cuentos se logra que el nifio
disfrute aprendiendo, que no sea un camino
tortuoso el aprender una determinada asig-
natura, que la viva como algo suyo, que la
sienfa, que la disfrute, y sobre todo que la
valore en su justa medida. Quedard claro
que las Matemdticas son algo més que
aprenderse las tablas de multiplicar, las
éreas y volimenes de determinadas figuras
o tantos y tantos problemas que «forturan» a
los nifios. zPor qué les ocurre esto?
Seguramente porque nadie les ha ensefiado
a amar las Matemdticas, a vivirlas de un
modo diferente, a ensefiarles que son nece-
sarias para poder vivir diariamente, no sélo
con cuestiones monetarias, sino hacerles ver
que todo lo que les rodea es Matemdticas, el
coche, la casq, el ordenador, la tele, todo...,
cualquier cosa que nos rodee estd basado
en esta ciencia. A lo mejor no todos somos
capaces de lograr esto, pero vale la pena
infentarlo. Vale la pena decir: mi profesién
sirvid para que varios nifios que odiaban las
Matemdticas aprendieran a quererlas y res-
pefarlas incluso mucho més que lo que lo
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hice yo. Si somos capaces de conseguir eso, habremos llegado al
verdadero significado de la palabra Magisterio, una palabra que
no sélo significa ensefiar, sino también preparar o guiar para lle-
gar a un logro, a una meta, a ese final que fodos deseamos y que
no es ofro que inculcar amor hacia las Matemdticas y demés cien-
cias. Esto no es solo aplicable a los nifios, sino a cualquier perso-
na que se sienta con las fuerzas suficientes para embarcarse en
esta aventura, y yo, estoy preparado para esperar a los primeros
viajeros. Ahora es sélo cuestion de tiempo, y... jque cosasl, el
tiempo también se basa en las Malematicas.
Eusebio Suérez Padrén
Tercero de la especialidad de Educacién Primaria
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Una visita a Planilandia

Juan NuUnez Valdes

Manuel Ponce Escudero

Los autores muestran en este
articulo sus impresiones y
reflexiones personales sobre
Planilandia, el mundo de dos
dimensiones que refleja E. A.
Abbott en su novela del
mismo fitulo.

Tras comentar cémo es la
vida en ese mundo y cémo
veria un habitante del mismo
la vida en otros de menos y
de mas dimensiones,
respectivamente, que el suyo,
aportan sus propias
opiniones sobre la
naturaleza del mundo en que
vivimos y establecen puntos
de comparacién enfre el
argumento de esta novela y
el de otras también
encuadradas en esta
tematica.

La configuracién hace al hombre

(Pantociclo, Circulo jefe de Planilandia,
que sofocé la sedicién cromética)

«3Era simétrica la realidad o la simetria era un ideal provocado
por la inteligencia del hombre? 3Acaso todo lo que se podia divi-
dir por la mitad daba lugar a dos partes arménicas y similaresé
sDénde estd la mitad de mi vida®», se dijo observando a su hija
que atendia a los familiares y amigos con una cortesia dolorosa.
«gDeja mi madre un espacio simétrico al que ahora ocupa?
sDejan los muertos un reflejo de si en este mundo de dolor? sQué
sensacién es simétrica al dolorg»

{luan José Millés: La soledad era esto)

ntroduccién histérica y objetivos

Querido amigo lector: si atin no has tenido la oportunidad
de leer el libro titulado Planilandia, de Abbott, y como
consecuencia de este articulo te decides a hacetlo, te ase-
guramos que nuestra satisfaccién serd doble: por una
parte, habremos conseguido, modestamente, que te sumes
al (;pequefio ain?) circulo de lectores interesados en este
tipo de lectura. Por otra, nos sentiremos también muy con-
tentos al pensar que seguramente, ti mismo te planteards
cuestiones similares a las que nosotros nos hacemos en
este articulo, que contribuirdn a un mejor conocimiento (y
por qué no decir mejor «reconocimiento», en el sentido de
constatar, no en el de volver a conocer) de la Geometria
como Ciencia y de sus aplicaciones al mundo (sseguro que
tridimensional?) en el que vivimos.

Es ya conocido que desde el principio de los tiempos la
humanidad consideraba que el mundo era bidimensional
y que estaba formado por las dos dimensiones en que
podia caminarse. La direccién arriba-abajo parecia ser
totalmente distinta. Newton, en la segunda mitad del siglo
XVII, fue el primero en descubrir que esta Gltima direccion
era también simétrica a las dos primeras, dotando a la




Naturaleza de simetria tridimensional. Einstein, a princi-
pios del siglo pasado, dio un paso mas alld con su teoria
de la relatividad especial abriendo la puerta de la cuarta
dimensién a la humanidad. Introdujo el tiempo como
cuarta dimension, mostrando que éste muestra muchas
simetrias con las otras tres dimensiones espaciales, aunque
no llegue a la semejanza.

Pero la cosa no ha quedado aqui, Los fisicos, en su afan

por unificar las cuatro fuerzas fundamentales que rigen la
Naturaleza (fuerzas gravitatoria, electromagnética, nuclear
fuerte e interaccién débil), han desarrollado la teoria de
supercuerdas diezdimensional que da una explicacién del
origen del Big Bang: en un principio el Universo era per-
fectamente diezdimensional con nada en él, pero no era
estable y se parti6 en dos; seis de sus dimensiones se
enrollaron en una bola infinitesimal mientras que las otras
cuatro se expandian a niveles inmensos.

Cuando la novela que nos ocupa fue escrita en 1884, sélo
eran conocidas las teorfas de Newton. El autor de la
misma, un inglés llamado Edwin Abbott Abbott, nacié en
Londres el 20 de diciembre de 1838 y muri6 en 1926. De
nifio acudié a la «City of London School y mds tarde pro-
sigui6 sus estudios en Cambridge. Fue ordenado sacerdo-
te, s€ caso y a la edad de 27 afios volvié como presiden-
te a la escuela londinense donde habfa estudiado. Esta
etapa de su vida transcurrié en el momento de mayor
esplendor de toda la historia de Gran Bretafia, el periodo
que transcurre entre 1850 y la Gran Depresién de 1873, La
supremacia inglesa tanto a escala econémica como militar
era manifiesta. En 1866, el economista Jevons escribia
(Cortés, 1994; 28):

Actualmente las cinco partes del mundo son nuestras tributarias
[...] Las llanuras de América del Norte y de Rusia, he aqui nues-
fros campos de trigo; Chicago y Odessa son nuestros graneros;
Canadé y los Paises Bdlficos nuestros bosques. Nuestras ovejas
estdn en Australia, nuestras vacas, en América del Sur. Perd nos
envia su plata; California y Australia su oro. Los chinos culfivan
té para nosotros y, de las Indias Orientales y Occidentales, nos
llega nuestro café, nuestro aziicar, nuestras especias. Nuestro
algodén, que antes traiamos de Estados Unidos, nos llega ahora
de todas las regiones cdlidas del mundo.

En el 4mbito social, este periodo se caracteriza por el
espectacular crecimiento de la clase media. Se hicieron
también una serie de reformas politicas ampliando el
censo electoral a la clase media y a la clase superior obre-
ra. La moral victoriana surge de la religién metodista, el
sentimiento obsesivo del pecado, de la lucha por la salva-
cién y de la presencia de Ia tentacién llevan la mentalidad
social al puritanismo mis estrecho. No obstante, no todos
los ingleses pensaron de este modo. Muchos, como Oscar
Wilde, Bernard Shaw y otros, fueron grandes criticos de la
mediocridad y estrechez de la sociedad en que vivieron.
Dentro de este grupo también puede incluirse al propio
Abbott, pues como veremos mis adelante su novela es

Abbott,
un simple
aficionado
a la Matemdtica,
recurrio
a la analogia
con la tercera
dimension
para que el lector
meditase
sobre la cuarta
dimension.

una dura critica a la sociedad del
momento, reveldndose sobre todo
como una extraordinaria sitira del con-
formismo y de la intolerancia cultural.

Edwin A. Abbott dedicé toda su vida a la
ensefianza, forjdndose una buena repu-
tacién como maestro de escuela y como
estudioso de Shakespeare. A lo largo de
su vida escribi6 varios libros de filosofia,
literatura y teologfa; pero una de sus
obras destaco entre todas las demis
pues no guardaba relacion ninguna con
el resto de su produccién literaria. Esta
novela fue Planilandia. Fue tan distinta
que ni siquiera el propio autor se atrevié
a firmarla con su nombre (quizds por
miedo a arruinar la reputacion del resto
de sus obras) haciéndolo bajo el seudé-
nimo de A. Square. En realidad no tenia
nada de qué avergonzarse, pues fue un
pionero en la literatura de ciencia-fic-
cion, siendo uno de los primeros que
especuld con la cuarta dimensién
mucho antes de que se pusiese de
moda. En esa época, los mundos de mas
de tres dimensiones eran coto reservado
para los matemdticos y algunos fisicos.
Abbott, un simple aficionado a la
Matematica, recurri6 a la analogia con la
tercera dimensién para que el lector
meditase sobre la cuarta dimension.
Aunque desde que escribi6 la novela ha
pasado mis de un siglo cargado de
avances cientificos relacionados con las
dimensiones del mundo, ésta mantiene
al lector actual tan fascinado como al
lector contemporineo de Abbott. Esto
precisamente es lo que hace que
Planilandia sea un verdadero clasico de
la ciencia-ficcién (como asi ha sido con-
siderada, aunque jse puede encuadrar
en ese tema con rotundidad?).

Para articular nuestro trabajo hemos crei-
do oportuno estructurarlo en cinco sec-
ciones. En la primera de ellas hacemos
un muy breve resumen de la primera
patte de la novela, en la que se narra
como transcurre la vida en Planilandia,
cOmo son sus habitantes, como se rela-
cionan entre si, y en definitiva, c6émo
viven.

En la segunda seccién también resumi-
mos como el protagonista de la novela,




A. Square realiza diferentes viajes a mun-
dos de menos y de mis dimensiones,
_respectivamente, que las dos en las que
&l normalmente se desenvuelve. Como
reacciona, frente a algunas situaciones
que ve, tan distintas a las que estd habi-
tuado, admirdndose en algunos casos y
mostrindose despreciativo, en otros.

En la tercera seccién, hacemos nuestras
propias reflexiones y aportaciones al
tema de la dimensionalidad del mundo
en el que nos movemos, quedando
implicita en la misma nuestro principal
objetivo de este articulo (aunque mejor
serfa llamarlo deseo), que no es mis que
dar a conocer al lector el contenido de
la novela de Abbott, facilitindole asi, de
esta forma, la posibilidad de poder pen-
sar y reflexionar personalmente sobre el
tema y de extraer sus propias deduccio-
nes obre el papel de la Geometria en
nuestro mundo habitual.

Dedicamos la cuarta seccién a hacer
unos breves comentarios sobre otros
libros de similar tematica y contenidos
que el que nos ocupa, finalizando este
articulo con una quinta seccidén, en la
que se indican algunas curiosidades y
anécdotas relativas a este tema, que sur-
gen al relacionarlo con algunos otros,
que en principio nada tienen que ver,
como puede ser, por ejemplo, el feno-
meno OVNL

La vida en Planilandia

La novela estd escrita en primera perso-
na, siendo su narrador y protagonista un
cuadrado, afamado matemdtico de Pla-
nilandia, llamado A. Square (juego de
palabras en inglés con las iniciales). Su
autor la escribi6, como bien dice, para
«contribuir al ensanche de la imagina-
cién y al posible desarrollo del rarisimo
v excelente don de la modestia entre las
razas superiores de la humanidad soli-
da» (Abbott, 1999: 17). Para ello estruc-
tura la trama en dos partes bien diferen-
ciadas:

a) En la primera el autor nos introdu-
ce poco a poco en el fascinante
mundo de Planilandia, contindo-
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nos cémo son su clima, sus habitantes, parte de su
historia..,

b) En la segunda cuenta una serie de experiencias que le
ocurren al protagonista y gracias a las cuales visita
extrafios mundos de distintas dimensiones.

«Sé paciente, pues el mundo es ancho y extenso» (Abbott,
1999: 19). Con esta frase comienza esta primera parte de
la novela el autor, y lo hace con un doble motivo: prime-
1o, porque asi resalta la idea de que estamos en un mundo
con s6lo dos dimensiones, ancho y extenso. Segundo, por-
que no escatima detalles a la hora de describirnos el fas-
cinante mundo en que habita el protagonista de la nove-
la, empleando en ello algo mas de la mitad del libro.

Fl mundo de Planilandia es descrito como

...una vasta hoja de papel en la que las fineas rectas, trigngulos,
cuadrados, pentdgonos, hexdgonos y ofras figuras, en vez de
permanecer fijas en sus lugares, se moviesen libremente, en o
sobre la superficie. (Abbott, 1999: 21).

Nos habla el protagonista de la existencia de cuatro pun-
tos cardinales determinados por una extrafia «atraccion
constante hacia el sur» (Abbott, 1999: 23); de la lluvia, que
consecuentemente cae siempre hacia el sur y de una luz
cuyo origen es desconocido y que ilumina por igual todos
los puntos de ese mundo, tanto de dia como de noche.
También explica que las casas son pentagonales para que
los dngulos de las esquinas no hieran a peatones incautos.
Sin embargo, no explica como se propulsan los habitan-
tes, como construyen sus casas, como son los drboles,
minas y colinas de Planilandia, y un sinfin de cosas mas.

A pesar de toda la riqueza visual que nos sugiere esta des-
cripcién de su mundo, para un habitante de Planilandia su
visioén se reduce a un simple conjunto de segmentos de
mayor o menor intensidad luminosa. Para comprender por
qué, basta hacer la prueba de colocar un objeto plano
sobre una mesa y descender hasta situar nuestros ojos al
nivel de la mesa, entonces el objeto no serd mas que una
linea recta. Ademds, a esto hay que sumarle que no exis-
te el color, todo en este mundo bidimensional ha sido
siempre gris. ¢Como es posible entonces que los propios
habitantes se reconozcan entre si? La respuesta la veremos
méas adelante, antes veamos como es la sociedad del
mundo del protagonista.

Aunque como confiesa su narrador, el fin principal de
este relato es hablar sobre su dniciacién a los misterios
del espacio» (Abbott, 1999: 62), Abbott no desaprovecha
la oportunidad de idear una estructura social para el
mundo del protagonista. Es una sociedad piramidal
donde la clase social a la que pertenece un habitante estd
determinada por el namero de lados que éste posee. Asi,
mientras mayor es el nimero de lados que tiene, més ele-
vada es su posicion social. Las distintas clases en que se
distribuyen son:




Mugeres: Las mujeres son lineas rectas. da mujer siem-
pre serd mujer» (Abbott, 1999: 35) es lo que dice un
decreto de la Naturaleza en Planilandia. La sociedad
alcanza unas cotas machistas tan altas que incluso en
su tiempo fueron motivo de critica para el autor. Las
mujeres son consideradas en el libro como los seres
mds inferiores de la creacién, pues existe la creencia
generalizada de que el 4rea de una figura es directa-
mente proporcional a su cerebro, por tanto la inteli-
gencia de las mujeres, al igual que su 4rea, es nula.
Ademas, debido a su peligrosa morfologia (¢Qué pue-
de significar tropezar con una mujer, salvo destruccién
absoluta e inmediata? (Abbott, 1999: 30)) son someti-
das a unas leyes especiales y muy estrictas siendo
algunas confinadas en sus hogares de por vida.

| A pesar de todo este trato hacia las mujeres, A. Square
deja entrever en algunas partes del relato que las muje-
res son quizds las Gnicas en el mundo que tengan la

{; fuerza suficiente como para cambiar un orden social

; que continda imperturbable desde los lejanos tiempos
de la sedicion cromatica, mas de dos milenios,

2. Iscsceles: Son la clase mas numerosa con mucha dife-
rencia y forman los estratos sociales mas bajos. Suelen
trabajar como soldados (pues los agudos dngulos son
unas armas letales) o como obreros,

3. Equildteros: Trabajan como comerciantes Y se corres-
ponden con la clase media

;; 4. Cuadradosy pentdgonos: Forman la clase media/alta.
§ Son los profesionales especializados (médicos, aboga-
| dos, estadistas...) y los «gentlemens.

5. Poligonos: Los poligonos constituyen la nobleza pla-
nilandesa, por lo que no tienen ninguna ocupacién
conocida.

(e}

Circulos: Son la llamada casta sacerdotal, la clase mas
alta de todas. Gobiernan por completo Planilandia,
siendo a la vez tanto guias politicos como espirituales,
En realidad no son verdaderos circulos, pues «ingtin
circulo es en realidad un circulo, sino sélo un poligo-
10 con un nimero muy grande de lados muy peque-
fios» (Abbott, 1999: 63). Uno de ellos, el denominado
circulo jefe, es el elegido para gobernar Planilandia.

La religion que predican los circulos se basa en la perfec-
ta regularidad de la configuracién geométrica y puede
resumirse en una sola frase: «Atiende a tu configuracién»
(Abbott, 1999: 65). Pantociclo, que fue un antiguo circulo
jefe, fue el primero en convencer a la humanidad de que
la naturaleza de cada individuo viene determinada por su
configuracion, es decir, si un habitante nace con una
pequefa irregularidad en sus lados le ird mal en la vida
con toda seguridad. Atribuy6 todos los delitos cometidos
a irregularidades en la estructura del delincuente, A causa
de esto en cuanto una mujer alumbra a un hijo irregular

La religion
que predican
los circulos
se basa
en la perfecta
regularidad de
la configuracion
geométrica
Y puede resumirse
en una sola frase:
Atiende a tu
configuracions.

éste es llevado al hospital para irregula-
res, donde intentan corregir su desvia-
cién. Si esto no es posible, o bien el
infeliz es emparedado de por vida en
una oficina como funcionario de Sépti-
ma clase y con un salario minimo, o
bien acaba pasando por el dngulo del
verdugo oficial (es dificil saber cuil de
las dos penas es peor). Toda esta dilo-
soffa de la configuracion» esta aceptada
por la amplia mayoria de los habitantes
de Planilandia. Ello queda claro cuando
el protagonista confiesa que

«rregularidad de figuras viene a significar,
mds o menos, entre nosotros lo que una com-
binacién entre perversidad moral y delin-
cuencia entre vosotros y recibe un fratamien-
fo correspondiente. {Abbott, 1999: 48).

Cada sujeto se encarga de representar el
rol social que le corresponde de naci-
miento y se preocupa de que su des-
cendencia suba un paso mis en la esca-
la social. Esto lo consiguen gracias a
que por una ley de la Naturaleza, la des-
cendencia masculina siempre tiene un
lado mis que el progenitor, aunque hay
dos excepciones a esta regla. La prime-
ra son los isésceles, sus hijos no tienen
un lado mds, sino que es el angulo
agudo el que aumenta medio grado
cada generacién hasta convertirse en un
equilatero. La segunda es que el aumen-
to de lados (o de 4ngulo) de la descen-
dencia no es siempre de uno. Entre las
clases superiores cada generacion tiene
varios lados mas que la anterior, mien-
tras que entre los isésceles es muy difi-
cil que la prole experimente un aumen-
to de 4ngulo. Esto s6lo se consigue tras
una serie de uniones preparadas por los
sacerdotes entre los «miembros mas
intelectuales de las clases mis bajas»
(Abbott, 1999: 27).

Aunque
Matematicas las que mantienen esta or-
ganizacion social. En un mundo tan «geo-
métricor es necesario estar constante-
mente resolviendo problemas matemiti-
COs, tanto como para distinguir si el indi-
viduo que se acerca a ti es un isésceles o
un pentigono, como para acudir a una
fiesta de poligonos y poder danzar en
medio de la multitud sin tropezar con

parezca mentira son las




padie. No resulta dificil imaginar lo tur-
padora que seria la experiencia de
sumergirnos en medio de una multitud
cadtica de poligonos, de los cuales sdlo
podemos distinguir lineas mas o menos
sombreadas. Sin embargo, no todos los
planilandeses estdn preparados para
esto. Las clases inferiores, para recono-
cerse, usan el tacto para identificar a los
demis habitantes, mientras que las clases
superiores lo hacen por medio de la
vista. Para ello han de pasar muchos
afios de su vida dedicados al estudio de
la geomettia en las universidades. Este es
el verdadero poder de las clases superio-
res, pues los trabajadores no pueden per-
mitirse este tipo de estudios para sus
hijos, por lo que los aristocratas siempre
estarin un paso por delante de ellos,
puesto que los que han recibido una
solida formacion matematica «saben todo
lo que hay que saber de tus movimien-
tos, mientras que tu sabes muy poco o
nada de los suyos « (Abbott, 1999: 44).

Sélo hubo un momento en la historia en
que casi se alcanzo la igualdad entre las
distintas castas geométricas: fue el iempo
de la sediciéon cromitica. Todo empezé
cuando un dia un ciudadano descubri6 el
color y decidi6 colorearse a si mismo. El
resultado fue tan espectacular en un
mundo en el que la vida «estética y artis-
ticamente, es muy aburrida, la verdad
(Abbott, 1999: 50) que la moda se exten-
di6 rapidamente a lo ancho y largo del
mundo. Gracias al color, todos los habi-
tantes pudieron resolver los numerosos
problemas que se les presentaban, por
muy dificiles que fuesen. Se abandonaron
pues los estudios de reconocimiento
visual, y pronto empezaron a pedir que
se igualasen todos los grupos sociales
ante la ley. Sélo los circulos permanecie-
ron ajenos al color, negidndose en rotun-
do a pintar su perfmetro. Fueron ellos los
Gnicos que plantaron cara a la revolucion
debido a las grandes desventajas que ten-
drian si ésta triunfaba totalmente.

Cuando apareci6 el proyecto de la Ley
Cromitica Universal, que obligaba a
todos los habitantes sin excepcién a
colorear sus lados, se desencadenaron
multitud de batallas entre las clases

En la segunda
parte
de la novela,

A. Square
realiza
diferentes viajes
a mundos
de mds y de menos
dimensiones
que el suyo.

bajas y la nobleza. Por razones de configuraciéon geomé-
trica evidentes, las tropas de los isdsceles no tuvieron
muchos problemas en deshacerse de ejércitos enteros de
poligonos. Inesperadamente, el entonces circulo jefe de
Planilandia, Pantociclo, convocd a todos los habitantes a
una reunién sin precedentes. Alli, por medio de la pala-
bra engafié y traiciond a un ejército de 140.000 isdsceles
que fueron masacrados. Desde entonces no existe el
color y ni siquiera estd permitido pronunciar palabra
alguna que denote color. Desde entonces, la vida en
Planilandia vuelve a ser gris, y el orden social ha perma-
necido inmutable.

Una visita a ofros mundos

En la segunda parte de la novela, A. Square realiza dife-
sentes viajes a mundos de mds y de menos dimensiones
que el suyo. Pasamos a describir, también brevemente, sus
impresiones al respecto.

Viaje a Linealandia

En el ocaso del segundo milenio de su era, dos dias antes
de que acabase el afio, el protagonista de la historia tiene
un extrafio suefio. En este suefio el cuadrado se ve trans-
portado a un mundo distante que posee sélo una dimen-
sién poblado por lineas, que son los hombres, y por pun-
tos, las mujeres. El cuadrado decide introducir su ojo-boca
en este mundo y hablar con la primera «persona» que ve.
Esta persona resulta ser el rey, quien le cuenta como es la
vida en Linealandia, cémo se reproducen sin necesidad de
contacto y cémo se comunican entre ellos por medio de
la voz (gracias a la cual pueden saber el sexo, tamafio y
edad del individuo).

Después de escuchar las ensefianzas del rey, el cuadrado
comenta al monarca que la vida en Linealandia debe ser
muy aburrida, pues su visién se limita a un punto. En-
tonces, le explica que él viene de Planilandia, que es el
«nundo verdadero» e intenta ensefiarle cémo salir de la
linea recta en que estd confinado moviéndose de izquier-
da a derecha para entrar en el plano. Pronto encuentra lo
dificil que es explicarle como moverse hacia el lado a
alguien que no tiene consciencia alguna de que exista esa
direccién. Tras pasar un largo rato intentando explicar al
rey cémo salir de la linea (es evidente que el rey no lo
comprende porque va totalmente en contra de su intui-
cién) el cuadrado decide pasar a los hechos y sale poco
a poco de Linealandia. Lo que consigue es asustar toda-
via mis al rey, quien en un principio cree que el cuadra-
do ha muerto y luego, cuando vuelve a aparecer de la
nada lo toma por un espiritu. Esto sienta muy mal al cua-
drado que empieza a insultar al rey, éste llama al ataque
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a todos sus stbditos y en ese momento el cuadrado des-
pierta de su suefo.

Abora
es la esfera
la que se niega
en redondo
a aceptar
la existencia
de dimensiones
Superiores
mientras que
el cuadrado

Viaje a Espaciolandia

La noche siguiente, cuando sélo quedan unos segundos
para que acabe el afio 1999 y comience el nuevo mile-
nio, aparece misteriosamente en casa del protagonista
un circulo perfecto. Pero incomprensiblemente éste
niega ser un circulo, dice ser un ser venido del verda-
dero espacio, de las tres dimensiones, y se llama a si
mismo esfera. La esfera dice al cuadrado que por su con-
dicién de matemitico ha sido elegido para predicar en
Planilandia el evangelio de las tres dimensiones, y rapi-
damente pasa a la accién. Empieza asi una larga con-
versacion muy similar a la que tuvo en suefios A. Square

con el rey de Linealandia, pero como no podia ser de instste,
otra manera, los papeles estin cambiados. Es ahora el razonando
cuadrado el que es reacio a abandonar sus ideas de que © por medio

el mundo es bidimensional, mientras que la esfera roza
la desesperacién en el intento de explicar que el verda-
dero mundo es tridimensional a través de distintos méto-
dos. Primero le explica que existe una tercera dimen-
sién, que no estd hacia el norte, sino hacia arriba, hacia
fuera de Planilandia. Recurre a la analogia con dimen-
siones inferiores para intentar explicar la naturaleza de
un cubo. Pasa a la accién y sale de Planilandia para con-
vencer al cuadrado. Como sigue sin convencerlo, decide
pasar a la accién y empuja al cuadrado hacia fuera de su
mundo.

de la analogia,

en la existencia

de dimensiones
superiores.

(1) (2) (3)

o ” .
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Asi ilustra el cuadrado cémo la esfera salié de Planilandia.
Lo que él vio en realidad fue cémo el circulo se contraia
cada vez més hasta que se redujo a un punto y
desaparecié

El cuadrado queda maravillado con el especticulo que
contempla. Es capaz de ver «desde afuera» el mundo
entero, y su visién no se limita a una linea recta, puede
ver el plano. Por primera vez «ve» los dngulos en lugar

de deducirlos, Y qué pobre y sombria
era la conjetura deducida en compara-
cién con la realidad que estaba con-
templandol (Abbott, 1999: 102). Una
vez que ha entrado en el mundo tridi-
mensional, al cuadrado no le queda
mds remedio que aceptar la evidencia,
y pasa a considerar a la esfera como un
dios. La esfera empieza a adiestrar al
cuadrado en la diferenciacién entre
figuras solidas y planas, entre circulos y
esferas. Este es el punto 4lgido de las
aventuras del cuadrado, pues en el pre-
ciso instante en que el cuadrado es
capaz de distinguir completamente las
figuras solidas se produce en él una
transformacién, ya no es el ser arro-
gante que consideraba inferior al rey
de Linealandia e intentaba explicarle
que el mundo real tenia dos dimensio-
nes, ahora es un ser con la mente com-
pletamente desinhibida de prejuicios.
Su avidez de conocimientos le hace
pedir a la esfera que le lleve a la cuar-
ta dimension, con la idea de que alli
podri contemplar el interior de la esfe-
ra (al igual que en el espacio tridimen-
sional, el interior del cuadrado queda
al descubierto).

Como no podia ser de otra manera, los
papeles se vuelven a intercambiar.
Ahora es la esfera la que se niega en
redondo a aceptar la existencia de
dimensiones superiores mientras que el
cuadrado insiste, razonando por medio
de la analogfa, en la existencia de di-
mensiones superiores. Cuando la esfe-
ra le confiesa que en Espaciolandia
algunos habitantes han recibido la visi-
ta de seres que decian venir de una
cuarta dimensién, aunque la esfera
cree que fue producto de la imagina-
cién, el cuadrado ve confirmadas sus
teorfas y pide con mas fuerza a la esfe-
ra que lo lleve a dimensiones superio-
res. En cambio, ésta lo que hace es
enfadarse cada vez mis, negindose en
rotundo a aceptar la veracidad de las
palabras del cuadrado, y en un ataque
de furia golpea al cuadrado y lo sumer-
ge de nuevo en Planilandia, en «aquel
paramo plano e insulso que iba ya a
convertirse otra vez en mi universo
(Abbott, 1999: 112).




Viaje a Puntilandia

Tras caer a su mundo, el cuadrado se
siente mal y se retira a su aposento a des-
cansar. Alli el suefio le vence y disfruta
de otra visidn durante el mismo en la
cual la esfera se le aparece de nuevo.
Junto con ella el cuadrado se dirige hacia
un diminuto punto que se divisa en la
lejanfa, es Puntilandia, el abismo donde
no hay dimensiones. La esfera explica
magistralmente cdmo es este reino:

Contemplad esa misera criatura. Ese punto
es un ser como nosotros, pero encerrado en
el abismo no dimensional. El mismo es su
propio mundo, su propio universo; no
puede formarse ninguna concepcién de
nadie més que de &l mismo; no conoce ni la
longitud, ni la altura, ni la anchura porque
no ha tenido ninguna experiencia de ellas;
no tiene conocimiento alguno ni siquiera del
nomero dos; ninguna idea de pluralidad;
pues él mismo es su uno y su fodo, siendo en
realidad su nada. Pero apreciad su absolu-
ta autocomplacencia, y aprended de ello
esta leccién, que estar satisfecho de si
mismo es ser ruin e ignorante, y que aspirar
es mejor que ser ciega e impotentemente

feliz (Abbott, 1999: 114).

Cuando se acercan, lo encuentran
hablando consigo mismo colmandose
de todo tipo de alabanzas. Entonces el
cuadrado intenta convencerle de que él
es un ser totalmente insignificante, pues
en realidad no es nada comparado con
una linea recta o con un plano. Pero el
punto, incapaz de imaginarse la existen-
cia de otro ser aparte de él mismo, con-
tinGa sin inmutarse con su discurso pla-
gado de elogios pensando que la voz ha
surgido de su interior. Decepcionado, el
cuadrado se aleja con la esfera. Regre-
san a Planilandia, pero atn le queda
tiempo a la esfera para adoctrinar mas al
cuadrado. Le estimula a «aspirar a mas 'y
a ensefiar a otros a aspirar a mas»
(Abbott, 1999: 116) y ambos recorren
mentalmente los extrasolidos tetradime-
sionales y dobles extrasélidos pentadi-
mensionales, todo ello «estrictamente de
acuerdo con la analogfa» (Abbott, 1999:
116). Cuando despierta de su suefio, el
cuadrado se siente con fuerzas renova-
das para propagar por toda Planilandia
el evangelio de la tercera dimension.

Y aqui tenemos
a nuestro
sin par persondje,
dispuesto
a convencer
al resto
de planilandeses
que el mundo
no tiene sélo
dos dimensiones,
sino que podemos
ascender
de dimension
en dimension
a nuestro placer,
Siempre que
nuestra mente
esté
lo suficientemente
abierta.

En un espacio cuatridimensional, moviendo
un cubo fridimensional a lo largo de una
direccién perpendicular a estas tres
dimensiones se obtiene un hipercubo. Este
tiene 16 vértices, 32 lados, 24 caras y estd
delimitado por 8 cubos.

El desenlace

Y aqui tenemos a nuestro sin par personaje, dispuesto a
convencer al resto de planilandeses que el mundo no
tiene sélo dos dimensiones, sino que podemos ascender
de dimensién en dimensién a nuestro placer, siempre que
nuestra mente esté lo suficientemente abierta. ;Serd capaz
él solo, usando como Unica arma la analogia, de vencer a
la estructura social que ha perdurado en Planilandia por
mis de dos milenios? ;Acabarid de golpe y porrazo con
toda la moralidad circular e instaurara el culto a las dimen-
siones superiores? jVera su nombre coreado por las masas
alzandose en el héroe multidimensional que todo mate-
mdtico ha querido ser, o por el contrario, verd cémo su
evangelio es ridiculizado ante la filosofia sacerdotal y aca-
bari sus dias frustrado ahogando sus penas en una tasca
de Planilandia?

Por razones obvias, que esperamos que el lector com-
prenda, no vamos a desvelar aqui el desenlace de la nove-
la. Reservamos la sorpresa del final para aquél que se acer-
que a la libreria mds préxima y una vez adquirido el ejem-
plar, devore dvidamente todas sus paginas, deleitindose
de esta forma con la extravagante narracion de la estrella
de la novela: A. Square. De seguro que nos lo agradecera.

Nuestras propias reflexiones

Sin embargo no vamos a resistir la tentacién de comentar
la agudeza de este relato. La principal razén para la que
fue escrito es la de iniciar a los lectores en los misterios de




la cuarta dimension, objetivo que cumple claramente, Gra-
cias a las conversaciones del cuadrado con la esfera, el lec-
tor se plantea c6mo seria la visita a nuestro mundo de un
ser de la cuarta dimensién. Al igual que el cuadrado, veria-
mos cémo de la nada surge un punto que va aumentando
su tamafio cada vez mids y que se expandiria y se contrae-
tia de forma extrafia (pues en realidad veriamos las sec-
ciones tridimensionales de este ser). Serfa una especie de
semi-dios, pues tendria el poder de la omnividencia y seria
capaz de entrar sin dificultad en el lugar mas profundo y
oculto de nuestro mundo (lo cual podiia interpretarse
como una varfante de la omnipresencia). Es por ello que
cuando el cuadrado llega a comprender la naturaleza de la
esfera lo toma por una divinidad, incluso &l mismo llega a
decir (Abbott, 1999: 102):

—Me he hecho como Dios. Pues los sabios de mi pais dicen que
ver todas las cosas [...] es un atributo exclusivo de Dios.

Dejando a un lado esta parte matematica, que ademads
queda muy clara en el libro, pensamos que éste tiene otras
dos caracteristicas algo miés ocultas. La primera es la fabu-
losa critica a la sociedad victoriana que subyace en la pri-
mera parte de la novela. La segunda es, como ya mencijo-
namos en la introduccién, el sarcasmo con el que trata en
la segunda parte el conformismo intelectual y la intoleran-
cia entre las distintas culturas.

Para crear toda esta estructura social, Abbott se encargo de
exagerar hasta el extremo la sociedad de su momento,
afiadio algunos ingredientes de su imaginacién y obtuvo
como resultado final la asombrosa sociedad de Plani-
landia. Parece incluso que tomé como base para escribir
esta primera parte del libro unas palabras con las que
Palmerston, primer ministro inglés entre 1855 y 1858, defi-
ni6 la sociedad inglesa (Cortés, 1994: 39):

Hemos dado el ejemplo de una nacién en la cual cada clase de
la sociedad acepta gustosamente la sverte que la providencia le
ha asignado, mientras que, al mismo tiempo, cada uno en su
clase no deja de esforzarse por elevarse en la escala social, no
a golpe de injusticias ni de dafios, ni por la violencia o la ilega-
lidad, sino por la buena conducta, sacando provecho con perse-
verancia y la energia de lus facultades morales e intelectuales de
la que ha sido dotado por el Creador,

Esa obsesion por la simetria y la regularidad que existe en
Planilandia, no es mas que el reflejo de la moral victoria-
na, que parte de la religion metodista, donde el hombre
no sélo debe poseer una impecable fe intima, sino que
debe dar constantemente signos externos de la pureza de
su fe. Esa necesidad de no sélo ser sino de parecer estd
presente en la filosoffa moral de Planilandia, donde la
cuestion se extrema atin m4s pues aqui parecer equivale a
ser; si uno tiene una configuracion totalmente simétrica
serd una buena persona, y si alguien se comporta bien es
debido a la perfecta simetria de sus dngulos.

Finalmente,
una vez
que la esfera
y el cuadrado
se han librado
de sus ataduras
dimensionales
Jisicas
(sus prejuicios)
son capaces
de ir
a cualquier
dimension
sin ninguin
problema.

La parte mis negativa de la sociedad se
ve reflejada en el trato que hay hacia los
isbsceles y hacia las mujeres. Los prime-

ros carecen de derechos civiles si su
angulo es menor de diez grados, al igual
que las clases mds inferiores estaban
totalmente marginadas en Inglaterra, no
teniendo ni siquiera derecho al voto,
Las mujeres de Planilandia, auténticas
esclavas de sus maridos guardan mucha
analogia con las de la realidad inglesa
donde da mujer es el vingel de la casa,
toda espiritualidad y obediencia» (Cor-
tés, 1994: 38).

En los didlogos de la segunda parte se
puede ver esa critica al conformismo de
la que hablamos. En todas las conversa-
ciones que hay entre seres de dimensio-
nes distintas, uno de los dos se negaba
en redondo a renunciar a sus creencias,
Les pasa a todos los personajes que apa-
recen en el libro, desde el punto a la
esfera. Con ello Abbott critica la resis-
tencia a aceptar nuevas cosas debido a
los prejuicios y nos indica que no debe-
mos tener miedo a abandonar nuestras
creencias, que debemos estar siempre
abiertos a nuevas ideas. Asi, podiiamos
interpretar que la dimension de cada ser
€s proporcional a su tendencia a cam-
biar sus ideas. El punto, de dimensién
nula, es el fiel reflejo del narcisismo
pues no puede pensar en nada mas que
€l y no se preocupa de la realidad. El
rey de Linealandia escucha momentine-
amente las ensefianzas del cuadrado,
pero las rechaza inmediatamente e
incluso finalmente, le ataca. En cambio,
es el cuadrado el primero que acepta la
evidencia de que hay dimensiones
superiores, pero slo cuando la esfera
lo saca de su mundo. La esfera, aunque
al principio niega al cuadrado que exis-
tan mds de tres dimensiones, tras pen-
sarlo un poco se le aparece en suefios
al cuadrado asumiendo su error. Final-
mente, una vez que la esfera y el cua-
drado se han librado de sus ataduras di-
mensionales fisicas (sus prejuicios) son
capaces de ir a cualquier dimensién sin
ningdn problema. Pero atn v asi, el ser
de dimension superior siempre trata al
de dimensién inferior despectivamente
¥ con un aire de superioridad como el




de quien posee la verdad absoluta. Aqui
es donde se ve esa intolerancia cultural
de que hablamos y que también estuvo
patente en la sociedad inglesa de
Abbott.

Otras novelas de parecida
tematica

Como ya hemos dicho, esta novela es
considerada todo un clésico de la cien-
cia ficcion (al menos en el mundo
anglosajon, donde incluso fue usada
para ensefiar geometria en los colegios).
Por ello es inevitable que tras Planilan-
dia hayan aparecido muchos libros en
los que la trama se desarrolla en un
mundo completamente plano.

Uno de los primeros libros de este tipo
fue An episode of Flatland escrito en 1907
por Charles H. Hinton (Hinton, 1907). El
autor introduce un pequefio cambio, en
su mundo plano existen planetas (que
son discos) y la historia se centra en uno
de estos planetas, Astria, donde dos civi-
lizaciones distintas de tridngulos luchan
entre si para dominarlo.

Otra novela destacable es Sphereland: A
fantasy about curved spaces and an
expanding universe (Burger, 1968),
publicada 80 afios después que la nove-
la de Abbott.

En ella se describe una nueva visita al
mundo de Planilandia, pero ahora para
explicar las
Einstein sobre espacio y tiempo. El
autor de la introduccion de una de las
ediciones de esta novela, Thomas
Banchoff, es un matemitico que ha
estudiado con profundidad la vida de
Abbott y planea hacer una biografia de
éste llamada «The man who wrote
Flatland". Se puede encontrar més infor-
macién sobre este proyecto en
http://www.stg.brown.edu/projects/
projects.old/abbott/proposal.html.

modernas teorias de

El mismo Banchoff ha dispuesto en
internet una version digital de la novela,
disponible en la direccién

http://www.geom.umn.edu/
~banchoff/Flatland.
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Esta version estd escrita en inglés y posee las ilustraciones
originales que Abbott incluyd en su novela. Otra version,
también en inglés, pero con las ilustraciones en ASCII, se
puede encontrar en http://www.cervantesvirtual.com.

Mis actual es el libro The shape of Space (Weeks, 1985),
donde el autor nos regala una breve historia que también
transcurre en Planilandia. En ella A. Square decide junto
con unos amigos intentar encontrar la forma de su mundo.
Tras varias expediciones descubren que tiene la forma de
un toro (Do Carmo, 1976: 73), pero todavia les queda una
parte por explorar, es la temida reversing region que torna
del revés al incauto habitante que se adentre demasiado
en ella. Este libro trata, entre otras cosas, de ensefiarnos
cémo ver objetos cuatridimensionales, aunque a medida
que se avanza en su lectura se observa que, al igual que
le sucede a A. Square, los humanos también tenemos difi-
cultades para ver objetos en dimensiones superiores a la
nuestra.

.

Curiosidades y anécdotas

Como anécdota final, sefialar que en una de las conferen-
cias del II ENAM (Encuentro Nacional de Alumnos de
Matematicas) celebrado en la Facultad de Matemadticas de
Sevilla, los dias 18 al 21 de abril de 2001, el prestigioso
meteordlogo D. Julio Marvizén Preney, hombre del tiem-
po de Canal Sur TV durante una larga época, sugirié que
una de las posibles (y plausibles) explicaciones que pue-
den darse para justificar la existencia de OVNIS es la de su
origen ultraterrestre.

Julio, al que desde aqui agradecemos su «dndirecta» colabo-
racion en este articulo y al que pedimos disculpas por rese-
fiar en él parte de su conferencia sin habérselo solicitado
previamente (aunque estamos seguros, conociéndole, de
que no va a tener el menor inconveniente), lleva mas de
treinta afios investigando no sélo los fenémenos OVNI, sino
también todo lo relacionado con el fenémeno paranormal.
Ha publicado numerosos libros sobre estos temas, estando
dedicado el dltimo de ellos, de reciente aparicion, a la expli-
cacién de su teorfa sobre la «Sdbana Santa» de Turin.

Para él, la explicacién de la aparicién de OVNIS puede ser
debida a tres tipos de causas:

a) De origen terrestre; Bstos «artefactos» estarian creados
y tripulados por habitantes de nuestro mundo, perte-
necientes a superpotencias que hubiesen desarrollado
una elevadisima tecnologia, desconocida por el resto
de paises, y que estuviesen probando con fines no
necesariamente bélicos, aunque también pudiera
darse este caso.

b) De origen extraterrestre: Estarian creados y tripulados
por seres de otras galaxias (la probabilidad de exis-
tencia de «ida» en algunas de ellas practicamente es
de una certeza absoluta, segin prob6é matemadtica y




fisicamente Julio en su charla) de diferente dnteligen-
cia» y con una tecnologia y medios infinitamente
superiores a los nuestros, que estarian simplemente
observiandonos para conocer nuestras costumbres
pero sin entrar en una posible comunicacién con
nosotros (seguramente por imposibilidad material por
nuestra parte para entenderlos), tal como lo hacemos
nosotros por ejemplo con los gorilas o los delfines.

De origen uitraterrestre (aunque al propio Julio no le
gustaba esta palabra): Segtn esta teoria, los OVNIS
podrian ser seres que habitaran en espacios de mas de
tres dimensiones y que al wisitar nuestro mundo serfan
vistos aparecer y desaparecer por nosotros de forma
andloga a como los habitantes de un mundo de dos
dimensiones nos verfan a nosotros cuando intersecta-
semos con su mundo (recuérdese la experiencia de A.
Square en Linealandia).

Finalizamos este articulo exponiendo este resumen perso-
nal de esta pequefia parte de la conferencia de Julio por-
que consideramos que aunque él no citd en ningin
momento la novela de Abbott a la que nos referimos (ni
ninguna de las otras anteriormente sefialadas), casi nos
atreverfamos a asegurar, con toda certeza, que no sdlo la
ha leido, sino que le ha servido para no despreciar esta
posible explicacion del origen de éstos, como &l los llamé
en alguna ocasidn, «aparatoss,

Juan Nofez
Feaultad de Mateméticas.
Universidad de Sevilla.
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdtica
«Thales»
Manuel Ponce
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Isoperimetros: El problema
de la existencia de solucién
en el problema isoperimétrico

Grupo Construir las Matematicas*

.
LO LARGO DE LA HISTORIA han existido una serie de problemas que
han intrigado, seducido y, a la vez, frustrado a los matemiticos de todos
los tiempos. Algunos de ellos siguen sin resolverse y otros como el pro-
blema isoperimétrico del que venimos ocupindonos desde el nimero 33
de SUMA -tan sencillo de enunciar y, sin embargo tan dificil de demos-
trar— se resolvieron tras siglos de esfuerzo. Cuando decimos lo anterior,
lo hacemos teniendo muy en cuenta lo que tal afirmacién significa. Es
decir, resolver un problema no consiste s6lo en dar una solucion sino en
demostrar que tal solucién existe. De esta cuestion nos ocupamos ahora.

Con las contribuciones de Zenoro, Pappus, al-Khazin, Ibn al-Haytham, de
los hermanos Bernoulli... y las abejas, ha conseguido ciertamente ocu-
par un puesto privilegiado entre los problemas cldsicos de las Matemati-
cas. Sin embargo, como vamos a ver en esta entrega, los fascinantes
resultados que hemos venido comentando en los nimeros anteriores, no
resuelven totalmente el problema isoperimétrico mas general que enun-
ciamos en la primera entrega:

De fodas las curvas cerradas y simples en el plano con longitud dada [, scudl es
la que encierra un drea méxima?

Bajo esta forma el problema era conocido desde hace siglos, y también
su solucién, a saber, la circunferencia de longitud /es la curva que encie-
rra drea mayor.

La «demostracion» de Steiner del problema
isoperimétrico

Una de las contribuciones mis esenciales hacia la resolucion rigurosa del
problema anterior la dio Jacob Steiner (1796-1863) en 1838, momento en
el que se vivia una gran controversia entre los partidarios de los méto-
dos analiticos (es decir usando Célculo) y los métodos sintéticos (pura

* los componentes del Grupo Construir las Matematicas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Luis Berenguer, Belén Cobo, M.® Dolores Daza, Francisco Fernéndez,
. Miguel Pasadas y Ana M.@ Payé.




Geometria). En su demostracién, Steiner empled un argu-
mento geometrico muy simple al que vamos echar un vis-
tazo: supongamos que existe al menos una solucién del
problema isoperimétrico. Tendremos entonces una curva
G, que entre todas las curvas cerradas de longitud dada /,
encierra la médxima 4rea. Pretendemos demostrar que tal
curva es una circunferencia.

® El primer paso de su demostracién consiste en probar

que la solucién del problema isoperimétrico C debe
Seruna curva convexa. De no ser asi, podremos cons-
truir una nueva curva C* como podemos observar en
las figuras siguientes, que tiene Ia misma longitud que
la primera pero que acota mayor 4rea.

% Curva C m

v Curva C*
Una vez justificada la convexidad de la solucion, eli-
jamos sobre la curva convexa € dos puntos, Ay Bde
modo que dividan a Cen dos arcos ¢’ y C”de igual
longitud. La recta que pasa por Ay B divide al domi-
nio acotado por C en dos trozos de areas S, y S, res-
pectivamente. La propiedad de optimizacién de la
curva C'implica que S, y S, sean iguales. Si no fuera
asi, por ejemplo si S, fuese mayor que S, entonces
podriamos reflejar la region de drea S, respecto de la
fecta que une A con B, y obtendriamos una nueva
regidén como muestra la siguiente figura.

Arco C’

Imégen simétrica de la
regién de drea S,

La unién de esta regién con su imagen reflejada for-
marfa una figura plana de mayor drea que la abarca-
da por la curva C, de manera que la longitud de su
perimetro seguiria siendo /. Obtendrfamos asi una
contradiccién con el cardcter Optimo de la curva C. En
consecuencia las dreas S, y S, deben ser iguales.

Area S

Simetrizacién de una curva convexa

Por Gltimo, para demostrar que C'es una circunferen-
cia, serd suficiente demostrar que C’y C”son semicir-
cunferencias, Para ello supongamos que uno de los
arcos no fuera una semicircunferencia, por ejemplo el
arco C”. Ello implicarfa la existencia de un punto sobre
€l, R de manera que el tridngulo de vértices ARB no
fuese rectdngulo en R Entonces movemos como si
hubiese ua carrete infinitesimal instalado en R hasta
que el dngulo en R sea recto ¥ €n esta posicién refleja-
mos la figura obtenida en la recta AB para obtener una
curva cerrada con longitud /pero que acota mayor drea
que €, en contra del cardcter 6ptimo de la curva C.

Arco C*




Se abre el problema de la existencia y
se dan soluciones

Aunque, para Steiner, el problema quedaba completamen-
te resuelto, y su amigo Dirichlet trat6, sin conseguirlo,
convencerle de ello, el elegante razonamiento que aca-
bamos de reproducir no soluciona el problema isoperimé-
trico que hemos planteado. ¢Por qué?

Observemos que en cada uno de los tres pasos se supone
que la solucién existe. Es decir, se supone que existe una
curva cerrada y simple de perimetro / que acota mas 4rea
que las demds y bajo esta hipotesis se demuestra que tal
curva es una circunferencia.

Fueron muchas, aparte de la demostracién de Steiner, las
supuestas demostraciones, (pues todas ellas suponian que
la solucién del problema existia) de que la circunferencia
soluciona el problema isoperimétrico. Sin embargo, una
demostracion satisfactoria de este hecho no fue obtenida
hasta 1870 cuando K. Weierstrass observé que algunos pro-
blemas parecidos al isoperimétrico no tenfan solucién
(pensemos, por ejemplo, en el problema de determinar de
todas las curvas cerradas y simples en el plano con longi-
tud / si existe alguna que acote menor drea que las demas)
y dio una demostracién completa de la solucién del pro-
blema isoperimétrico. La demostracion de Weierstrass era
un tanto complicada, en el sentido de que era consecuen-
cia de la teoria creada por él mismo que hoy conocemos
como Calculo de Variaciones y de la que hablamos en el
nimero 39 de SUMA.

Con posterioridad a la demostracion de Weierstrass, se han
encontrado demostraciones més sencillas y directas, en las
que muy diferentes ideas y técnicas se utilizan para esta-
blecer el mismo resultado. Entre ellas destacamos las
demostraciones de Hurwitz y de Schmidkt.

El primero de ellos, A. Hurwitz, dio en 1902 una demos-
tracion bastante elegante y corta en la que utilizé algunas
ideas de la teoria de las series de Fourier y en particular la
Desigualdad de Wirtinger. Esta demostracién puede con-
sultarse en Chern (1967).

Posteriormente, en 1939, E. Schmidt da, posiblemente, la
mas sencilla de las demostraciones conocidas, utilizando la
formula para el drea, obtenida directamente de la formula
de Green y algunas ideas sencillas de Geometria Dife-
rencial. La demostracién se recoge en el texto de M. P. Do
Carmo, (1992).

No recogemos aqui estas demostraciones, por hallarse
mas alld del propésito de estas secciones. Sin embargo,
si comentaremos un par de consecuencias que podemos
extraer de la propiedad isoperimétrica de la circunfe-
rencia.

Dos consecuencias importantes de la
propiedad isoperimétrica de la
circunferencia

Una de las conclusiones mds interesantes que podemos
extraer de la propiedad isoperimétrica de la circunferencia
es la conocida como desigualdad isoperimétrica. Conside-
remos una curva C cerrada, simple, plana de longitud / y
A es el drea de la regién encerrada por C. Sea rel radio de
una circunferencia de longitud /. La propiedad isoperimé-
trica de la circunferencia nos permite asegurar que el drea
A no puede ser mayor que T y que solamente serd igual
a este valor si Ces una circunferencia. Es decir, A < 72,

Teniendo en cuenta que:
1 1
ar? = —Qur)? = —12
4r 4n
tendremos que:
A< 1 12

4rw
o equivalente que:

4mA <12
Esta ultima desigualdad, llamada desigualdad isoperimétri-
ca, permite relacionar la longitud de una curva plana
cerrada arbitraria y el 4rea que encierra, y en la que la
igualdad solamente se da si y solo si la curva es una cir-
cunferencia.

Como consecuencia inmediata de la desigualdad isoperi-
métrica, podemos resolver la siguiente cuestion:

De todas las figuras planas de la misma érea A, gcudl posee
menor perimetro?

La respuesta, como puede adivinarse es el circulo de area
A. La razén, es sencilla. Si hubiera una figura plana con la
misma 4rea A pero con perimetro / menor que el del circu-
lo, puesto que el perimetro del circulo es:

2n |4
4

I <2m

tendriamos que:

NN

o equivalentemente que, /2 < 4n4, en contradiccion con la
desigualda isoperimétrica.
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¢

enimos viendo en esta seccién las relaciones entre matematicas y medios
de comunicacién. Ya nos hemos ocupado en distintas entregas de algu-
nos de los aspectos destacados (publicidad, gréficas, prensa del cora-
z6n...). Es el momento, antes de pasar a otras visiones parciales, de abor-
dar dos temas generales. En primer lugar, las interacciones entre los
medios y la ensefianza de las matematicas. Y, como consecuencia de
ellas, las posibilidades de utilizacién de los mismos en las clases de mate-
miticas, en su ensefianza y aprendizaje, que es el quehacer profesional
principal de la mayorfa de los destinatarios de esta revista. Y como colo-
fon daremos una bateria ampliada de preguntas tipicas a las que habria
que responder para abordar una noticia, de forma que fuera mas creible
y fiable, a la vez que mis sencilla de evaluar.

Doble interaccion

En la interaccién entre matematicas v medios hay un aspecto que es el
que normalmente se tiene en cuenta. Se estd en las tareas de ensefianza,
y sin entrar en grandes florituras, surge enseguida la pregunta: ;qué ins-
trumentos proporcionan los medios que sean utilizables en la ensefianza
de los distintos topicos matemiticos? Se trata, por tanto, de utilizar los
variados y cambiantes recursos que cada dia proporcionan los medios
para hacer una ensefianza de las matematicas mds pegada a la realidad,
enraizada en el entorno diario.

Es la primera e importante interaccion entre los medios y la ensefianza,
que permite usar casi todos los dias esos temas que aparecen en los
medios y en particular en su parte mas utilizable en clase, la prensa:
pasatiempos de contenido matemdtico, porcentajes, representaciones
graficas variadas, tablas numéricas y relaciones entre variables, velocida-
des de variacién, grandes nimeros y grandes cantidades, estimaciones,
resultados de juegos de azar, matemdtica financiera y, sobre todo,
encuestas y estadisticas diversas. Con todo ello hay una bateria amplia y
variada de ejemplos para muchos de los topicos matematicos habituales
(y con niveles de profundidad diferentes), con la ventaja de que estan




ligados a temas de actualidad, y de los que, por tanto, se
habla también fuera de Ia clase de matematicas e incluso
fuera del centro. Y donde, como resumen, hay que sefia-
lar que los medios sirven para ensefiar mejor y para apren-
der mejor las matemiticas. Y también para realzar y valo-
rar el papel social de las mismas,

Con esta primera interaccién ya seria suficiente para, como
profesores, seguirle la pista a los medios. Pero hay otra
que tiene todavia mayor interés, y de la que pasamos a
ocuparnos. La constatacién de que hay unos temas que
aparecen mucho en los medios, otros son poco frecuentes
Y otros que estdn casi ausentes, jtiene que influir en los
programas de la ensefianza obligatoria y en la importancia
relativa que se conceda en clase a alguna de las partes de
las matemiticas? Porque los medios tienen que servir
como guia de las grandes lineas de la enseflanza, ya que
nos muestran las partes de las matematicas que son mas
importantes socialmente (m4s la estadistica que el cilculo
infinitesimal, por ejemplo), nos sefialan la importancia
relativa de cada una (tiene mayor importancia la repre-
sentacion decimal o con porcentajes que con fracciones,
al contrario de lo que pasa en la escuela) y nos hacen
introducir aspectos que hoy casi estin ausentes o no muy
valorados en la educacién matematica, tales como (sin
pretender hacer una lista exhaustiva): manejo de grandes
nameros y grandes cantidades, cantidades aproximadas,
situaciones en las que no se conocen todos los datos,
modelos como forma de aproximacién a la realidad o cla-
sificaciones.

Esta segunda interaccién, que aparecia recogida en la nor-
mativa primera de la ESO (uno de cuyos Objetivos gene-
rales, el ntmero 8, era: ddentificar los elementos matema-
ticos (datos estadisticos, graficos, planos, cilculos, etc.)
presentes en las noticias, opiniones, publicidad, etc., ana-
lizando criticamente las funciones que desempefian y sus
aportaciones para una mejor comprensién de las noticias»)
ha desaparecido en los nuevos y vigentes curriculos de la
Secundaria, en este retorno al pasado que nos quieren
hacer recorrer en la ensefianza. Pero que si queremos
hacer una ensefianza de calidad y abierta al futuro no
podemos obviar,

Formas de utilizacién en clase

Nos ocupamos ahora de las formas de utilizacién de los
medios en clase de matematicas, refiriéndonos en especial
al caso concreto de la prensa, por ser el mas sencillo y
rentable. Sefialemos en primer lugar que pueden suponer
un instrumento para comunicar la escuela con la realidad
circundante, las ventanas de papel que permitan la entra-
da de aire fresco en las aulas. Y ademas que como venta-
jas afiadidas de la prensa estd el hecho de que todas las

actividades que se realicen con ella son interdisciplinares,
asi como que su presencia en clase hace imprevisible, al
menos en parte, el desarrollo de la misma, con lo que de
reto supone (aunque, en contrapartida, es visto por algu-
nos ensefiantes como un peligro porque no se controla lo
que va a suceder y la clase puede evolucionar por cami-
nos inesperados v no deseados). Y plantea una clase mis
abierta y en general mds rica que el desarrollo habitual de
un topico matemaitico.

Sefialaremos cuatro métodos generales de introduccion de
la prensa:

Busqueda en un periédico cualquiera
de elementos matemadticos

Son actividades genéricas que se pueden realizar un dia
cualquiera con el periédico que se tenga mis a mano
(aunque hay que apuntar que son mis apreciados los
mds proximos al lugar y de fecha del dia o lo mis cerca-
na posible). Con ellas se pone de manifiesto la gran pre-
sencia de elementos matemiticos en la prensa todos los
dias, lo que sirve para valorar la importancia de las mate-
maticas en la sociedad. En particular se pueden rastrear
la gran cantidad y variedad de numeros; diferentes y
diversos elementos geomeétricos; la presencia constante
de aspectos estadisticos; fotos, graficos, figuras y dibujos
de tamafios y formas distintos; y una gran superficie, que
varfa con las fechas y los periédicos, dedicada a la publi-
cidad, que también contiene matemiticas ¥y que supone
€l soporte econémico de los peritdicos (algo que es inte-
resante computar). En la bibliografia existente sobre
prensa 'y matemdticas se pueden encontrar actividades de
este tipo preparadas para utilizar en clase sin mis que
fotocopiarlas.

Realizacién de dossiers sobre temas
matematicos con material recopilado
de periédicos diferentes

Cuando se quiere hacer un estudio un poco detallado de
alglin tema en particular (como por ejemplo las grificas),
lo més probable es que en un ejemplar de un periddico
escogido al azar no haya suficiente cantidad y/0 varie-
dad. Por eso es conveniente adjuntar a los ejemplos que
aparezcan en la prensa actual otros significativos que se
vayan recopilando a lo largo del tiempo. Es una labor
personal de acopio de material educativo de largo alcan-
ce en la cual puede ayudar también la bibliografia. En
cuanto a temas interesantes para la realizacién de dos-
siers estdn las graficas, la publicidad, la gran variedad de
temas estadisticos, los frecuentes errores (no las famosas
erratas o ‘duendes’ de la prensa) matemiticos o la utili-
zacién social de las matemdticas, reflejada en diversos
aspectos de la prensa.




Estudio de temas interesantes
que aparecen con regularidad
en los periédicos

También aqui hay una gran variedad y el interés puede
variar con el tiempo y la edad del alumnado. Pero se pue-
den citar algunos de interés permanente, como la infor-
macién de deportes, de importancia creciente en la pren-
say de gran interés para el alumnado de ambos sexos; el
seguimiento de los aspectos matemiticos de las frecuentes
campafias electorales; los juegos de azar, en que nuestro
pais, por variedad y extensién, es una primera potencia
mundial; los pasatiempos, la informacién meteorolégica o
la de la bolsa. Y a ellos hay que afiadir un aspecto margi-
nal en cuanto a los medios, pero interesante en cuanto a
las matemdticas: el papel de periddico es un material
abundante y barato que permite hacer mucha geometria.

Utilizacién de articulos concretos
por su interés especifico

Ademis de los tres tipos anteriores, que miran a la prensa
en su conjunto, hay un aspecto que mira a la especificidad
de algunos articulos, que con cierta frecuencia aparecen
en los periddicos, que por su interés merecen una aten-
cién especial, y que es conveniente guardar y proporcio-
nar a los alumnos en el momento oportuno, con o sin acti-
vidades especificas para realizar a partir de los mismos.
Aqui se incluyen entrevistas o informaciones sobre mate-
miticos actuales (que permiten mostrar con hechos que
las matemadticas, como el resto de los saberes humanos,
estin desarrolladas por personas concretas, que no caen
del cielo) o informaciones sobre avances matematicos
(que hacen ver que las matemiticas no son una actividad
ni arqueoldgica ni pasada de moda). Articulos de este tipo
son cada vez mis frecuentes en suplementos cientificos o
culturales, pero también aparecen de vez en cuando en las
paginas normales.

Como vemos hay formas diferentes de introduccién de la
prensa en clase, lo que da lugar a la realizacién de activi-
dades variadas, adaptadas a los diferentes niveles y edades

del alumnado y referidas tanto a topicos concretos como
a una visién interdisciplinar del conocimiento. Y en su
conjunto suponen la aplicaciéon de las matemdticas a la
lectura critica de los medios de comunicacién, tarea de
particular importancia presente y futura. Y todo ello sin
mengua ninguna de las matemiticas involucradas en el
aprendizaje.

Preguntas

Vamos a dar un salto y nos vamos a colocar ahora desde el
punto de vista de los periodistas, de los creadores de la
informacién, Es sabido que los tratados clasicos de perio-
dismo recogen que al redactar una informacion hay que
contestar a las preguntas Jquién?, ;qué?, ;cudndo?, jpor quée?
y ¢como? Que pueden servir no sélo en periodismo sino
para proporcionar informacion de cualquier hecho por
cualquier medio. Pero serfa conveniente afiadir algunas
otras que introduzcan la cuantificacion, los métodos de
obtencién de datos y la posibilidad de comparacion, y que
darian una mayor precision, tales como: jcudntas?, jcon qué
probabilidad?, ;qué fraccion o porcentaje?, ;como comparar
esas cantidades con otras?, jcomo se han obtenido los datos?
y scudl es el indice de crecimiento y cémo se comprueba?

Que los medios tuvieran en cuenta todas esas preguntas
serfa un avance hacia una informacién mis adecuada y se
posibilitarfa una lectura critica de los medios, como paso
previo a una postura critica ante la realidad. Mientras esa
situacién no llega es algo que tenemos que hacer desde la
escuela, desde la clase de matemiticas, procurando que
en el andlisis que se haga de los articulos se contesten
también a esas nuevas preguntas, cuando sea posible, o se
constate la imposibilidad de hacerlo. Y hay que ser cons-
cientes de que no es un objetivo que se consiga con acti-
vidades esporidicas, sino que requiere un planteamiento

perseverante y sostenido en el tiempo. Pero con ello con-
tribuiremos a la prevencién de uno de los grandes males
matemiticos de la sociedad: el anumerismo latente (del
cual, por cierto, es un buen sintoma los repetidos errores
de los medios de comunicacién).

X1 JAE
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El puzzle de los cubos
de colores

‘Grupo Alquerque*

8

NTRE LOS MATERIALES que pueden usarse en clase de matematicas exis-
te una gran variedad de puzzles. Por un lado estdn los rompecabezas pla-
nos entre los que podemos citar el Tangram Chino y los Pentominds
como los mis conocidos. Entre los tridimensionales se encuentra el que
hoy queremos presentar.

Los puzzles basados en apilamientos de cubos coloreados se remontan
a 1921 cuando el matemitico Alexander MacMahon especialista en
Combinatoria publicé su libro Nuevos pasatiempos matemdticos. Basi-
camente consisten en una serie de cubos (normalmente cuatro) con sus
caras coloreadas con distintos colores (generalmente cuatro también)
que se unen procurando conseguir unas distribuciones concretas de
esos colores.

Existen varios rompecabezas comercializados y se pueden encontrar
otras distribuciones de color distintas en los libros citados en la biblio-
grafia. Los nombres que suelen dirsele a estos juegos (Logicubos, Locura
instantdnea, Cubos diabolicos, Cuatro locos, etc.) dan una idea de que
no son un rompecabezas ficil de resolver, generalmente por tener sélo
una posible solucién. Lo usual en estos puzzles es colocar los cubos for-
mando una fila de forma que en cada uno de los cuatro lados de esa fila
aparezcan los cuatro colores.

Buscando una distribucién de colores que permitiera disposiciones més
variadas, creamos el siguiente puzzle.

Juego

Tenemos cuatro cubos, pintados con cuatro colores distintos y de forma
que en cada uno de ellos no aparezca un color més de dos veces. La dis-
tribucién de los colores viene indicada en los siguientes desarrollos:

* Los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans Martin

(C.C. Santa Maria de los Reyes), José Mufioz Santonja (IES Macarena}, Antonio
Fernandez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco Garcia {IES Alcalé del Rio) y
Josefa M.2 Aldana Pérez (C.C. Inmaculado Corazén de Maria —Portacelli-).




Desafios

Esta combinacién de los cuatro cubos de colores permite

las siguientes colocaciones:

L

Colocar los cuatro cubos en fila de modo que en los
cuatro lados de la fila estén los cuatro colores.

Colocar los cuatro cubos en fila de modo que en cada

lado de Ia fila esté uno de los cuatro colores.

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

e Las caras 2x2 tengan cada una un color.

® Y las cuatro caras 2x1 sean, cada una, de un color
distinto, sin que se repitan.

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

° Las caras 2x2 tengan cada una un color.

* Y de las cuatro caras 2x1 haya dos caras con uno
de los otros dos colores.

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

° Las caras 2x2 tengan cada una un color.

* Y de las cuatro caras 2x1 haya tres caras con uno

de los otros dos colores y la cuarta cara 2x1 con el
cuarto color.

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

® Las caras 2x2 tengan cada una un color.

° Las caras 2x1 tengan dos colores distintos y entre
las cuatro caras 2x1 haya dos veces cada color,

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

e Las caras 2x2 tengan los cuatro colores,

° Y las cuatro caras 2x1 cada una sea de un color dis-
tinto, sin que se repitan.

Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

° Las caras 2x2 tengan los cuatro colores,

® Y de las cuatro caras 2x1 dos sean de un color y las
otras dos de otro.




9. Colocar los cuatro cubos formando un ortoedro de
2x2x1 de manera que:

e Las caras 2x2 tengan los cuatro colores.

e Las caras 2x1 tengan dos colores distintos y entre
las cuatro caras 2x1 haya dos veces cada color.

10. Colocar los cuatro cubos formando un podium de
manera que los planos de cada direccién del espacio

tengan un solo color.

11. Colocar los cuatro cubos formando una «§» de mane-
ra que los planos de cada direccién del espacio ten-
gan un solo color.

12. Colocar los cuatro cubos formando una «» de mane-
ra que los planos de cada direccién del espacio ten-
gan un solo color.

13. Colocar los cuatro cubos formando una «doble escale-
ra» de manera que los planos de cada direccion del
espacio (en esta figura no se tiene en cuenta el plano
oculto por la base) tengan un solo colot.

Utilizacién del juego en el aula

Actividades de aula que se pueden realizar con este juego
son las siguientes:

1) Entregar a los alumnos el puzzle construido y pedirles
que busquen una forma de escribir la distribucion de
los colores de cada cubo, buscando el desarrollo nece-
sario y la notacion con la cual representar cada pieza.

2) Se les puede entregar el desarrollo y a partir de él pro-
poner la construccién del puzzle, lo que resulta un
buen proyecto para Tecnologia en ESO. Pueden reali-
zarse en cartulina los desarrollos y después montar los
cubos. También se pueden usar cubos de madera y
pintar las caras con los colores correspondientes. Otra
forma muy ficil de construccién consiste en coger
cubos de plastico de los rompecabezas apilables
infantiles y pegarles en sus caras pegatinas de colores.
Dan muy buen resultado los papeles adhesivos que se
utilizan para forrar los estantes de los muebles de
cocina, tanto para plastico como para madera.

3) Con el puzzle construido resolver las distribuciones
que se han planteado como desafios.

4) Estudiar la distribucidén combinatoria de colores que
se pueden utilizar para los cubos, investigando cuin-
tos cubos diferentes aparecen, segin la cantidad de
colores que se han de utilizar.

5) Disefiar puzzles nuevos a partir del estudio que se
haya realizado en el apartado anterior y buscar distin-
tos retos que resolver con esos cubos.
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Geometria visual en Internet

Antonio Pérez Sanz

¢

ON PEDRO PUIG ADAM alla por 1955, en su famoso, pero tantas veces
ignorado, «Decilogo de la Ensefianza de las Matematicas», nos brindaba
estos consejos a todos los profesores:

1. No adoptar una didictica rigida, sino amoldarla en cada caso al
alumno, observindole constantemente.

2. No olvidar el origen de las Matemadticas ni los procesos historicos
de su evolucién.

3. Presentar las Matemdticas como una unidad en relacién con la vida
natural y social.

4. Graduar cuidadosamente los planos de abstraccion.
5. Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora del alumno.

Estimular dicha actividad despertando interés directo y funcional
bacia el objeto del conocimiento.

7. Promover en todo lo posible la autocorreccién.
8. Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas.

9. Cuidar que la expresién del alumno sea traduccién fiel de su pen-
samiento.

10. Procurar a todo alumno éxitos que eviten su desaliento.

Dos afios més tarde, en la «11.2 Reunidn de la Comision Internacional
para el Estudio y Mejora de la Ensefianza de las Matemiticas», que se
celebr6 en Madrid en 1957, por iniciativa de Puig-Adam con el suge-
rente titulo de El material para la ensefianza de las matemdticas,
que como bien afirma el mismo Puig-Adam es el primer certamen
internacional que la historia registra sobre material did4ctico mate-
mdtico, con asistencia de Nicolet, Gattegno, Choquet, Emma Cas-
telnuovo..., aparece un apartado de materiales titulado Filminas y
otro Filmes diddcticos, éste ultimo con 5 subgrupos, dos de ellos
dedicados a la realizacién de filmes destinados a alumnos de menos
de 14 afios.

Entre los guiones elaborados habia uno sobre «Angulos en la circun-
ferencia» y otro sobre «Generacién de conicas». A mediodia y por la
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tarde se proyectaban peliculas de contenido matemati-
co, entre ellas las ya famosas de Nicolet y Fletcher que
como dice Puig Adam fueron «wnanimemente aplaudi-
das y admiradas».

Decia Nicolet, en esta reunion, algo plenamente vigente
en la actualidad:

...el film matemdtico para nifios ha de tener por exclusiva mision
el alumbramiento del feliz momento en que la intuicién descubre
una verdad matemdtica, a lo que contribuye eficazmente la sin-
taxis expresiva del movimiento y de la secuencia.

Termina Puig Adam su resefia de la Reunidon con estas
palabras, en 1958 y antes de la invencién de la television
y de los ordenadores:

La proyeccién de estos films dejé en el animo de todos la impre-
sién de estar en los comienzos de una técnica docente de valor
insospechado, llena de problemas y de dificultades, pero cuyos
alcances para el bien de la ensefianza estamos ain lejos de
prever.

A pesar de lo que pueda parecer, no vamos a tratar hoy
de peliculas o de videos matemiticos, o quizds si. Vamos
a hablar de esas mini-peliculas animadas que podemos
encontrar en Internet y que causarian el asombro, la admi-
racién y la envidia de Puig Adam y de Nicolet ya que con-
tribuyen, sin ninglin género de dudas, al alumbramiento
del feliz momento en el que la intuicién descubre una ver-
dad matemadtica, a lo que contribuye eficazmente la sinta-
xis expresiva del movimiento y de la secuencia.

Visitaremos dos paginas plagadas de contundentes resul-
tados visuales de conceptos geométricos utilizando ani-
maciones de applets de java basados en Cabri, y Des-
cartes, donde las propiedades geométricas se desarrollan
vistosas y evidentes ante nuestros ojos.

Geometria con Cabri Il.
Pagina de José Manvel Arranz

http://roble.pntic.mec.es/~jarran2/

Introduce su pégina José Manuel Arranz con esta cita de
Kepler:

La geometria tiene dos grandes tesoros: uno es El teorema de
Pitégoras, y el ofro la divisién de una linea en la proporcion del
medio y los extremos, es decir El nimero dureo. El primero puede
compararse a una medida de oro, y el segundo a una piedra pre-
ciosa. Johannes Kepler.

Y de los dos temas, y de muchos mds, se ocupa en su
interior.

En ella encontraremos una mas que surtida coleccion de
animaciones en Cabrijava para estudiar un buen ntmero
de contenidos de geometria plana de la ESO y de bachi-
llerato.

[} GEOMETRIA CON CAGRI' 1l « Mictosolt Inteinel Exy

GEOMETRIA CON CABRI Il

oros1 uno oraz, v el otra la
divisién de una finea en la det medio y fos axtr es dadr £ numers
durag. El primero puede compararse a una medida de oro, ¢ el sagundo a una pledra
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Merecen especial atencién los applets relacionados con el
Teorema de Pitdgoras donde encontraremos una buena
coleccion de puzzles dindmicos para ilustrar el teorema.
Un recreo para los ojos y para la mente. Y un vivero de
sugerencias para utilizar en el aula.

Pero ademis de Pitdgoras podemos encontrar aplicacio-
nes dindmicas sobre los lugares geométricos mds habitua-
les, sobre poligonos regulares, elementos y propiedades
de los tridgngulos, movimientos en el plano, teorema de
Thales.

Para los amantes de resultados mas complicados también
hay un espacio. En él se pueden estudiar temas no curri-
culares como el teorema de Varignon, el de Napoleon, el
punto de Fermat y las propiedades del tridngulo ortico.

Puzzles Pitagoricos.,

Y para los que miran el Arte con ojos mateméticos tam-
bién hay una seccion. No dejéis de visitar la excelente sec-
cién de Arte y Geometria, donde podemos descubrir toda
la matemadtica encerrada en los arcos de las construccio-
nes de nuestros pueblos y ciudades. Un buen paseo mate-
mitico por los arcos de la historia.




IES marqués de Santillana.
Colmenar Viejo (Madrid)

http://centros5.patic.mec.es/ies.marques.de.santillana/mat
em/inddep.htm

Carlos Fleitas, desde la pagina del departamento de Mate-
maticas del serrano IES Marqués de Santillana de Colme-
nar Viejo, en Madrid, nos introduce en un auténtico parai-
so de geometria visual con animaciones realizadas en los
dos soportes estrella del momento en nuestro pais, Des-
cartes y Cabrijava.

Con la herramienta Descartes de José Luis Abreu, nos
brinda una coleccién de 17 animaciones de temas geo-
métricos y como dice él mismo, no tan geométricos:

Circunferencia de los nueve puntos.
Punto de Fermat.

Tridngulo ortico.

Triangulo de Morley.

Teorema de Ceva.

Recta de Simson.

Recta de Euler.

Triangulos de Napoledn.

I B N A S SR

Teorema de las bisectrices.

10.  Circunferencia de Apolonio.

11-12. Hipocicloides y epicicloides.

13. Cuadratura del rectingulo.

14.  Tridngulo de Pascal y tridngulo de Sierpinski.
15.  Teorema de Bolzano.

16.  Espiral de Teodoro de Cirene.

17.  Elipse e hipérbola con applet's.

En la seccién de CABRIWEB, aparte de un tutorial de
Cabri y CabriWEb por si alguien se anima a seguir sus
pasos, encontramos hasta 40 aplicaciones dinamicas de los
temas geométricos y analiticos mds variados, destacando
la coleccién de curvas histéricas en movimiento: ademds
de las coénicas, cardiodes, cicloides, astroides, lemniscatas,
espiral de Fibonacci... Una auténtica coleccién de joyas

geométricas.

¢

g peduiidels
hipirhels

37. La Limacen de Paseal
. Péndulo simgle ¢

39.

Teor. de Desatgueg.

isoides

La podaria de ua punto O resp de una curva C es el Nagar geométrico descrito por las
proyecciones del punto O sobre las rectas tangentes a la curva C,
E Cuando dibujar fa tangense a [a curva es fcil; obténer fa curva podaria con CABRI es seneills.

Este applet permite comprobar que la podaria de una hipérbola respecto de sucentro es una
lemniscata (una especie de “ocho” cerrado). El applet no muestra 1a lemniscata todo 1o bien que

etfa deseable; parece que, de momento (matze de 2001), la construccidn de ligares geométricos
con CabriWeb platea algiinos problemas, ;

i : Figure hip cisz.fig : . . E

En la seccién de Programas Informdticos nos ofrece una
buena coleccién comentada de software para las clases de
matemadticas y las direcciones donde obtenerlo.

Una péagina imprescindible para los que nos gusta «wer y
disfrutar las Matemdticas.
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Convocatoria

lll Premio

«Gonzalo Sanchez Vazquez»

la Junta de Gobierno de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas convoca el lll Premio «Gonzalo Sénchez Vdzquez», en homenaje de quien fue
su Presidente de Honor. Se regiré por las siguientes:

¢

BASES

1. Se trata de premiar la labor docente y los «valores humanos»: la entrega desinteresada, el amor, el espiri-
tu tolerante, la buena disposicién, etc. hacia sus alumnos, compafieros, amigos y, en general, hacia la ense-
fianza de la Matemdtica. Es decir, el magisterio en sentido amplio.

2. La periodicidad del Premio serd la misma que la de las Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las
Mateméticas (JAEM).

3. El Premio consistird en el nombramiento de «Socio de Honor» de la FESPM y placa conmemorativa u obje-
to alegérico.

4. Podrén concurrir al Premio los profesores dedicados a la ensefianza de las Mateméticas en cualquier nivel
educativo.

5. las candidaturas podrén ser presentadas por una sociedad federada y se dirigiran al Presidente de la
~ FESPM. Los promotores presentardn el curriculo e informes que estimen pertinentes, enire ellos el informe de
la junta directiva de la sociedad o del conjunto de socios proponentes.

El plazo de presentacién de candidaturas finalizard el 31 de enero de 2003.

La concesién del Premio se hard por la Junta de Gobierno de la FESPM. Para ello, el candidato deberd obte-
ner mayorfa absoluta en la correspondiente votacién. De no alcanzarse mayoria absoluta en primera vota-
cién, se procederia a una segunda; de no obtener mayoria absoluta se declarard desierto.

8. Para la concesién del Premio, la Junta de Gobierno atenderd, entre otros, a los siguientes criterios:

° Su labor docente (dedicacién a la ensefianza de la Matemdtica).

® Valores humanos [folerancia, entrega a los demas, talante, espiritu de didlogo, respeto a los compapie-
ros, alumnos, etc.). Constatados por sus avalistas.

® Curriculo con hechos, anécdotas, efc., refendos por los proponentes que pongan de manifiesto estos
valores humanos del candidato.

SUMA publicaré el resultado de la concesién del Premio y una semblanza del premiado.

10. La entrega del Premio se llevard a cabo en el acto de apertura o clausura de las IX JAEM que se celebra-
rén en Santa Cruz de Tenerife en julio de 2003.




La mas grande aventura
del pensamiento

Carlos Usoén Villalba

Angel Ramirez Martinez

L ARTICULO ANTERIOR lo dedicamos a la figura de al-Kashi, director
—alld por los primeros afios del s. XV— del observatorio astrondmico de
Samarcanda, ciudad que bajo el despotismo ilustrado de Ulugh Beg se
habia convertido en un centro intelectual». Dejamos pasar entonces, por
falta de espacio, algunas sugerencias que esta frase tomada a G.
Gheverghese Joseph (1996) nos habia motivado.

La expresion «despotismo ilustrado» es con toda probabilidad un eufe-
mismo, pero la Historia —la que finalmente queda escrita— no suele ocu-
parse de estas minucias: prefiere detenerse en los logros de las Artes y de
la Cultura (otra vez con mayuscula). ;Se sentiria a gusto al-Kashi bajo ese
despotismo ilustrado»? Ciertamente tenemos consciencia de haber formula-
do una pregunta mal sincronizada. No es nuestra intencién hacer dema-
gogia: no podemos juzgar a al-Kashi con nuestros criterios, ni pasar por
alto la azarosa vida de los cientificos isldmicos medievales del Asia Central,
permanentemente sometidos a los vaivenes de brutales cambios politicos
y necesitados por tanto de proteccién para poder desarrollar sus investi-
gaciones. Al-Biruni y Omar Jayyan ya dejaron testimonios, cuatrocientos
aflos antes, de las dificultades que atravesaban los sabios de su época. El
propio al-Biruni vividé parte de su vida vinculado a la corte del sultin
Mahmud de Gazna, del que previamente habia sido prisionero y al que
acompafid «en la devastadora campafia que éste impulsd contra la India!,

Asi pues, no pretendemos censurar nada a al-Kashi, sino reflexionar bre-
vemente sobre el viejo tema de las relaciones entre la Ciencia y el Poder,
discusiéon que retomamos al hilo de Ulugh Beg y de varias anécdotas y
datos acumulados en un pequefio espacio de tiempo en el que la ausen-
cia de espiritu critico o su manipulada ocultacién han sido particular-
mente dolorosas.

Cuatro datos para el debate

80 bombas termobédricas

Hasta el 5 de marzo, esa era la cantidad lanzada por las tropas de EEUU
sobre Afganistdn, La prensa de ese dia recogia cuatro fotografias toma-




das por la Federacion de Cientificos Americanos? que mos-
traban la secuencia de la explosién experimental de una
de estas bombas. Se puede observar en ellas da caida de
la bomba, guiada por ldser; el primer estallido, que libera
aerosoles inflamables; el impacto en el suelo, que libera
calor; y la ignicién, que absorbe el oxigeno por diferencia
de presidon al aumentar bruscamente la temperatura, y
causa la muerte»?, Es decir: la secuencia de cémo un para-
guas de fuego engulle la casa de dos pisos contra la que
ha sido lanzado.

Opinion de una alumna y un alumno
de 2.° de bachillerato

De «Ciencias Sociales» ella y del «Cientifico» él% Afirman,
después de pensarlo, que los matemdticos que han cola-
borado en la construccién de la bomba termobdrica no
son responsables moralmente, porque ellos «s6lo trabaja-
ban con ecuaciones». La conversaciéon tuvo lugar en la
calle, durante el transcurso de una manifestacién de apoyo
al pueblo palestino en la que también ellos participaban.

El entusiasmo de Richard Feynman?®
(El resaltado en cursiva en el texto es nuestro).

Tras el primer ensayo, la excitacién de todo el mundo en Los
Alamos fue tremenda. Todo el mundo celebraba fiestas, y todos
corriamos de acd para alld. Yo me senté en la trasera de un jeep
y alli estuve haciendo redobles de tambor y armando jaleo. Me
acverdo, sin embargo, de que una persona, Bob Wilson, estaba
alli sentado, taciturno y deprimido.

Yo le dije: «3A qué estas penas?»

«Hemos hecho una cosa terrible», me respondié.

«Pero si fuiste t0 quien la empezé. Té nos mefiste en esto».

Ya ven ustedes, lo que me ocurrié ~lo que ocurrié con todos noso-
tros—, es que tuvimos una buena razén para empezar. Después
uno se pone a frabajar muy infensamente para lograr algo, y es
un placer; es apasionante. Y ya se sabe, se deja de pensar; sen-
cillamente, uno no piensa.

Edison y Leonardo da Vinci

{Por qué camino puede llegarse a sostener la separacién
entre el quehacer de los cientificos y matematicos respec-
to de las consecuencias sociales que se deriven de éI?
¢Coémo pudo permanecer Feynman ajeno o insensible al
ambiente y a la problemitica descrita en Creadores de
sombras®? ;Cémo interpretar la ausencia de una explica-
cién convincente del reciente asesinato en Siberia de un
cientifico ruso a manos de «desconocidos»? Pero todo se
supone y se presenta oficialmente como incontaminado,
incluso negando la evidencia: Leonardo da Vinci pudo
haber puesto su polivalente inventiva al servicio de la
ingenierfa militar..., con la benémerita finalidad de «aliviar
los sufrimientos de ambos bandos»’. La Historia de la

Ciencia juega con descaro su papel, y s6lo por casualidad
nos enteraremos de que Edison inventd la bombilla pero
disefi6 también la silla eléctrica.

La incontaminacién de las ecuaciones
y el entusiasmo de los cientificos

Los jovenes son lo que son, y pueden decidir inconscien-
temente tocar las narices al adulto de matras por los cami-
nos més insospechados y en el momento mas contradic-
torio. Pero a pesar de este atenuante, la respuesta de los
dos estudiantes nos parece muy significativa: recurrieron
al viejo mito de la asepsia del trabajo matemdtico, todavia
vigente, como tantos otros, para justificar lo injustificable.

La vieja corriente de pensamiento que considera las mate-
miticas desligadas de la experiencia es sin duda un fuerte
apoyo para este punto de vista, pero no tiene por qué eli-
minar las dudas éticas de quien hace matemadticas. Y no
sirve, ademds, para explicar la actitud de un fisico como
Feynman. La frialdad de su comentario sélo es comprensi-
ble desde una fuerte vivencia personal de un reduccionis-
mo que contempla el mundo exclusivamente como algo
abarcable por la razén: los afectos y la ética quedan fuera
de esta perspectiva, Muchas de las anécdotas recogidas en
el citado libro de Feynman son deliciosas como muestra de
su audaz ingenio y del absurdo comportamiento individual
y colectivo de los humanos, pero no parecen ir mis alla de
una fria reivindicacién de la racionalidad. Cuando delibe-
radamente experimenta para resaltar el absurdo social es
ingenioso pero también un tanto despiadado®.

La misma frialdad creemos percibir en otro divertido autor,
esta vez matemdtico: J. A. Paulos. En el primer capitulo de
Mas alld de los niimeros’, narra sus pensamientos mientras
soporta los atascos obligados para entrar a Nueva York:
reflexiona sobre una mejor organizacion de los peajes, la
densidad de las placas de médico que va observando, se
dedica a juegos mentales de combinatoria con los simbo-
los de las sefiales que encuentra. Ocurre que, como en el
caso de Feynman, Paulos es ingenioso, irbnico y creativo,
pero también parece contemplar el mundo desde una altu-
ra situada mas alld del bien y del mal. Los dos transmiten
una actitud que avala la respuesta de nuestros dos estu-
diantes. Se ocupan de temas racionalmente coherentes y
atractivos, cuya incomprensién o mal uso popular o social
produce situaciones logica y practicamente ineficaces,
pero que en si mismas no afectan al ser humano en su
problemdtica mis existencial e intima.

Las mateméticas fratan de nimeros y de figuras geométricas y
generalizaciones que surgen de estos conceptos basicos. Pero los
nimeros y las figuras geométricas son propiedades insignifican-
tes de los objetos reales. Un rectangulo puede ser la forma de un
trozo de tierra o el marco de un cuadro, pero la forma es algo
incidental respecto al valor real de la tierra o de la pintura.'®




Es este reduccionismo, y en particular el apartamiento de
la realidad de la vida menos explicable por la razén, lo
que dota de asepsia al trabajo cientifico y matemdtico,
convence a algunas personas que se dedican a él de la
conveniencia de permanecer ajenas a las consecuencias de
su actividad, y permite al Poder justificar la continuacién
de innobles investigaciones. Carente de otras perspectivas,
el cientifico topico resulta un individuo casi infantil: juega
sin preocuparse de las consecuencias de su actividad; el
placer que obtiene es tan apasionante que «deja de pen-
sar», Como los nifios o un gatito, necesita protectores que
le permitan continuar su juego.

El mito de la ciencia critica

Por los mismos dias en los que recopilamos los cuatro
datos anteriores, un debate en la radio entre un bidlogo y
un cura sobre la conveniencia de llevar a cabo o no deter-
minadas investigaciones sobre ingenierfa genética, nos
permite caer en la cuenta de la manida utilizacién de algu-
nos méritos del pasado por parte de los cientificos. Galileo
parece haberles dado patente de corso: como entonces la
Ciencia fue el progreso, lo sigue siendo ahora.

En realidad, ;cudntos casos como el de Galileo recoge la
Historia? Si los hay no forman parte del bestiario popular.
Los conocidos se pueden contar con cuentagotas: Galois, los
matemadticos y cientificos al servicio de la Revolucién Fran-
cesa, Einstein, Sajarov, (después de haber apoyado los dos
la bomba atémica)... A lo largo de la Historia, los cientificos
aparecen mds ligados al Poder que oponiéndose a €L

Se nos escapan a menudo las diferencias entre Bruno y
Galileo. La Iglesia decidié quemar al primero y encerrar
al segundo, no so6lo por la renuncia ptblica de éste sino
porque sin duda era menos peligroso. Bruno era mais
filésofo que cientifico, y lo que difundia era una cos-
movisién ideoldgicamente mas peligrosa. La propuesta
de Galileo, como él mismo suponia, podia terminar
integrindose en el dogma de la Iglesia y sélo ha hecho
falta tiempo para ello; la de Bruno iba directamente
contra los principios.

Pero alejémonos de las particularidades de los personajes.
La diferencia fundamental es que Bruno realiza un pensa-
miento critico, mientras que el de Galileo es un pensa-
miento instrumental. El primero se plantea el porqué; el
segundo el como. Ciertamente, para avanzar en el desa-
rrollo de un pensamiento instrumental hay que actuar de
forma critica, pero la finalidad de esa critica es el porqué
del cémo, sin posibilidad de trascender los limites impues-
tos por la pregunta «céHmo funciona?,

:No esta confesando esto mismo Feynman cuando afirma
«uno se pone a trabajar muy intensamente para lograr algo,

y es un placer; es apasionante. Y ya se sabe, se deja de
pensar; sencillamente, uno no piensa.»? No podemos inter-
pretar que no pensaba mientras investigaba en Los
Alamos, asi que s6lo queda admitir que estd diferencian-
do, sin introducir terminologia clarificadora, pensar y
Pensar. pensar con fines instrumentales y pensar critica-
mente. Y parece ser consciente de que su labor cientifica
consiste en pensar.

Hacer matematicas Pensando

El primer apartado del capitulo I del citado libro de
Feynman lleva por titulo ;Arregla las radios pensando!
«Resuelve las ecuaciones pensandob, se lamentan algunos
de nuestros alumnos y alumnas y sus profesores particu-
lares... Ciertamente, la Resolucién de Problemas es un
atractivo juego que da sentido a nuestra labor profesional,
pero a veces queda la sensacién de estar sumidos en un
torbellino en el que pensamos sin Pensar.

En el Congreso que en diciembre del afio 2000 dio por
finalizado el Afio Mundial de las Matemdticas en el Pais
Vasco, pudimos escuchar en varias ocasiones la opinién de
J. Mosterin de que «a matemadtica es la mas grande aven-
tura del pensamientor. ;Como puede ser sentida esta frase
por parte de las profesoras y profesores de matemditicas?
Como tarea, no vemos inferior a los mil folios de Wiles
para demostrar la conjetura de Fermat los quinientos de
Ana Karenina, ni nos parece tampoco inferior la aventura,
igualmente secular, de la filosoffa. Y no creemos menor la
sutileza de los poemas de J. A. Valente o Claudio Rodriguez
que la que pudo desplegar Wiles en su demostracion.

JPor qué quien ama nunca

busca verdad, sino que busca dicha?
sComo sin la verdad

puede existir la dicha? He aqui todo.!

Preocupados como estamos por sembrar la sana costum-
bre de pensar (cientificamente), jinsertamos alguna vez
nuestro trabajo en un marco general personal, y ocasio-
nalmente colectivo, que no olvide el Pensamiento? ;Que
nos permita ser conscientes y hacer conscientes de las
consecuencias éticas del trabajo de quienes hacen ciencia
y de quienes educan en materias cientificas; de la necesi-
dad pero también las limitaciones del pensamiento cienti-
fico; de la ineludible formulacién de algunas preguntas
claves que no tienen respuesta?

Notas

1 Yves Thoraval: Diccionario de civilizacién mususimana. larousse. 1995. La
Historia ~la escrita~ propone subliminalmente malas interpretaciones: ha teni-
do que ser en un diccionario donde hemos encontrado la palabra prisione-
ro asociada con al-Biruni. Mientras tanto nos vefamos forzados a preguntar-
nos cémo soportaria semejantes campafias militares un espiritu tan refinado
y fan universal.




N o 0 A ow

Es decir: «norteamericanos». O mejor: «al servicio de los intereses nortea-
mericanos».

Pie de foto tomado de E/ Periédico de Aragén de 541102,

Evidentemente, prefendemos que se interpreten las comillas como un toque irénico.
Richard P. Feynman: sEstd usted de broma, Sr. Feynmanz. Alianza 1987.
Pelicula de Roland Joffé. 1989.

Michael White: Leonardo. El primer cientifico. Plaza & Janés. 2001, Rese-
fiado por Francisco Teixidé Gémez en el n.° 51 de la revista LLULL (2001}.

Alfaro

8 «Mi idea funcioné perfectamente: los fipos que quitaron la primera puerta
fueron golpeados y torturados por todos, hasta que finalmente, con mucho
dolor y no pequefia dificuliad, lograron convencer a sus verdugos de que,
por increible que pudiera parecer, solamente se habian flevado una de las
puertas. Yo estaba atento a todo esto, y era feliz» (op. c.).

9 J. Allen Paulos: Mds allé de los némeros. Meditaciones de un matemético,

Tustquets. 1993.
10 Morris Kline: E/ fracaso de la matemdtica moderna. Siglo XXI. 1976.

11 Claudio Rodriguez: Antologia poética. LB Alianza. 1981. (Versos cogidos
del Libro primero de Alianza y condend.

{Fotos: Pilar Moreno)




En esta seccion faltaba
Emma Castelnuovo

DIDACTICA DE LA MATEMATICA MODERNA
Emma Castelnuovo

Trillas

México, 1970

Titulo original:
DIDATTICA DELLA MATEMATICA

idétca e la
matematica
moderna

Escribir sobre uno de los libros de Emma Castelnuovo es una tarea més dificil de lo que pudie-
ra parecer y esto es asi porque la sola mencién de su nombre despierta en mi, y tengo la segu-
ridad de que también en muchos de los lectores de esta revista, fuertes sentimientos. Quien ha
escuchado la voz de Emma en alguna ocasién, con un correctisimo espafiol cargado de sono-
ridades italianas, es seguro que no ha podido permanecer indiferente. Y escucharla afortuna-
damente para todos no ha sido una tarea dificil. Emma viene frecuentemente a nuestro pais y
ha recorrido casi todos los rincones en los que se ha hablado de ensefianza de las mateméti-
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cas y no sélo para hacerse escuchar, pronunciando conferencias
en ese fono tan personal que la caracteriza, sino también con-
fundiéndose entre la gente, preguntando humildemente desde el
piblico cuando intervenia cualquier profesor que se alzaba,
desde la tiza, a confar su experiencia, polemizando cuando no
estaba de acuerdo con las afirmaciones de més de un supuesto
pope de la profesion que, iluminado, abandonaba el suelo de la
realidad para esconderse en las nubes. Permitaseme por tanto
hacer una pequefia digresién que inevitablemente me obligaré a
recoger alguna vivencia personal, pero al hablar de Emma y de
sus trabajos de toda una vida sobre la ensefianza de las mate-
mdticas, las fronteras entre los émbitos profesional y personal
quedan siempre inevitablemente difuminadas.

Conoci a Emma Castelnuovo hace 19 afios en Lisboa. Se cele-
braba alli el XXXV Encuentro de la Comisién Internacional para el
estudio y la mejora de la ensefianza de las matemdticas (CIEAEM).
El movimiento que conduciria a la creacién de la Federacion
Espafiola de Profesores de Mateméticas acababa de empezar y
sélo existian fres sociedades: la canaria Isaac Newton, la anda-
luza Thales y la aragonesa Ciruelo. Viajar era una forma de
enterarnos de lo que fuera se cocia, de conocer a personas
como Hans Freudenthal o Guy Brousseau, Paolo Boero, o la
misma Emma. Recuerdo perfectamente la viva impresién que me
causb una fortisima discusién piblica entre Brousseau y ella, que
mostraban dos posturas, dos concepciones de la educacién
matemdtica, no diré que contrapuestas, pero al menos dibujadas
en distinta clase de pizarra y con distinta tiza. Una era una con-
cepcién teorizante y, digamos, estructural; la ofra, y claramente
se verd que no soy neufral, viva, pragmdtica, cercana. Ambos
derrochaban dosis de entusiasmo, de vitalidad, de conviccién.
Se veia que cada uno crefa vehementemente en lo que decia y
lo demostraban sus gestos, sus voces que se alzaban y a veces
hasta gritaban sin disimulo. Esa discusién, de la que un grupo de
espafioles fuimos testigos, influyd largamente en mi a lo largo de
los afios.

Me fijo al releer lo escrito hasta aqui en que la palabra fiza ha
aparecido dos veces, es natural. Emma ha sido siempre una pro-

...su labor
se ha extendido
mucho mds alla
del aula, con
un compromiso
permanente
con los alummnos
en primer lugar,
con la enserianza
de las matemditicas
en segundo
2y con los docentes
de matemadticas,
trasmitiendo
sus ideas
en multitud
de foros,
recorriendo
medio mundo
para
defenderlas. ..

fesora de tiza, en el sentido més real del tér-
mino, impartiendo clases en la llamada
Scuola Media Italina, que corresponde con
las edades de 11 a 13 afios y en ese senti-
do siempre ha estado ligada a la clase direc-
ta, al trabajo con sus alumnos, entre sus

alumnos.

Pero Emma es mucho més que una profesora
de tiza y esto por dos motivos. Primero, por-
que su labor se ha extendido mucho mas allg
del aula, con un compromiso permanente
con los alumnos en primer lugar, con la ense-
fianza de las mateméticas en segundo y con
los docentes de matemdticas, trasmitiendo
sus ideas en multitud de foros, recorriendo
medio mundo para defenderlas, desde
Latinoamérica hasta Niger, convenciéndonos
a los que la hemos escuchado de que sélo
con experiencias basadas en la realidad
concrefa y literalmente tangible se constru-
yen ideas mateméticas 0files y duraderas y
que, ademds, esta afirmacién es cierta a
cualquier edad y a cualquier nivel de ense-
fianza. Emma Castelnuovo es més que una
profesora de tiza también porque Emma es
la profesora de lo tangible, de la visualiza-
cién, de la geometria intuitiva, de las cazue-
las y de las sombras, de las hormigas, del
hilo atado entre los dedos con el que poder
pensar sobre el area de rectangulos isoperi-
métricos. Cuantas miradas de superioridad,
de los que piensan que tocar las matemati-
cas no sirve para nada, habré tenido que
soporfar en su ya larga vida, de aquellos
que piensan que ensefiar matemdticas es
ensefiar a simplificar castillos de naipes de
expresiones algebraicas. A muchos de ellos,
sin embargo, tras escucharla, se les empeza-
ron a romper muchos de sus esquemas. Y es
que Emma convence y escucharla es siempre
un placer. Leer sus libros también.

Comentaremos hoy un libro histérico
Didattica della Matemdtica, aparecido en
La Nuova ltalia Editrice en diciembre de
1963, hace casi 40 afios. En espafiol fue
publicado en 1970 bajo el titulo de Diddc-
tica de la Matemética Moderna, afiadiendo
el adjetivo moderna quizés por estar de
moda la expresién de Matemética Moder-
na en esos momentos, en los que en Espafia
lo Ley General de Educacién acababa de
ser aprobada. La edicién corrié a cargo de
la editorial Trillas, en México, que lo sigue
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reimprimiendo con cierta asiduidad: en
1997, un cuarto de siglo después de su
aparicién, el libro iba por la fercera reim-
presion de la segunda edicién en espafiol.
Es por tanto un libro muy difundido y muy
leido y, sin duda, seria recomendable que
los que nunca se han acercado a él apro-
vecharan la ocasién para leerlo, en estos
momentos de cambio en los que adn se
puede encontrar con relativa facilidad.
Qué mejor en momentos de crisis que acu-
dir al consejo de los clésicos y este libro de
Emma Castelnuovo es sin duda un clasico
de la didéctica de la matemética.

La infencién del libro viene recogida en la
infroduccién que la autora titula «Por qué un
libro de didactica de la matemética». Sus
planteamientos parten de dos hechos:

a) La clase de mateméticas resulta en gene-
ral aburrida, pesada y a menudo dificil.
Ciertos conceptos no son adquiridos, aun
cuando el profesor se afane en repetirlos y
busque aclararlos con explicaciones abun-
dantes. El sentido de algunas propiedades
no se entiende de inmediato. Es nofable
«la incomprensién por la matemdatica» lo
que ha llevado, incluso a grandes mate-
méticos, a escribir al respecto arficulos y
libros. También es peculiar el miedo a la
matemdtica, que los psicoanalistas continian
buscando en el ser humano.

b) Los jovenes que actualmente salen de
nuestras escuelas secundarias tienen la
idea de que las matemdticas consisten, por
una parte, en un puro mecanismo, y por
ofra, que se trata de una construccién per-
fecta y completamente terminada, ignoran-
do si se puede o no hacer algin descubri-
miento nuevo en esta disciplina.

Luego mds adelante afiade:

Si reflexionamos sobre la importancia que
tiene hoy una cultura matemdtica, enten-
diéndola como el hébito mental matemati-
co més que como una suma de conoci-
mientos, nos daremos cuenta de la respon-

Qué mejor
en momentos
de crisis
que acudir
al consejo
de los cldsicos
y este libro
de Emma
Castelnuovo
es sin duda
un cldasico
de la diddctica
de la matemdtica.
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sabilidad que tienen los redactores de programas, los profesores
de matemdticas, la escuela toda. {...)

En estas paginas de didéctica no nos proponemos dictar reglas
para mejor ensefiar ni queremos proporcionar al profesor una
férmula mégica para facilitar la comprensién de las matematicas
por parte del alumno, sino examinar las dificultades en la frans-
mision de conceptos matemdticos por parte del profesor y las
que surgen en la mente del alumno en el momento de aprender.

El libro se desarrolla en cuatro capitulos, ademés de la ya cita-
da Introduccién. En el primero de ellos titulado «De la didéctica
general a la didéctica particulars recorre un ifinerario que par-
tiendo de Jan Amos Komenski, Comenius, {1592-1670) en el
siglo XVII, pasa por Johann Heinrich Pestalozzi (1746-1827), a
los que sitia en las bases de la escuela activa, El recorrido llega
después a Ovide Decroly (1871-1932) y Maria Montessori
(1870-1952), que ponen las bases de la diddctica como ciencia,
para terminar en Jean Piaget (1896-1980) como padre de la psi-
cologia del aprendizaje. Sienta en este capitulo, por tanto, los
fundamentos de la didactica de la matemética y de su propig,
digamos, ideologia como didacta de las matemdticas, la base
de sus ideas, en un paseo claro por la historia de la didéctica
general, para acercarse poco a poco a la didactica de la mate-
mdtica misma.

El capitulo 2 se titula «Qué matemdticas debemos ensefiar». Casi
todo lo que en &l se puede leer es de rabiosa actualidad, pero
como decir esto puede sonar a tépico, permitaseme citar sélo
unos parrafos relevantes en estos momentos de cambio de curricu-
los, téngase ademds en cuenta que fue escrito en 1963:

Nos preguntamos: 3Tiene importancia hoy dia, dada la enorme
difusién de las méquinas calculadoras, ejercitar a los nifios que
apenas cursan la escuela elemental, haciéndolos ejecutar largas
operaciones con nimeros enteros y decimales cuando estas ope-
raciones pueden efectuarse en pocos segundos con una méqui-
na que estd al servicio del mas pequefio negocio o de la mas
modesta oficina?

Y, zno seria mejor dedicar un poco de tiempo al célculo mental
y habituar a los muchachos a juzgar «a ojo» el valor del resul-
tado, lo cual es importantisimo aun con el uso de calculadoras?
2Es justo dar fanfo relieve a la solucién de complicadas expre-
siones numéricas, en particular fraccionarias, cuando tales solu-
ciones se reducen a un fecnicismo mecénico, a un juego de aje-
drez, que priva al nimero de su significado?

sQué valor formativo puede tener saber aplicar la regla de
extraccién de raices cuadradas o la que sirve para encontrar la
fraccién generatriz de un ndmero periddico, cuando no es posi-
ble justificar ante los alumnos el porqué de esta regla, que apa-
rece entonces como «caida del cielo»? Y cuando, en la técni-
ca o en la ciencia aparece la necesidad de pasar de un nimero
veridico a una fraccién generatriz? (...) {Como se puede mien-
tras esconder a los ojos del alumno, el desorden vivo y comple-
jo del concepto de funcién! (...) zAcaso no caemos en la cuenta
de que la gran mayoria de nuestros alumnos no continuard con
estudios universitarios, pero si llegaré a ser carpintero, sastre o
mecdnico, y tendrd graves dificultades en el desempefio de su
trabajo?

El capitulo 3 se titula «3De qué manera ensefiar matemdticasé».
Este titulo podria parecer a algunos pretencioso. Naturalmente




en unas pocas péginas, estén escritas por quién lo estén, es
imposible dar la receta magica que nos permita responder a la
pregunta enunciada en el fitulo. Pero a la vez es dificil dar tan-
tas ideas y hacer tantas reflexiones interesantes sobre cémo ense-
fiar matemdticas como las que Emma Castelnuovo presenta en
esftas pocas pdginas. Y es que este capitulo es eso, una mezcla
convenientemente aderezada, a veces con unas gotas de ironia
y otras de humor, de ideas précticas y de reflexiones en voz alta
de quien no se ha conformado con tratar de ensefiar bien las
matemdéticas y ha empleado también el tiempo en reflexionar
sobre su propia experiencia; sobre cémo y cuando se produce el
aprendizaje. Para ello parte como premisa de un planteamiento:
ubicar al lector dentro de la clase, escuchar a los alumnos y sus
reflexiones, deducir sobre lo que observa y construir asf la cien-
cia, no la matemdtica sino la ciencia de la didactica de las mate-
méticas. De los errores al plantear a los alumnos la definicién
como forma de llegar al concepto en vez de partir de lo que el
alumno ya sabe sobre el concepto que se trata de estudiar,
pasando por el transito de lo concreto a lo abstracto, el capitulo
se dirige hacia la ensefianza de la geometria, el gran tema, la
geometria intuitiva, el uso de materiales didécticos, otro de los
femas constantes en la obra de Emma Castelnuovo.

En el cuarto capitulo, fitulado «la Clase como laboratorio de
didactica de las mateméticas», retorna la idea planteada como
premisa del capitulo anterior: la clase es el mejor lugar para
aprender diddctica de las matematicas. Pero para ello se debe
observar lo que ocurre, interactuar con los alumnos y aprender
de lo que alli sucede. Nuevamente las paginas estan llenas de
ideas; de ideas propias y de ideas de sus alumnos, de ideas que
por fundamentadas y meditadas son atemporales:
Nos encontramos, a veces, en clase con algin alumno un tanto
excepcional, de los que suelen definirse como «sobredotadoss.
Estos alumnos sitian al profesor anfe un problema atin més difi-
cil que fos nifios con una inteligencia inferior a la normal. Es un
problema de carécter psicolégico: a menudo esfos nifios no
soportan el ritmo lenfo de la clase diaria y tienen la sensacién de
estar perdiendo el tiempo. Por ofra parte, estamas convencidos
de que la vida en comin con sus compafieros menos dotados
infelectualmente, pero frecuentemente mas sociables, contribuye
a su madurez desde un punto de vista moral. Seria una idea
absolutamente absurda, por tanto, formar con ellos un grupo
aparte, alejéndolos del resto. Pensamos que pueden ser muy G-
les en «la clase de todos» {...)

El capitulo y el libro concluyen con las siguientes palabras:

Si todavia hoy alguien pusiese en duda el valor y el significado
de las matemdticas, bastaria responderle con las palabras de
Gaetano Scorza: «las matemdticas son bellas y esto basta.
Serd mucho ~afiade- si hacemos sentir a todos esa belleza.

Invito a toda aquella persona que se dedique a la ensefianza de
las mateméticas y atn no lo haya hecho, a leer esfe libro que es
fécil encontrar en las librerias especializadas. En cuanto comien-
ce la lectura se sentird ante un cldsico. De su lectura sin duda
aprenderd muchas cosas, que es la eterna tarea de los que nos
dedicamos a la ensefianza.

Para terminar y para resumir las ideas vertidas en este libro, de

las que tanto se puede aprender, citaré unas

palabras de la propia Emma Castelnuovo en
la conferencia que con ocasién del centena-
rio del nacimiento de Pedro Puig Adam pro-
nuncié en Madrid en mayo de 2000:
Tanto la matemdtica euclidea como la
matemdtica de los conjuntos se presentan
como teorfas perfectamente estructuradas
desde el punto de vista légico. Pero no es
una redaccidn perfecta lo que contribuye o
estimular el interés de los alumnos, que no
estén en condiciones de apreciar el valor
de una sistematizacién rigidamente légica.
Para despertar su interés, para lograr que
los alumnos participen, para que la ense-
fianza sea viva, no es el estadio final lo
que debe ser destacado, sino las vias de la
investigacién, el camino de las ideas.

(]

Y finalmente —y este hecho no debe ser
olvidado-, una construccién de la matema-
tica que parta de lo concreto y de la reali-
dad, hace destacar claramente las cuali-
dades como la fantasfa, la intuicién, la
voluntad de los chicos inmigrantes que
cada dia en nimero mayor, afortunada-
mente, llegarén a nuestros paises.

Francisco Martin Casalderrey

LOS NUMEROS ENTEROS
EN LA ESCUELA

Manuel Alcala

Proyecto Sur de
Ediciones

Granada, 2002

ISBN: 84-8254-133-1
paginas

El autor presenta un libro muy
claro y conciso sobre la pro-
blemdtica del trabajo en el
avla con los nimeros enteros.
Va enumerando en un lenguaje asequible y
cdémodo de leer lo que el profesorado se
plantea dentro del aula y da una serie de
pautas y actividades muy bien graduadas
para intentar solucionar, de la mejor mane-
ra posible, todas las dudas y situaciones que
el alumnado va planteando.

Manuel Alcalé presenta un plan para aco-
meter el tema de los nimeros enteros desde
sus experiencias en el aula, lo que hace que
sea muy Gtil. Va desgranando, poco a poco,
el proceso de aprendizaje de este tema,



haciendo hincapié en los puntos del desa-
rrollo donde se encuentran los verdaderos
problemas, la resta de nOmeros enteros,
explicando de forma sencilla por qué ocurre
esto e intentando buscar la forma mas eficaz
de resolverlo.

Dentro del libro se puede encontrar una
serie de fichas para el trabgjo en clase,
cuyo lenguaje estd muy adaptado al nifio
entre 12 y 14 afios, de manera que cada
alumno las siga, de forma individual, segin
su ritmo de aprendizaje. El tipo de juegos
que nos presenta también se adaptan de
forma bastante natural al lenguaje y forma
de hacer propia del alumnado, sin buscar
formas rebuscadas que mas que ayudar
podrian entorpecer el aprendizaje.

La secuenciacién del fema a lo largo de los
dos cursos del primer ciclo de ESO es
correcta, segin mi punto de vista, pero
igualmente serfa (til para desarrollarlo ente-
ro en un solo curso. Ademds, se concreta el
nimero de sesiones de clase necesarias
para cada apartado, lo que ayuda al profe-
sor considerablemente en la organizacién
del aula.

En suma, este libro puede ser de una gran
ayuda para el trabajo cotidiano del profe-
sorado al exponer en sus paginas de mane-
ra esclarecedora todo el proceso de apren-
dizaje de los nimeros enteros.

Consuelo Alonso

LEE A JULIO VERNE
El amor en tiempos
de criptografia
Susana Mataix
Rubes Editorial
Barcelona, 2002
ISBN: 84-497-0015-9
160 paginas

Sean tres despreocupados
personajes actuales A, B y
C, embarcados en la aventu-
ra de descubrir los secretos
de su juventud recién estrenada. Por necesi-
dad, aunque con inicial desgana, infentan
descifrar los mensajes codificados que el

dominante padre de uno de ellos les envia, porque de los signi-
ficados depende su subsistencia. Supongamos que esta tarea les
induce a redescubrir las olvidadas mateméticas del bachillerato
y a releer las obras de Julio Verne y ofras creaciones literarias
hasta encontrar sus relaciones con la criptografia. Imaginemos
que una farea fan excitante aflora las limitaciones de los prota-
gonistas y crea vinculos y dependencia entre ellos, y una fasci-
nacién capaz de desbordarse en forma de pasién amorosa.

Si este planteamiento impusiese un acercamiento paulatino, pero
inexorable de nuestros personajes a las matemdticas, a unas
matemdticas inauditas y sorprendentes, y el resultado de la ecua-
cién fuese un desenlace imprevisto, dramético e increible, enton-
ces estariamos ante la verdadera historia de Cristina, Beatriz y
Alejandro, los protagonistas de Lee a Julio Verne, una obra incla-
sificable, llena de amor y criptografia, donde las mujeres apren-
den a jugar mienfras maduran entre la ignorancia de los hom-
bres y el [re)conocimiento de las matematicas.

NUMEROS Y ALGORITMOS
José Maria Gairin Sallan
Julio Sancho Rocher

Col. Educacién Matematica
en Secundaria, n.° 27
Sintesis

Madrid, 2002

ISBN: 84-9756-012-4

302 paginas

Los conjuntos numéricos han constituido tradi-
cionalmente uno de los bloques mas significa-
tivos (por no decir el que mas) de los curriculos
de matemdticas en las ensefianzas primaria y secundaria en
todos los paises. De alguna forma, en la formacién basica de
cualquier ciudadano se ha identificado -y se sigue y se conti-
nuaré haciendo-, la competencia numérica con la competencia
matemdtica general. De ahi la relevancia que adquiere la ense-
fianza adecuada de estos topicos.

La editorial Sintesis, una vez finalizada, ya hace unos afios, la
coleccién «Mateméticas: cultura y aprendizaje», va publicando
nuevos fitulos en esta segunda coleccion ~«Educacion mateméti-
ca en secundaria»— dirigida por Miguel de Guzmén y Luis Rico,
lo cual ya es una garantia de calidad. El Gltimo libro aparecido
es Nomeros y algoritmos del que son autores José Marfa Gairin
y Julio Sancho, y esté dedicado a los naturales y a los raciona-

les positivos.

Las razones por las que se han elegido estos dos conjuntos numé-
ricos y los objetivos que tiene este libro constituyen el primer
capitulo del mismo.




En los siguientes capitulos se abordan los nGmeros naturales.
Después de una reflexién inicial sobre el sentido numérico y el
papel de los naturales en secundaria, se van desarrollando, suce-
sivamente, los principios y técnicas de recuento, los sistemas de
numeracién y dedica un extenso capitulo a los algoritmos de cal-
culo con nOmeros naturales en sus tres formas clasicas: mental,
con lépiz y papel y mecénico o con calculadora. Esta parte fina-
liza con una introduccién en la demostracién matemdtica, limita-
da al campo de la matemética discreta «por entender que es un
medio muy adecuado para que los estudiantes conozean vy utili-
cen herramientas y métodos caracteristicos del quehacer de los

matematicos».

En la segunda parte del libro se tratan los nomeros racionales
positivos, «partiendo de la premisa de que la consiruccion cog-
nitivamente efectiva de las ideas de nimero racional debe reali-
zarse modificando las ideas previas sobre el nimero natural». En
este sentido se reflexiona sobre los aspectos que se pueden abor-
dar en secundaria y en consonancia con estas reflexiones, en los
siguientes capitulos, se hace una descripcién de las tareas que
comporta la actividad de medir, un examen de los distintos sig-
nificados de los racionales positivos, se analizan las potenciali-
dades y limitaciones de distintos sistemas simbélicos utilizados
para expresar cantidades no enteras y se concluye con un estu-
dio, desde cada uno de dischos significados, de las relaciones y
operaciones de estos nimeros.

Para terminar se dedica un capitulo al estudio de los nimeros
grandes y pequefics, cuyo manejo adecuado supone desarrollar
una parcela importante del sentido numérico de los alumnos,
para que no les pase como a cierto concejal que dijo que una
deuda de su ayuntamiento de setenta mil millones de las viejas
pesetas, suponia amortizar dos millones de las mismas, cada
segundo, durantes treinta afios.

En cada uno de los capitulos se incluye una exposicion acerca
de los aspectos matemdticos y didécticos del tema andlizado.
Todos ellos estén salpicados de moltiples actividades dirigidas al
alumnado de Educacién Secundaria.

No quiero hacer ninguna valoracién personal sobre la bondad
de este libro ya que, por razones obvias, alguien me podria acu-
sar de una cierta falta de objetividad y no le faltaria razén. José
Maria y Julio son unos entrafiables amigos, con los que he com-
partido muchas cosas, y me resultaria dificil criticarles negativa-
mente algo y menos este libro que sé fehacientemente que lo han
hecho con una gran dedicacién y con todo el carifio del mundo.
Pero, ademés de amigos, Julio Sancho y José Maria Gairin son
unos extraordinarios profesionales de la ensefianza de la mate-
mdtica en diversos dmbitos y han conseguido con esta obra un
gran resultado; efectivamente, Némeros y algoritmos es un exce-
lente libro, que puede resultar extraordinariamente 0til al profe-
sorado de secundaria. No queria... pero al final lo he dicho. De
todas las formas, ruego al lector que antes de acusarme de «lesa
amistad, lea el libro y luego me diga si tengo razén.

Emilio Palacian

RITMOS: MATEMATICAS

E IMAGENES

Eliseo Borras, Pilar Moreno
y Xaro Nomdedeu

Haikus de Toni Al-balat
Nivola

Madrid, 2002

ISBN 84-95599-42-2

336 paginas

La estructura del libro es muy sen-
cilla, son 50 capitulos que corres-
ponden a 50 fotografias. «Pre-
sentamos una fotografia, la mira-
mos y creamos un haiku. Hemos
elegido este tipo de poema por su capaci-
dad de sintesis, fuerza visual y ritmo. A con-
tinuacién, intentamos descubrir algunos de
los elementos repetitivos que la configuran
mediante un posible modelo matemético».

El libro estd agrupado en cuatro partes,
atendiendo a la forma de producir la repeti-
cién: simetrias, proyecciones, enrollamien-
tos y fractales. Las fotos van apareciendo
por orden de complejidad en las técnicas
matemdticas ufilizadas.

En muchos casos, los algoritmos que se pro-
ponen se han desarrollado como programas
de ordenador en lenguaje MSWLOGO 6.3¢
de Softronics Inc, http://www.softronix.com,
que puede bajarse libremente de Internet.
Estos programas son facilmente transcribibles
a ofros lenguajes de programacién. Se pro-
porciona una direccién en la red para ver y
bajar, si asi se deseq, los programas que se
han realizado « lo largo del libro.

El libro puede ser leido con diversos grados
de complejidad, segin los conocimientos
matemdticos de quien lo lea. «Esperamos
que este trabajo cree vinculos afectivos con
la Matemética; muestre que una mirada
matemdtica de las cosas es siempre posible
y que, como en una novela o en una can-
cién, pueda aparecer la emocion, el miste-
rio y la belleza».

Agunos fitulos de capitulos son tan sugeren-
tes como: Cuatro lunas, Flor de las brujas,
Agujero negro, Triple fuga, Calabazas,
Estrella roja, Pértico de la Gloria, Paralelas
peligrosas, Rizos naturales, Coreografia de
Javier Carvajal, Maroma verde, Boténica
fractal...




Xl JAEM

JORNADAS para el Aprendizaje y
Ensenanza de las Matemadéticas

Las JAEM se han convertido en un lugar para la reflexion,
informacién, debate y busqueda de soluciones a los retos
que plantea el Aprendizaje y la Enseflanza de las Mate-
midticas. Son, ademds, un momento propicio para encon-
trarse con personas que compatrten profesion y deseos de
mejorarla, lo que conlleva la creacién de contactos y lazos
de amistad entre los asistentes.

La Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de M-
atematicas invita a participar en estas XI JAEM a todo el pro-
fesorado, cualquiera que sea el nivel en el que trabaje por-
que todos tenemos algo que aportar y algo que aprender.

La Sociedad Canaria Isaac Newton de Profesores de Mate-
miticas en sus Bodas de Plata, organizadora del evento, les
espera con los brazos abiertos desedndoles unas prove-
chosas Jornadas y que disfruten de su estancia en las Islas.

Las XI JAEM se desarrollardn en Santa Cruz de Tenerife los
dias 2, 3 y 4 de julio de 2002 y en Las Palmas de Gran
Canaria el dia 5.

Programa cientifico

El Comité de Programas, presidido por Xavier Vilella, esta
formado por Luis Balbuena, Concepcidén Garcia, Juan
Antonio Garcia, Margarita Marin, Emilio Palacidn y Manuel
Pazos.

El contenido cientifico de las XI JAEM se distribuye en
Conferencias Plenarias, Nucleos tematicos con Ponencias,
Comunicaciones, Talleres, Zoco matemitico y Exposi-
ciones. Con ello se ofrecen intervenciones para la refle-
xién y el debate y se da al profesorado la posibilidad de
transmitir sus ideas y experiencias.




CONFERENCIAS PLENARIAS

Craupr A1siNA. El Teorema del amor. Demostracion
completa.

CARMEN AZCARATE. Profesores de Matematicas: de mate-
madticos a profesores.

MANUEL FERNANDEZ REYES, Algunas reflexiones sobre lo
que nos queda por hacer.

MarTIN KINDT. Una excursién en el paisaje geométrico
del pintor Alberto Durero.

NUCLEOS TEMATICOS
1. Modelizar la realidad

o

MIQUEL ALBERTL. Pa"Tangke Lumu’: realidad lejana, ma-
tematica cercana.

PINO CABALLERO. Matemadticas para la Seguridad
Cotidiana.

Josep Gascon. El espacio de las Organizaciones Di-
dicticas posibles en las Instituciones docentes.
CarLos Uson. Un universo de certezas a la dulce som-
bra de la regularidad.

2. A vueltas con los niimeros

DaviD BARBA. Los nimeros antes y ahora y el trata-
miento de la diversidad... de los docentes.

Maria Luz Cawgjo. Nimeros que dan que pensar.
MANUEL FERNANDEZ CABALLERO. Los otros nimeros.

ANTONIO R. MARTIN ADRIAN. Los algoritmos tradiciona-
les de las cuatro operaciones aritméticas: {Han muer-
to, pero no han sido enterrados!

JoSE A. MORA y SAIVADOR CABALLERO. Calculadora para
alumnos con dificultades en Matematicas.

MartiN M. Socas. Transicion del pensamiento numéri-
co al algebraico. Problemas de aprendizaje.

3. La geometria desde diferentes perspectivas

MENCHU Bas. Ver, construir y tocar la Geometria. Utili-
zacion didactica de los materiales.

AGUSTIN CARRILLO DE ALBORNOZ, Descubrir la Geometria
con la ayuda de las nuevas tecnologias.

NuURriA GORGORIO. Geometria y visualizacion a lo largo
del curriculo.

Jost MuRNoz, JuaN A. HANS y ANTONIO FERNANDEZ-
ALISEDA. Misceldnea geométrica.

4. Estadistica y probabilidad; educar para controlar el azar

Jost CoLera. La azarosa andadura de la ensefianza del
azar,

ANDRES NORTES. Tratamiento estadistico en el aula de
la realidad diaria.

JJae

CANARIAS, 2003

ornadas sobre
www.sinewton.org

Corendizale v Bnsefianza de las (ﬂatemética

ANTONIO PEREZ JIMENEZ. jAl fin puede
Pepito aprender probabilidad!
MARISA SORIANO y EMI PARDO. Mate-

miticas en la Educacién infantil.
Una manera de organizarse,

5. El cdlculo boy. Perspectivas de futuro

ANTONIO MARTINON. La ensefianza
del cdlculo en la Educacién Secun-
daria.

FrRANCISCO PUERTA GaARcia. Calcula-
doras y curriculo: de las cuatro
reglas al cilculo simbélico.

Mopesto SiErRrA. De L'Hopital a las
nuevas tecnologias: algunos aspec-
tos de la evolucion de la ensefianza
del Anilisis Matemitico.

PrArR TUREGANO. La integral definida
en la Ensefianza Secundaria.

6. Conexiones

SiLvIA MARGELI v ANGEL ALSINA. Mani-
pulacién e imagen virtual en la
clase de matematicas.

JosE L. MONTESINOS. Las Matematicas
y el Absolutismo Politico: Hobbes.
AnGELA NUREzZ. Aprendizaje de las
Matematicas con «Descartes»: un
recurso interactivo en INTERNET,
Nuria Pranas. Identidad y conflicto
en el aula de Matemdticas multicul-
tural.

COVADONGA RODRIGUEZ-MOLDES. Ma-
temdticas més alld del curriculo.

ADELA SALVADOR. ¢Dénde hay fractales?




7. Problemas no matemdticos del profe-
sorado de Matematicas

e  MANUEL ALCALA. Aprender a ser a tra-
vés de la Educacién Matematica.

e  FERNANDO ALONSO. La innovacién de
cada uno.

e  JAVIER BRIHUEGA. La Programacion.

o  MANUEL GARCia DENIZ y JOSE A. Ru-
PEREZ. Esta semana... ¢qué hacemos?
Dinamizacién de las matemiticas
en los Centros Educativos.

e  SANTIAGO LOPEz Arca. Pasaba por
aqui y me vi atrapado en la ESO.

e Jost A. LOoPEZ VARONA. Los estudios de
evaluacidén nacionales e internacio-
nales: informacién sobre el sistema.

COMUNICACIONES, TALLERES Y ZOCO

Los asistentes pueden presentar Comu-
nicaciones, preferentemente, en torno a
los contenidos de los distintos ntcleos
temdticos, desarrollar Talleres sobre
temas que consideren de interés y expo-
ner en el Zoco Matematico todo tipo de
materiales didacticos, podster, experien-
cias, etc. para lo cual dispondrin de un
tiempo y un espacio especificos para
ello.

La extension maxima de cada Comunicacién serd de
CINCO paginas DINA4, lo que equivale a unos 11.000
caracteres.

El plazo de presentacién de propuestas se cierra el 1 de
abril de 2003.

Antes del 15 de mayo de 2003, se comunicard al interesa-
do si su propuesta ha sido aceptada por el Comité de
Programas.

Las normas precisas para la presentacién de trabajos, asi
como el modo de envio de originales, estin expuestos en
la web de las XI JAEM:

www.sinewton.org/xi_jaem
o se puede solicitar a:
Apartado de correos 329,
38280 La Laguna -Tenerife.

Xi_jaem@sinewton.org

Ofras actividades

e Exposiciones didécticas.
e Actos culturales y sociales.
e Programa de acompanantes.

e  Exhibicion y venta de materiales de casas comerciales,
Sociedades Federadas y de la propia Federacién.

Alojamiento y desplazamiento
Para todas las cuestiones relacionadas con alojamientos y
viajes, dirigirse a la Secretaria Técnica de las XI JAEM.

En la WEB de las XI JAEM se encontrard Informacién
actualizada sobre esos temas.

Cémo formalizar la inscripcion

e Rellenar el boletin de inscripcién y enviatlo junto con
la copia del justificante de pago de la cuota o el talén
nominativo a la Secretaria Técnica.  También se puede
enviar al fax: 922 33 68 16 (a la att. .de Fabiola
Rodriguez Martin).

e  Abonar la cuota de inscripciéon mediante:

- Transferencia a la cuenta de la Sociedad Canaria
Isaac Newton de Profesores de Matemdticas en
Cajacanarias: 2065 0001 54 3000042488

(Indicar con claridad el nombre y los apellidos)
- Talén nominativo a favor de SCPM IsaackNewton.

o A través de Internet, Cumplimentar el formulario que
figura en la web de las XI JAEM:

www.sinewton.org/xi_jaem




Cuota de inscripcién

Hasta el Después
15 de Mayo del 15 de Mayo
Socios
de la FESPM 84 Euros 118 Euros
No socios 143 Euros 186 Euros

Sélo serdn atendidas aquellas solicitudes de reembolso de
la cuota de inscripcion que se realicen antes del 15 de
mayo de 2003,

Bruxelas

{Fotos: Pilar Moreno)

Més informacién

Comité Organizador
Apartado de correos 329,
38280 La Laguna (Tenerife)
Teléfono 922641061 / Fax 922640037
e-mail: xi_jaem@sinewton,org

Secretaria Técnica
ILJ&Asociados
Cl. Tomds Zerolo, 17
38300 La Orotava (Tenerife)
Tin.: 922 33 68 15 / 922 32 39 80
Fax 922 33 68 16
e-mail: info@ij-asociados.com
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10.

11.

NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitirén por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningdn caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, etc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviarén en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al arficulo se redactaré un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién complefa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademés se envie un disquette con el archivo de texto que confenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los frabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.

La bibliografia se dispondrd al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, fitulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor{es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicion.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicaré el autor(es), afio, titulo del arficulo (entre
comillas), titulo del libro {en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos didécticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del fexto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Herndndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segln Rico

(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometeran a refirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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BOLETIN DE SUSCRIPCION
Tarifa

Suscripcion Nomero
anual suelto
Particulares 21 € 10€
Centros 30€ 10€

Europa 38,5 € 13,5€
América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . ... ... Tnooi. oo
Poblacién: ... ... CPe
Provincia/pais . ... ... CIF/NIF: ..
Importe
[] Suscripcién a partir del n.° (3 nGmeros)

[ ] N.os sueltos:

Total

[ ] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
|| Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).

[] Talén nominativo a nombre de FESPMRevista Suma. Firma y fecha:

] Giro postal dirigido a Revista Suma.

Nombre y apellidos: . ... .o
Cédigo Cuenta Cliente

Entidad | | | | | Oficina | | | | [pc! | Jcvena | | [ [ L[ [ [ [

Banco/Caja . - o
Agencia n.® .. Direccion: .. .......... ... ...
Poblacién: . ... ... . . . Provincia: .. ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que peridédica-
mente les presentard la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firma):
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