En este trabajo presentamos las lineas
metodoldgicas bdsicas para un tratamiento abierto,
creativo, motivador y significativo de la geometria
en Educacién Secundaria. En concreto,
pretendemos indicar cdmo se pueden mostrar los
conceptos basicos relativos a paralelogramos y
otros cuadrildteros, especialmente areas, a través
de la diseccion de manera que el estudiante tome
un papel activo en su aprendizaje. Haremos
también una incursién a poligonos de orden
superior.
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Dissections and area of plane figures

In this paper, we present the basic methodological
lines for an open, creative, motivating and
meaningful treatment of geometry in Secondary
Education. Specifically, we intend to show how you
can display the basic concepts of parallelograms
and other quadrilaterals, especially areas through
dissection so that students take an active role in
their learning. We will also make a foray to higher
order polygons.
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Disecciones y areas
de figuras planas
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l informe PISA del afio 2014 deja a Espafia una

vez mas en una situacion muy comprometida en
cuanto al aprendizaje de los conocimientos basicos
en la ensefilanza media. Particularmente, el 4rea de
Matematicas es el que mas se aleja, por debajo, de
la media de la OCDE. Servais (1980) explica que la
dificultad habitual que los estudiantes encuentran
para el aprendizaje de las Matematicas esta en su
presentacion acumulativa, memortistica y alejada de
todo elemento creativo. Esto se debe, entre otras
causas, al predominio de procesos ciegos, poco fle-
xibles vy, por ello, ajenos a la aportaciéon activa del
alumnado. Ello redunda en una posicién del estu-
diante como espectador de su aprendizaje, lo cual
impide una adecuada motivacion para comprender
e interiorizar lo aprendido.

Es muy habitual abordar los contenidos de la Geo-
metria traducidos a férmulas y expresiones alge-
braicas. Todo ello es necesario pero insuficiente,
porque obliga a renunciar a adquirir una adecuada
visién geométrica y una capacidad elemental de re-
solucién de problemas.

La diseccion geométrica es una herramienta versatil
que permite abordar gran cantidad de problemas
geométricos de modo visual y creativo. Escher
(1898-1972) fue el primero en utilizar las disecciones



(junto con los movimientos del plano) para disefiar
mosaicos nuevos a partir de figuras geométricas que
recubren el plano y utilizé estas técnicas para ela-
borar muy bellas obras de arte, fruto del ejercicio
de una imaginacioén excepcional.

Nosotros utilizaremos la diseccion geométrica para
proponer una metodologia para el calculo de areas
de poligonos, en particular de cuadrilateros, de un
modo abierto, visual y creativo.

Disecciones de poligonos

La disecciéon de un poligono es la division del poli-
gono en piezas que, reordenadas, permite formar
otras figuras. Mediante diseccion es posible abordar
abundantes problemas de Geometria plana. Quiza
uno de los primeros y mas recordados sea el teorema
de Pitagoras. A lo largo de la historia han sido di-
versas las pruebas que se han dado basadas en di-
secciones, por ejemplo las de Perigal, Anaricio o
Baskara (Gonzalez Urbaneja, 2001).

Para aplicar la diseccion al calculo de areas es nece-
sario recordar algunos conceptos. Dos poligonos
se dicen equicompuestos si uno de ellos se puede ob-
tener a partir del otro mediante diseccion. Si tienen
la misma area, se dicen equivalentes. Del teorema de
Bolyai-Gerwien (Boltianski, 1981) se deduce que
dos poligonos son equivalentes si, y sélo si, son
equicompuestos. En otras palabras, dado un poli-
gono, el tnico cuadrado que tiene su misma area
es, necesariamente, una diseccioén de ese poligono.

Nosotros haremos una propuesta consistente en el
uso de disecciones para el calculo del area de un
cuadrilatero, reconstruyendo éste como combina-
cién de varios rectangulos. Lo plantearemos de
modo versatil, que cubra un espectro amplio de fi-
guras, abierto a poder ser aplicado a mas tipos de
poligonos y de modo que se estimule la visiéon geo-
métrica y la creatividad del alumnado.

El caso del paralelogramo

Partimos de un paralelogramo ABCD. Vamos a
proceder al coémputo del area del paralelogramo

mediante una diseccién del rectangulo
AXMY que se reconstruya en el octo-
gono coéncavo que completa la figura,
como se sefiala en la figura 1. De este
modo, conseguiremos el area del parale-
logramo inicial a partir de los rectangulos
auxiliares.

Si prolongamos los lados BC'y CD, obte-
nemos que los triangulos sombreados de
la figura 2 son equivalentes.

Asimismo, la suma de las areas de los
triangulos coloreados de la figura 3 iguala
al area de BCDM con exceso de un cua-
drilatero, que es el que completa justa-
mente el rectangulo pequefio.
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Figura 1. El area del paralelogramo esta
relacionada con el drea del octégono coloreado
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Figura 2. Los tridngulos sombreados
son equivalentes
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Figura 3. AYD=BPCy AXB=DQC

De todo ello obtenemos que el area del
paralelogramo inicial es la diferencia de
las areas de los rectangulos auxiliares,
ad—be. Es necesario tener en cuenta que
los rectangulos auxiliares no estan prede-
terminados, sino que brotan de una cons-
truccion libre, de modo que puede variar
(esencialmente con la posicion inicial en
la que se considere el paralelogramo). Asi,
la solucién es necesariamente creativa y
adaptada a las capacidades y conocimien-
tos previos de quien la realiza. Se suscita
en el alumnado mayor motivacion, porque
se siente protagonista de su propio apren-
dizaje, y podemos construir conocimien-
tos sobre cimientos mas solidos porque
estaremos dando un mayor sentido a las
térmulas del area que, de otro modo, se
muestran como ciegas.

Rombos y cometas

Una vez que el alumnado ha adquirido la
forma basica de proceder, esta en condi-
ciones de seguir construyendo su apren-
dizaje geométrico a partir de los dos pro-
cesos cognitivos fundamentales en el
razonamiento matematicos: deduccién e
induccion, que en términos practicos po-
demos traducir como particularizacion y
generalizacion.

Aconsejamos proponer al alumnado que particu-
larice el método a paralelogramos singulares que
conoce, como el rombo. El estudiante sabe que
en el rombo juegan un papel importante las dia-
gonales y esta familiarizado con ellas porque for-
man parte de la habitual férmula de calculo del
area. Mediante las construcciones y disecciones
propuestas aqui, el alumnado aprendera a captar
el sentido profundo que tienen las diagonales como
ejes de simetria de la figura y entendera mucho
mejor, de esta manera, la regularidad singular del
rombo, pues observara que en este caso, al intentar
repetir la construcciéon general, obtiene que los
rectangulos auxiliares son cuadrados, como se
muestra en la figura 4.

De modo natural, el método se puede aplicar a cua-
drilateros no paralelogramos de modo diverso. Por
ejemplo, consideramos la cometa de la figura 4 . En
ella, si D es la semidiagonal larga y 4la semidiagonal
pequefia, entonces tomamos

_ D+
2D

Esta cometa puede ser completada, mediante dos

X

triangulos isésceles, a un rombo, como se ve en la

Figura 4. Construccion general en el caso del rombo



figura 5, cuya area se obtiene del modo estudiado
anteriormente.

Finalmente, agrupando los triangulos is6sceles ob-
tenemos un segundo rombo. El area de la cometa se
puede calcular, entonces, como la diferencia de los
rombos construidos.

Figura 5. La cometa se completa a un rombo mediante
triangulos isosceles

En el caso de una cometa general, los triangulos que
permiten completar el rombo no son isésceles y,
por tanto, no forman, a su vez, otro rombo. Pero si
forman un paralelogramo. Igualmente, el area de la
cometa es la diferencia del area del rombo y el area
del paralelogramo, que se calculan

del modo como hemos mostrado

en los parrafos anteriores.

Se puede proceder también de otra

manera: se puede dividir la figura

en dos triangulos equivalentes por

el eje de simetria y completar uno de los triangulos
a un paralelogramo. El area de ese paralelogramo
coincide con el area de la cometa inicial. En lugar de
completar la figura a otra ya conocida, aqui estamos
procediendo por disecciéon y cuadratura.

De esta manera, estamos duplicando la exigencia
de creatividad del alumnado para resolver el pro-

blema. En primer lugar, el estudiante debe
disefiar una manera de llevar su problema
al caso del rombo o del paralelogramo, ya
estudiados. Para ello, debe proceder por
diseccion y cuadratura o bien comple-
tando la figura a otra conocida. En se-
gundo lugar, se ha de lograr la manera
mas sencilla de obtener el area de las fi-
guras auxiliares construidas. Puede ocurrir
que sean varias, de modo que se esta exi-
giendo del alumnado un esfuerzo de op-
timizacion en este sentido. Por tanto, se
pone en juego la creatividad, por una
parte, y los conocimientos y habilidades
anteriormente adquiridos, por otra. El
aprendizaje es, asi, eminentemente cons-
tructivo.

Dejamos al lector la generalizacion del
método a cuadrilateros que admiten un
unico eje de simetria, como el trapecio
isosceles. Se podra comprobar cémo el
calculo del area por este método puede
realizarse a partir de diferentes disecciones
y la decision entre ellas plantea un pro-
blema de optimizacion.

Ampliacidn a otros poligonos

Una metodologfa abierta como la que pre-

sentamos puede ser propuesta al alum-

nado para resolver cuestiones progresiva-
mente mas complejas de
modo creativo y adaptado a
sus necesidades.

En este punto sugerimos in-

troducir el trabajo con poli-

gonos regulares. Hasta
ahora hemos manejado cuadrilateros, que
hemos resuelto como rectangulos equi-
valentes. El poligono de un mayor nu-
mero de lados introduce una dificultad
nueva: disefiar un modo adecuado de en-
contrar cuadrilateros equivalentes de
modo accesible para facilitar el calculo



del area. Nuevamente, este paso ha de
realizarse de modo personal y creativo y
se esta aprovechando la base de conoci-
mientos y habilidades previamente adqui-
rida. De este modo, continuamos avan-
zando en la dimensién

constructiva de la aptitud

geométrica.

Para comenzar a abordar el
problema planteado para
poligonos regulares, pode-
mos proceder de dos maneras:

— Mediante cuadraturas (Grupo Alquer-
que, 2005).

— A partir de las triangulaciones canoéni-
cas del poligono.

El trabajo con cuadraturas aporta un be-
neficio innegable al alumnado en cuanto
a profundizacién en el conocimiento de
las figuras geométricas o el manejo fisico
de las mismas (por ejemplo a través de
puzles). Tiene la dificultad intrinseca a las
mismas cuadraturas, que en ocasiones son
poco regulares y sus medidas son dificil-
mente accesibles.

Proponemos que el escolar obtenga sus
propias soluciones partiendo de las trian-
gulaciones sencillas y canénicas que, en
el caso de poligonos regulares, son muy
accesibles al alumnado. A partir de ellas,
el estudiante puede construir facilmente
paralelogramos con los que puede tra-
bajar segun hemos explicado ya. Surge,
entonces, la cuestién de hacerlo de la
manera 6ptima (¢cual es el minimo nu-
mero de paralelogramos necesarios?,
etc.).

Por ejemplo, partiendo del hexagono re-
gular y de la triangulacién central, el es-
colar aprendera a resolver su area a partir
de tres rombos.

De esta manera, ademas, surgira de modo
natural la pregunta acerca de la causa por
la que en el caso del hexagono, al contrario

de otros poligonos, obtenemos rombos. Ello le lle-
vara a profundizar en los elementos notables del
poligono y, en este caso particular, en la geometria
del hexagono.

Otra opcién es dividir el hexagono
en dos trapecios isosceles y reorde-
narlos para formar un paralelogramo,
como en la figura 6. De esta manera
también se suscita la pregunta por si
esto es una propiedad peculiar del
hexagono y cual es la razon.

Figura 6. Diseccion de un hexagono regular para formar
un paralelogramo.

La competencia matematica

La OCDE establece, a la hora de explicar los con-
tenidos de la competencia matematica, ocho proce-
sos generales que es necesario ir adquiriendo en las
enseflanzas primaria y secundaria. Entre ellas: pensar
y razonar, argumentar, comunicar y modelar

(OCDE, 2004, 40).

Esta diversidad de procesos muestra una riqueza
de contenido y habilidades que va mas alla del
calculo rutinario y el procedimiento ciego o memo-
ristico a los que estamos acostumbrados en la ense-
flanza de las matematicas. Por eso también las tareas
a plantear en el aula deben ser igualmente ricas, va-
riadas y de diferente complejidad, destinadas a ad-



quirir este tipo de competencias. De hecho, la
OCDE establece grados en la adquisicién de estos
procesos:

1. Reproduccién y procedimientos rutinarios.

2. Conexiones e integracién para resolver proble-
mas estandat.

3. Razonamiento, argumentacion, intuicion y ge-
neralizacion para resolver problemas originales.

El segundo nivel de complejidad establece el caracter
constructivo del aprendizaje de las matematicas. Por
su parte, el tercer nivel establece el elemento de cre-
atividad en la formulacién y resolucion de proble-
mas, todo ello sustentado en el aprendizaje cons-
tructivo. Es necesario, por tanto, trascender el nivel
memoristico-rutinario (primer nivel) hacia lo cons-
tructivo-creativo.

Esto es lo que pretendemos hacer con la metodo-
logia propuesta. Combinar el tratamiento rutinario
de la Geometria con el manejo de procesos abier-
tos e integrados entre ellos que permitan, por una
parte, afianzar y comprender los procesos rutina-
rios y, por otra, potenciar la creatividad del alum-
nado y el papel protagonista en su propio apren-

dizaje. Elaborando sus propias solucio-
nes, el estudiante conseguira, ademas,
sentirse motivado hacia el estudio de las
Matematicas, motivacion que le viene de
si y, por tanto, es mas fecundo que cual-
quier elemento motivador externo que
el docente pueda introducir.
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