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Matemdticas
y seleccion social

ECIENTEMENTE, una institucion publica celebré las pruebas de
seleccion correspondientes a una plaza que se habia convocado
para el servicio de limpieza. La primera parte, eliminatoria,
consistia en una prueba de «cultura general, en la que junto a
preguntas de diversa indole aparecia una de matemdticas:
ballay, sin calculadora naturalmente, la raiz cuadrada de un
numero de varias cifras. Nunca dejarda de sorprendernos que
quienes diseriaron esas pruebas estuvieran convencidos de que
saber aplicar con correccion el algoritmo de la raiz cuadrada es
una cuestion de «cultura general> y de que, ademads, ello sirve
para limpiar unas determinadas instalaciones con mayor
eficacia.

Tampoco es raro encontrarse con alumnos universitarios, de
carveras que en su primer ario tienen una asignatura de
matemdticas generales o de estadistica, que estan cursando
tercero o cuarto curso y tienen aprobadas todas las materias
propias de esos estudios excepto esa asignatura que el curriculo
de dichas carreras ve como instrumental.

3

Los anteriores son dos ejemplos extremos (quizd anecdoticos),
del papel que las matemdticas juegan como agente de seleccion
social en muy diversos ambitos.

No vamos a negar aqui la importancia que nuestra ciencia tiene
en la sociedad actual, ni que una formacion matemdtica
adecuada ayuda en gran medida a desenvolverse en la vida
personal y profesional del ciudadano de nuestra época. De
hecho, existe cierta unanimidad en considerar que entre los
fines de la matemdtica esta su cardcter instrumental, tanto para
el estudio de muchas otras materias, como para la vida
cotidiana.




Pero esto no es obice para poner de manifiesto el abuso que se hace,
en bastantes ocasiones, de la utilizacion de los conocimientos de
matemdticas para llevar a cabo una seleccion —unas veces en el
mundo del trabajo, otras en el académico~, que no se corresponde con
los conocimientos ) destrezas que, con posterioridad, van a ser
necesarios para desarrollar ese trabajo o para comprender esa otra
materia de la que, presumiblemente, las matemdticas eran un
instrumento imprescindible.

En este contexto, el profesor de matemdticas no sélo tiene dificil
plantearse la ensenianza de su materia desde consideraciones
diddcticas, sino que ademds se ve impelido a actuar a la defensiva, es
decir, a preparar a sus alumnos para tratar de sobrevivir en ese
proceso de seleccion social, del que quizd de manera artificial, forman
parte las matemdticas.

Creemos que, por el propio bien de la enseiianza de nuestra materia,
los profesionales debemos reflexionar sobre el papel que jugamos
dentro de este proceso y sobre las posibilidades que tenemos de
contribuir a su modificacion.

Por acuerdo de la Junta de Gobierno de la Federacion el niimero
anunciado de SUMA, dedicado a la memoria de Gonzalo Sdnchez
Vazquez, serd el del proximo mes de junio.

Asimismo, la Junta de Gobierno acordo actualizar las cuotas de
suscripcion de la revista, que no se habian modificado desde 1990.




Reflexion sobre los fines
de la Educacion Matemdética

La delimitacién de
finalidades es un dato
esencial para cualquier plan
de formacién; por ello, las
finalidades de un curriculo
de mateméticas lo
caracterizan en su extensién
y alcance, y constituyen
parte determinante en el
proceso de su planificacion.
El conocimiento de las
finalidades contempladas en
diversos proyectos
curriculares permitié en el
pasado sistematizar su
estudio y establecer
determinadas tipologias y
variables para caracterizar
las posibles finalidades de
un curriculo de mateméticas.
En la situacién actual es
posible establecer con mayor
precisién las dimensiones en
torno a las cuales se
articulan los diversos tipos de
finalidades contempladas a
lo largo de la historia del
curriculo de matemdticas. En
este frabajo se presenta una
revisién de anfecedentes
relativos al estudio de
finalidades y una discusion
sobre cuatro dimensiones
mediante las que organizar y
trabaijar las finalidades del
curriculo de matemdticas en
la educacién obligatoria.

OS trabajos tedricos sobre el curriculo de matematicas
realizados en los ultimos 30 afios se han enfocado hacia
la bisqueda de componentes o dimensiones mediante las
que estructurar el sistema curricular. Segin el nivel de
reflexién elegido han aparecido diferentes componentes
(Howson, 1979; Steiner, 1980; Howson, Keitel y Kilpatrick,
1981; Rico, 1990; Romberg, 1992). También la reflexion
tedrica ha considerado en profundidad la cuestién de los
fines de la educacion matemitica, que hemos encontrado
en muchos de los interrogantes y de las propuestas plan-
teados en los estudios y documentos curriculares:

¢Para qué ensefiar matematicas? ;qué matemdticas ensefiar
en una sociedad influida por la tecnologia? ;qué forma-
cién necesitan los profesores para ensefiar matematicas
actualmente? jcomo lograr un curriculo més flexible, con
variedad de opciones y que atienda a las diversas necesi-
dades de los escolares? ;como atender a la diversidad cul-
tural desde el curriculo de matematicas?

Estos son algunos de los interrogantes que pueden encon-
trarse, de una u otra forma, a lo largo de los documentos
sobre el curriculo de matemdticas elaborados reciente-
mente. Todos ellos sefialan en una misma direccién: el
debate sobre los fines de la educacién matemdtica, en
general, es una cuestion crucial para el curriculo de mate-
miticas en el sistema educativo, en ‘especial, para el
periodo de la educacién obligatoria. Las cuestiones que se
plantean no son triviales y afectan a un nivel de reflexién
general, en el que las dimensiones de reflexién sobre el
curriculo son culturales, politicas, educativas y sociales.

Dedicamos este trabajo a presentar el debate sobre los
fines de la educacidon matemadtica, que se ha intensificado
y precisado en fechas recientes; también presentamos una
elaboracién propia sobre este campo.




Los fines de la Educacion Matematica

La cuestion de los fines o metas de la educacién matema-
tica no es reciente; de hecho, con un matiz u otro, la
encontramos de manera permanente en la practica totali-
dad de documentos curriculares, convencionales o innova-
dores, conocidos. La contribucién de las matemadticas a los
fines generales de la educacion se ha considerado desde
siempre positiva y altamente beneficiosa, de ahi la preocu-
pacion constante de los especialistas por describir extensa-
mente tales fines, de manera que los curriculos de mate-
mdticas sean instrumentos adecuados para su consecucion.

Asi, Krulik (1975) propone las siguientes metas para la
educacién matematica, en las que sefiala las relaciones
con las metas generales de la educacion y las necesidades
de la sociedad:
Meta 1. Lograr, para cada individuo, la competencia mate-
madtica que le corresponde.

Meta 2. Preparar a cada individuo para la vida adulta, reco-
nociendo que algunos alumnos requieren mds instruccion
matemdtica que otros.
Meta 3. Fomentar el reconocimiento de la utilidad funda-
mental de la matemdtica en nuestra sociedad.
Meta 4. Desarrollar la babilidad para usar los modelos mate-
madticos con miras a la resolucién de problemas,
Sin embargo, no hay un acuerdo general sobre los conte-
nidos globales de estas metas. Howson y Kahane (1986)
consideran los siguientes cuatro aspectos mediante los
que las matemdticas contribuyen a los fines educativos
generales:

i) el desarrollo de la capacidad de razonar,
ii) su cardcter ejemplar de certeza,
ii1) el placer estético que causan,y

i) su funcion de instrumento auxiliar para otras disciplinas.

En estos dos ejemplos se proponen ideas diferentes. De
hecho, si incorporamos nuevos documentos, aparecen
nuevos y distintos enunciados sobre los fines de la edu-
cacién matematica. Las diferencias relativas a los fines
entre los curriculos pueden llegar a ser mayores que las
coincidencias. Para estudiar este tema vamos a revisar
algunos autores que han reflexionado sobre la pregunta
JPor qué enseriamos matemdticas?

La cuestién no es trivial, e interesa igualmente a los
padres, a los legisladores, a los administradores y a los
politicos que deben tomar decisiones sobre el destino de
los recursos dedicados a la educacion.

Caracterizaciones

Los documentos que reflexionan y estudian la planifica-
cién de la ensefianza-aprendizaje de las matematicas se
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plantean, ineludiblemente, distintos
tipos de metas o finalidades que se pre-
tenden conseguir. Los ejemplos que
podemos encontrar son mdltiples, y de
ellos hemos hecho una seleccion.

El National Committee on Mathema-
tical Requirements (USA), como parte
de un documento curricular, realizd,
en 1923 (Bidwell, 1970), unas consi-
deraciones sobre las metas de la edu-
cacibn matemdtica, que resumimos.
En el apartado de Principios Gene-
rales seflalé que una discusién sobre
educacién matemdtica y sobre las vias
y medios de enfatizar su validez debia
realizarse sobre una formulacién
comprensiva de las metas y propdsi-
tos de tal educacion. Las metas y pro-
positos de la ensefianza de las mate-
maticas pueden surgir de la naturale-
za de la materia, del papel que
desempefia en la vida practica, inte-
lectual y espiritual del mundo, y tam-
bién de los intereses y capacidades de
los estudiantes.

En el apartado dedicado a las metas de
la instruccién afirma que es usual dis-
tinguir tres clases de metas:

1. Précticas o utilitarias.
2. De entrenamiento o desarrollo.

3, Culturales.

Considera que las tres clases no son
mutuamente excluyentes. Las metas
pricticas o utilitarias, en sentido restrin-
gido, significan la utilidad directa o
inmediata de un hecho, método o pro-
ceso en matemdticas; a continuacidén
describe detalladamente la utilidad
préctica de algunos contenidos bisicos
generales.

Entre las metas de entrenamiento o
desarrollo incluye aquellas metas rela-
cionadas con el entrenamiento mental.
Estas metas implican la adquisicion de
ciertas -caracteristicas mas o menos
generales y la formacién de ciertos
habitos mentales, de los que se espera
que actien en campos mis O Menos
relacionados, es decir, que transfieran a
otras situaciones. Algunas de las metas
que enuncia son:
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{.:la. adquisicion, en. forma. precisa, de
aquellas ideas o conceptos que permiten
realizar la concepcion cuantitativa del
mundo;
1i. el desarrollo de la habilidad para pen-
sar claramente en términos de tales ideas
) conceptos;
tii. la adquisicion de bdbitos mentales y
actitudes que bagan efectivo el anterior
entrenamienio.
Las metas culturales son de caricter
intelectual, ético, estético o espiritual
que estan implicadas en el desarrollo
de la apreciacién y comprension, y en
la formacién de ideales de perfeccion;
son metas menos tangibles, pero no
menos reales.

El documento Mathematics from 5 to
16, del Department of Education and
Science britdnico (1985), propone las
siguientes metas generales para la edu-
cacién matemdtica en el periodo obli-
gatorio, cuya orientacion hay que des-
tacar en los procesos de ensefianza.

1. Las matemdticas son un. elemento
esencial de comunicacion.

2. Las matemdticas son una bervamien-
ta potente.

3. Hay que apreciar las relaciones
internas dentro de las matemdticas.

4. Las matemdticas deben resultar una
actividad fascinante. :

5. Hay que fomentar la imaginacion,
iniciativa y flexibilidad de la mente.

. Trabajar de modo sistemdtico.
.. Trabajar independientemente.

. Trabajar cooperativamente.

NoRE e EE RN @)

. Profundizar en el estudio de las
matemdticas.

10.: Conseguir la confianza del alumno
en sus bhabilidades matemdticas.

Las tres primeras metas hacen referen-
cia a algunas caracteristicas relevantes
de las matematicas; la cuarta a la valo-
racién personal de las matemdticas; las
metas quinta, sexta, séptima, octava y
novena hacen referencia al modo de
trabajo y la adquisicién de métodos y la
décima resume la necesidad de utilizar
los conocimientos adquiridos.

En el Diseno Curricular Base, del Mi-
nisterio Espafiol de Educacién y Ciencia

Los beneficios
de la educacion
deben extenderse

a todos los estratos
de la sociedad,
sin atender

a diferencias

economicas

o sociales;
todos los ninos
) jovenes tienen
derecho

a alcanzar
las posibilidades
que les permitan

sus propias

capacidades

individuales. . .

(1989, encontramos las finalidades enunciadas en térmi-
nos muy generales, no mediante propuestas concretas; asi
lo vemos en las siguientes consideraciones:

La finalidad formativa del aprendizaje de las matemidticas ba
sido el argumento tradicionalmente utilizado para Justificar
su inclusion en el curriculo de la Educacion Obligatoria.
Aunque en la actualidad el peso de este argumento ba dismi-
nuido considerablemente, sigue pareciendo razonable siupo-
ner que determinadas formas de actividad matemditica favo-
recen el desarrollo y la adquisicion de capacidades cognitivas
muy generales. [...] Junto a la finalidad formativa, las mate-
mdticas escolares tienen una clara finalidad utilitaria o prag-
madtica. El contenido matemdtico es una berramienta auxiliar
indispensable para otras dreas; las opciones de formacion
_para los alumnos en la Educacion Post-Obligatoria requieren
un conocimiento matemdtico; también son un referente claro
las necesidades matemdticas en la vida adulta; la aparicion y
el uso de nuevos medios tecnologicos incide en la finalidad
utilitaria de las matemdticas. Los aspectos formativo y utilita-
rio de las matemdticas escolares no son en absoluto antagoni-
cos sino complementarios (p. 484).
Aunque los documentos resefiados contemplan metas
generales de la Educacion Matematica, no todos hacen el
mismo tipo de consideraciones y se observan diferencias
apreciables entre las caracterizaciones realizadas por cada
uno de ellos.

En ocasiones, aprovechando la realizacién de un encuen-
tro internacional o la puesta en marcha de un nuevo
curriculo, se ha producido un debate sistematico que ha
tratado de organizar las ideas en torno a las metas de la
educacién matemdtica; pasamos a resumir dos de estos
estudios.

Debate sobre los fines de la Educacion
Matematica

Ubiratan D’Ambrosio en el trabajo Metas y objetivos gene-
rales de la Educacion Matemdtica (Steiner y Christiansen,
1979), resume el trabajo realizado en ICME III de
Karlsruhe en relaciéon con las finalidades de la Educacién
Matemitica,

Comienza planteando que la cuestién ¢por qué se ense-
flan matemdticas? hay que situarla en el contexto de un
marco educativo variable, que se ha modificado profun-
damente por la realizacién del ideal de una educacién
masiva. Los beneficios de la educacién deben extenderse
a todos los estratos de la sociedad, sin atender a diferen-
cias econdmicas o sociales; todos los nifios y jovenes tie-
nen derecho a alcanzar las posibilidades que les permitan
sus propias capacidades individuales; en este sentido hay
una obligacién social de reducir a cero las diferencias
debidas a la educacién. Las distintas filosofias generales



sobre educacién, al dar prioridad a la bisqueda de valo-
res, o a la adquisicién de nuevos conocimientos, o al sos-
tenimiento de una estructura social determinada, dan
expresion a algunas de las tensiones que genera el feno-
meno educativo y ponen de manifiesto la dificultad para
dar satisfaccion al progresivo desarrollo y afianzamiento
de los valores democriticos.

Cuando se tiene en cuenta que el trabajo del profesor
debe ser educar y no sélo instruir, destacando el interés
que presenta el desarrollo de capacidades de caricter
general, hay que admitir que la educacidon matemdtica no
es el Gnico medio para conseguir estos comportamientos,
incluso que es probable que no sea el mejor camino posi-
ble; esto plantea una respuesta negativa a la cuestién ini-
cial: no es necesario ensefiar matematicas, al menos no en
la forma en que actualmente se realiza.

Cuando hablamos de la educaciéon matemitica y sobre las
funciones sociales a las que debe atender hay que consi-
derar, prioritariamente, a qué clase de sociedad nos refe-
rimos. Pensando en la sociedad del futuro, con toda la
carga utépica que incluyen los ideales de justicia, libertad,
dignidad de vida, igualdad de oportunidades, etc., enton-
ces es posible discutir sobre cémo orientar la educacién
para alcanzar ese futuro. Sobre esta base, D’Ambrosio
pasa a presentar los dos puntos de vista mas destacables.

Primero: el punto de vista utilitario, cuyas ideas principales
resumimos. Hay una necesidad creciente de preparar mate-
méticos, en todos los niveles, para la aplicacién y el uso de
la tecnologia. Los mismos matemdticos vienen observando
con preocupacién la distancia entre lo que se ensefia e
investiga en matemadticas y lo que se aplica. La sociedad
espera, aunque sea a largo plazo, algin beneficio o recom-
pensa de las matemdticas; espera que los matematicos sean
profesionales competentes, capaces de justificar por qué
estan siendo pagados para hacer matemiticas.

La educacion matemitica refleja también la posicién que
las matemdticas y los profesionales de la misma tienen en
la sociedad. Si se hace una educacién especulativa o con-
templativa, dedicada a una élite, y dejando la formacién
profesional para una estructura paralela, los fines educati-
vos de las matemiticas quedan dirigidos a la formacién
individual. En cambio, con una formacién masiva y la
inclusién de la formacién profesional en el Sistema
Educativo, la sociedad puede esperar mucho mis. En la
mayor parte de los enunciados de las metas de la educa-
cidbn matemdtica se nota un énfasis fuerte hacia el com-
portamiento social y hacia el mundo exterior.

Segundo: punto de vista especulativo. Un segundo tipo de
educacion matemitica, desplazado después de la revolu-
cién industrial, y que atin no se ha reincorporado al con-
texto de la educacién cientifica, es el esfuerzo por desa-
rrollar la educacién como libre y creadora, como adquisi-
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matemdtica
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cién del arte de utilizar el conocimien-
to. La meta para esta forma creativa y
mas estructurada de la educacion mate-
mdtica consiste en colocar meramente
la matemdtica en su posicién de len-
guaje conveniente y Gtil para simular el
mundo real. El objetivo es crear nuevas
matemadticas, nuevas teorias y ayudar a
la solucién de nuevos problemas, que
tan s6lo ahora estdn siendo identificados
y treconocidos. Objetivo bisico de la
educacién matemitica no es el perpe-
tuar conocimientos, 0 avanzar un poco
sobre el existente, sino fomentar la crea-
cién de nuevos conocimientos. La ense-
flanza no es la meta esencial de esta
forma creativa o contemplativa de la
educacién matemdtica; lo que es funda-
mental es lograr una posicién favorable
a la creacién de nuevo conocimiento.

Tarea principal de la educacién mate-
mdtica consiste en proponer estrategias
que permitan el desarrollo simultdneo
de estos dos objetivos, el primero basa-
do en el concepto de matemiatica como
cuerpo utilitario de técnicas y habilida-
des, pensado y disefiado para satisfacer
necesidades sociales, y el segundo que
considera las matemiticas como com-
ponentes de un gran cuerpo de mode-
los del pensamiento y del lenguaje para
simular los fenémenos anteriores.

En estas ideas resume D’Ambrosio su
reflexion relativa a los fines de la edu-
cacion matemdtica, sobre los que consi-
dera que hay que contemplar una
variable mis: los cambios producidos
por el aumento espectacular en el
nimero de alumnos. Los cambios de
magnitud en el namero de alumnos han
producido un cambio igualmente impre-
sionante en el nimero de profesores, lo
que ha dado lugar al nacimiento de una
nueva comunidad. Esta situacion genera
nuevas estructuras que plantean nuevas
necesidades y favorecen la creacién de
nuevos conocimientos.

La reflexion de Romberg

Un estudio diferente y mas actual sobre
las funciones de la educacién matema-
tica es el realizado por Romberg (1991).



Este trabajo se propone explicitamente
sistematizar las respuestas a la cuestién
JPor qué se debe enseriar matemdticas?,
y se analizan las dificultades que surgen
en cada caso.

‘Considera Romberg que hay dos gran-

des categorias de respuestas o justifica-
ciones a la cuestién planteada:

a) Justificaciones funcionales.

b) Otras justificaciones, entre las que
se incluyen el desarrollo de las
capacidades personales.

Ademis de las categorias mencionadas,
considera los problemas relativos a la
justificacion. Pasamos a presentar las
ideas mas destacables, a nuestro juicio,
en cada una de las categorias mencio-
nadas.

Justificaciones funcionales

Tanto para los alumnos como para la
sociedad las matemdticas satisfacen una
necesidad funcional de largo alcance.
Las escuelas deben preparar a los alum-
nos para ser ciudadanos productivos; la
formacion especializada de las matema-
ticas es un requisito previo esencial
para el estudio de una amplia variedad
de disciplinas. La cuestién que se plan-
tea de inmediato es: jcudntas matemati-
cas son suficientes para todos?

El NCTM plantea que Jos empleados

deben estar preparados para compren-
der las complejidades y tecnologias de
la comunicacién, para plantear cuestio-
nes, asimilar informacién desconocida
y trabajar cooperativamente en equipor;
todo esto implica que todos los alum-
nos en edad escolar deben tener la
oportunidad de estudiar mas matemati-
cas, algo distintas de las que se estu-
dian en el curriculo actual.

Por el contrario, otros educadores
creen que, al no ser necesario un con-
trol y dominio de los procedimientos
algoritmicos que pueden ejecutar las
maquinas, la mayor parte de los nifios
no necesitarin estudiar demasiadas
matematicas.

Surgen asi, tres cuestiones cruciales:

Considera
Romberg que bay
dos grandes
categorias
de respuestas
o justificaciones
a la cuestion
planteadas:
Justificaciones
Juncionales
y otrvas
Justificaciones,
entre las que
se incluyen
el desarrollo
de las
capacidades
Dpersonales

1 ¢Qué ideas matematicas serdn tiles para los ciudada-
nos en el futuro?; hay quien piensa que las matematicas
serdn mds importantes y otros que serin menos impor-
tantes.

ii? La segunda se refiere a las creencias sobre diferencias
y talentos individuales; los que apoyan mas cantidad de
matemadticas minimizan estas diferencias, mientras que los
partidarios del menos consideran que el rendimiento de
un alumno debe compararse con el de los demis,
Argumento importante en este segundo planteamiento es
la idea del curriculo diferenciado, que se considera mas
eficiente; la diferenciacion debe basarse en la capacidad,
el interés y las necesidades sociales; el riesgo que se corre
con la diferenciacién es el de promocionar una élite inte-
lectual que controle el desarrollo econémico y cientifico, lo
cual @mo es compatible ni con los valores de un sistema
democritico justo ni con sus necesidades econdmicasn,

iii) La tercera y mds importante cuestién son las razones
propuestas por quienes estin interesados en la historia de
la reforma educativa; las peticiones de reforma para que
todos los alumnos aprendan mas matematicas y algo dis-
tintas, no son nuevas; los resultados de iniciativas refor-
mistas pueden llevar facilmente a problemas y contradic-
ciones; con todo este planteamiento se ha llegado a cues-
tionar la funcién social especifica de las matematicas esco-
lares y a sefalar sus diferencias con la disciplina cientifi-
ca de las matemadticas.

En una revisién de posiciones, sefiala que Keitel (1987) insis-
te en distinguir entre las actividades educativas que fomen-
tan el uso de las matemiticas o el desarrollo de conceptos y
procedimientos matematicos y la prictica de las matemiti-
cas. Damerow y Westbury (1985) emplean tres niveles de
andlisis para delimitar las matematicas para todos:

a) La distribucion del conocimiento: el conocimiento
matematico no es una prerrogativa de ciertas comu-
nidades culturales; al contrario, las matemiticas son
potencialmente adecuadas para todas las personas.

b)  El sistema escolar y su integracion en la sociedad: el
éxito no procede de los logros de unos pocos sino de
los que obtenga la mayoria; el indice de rendimiento
es la producciéon global del sistema escolar, no solo
de los mas aptos.

o Interaccion en la clase: hay un problema de oportu-
nidades de aprendizaje y de relacién con la dindmica
del proceso de aprendizaje; hay que analizar y poner
en cuestion los supuestos, los modelos y la prictica
de clasificar y separar a los alumnos.

Otras justificaciones

Entre ellas encontramos usualmente la idea de que se
debe ensefiar matemiticas porque se supone que pro-



mueven el desarrollo de destrezas de pensamiento de alto
nivel. La utilidad del esfuerzo y la confianza en el propio
trabajo que proporciona la prictica de ejercicios, es otro
tipo de justificacién usual.

También se argumenta con frecuencia que las matemati-
cas tienen una belleza propia, que produce satisfaccién a
quienes la perciben y sobre cuya valoracién es conve-
niente educar a los jovenes. Como quinto tipo de argu-
mentacion encontramos la necesidad de formar y promo-
cionar matemdaticos profesionales; se trata de una justifi-
cacién muy arraigada en muchos profesores.

Finalmente, hay quienes estiman que es ttil ensefiar mate-
midticas por su contribucién a nuestra cultura democratica
occidental; importante también porque forman parte de
las dimensiones de la personalidad humana.

Problemas

Queda claro para Romberg que las matematicas se consi-
deran una materia escolar importante; todas las razones y
argumentos expuestos con anterioridad explican, conjun-
tamente, el fuerte respaldo que recibe esta materia. Sin
embargo, no esti igualmente clara la correspondencia
entre los fundamentos contemplados y las implicaciones
curriculares que se pretenden derivar de los mismos.

En primer lugar, es probable que los diferentes funda-
mentos impliquen un mayor protagonismo para determi-
nadas partes de las matematicas; en segundo lugar, tam-
bién ocurre que un mismo fundamento se puede emplear
para justificar orientaciones diferentes; en tercer lugar, aun
cuando haya acuerdo en las metas, hay disparidades acu-
sadas entre las metas y la realidad; finalmente, no estd atn
bien desarrollada la justificacién de las matematicas como
parte de la cultura.

. En resumen, son pocos los especialistas que han justificado
adecuadamente la inclusion de las matemdticas en el curri-
culo escolar. Con frecuencia, las justificaciones especificas son
superficiales, descubren.las disparidades entre los fundamen-
tos y las prdcticas y no reflejan las relaciones entre los proce-
dimientos matemdticos formales y sus raices socioculturales
(p. 349).

Se abre aqui un nuevo campo de cuestiones cuyo plantea-

miento, estudio y resolucién interesa destacadamente a la

Educacion Matematica. Por un lado, la coherencia y ajus-

te entre las finalidades pretendidas con la ensefianza y

aprendizaje de las matemadticas por medio del Sistema

Educativo y su realizacién mediante el disefio, desarrollo

y puesta en prictica del curriculo de las matemdticas

escolares, conlleva todo un esfuerzo de racionalidad, de

delimitacién de contradicciones, de propuestas de ajuste

y ensayo de nuevas soluciones, que permitan cubrir con

el minimo de contradicciones las metas pretendidas. El pro-

blema no se plantea en términos de disefiar un curriculo

...hay quienes
estiman que
es titil enseriar
matemdticas por
su contribucion
a nuestra cultura
democrdtica
occidental. ..

Niss (1995)
reconoce dos tipos
de argumentos
principales
en los estudios
sobre fines
de la educacion
matemdatica:
argumentos
utilitarios
Y argumentos de
Jormacion general

exento de contradicciones en su enun-
ciado y en su organizacién. El proble-
ma consiste en planificar y llevar a
cabo, coordinadamente, la superacién
de estas contradicciones. No basta, y
eso lo sabemos bien, con una lista de
hermosos enunciados sobre los valores
y utilidad de la matematica que no
venga acompafiada de una planifica-
cién adecuada que indique qué hacer,
cémo hacerlo, cuindo realizarlo y el
modo de control y ajuste o modifica-
cién de las actuaciones.
No es sorprendente que exista una dispa-
ridad entre los fundamenios aducidos y
las prdcticas reales. Estas disparidades
son inevitables cuando las declaraciones
de intenciones no son a menudo mds que
Dbura retérica ni se explicitan ni conside-
ran los supuestos pedagogicos que deben
relacionar los fundamentos con las préc-
ticas (p. 348).

Todo ello plantea problemas fundados en
un nuevo campo de estudio, trabajo e
investigacion que se viene denominando
teorfa curricular o disefio, desarrollo y eva-
luacién del curriculo de matematicas.

En un trabajo mis reciente Niss (1995)
reconoce dos tipos de argumentos prin-
cipales en los estudios sobre fines de la
educacién matemadtica: argumentos uti-
litarios y argumentos de formacién
general. Entre los argumentos utilitarios
recoge los mis destacados: los que cen-
tran el interés de las Matemiticas
Escolares en la formacién que propor-
cionan para desenvolverse en la vida,
los que centran dicho interés en las
necesidades ocupacionales y los que
consideran mis importante su funcién
como requisito previo para el estudio de
otras ciencias. Los argumentos basados
en la formacién general de los alumnos
abarcan los que se refieren al desarrollo
de las capacidades formativas, a la pro-
mocion de la personalidad y las actitu-
des y, finalmente, los que consideran el
valor estético y el cardcter ladico y re-
creativo de las matematicas.

Ambas categorias de argumentos se
pueden relacionar con dos propésitos
generales diferentes: servir a la socie-
dad o servir al individuo; al cruzar estas




dos dimensiones Niss establece una
matriz de dos por dos, en la que es
posible ubicar la mayoria de las refle-
xiones sobre finalidades de la educa-
cién matemadtica.

Dimensiones que caracte-
rizan los fines de la educa-
cién matematica

Aunque empiezan a delimitarse con
precisién algunos tipos de finalidades
para la educacién matematica, no pare-
ce haber aln consenso en las respues-
tas que hay que dar a la pregunta: sPor
qué enseriamos matemdticas?

Esta cuestion establece la clave de mul-
titud de problemas que afectan a la
tarea que vienen realizando miles de
personas a lo largo del mundo y que
organizan y dirigen la formacién y edu-
cacién que se transmite a millones de
nifios y jovenes. Encontrar respuestas
sencillas y directas no es una tarea facil
ya que, por otra parte, los planteamien-
tos posibles pueden llegar a ser muy
diferentes e incluso contrapuestos. La
cuestion inicial ha sido abordada desde
perspectivas muy diversas, empleando
una metodologia sistematica, buscando
alguna taxonomia Util para clasificar y
trabajar sobre las metas; también se ha
trabajado considerando el tema de
modo global, siguiendo planteamientos
sociolégicos que contemplan la educa-
ciébn matematica como un proceso en
desarrollo, dentro del sistema educativo
general.

Nosotros hemos realizado nuestra pro-
pia reflexién y hemos hecho una ela-
boracion tedrica para organizar la varie-
dad de dimensiones que caracterizan
los fines de la educacién matemdtica.
Nuestro planteamiento comienza por
identificar cuatro categorias amplias de
finalidades: culturales, sociales, formati-
vas o educativas, y politicas. En base a
este sistema de cuatro categorias o
dimensiones estructuraremos nuestra
posicidén respecto a los fines de la edu-
cacién matematica.

Nuestro
Pplanteamiento
comienza
por identificar
cuatro categorias
amplias
de finalidades:
culturales,
sociales,
Sformativas
o educativas,
y politicas

Cultura y fines de la educacién mate-
maética

En un trabajo ya mencionado, Howson y Kahane (1986)
consideran dos aspectos negativos en los fines asignados
a las matemadticas. Por un lado, el dominio en el conoci-
miento de las matemdticas se ha empleado como un cri-
terio para promocionar a los alumnos y para seleccionar
el acceso a muchas profesiones, en especial las de cardc-
ter cientifico y técnico. Por otra parte, su origen europeo
u occidental hace que bastantes de los componentes cul-
turales que integran este curriculo sean extrafios a buena
parte de las sociedades no europeas en las que se ha
implantado. Esta situacién ha llevado a planteamientos
fuertemente criticos que han hecho surgir dudas sobre la
conveniencia de mantener el curriculo cldsico o proceder
a revisarlo y llegar a su supresion, o a nuevos curriculos
fundamentados sobre bases culturales propias.

La incompatibilidad entre los valores de la ensefianza de la
matemdtica y los de la cultura materna no constituye una
mera posibilidad tedrica sino mds bien una realidad bistori-
ca. Las décadas pdsozdas han sido testigo de la conversion de
los.llamados paises en vias de desarrollo en estados indepen-
dientes. Partiendo en clara desventaja, consecuencia de un
bajo nivel de desariollo socioeconomico, estos paises ban bus-
cado acelerar su desarrollo a través de la educacion, de la
ciencia y de la tecniologia. Con mucha frecuencia, estos paises
se volvian a mirar bacia las antiguas potericias, con las que se
ballaban vinculados por lazos de intercambios culturales y
educativos, buscando en ellos modelos y fuentes de ciencia y
de tecnologia. Ya ﬁtém acertadamente o no, las imatemdticas
se percibian, en primer lugar, como la berramienta funda-
mental de la kcz’enckia Y de la tecnologia v, en segundo lugar,
como und disciplina de revelacion divina, universal e inde-
pendiente respecto de culturas determinadas. Como resultado,
comenzo un importante movimiento en prodela adopcion /o
adaptacicn de las matemdtz’ca&, asi como se empezaron a
introducir estos curricilos con la ayuda de organizaciones
interndcionales y regionales. Al bacer esto, los paises en vias
de desarrollo no estaban importando tecnologia independien-
te de culturas, sino mds bien una cultura occidental mds
generalizada, una: cultura  matemdtico-tecnologica 'y, en
muchas ocasiones, los valores de esta cultura entraban en
conflicto directo con los valores ideoldgicos y, en particular,
los religiosos de las culturas maternas (Jurdak, 1989).

La dimensién cultural es, pues, relevante a la hora de
establecer las finalidades de la educacidon matemadtica; los
problemas sefalados por Jurdak, y por muchos otros
autores, apuntan a un hecho importante. La ensefianza de
las matemdticas forma parte en la actualidad del sistema
educativo obligatorio de cualquier pais; estos sistemas
educativos transmiten, como ya hemos comentado, la
herencia cultural bdsica de cada sociedad y, por ello, las
disciplinas que forman parte del curriculo no pueden ser
ajenas o contrapuestas a los valores fundamentales de esa




cultura y esa sociedad. De ahi el gran interés de la apro-
ximacién cultural al curriculo de matematicas que autores
como Bishop vienen realizando; también la necesidad de
mantener la reflexién cultural en el niicleo del debate
sobre las finalidades de la educacién matemdtica.

En un orden de ideas distinto, Burton (1989) critica la
identificacién que se hace de un determinado estilo occi-
dental de interpretar las matemdticas con las matemdticas
en general. En la articulacién de su critica plantea dos
cuestiones iniciales:

(Hasta qué punio es sélida la consideracion de que las mate-
mdticas son objetivas, rigurosas y convergentes?/...]

2Qué relacion existe entre la consideracion de las matemdti-
cas como objetivas, rigurosas y convergentes y una pedagogia
basada en un modelo de aprendizaje transmisivo?

Después de analizar la prictica real de reflexién y cons-
truccion de las matematicas, denunciar la distancia de esta
prictica con la implementacion de los curticulos oficiales,
y constatar la carencia de aspectos creativos en ellos,
sefiala:

Parece pues que el concepto de las matemdticas transmitido a
través de los curriculos de la ensefianza oficial se halla mal
enfocado en dos aspecios, el de la propia disciplina y en el de
la pedagogia. Si cambiamos nuestro enfoque pedagogico, ;qué
efectos se producirdn en la asignatura y en los estudiantes?
Jcudles son las estrategias mds efectivas para lograr animar d
los profesores a que realicen estos cambios desde su. posicion
intelectual bacia una percepcion renovada de las matemdti-
cas, y. desde su posicion pedagogica bacia la renovacion de
sus prdcticas en el aula? [...] Tengo confianza en fque si se
vivieran las matemdticas como un drea de estudio, de investi-
gacion, de dudas, de intuiciones, abierta a la interprefacion y
a los retos, entonces habria una mayor identificacion con su
estilo e ideas por parie de alumnos de ambos sexos, de clases
diferentes y de razas diferentes. Por otrd ‘parte se ba podido
constatar un niiniero creciente de evidencias que sustentan la
idea de que un estilo competitivo durante el aprendizaje des-
truye en realidad a muchos estudiantes, quiénes cambian su
perspectiva de las matemdticas y su potencial para asimilarlas
cuando se les sitila en: un clima que los alienta al trabajo en
grupo, a que se escuchen y aprendan unos de otros, a. qie
exploren y respeten otras perspectivas. :
Todas las consideraciones sobre ensefianza de las mate-
maticas se basan, implicita o explicitamente, en un tipo
de finalidades que denominamos culturales. Burton pone
de manifiesto que las matemdticas que aparecen final-
mente en los libros de texto en forma axiomatizada, que
se presentan como paradigma de objetividad, rigor y con-
vergencia, no son mis que una opcién cultural, entre
otras igualmente legitimas, de interpretar el conocimiento
matematico. La consideracién de las matemdticas como
parte de la cultura, de cada cultura en concreto, sostiene
la fuerte dimensién cultural que encontramos en las fina-
lidades de la ensefianza de las matemiticas. Esta idea la
hemos resumido (Rico, 1995) asi:

@

Burton pone
de manifiesto que
las matematicas
que aparecen
finalmente en
los libros de texto
en forma
axiomatizada,
que se presentan
como paradigma
de objetividad,
rigor
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7o son mds que
una opcion
cultural, entre
otras igualmente
legitimas,
de interpretar
el conocimiento
matemarico

El conocimiento matemdtico 1o puede
considerarse aislado del medio cultural.
Las matemdticas dan expresion. a un
mecanismo claro de control para el
gobierno de la conducta ya que atienden
a planes, formulas, reglas, estrategias,
procedimientos e instrucciones; contribu-
yen a ajustar la conducta bumana a
pautas de racionalidad y a desarrollar
un pensamiento objetivo. También pre-
sentan una dimension social y piblica,
bunden sus raices en las formas bdsicas
de expresion bumana (p. 8).

La dimension cultural es, para nosotros,
una referencia obligada en el estudio y
determinacién de las finalidades de la
educacién matemdtica. El caricter his-
torico y contingente del conocimiento
matematico; su consideracién como un
cuerpo de pricticas y de realizaciones
conceptuales ligadas a un contexto
social e hist6rico concretos y no como
productos intangibles o verdades impe-
recederas, reafirman esta dimension
cultural que debe contemplarse cuida-
dosamente entre las finalidades de la
educacién matematica.

Dimension social de la edu-
cacion matemadtica

El conocimiento matemitico se confor-
ma socialmente, es piblico y tiene
lugar mediante relaciones de comunica-
cion entre las personas. La importancia
social del conocimiento matematico no
se reduce a la evidente utilidad y cardc-
ter prictico de las matemdticas, sino
que puede argumentarse mediante
razones mis completas (Rico, 1995):

Las matemdticas permiten comunicar,
interpretar, predecir y conjeturar; dotan
de objetividad a nuestra informacion y la
constituyen en conocimiento. fundado.
[...] La sociologia del conocimiento estd-
blece que, como en el resto de las discipli-
nas cientificas, las representaciones
matemdticas son construcciones sociales.
La conjetura de la construccion social
ubica el conocimiento, la cognicion y las
representaciones en los campos sociales
de su produccion, distribucion y utiliza-
cién. El conocimiento cientifico es consti-
tutivamente social debido a que la cien-




cia estd socialmente orientada y-los obje- ce multitud. de interacciones con 1a comu;
tivos de la ciencia estdn sostenidos social- que se ocupa de quie las nuevas generaciones.
mente- (Restivo). El conocimienm mate- recursos matemdticos utilizados socialmente y o
mdtico, como todas las forinas de coroci-
miento, representa las experiencias mate-
riales de personas - que . interactiian en
entornios particulares, culturas y periodos

Sicados (o vision del mundo) en que se encuennim
esto es, organiza un modo de préctica matemdtica. (

Son estos argumentos los que determinan la dimensién

bistéricos. Teniendo en cuenta esta social entre los fines de la educacién matemdatica;
dimension social, el sistema educativo -y, Abraham y Bibby (1988) resumen las implicacioneg
en particular; el sistema escolar— estable- sociales del curriculo de matemiticas del siguiente modo:

‘; Padres, profesores, ‘ b icul
‘ educadores, funcionarios Debate curricular

y humanistas

Preparadores
y gestores industriales

Educacién Matematica, incluyendo alumnos, profesores,
instituciones, curriculo, efc.

1 Evaluacion y niveles Profesores Investigadores
de certificacién | de matemdticas y matemdticos académicos
i
Difusién de no titulados : Empleo y ejercicio profesional
en matemdticas en la sociedad de los titulados en mateméticas
Gobierno y gestién: Institucion militar: Organizacién social: Sector industrial:
por ejemplo, servicios por ejemplo, por ejemplo, encues- procesos tecnolégicos, | |
estadisticos, ofi- soporte matemético tas, compaiiias de modelos de control,
ciales, etc. a modelos seguros, efc. etc.

» — — Produccién de estadisticas oficiales, encuestas de opinién,
Confr.or.\fom.on con e.sfod|shca's oﬁc;ales, encuestas informacién econémica, niveles de seguridad,
de opinion, mformac[c')n economica, requerimientos representaciones numéricas de impuestos, salarios
bésicos en numeracién, impuestos, etc..,.es decir: y estructura de cambio, es decir:
Impacto estructural de la actividad Los matematicos como productores
matematica °"9ﬁ'"'z?d° de conocimiento organizado que puede
sobre las experiencias convertirse en experiencia cotidiana de otros
El cuadro expresa diversas variantes matematicas bdsicas para su desempefio social; la
5 de los dos tipos de finalidades segunda finalidad estd en proporcionar cualifica-
sociales atribuidas al conocimiento cién profesional adecuada para atender a las
matematico. Una primera finalidad necesidades del mercado de trabajo y a los retos
consiste en proporcionar al ciu- organizativos y de gestién que tiene planteados
! dadano coman las herramientas la sociedad actual.




En muchas ocasiones vemos que parte de las finalidades
sociales de la educacidén matematica suelen cubrirse con
la etiqueta de finalidades de cardcter utilitario del cono-
cimiento matematico; es cierto que la vision estrictamen-
te utilitaria queda bajo esta dimension social, pero no la
agota.

En Rico (1995: 40-44), hemos considerado tres ambitos
diferentes para la dimensién social. Estos tres 4mbitos de
reflexién son:

D la practica profesional,
i) los contextos matematicos, y

ii) los hibitos y practicas usuales en el empleo de las
matematicas,

que ponen de manifiesto tres modos de considerar las
matematicas como herramienta intelectual determinada
socialmente,

El primer 4mbito queda caracterizado por diversas opcio-
nes en el cuadro anterior; en todos los casos se trata de
practicas profesionales distintas en las que los matemati-
cos, o especialistas cualificados que utilizan herramientas
matematicas, producen conocimiento organizado. En esta
determinacién social no estd excluida la caracterizacion
que se hace de la matemdtica como conocimiento objeti-
vo, preciso, abstracto, riguroso y univoco, pero se trata de
la practica social de las matematicas para un colectivo
concreto: el de los especialistas y académicos; considera-
mos que limitar esta actividad a s6lo sus aspectos forma-
les ha sido un punto de vista convencional muy restrictivo
y limitado, que ha empobrecido su anilisis al reducir sus
dimensiones sociales y ha proporcionado a la comunidad
cientifica y educativa una perspectiva deficiente y restricti-
va sobre las finalidades de la educacién matemdtica.

El segundo ambito se refiere a todas aquellas situaciones
del mundo laboral y social en las que el dominio de las
herramientas matematicas es necesario para su correcto
desempenio y desarrollo; en algunos casos se trata de
herramientas especificas, mientras que en otros son cono-
cimientos mds generales. En todos los casos hay que
hacer un uso de conocimientos matemiticos de cierto
nivel; la extensién de estos contextos en la sociedad suele
coincidir con su grado de modernizacién. Se trata del
campo que el informe Cockcroft denomina necesidades
matemdticas del mundo del trabajo.

El tercer ambito se refiere a las necesidades bdsicas de
cada ciudadano, al conocimiento matemdtico imprescin-
dible para desenvolverse en sociedad, para comunicarse
y recibir informacién general, para interpretar estas infor-
maciones y tomar decisiones correctas en base a su inter-
pretacion. El informe Cockcroft denomina este dmbito
necesidades matemdticas en la vida adulta, a las que
caracteriza del siguiente modo:

En muchas
ocasiones vemos
que parte
de las finalidades
sociales
de la educacion
matemdtica
suelen cubrirse
con la etiqueta
de finalidades de
cardcter utilitario
del conocimiento
matematico

Aungile somos conscientes de que algu-
nas personas no las logrardn todas,
incluiriamos entre las necesidades mate-
madticas de la vida adulia la capacidad
de leer nitmeros y contar, decir la hora,
pagar por la compra y. dar el cambio,
pesar y medir, comprender tablas hora-
rias sencillas y realizar cualquier cdlculo
necesario. relacionado con éstas. l..] Lo
mds importante de todo es la necesidad de
tener-la suficiente segum‘dad como para
bacer un uso efectivo de cualquier destre-
za y-conocimiento. matemdtico que se
posea, ya sea poco o micho (pp. 13- 14).

Finalidades formativas

En su sentido mas amplio, concebimos
la educacién como
mediante el cual un individuo en for-
macién es iniciado en la herencia cul-
tural que le corresponde» (Mead, 1985).

Al estudiar las ideas de Stenhouse (1984),
consideramos que por educacién se
entiende el modo en que cada genera-

«©€S€ Proceso

ciébn transmite a las siguientes sus pau-
tas culturales bdsicas; por tanto, cual-
quier plan educativo general debe
hacer referencia a un sistema de valo-
res, considerar la prictica social en la
que se incardina, basarse en unos fun-
damentos éticos y reflexionar sobre las
implicaciones politicas conexas.

Una visién educativa amplia lleva a
considerar el conocimiento matematico
como una actividad social, propia de
los intereses cognitivos, normativos y
afectivos de nifios y jovenes; el valor
principal de este conocimiento estd en
que organiza y da sentido a una serie
de pricticas ftiles; para el dominio de
las matematicas hay que dedicar esfuer-
zo individual y colectivo.

El educador se ocupa de iniciar a nifios
y adolescentes en la cultura de la
comunidad a la que pertenecen y de
transmitirles sus valores sociales; de
esta cultura también forma parte el
conocimiento matemdtico, que debe
transmitirse en toda su plenitud a cada
generacidn. La responsabilidad del edu-
cador matematico es grande puesto que
las matemadticas son una herramienta
intelectual potente, cuyo dominio pro-




porciona privilegios y ventajas intelec-
tuales. Mediante la educaciéon se debe
lograr que todos los ciudadanos desa-
rrollen unas habilidades basicas y ela-
boren una adecuada comprension para
el uso de estas herramientas; esto lleva
no solo una informacién e instruccion
sino, lo que es mis importante, un
desarrollo de capacidades amplias por
parte de los estudiantes.

Como tarea social, la educacién debe
ofrecer respuesta a la multiplicidad de
opciones e intereses que, permanente-
mente, surgen y se entrecruzan en el
mundo actual. Nuestra vision de la edu-
cacion estd basada en un planteamien-
to antropoldgico, que considera la cul-
tura como el espacio natural del desa-
rrollo humano y contempla el conoci-
miento, incluido el conocimiento mate-
mitico, como causa y efecto de una
construcciéon social. Ahora bien, los sis-
temas educativos, como instituciones
sociales, deben contemplar también la
adecuada satisfaccién de las necesida-
des individuales, en este caso, el desa-
rrollo integral de los nifios y jovenes en
edad escolar.

La ensefianza de las matematicas, en su
perspectiva educativa, ha evolucionado
desde una funcién meramente instructi-
va, en la que se inculcaba la memoriza-
cién de hechos y la ejercitacion de des-
trezas, a una funcién formativa mis
amplia, en la que el conocimiento
matematico no se considera aislado del
medio cultural ni de los intereses y la
afectividad del nifio y del joven, ensan-
chindose el campo del aprendizaje
hasta integrar el dominio de las estructu-
ras conceptuales, ricas en relaciones, con
procedimientos y estrategias que fomen-
tan la creatividad, intuicién y pensamien-
to divergente de los alumnos y marcan el
cultivo de valores y actitudes.

Al considerar las matemiticas como
elemento de la cultura de nuestra
sociedad, debemos dejar de concebir-
las como un objeto ya construido que
hay que dominar, y tenemos que
comenzar a considerarlas como una
forma de pensamiento abierto, con
margen para la creatividad, cuya ejer-
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citacion hay que desarrollar, respetando la autonomia y
ritmo de cada persona.

Desde una perspectiva educativa se ha considerado, tra-
dicionalmente, que determinadas formas de actividad
matemdtica favorecen el desarrollo y la adquisicion de
capacidades, principalmente cognitivas, muy generales;
de ahf el interés formativo de su ensefianza. La practica
totalidad de los curriculos de matemdticas valoran esta
ensefianza por el caricter formativo. Sin embargo, los
valores formativos asociados a las matematicas no se ago-
tan en los aspectos cognitivos ya que, como actividad
humana global, estin conectadas con normas y valores y
también estin vinculadas con el campo afectivo (Rico,
1990). Entre los valores formativos de las matematicas
destacamos:

i) la capacidad para desarrollar el pensamiento del alumno,
que permiten deteriminar bhechos, establecer relaciones, dedu-
cir consecuencias, y, en definitiva, potenciar el razonamiento
yla capacidad de accion simbdlica;

ii) la utilidad para promover la expresion, elaboracion’y apre-
ciacion de patrones:y regularidades, asi como su combinacion
para obtener eficacia o belleza; las matemdticas han de pro-
mover-el uso de esquemas, representaciones grdficas, y fomen-
tar el disefio de formas artisticasy la apreciacion y creacion
de belleza;

tit) la adecuacion para lograr qile cada alumno participe en
la constriccion de su conocimiento: las matematicas escolares
ban de ser asequibles, no pueden constituir un factor de dis-
criminacion; :

). la versatilidad para_estimular el trabajo cooperativo, el
gjercicio de la critica, la paﬁicipdcz‘o‘n 2y colaboracion, la dis-
cusion y defensa de las propias ideas, y para aswmir la toma
conjunta de decisiones; ' '

v) la potencialidad para desarrollar el trabajo cientifi-
co .y para la busqueda, identificacion y resolucion de
problémas;

vi) la rigueza de situaciones para movilizar este tipo de cono-
cimientos, de manera que se estimule la gratificacion por los
esfuerzos intelectuales y la satisfaccion con el trabajo bien
becho (pp. 122- 123). :

Las finalidades formativas y educativas del pensamien-
to matematico, que deben venir implementadas por el
sistema escolar, constituyen un entramado complejo y
diversificado. Como hemos visto en el anilisis de
Romberg, no es suficiente con enunciar estas finalida-
des para que se desarrollen de manera coordinada y
armoniosa; por el contrario, la experiencia hasta el
momento sefiala que algunas de estas metas resultan
contradictorias en la practica. Uno de los mayores retos
de las innovaciones curriculares consiste en hacer ofer-
tas viables que satisfagan un amplio rango de metas
formativas.




Dimensién politica

La difusién de valores democrdticos y de integracion
social, la realizacion y ejercicio de la critica y el esfuerzo
por la accién comunicativa son también elementos clave
a tener en cuenta en la planificacién y desarrollo de las
matematicas escolares.

El marco politico establecido por la Constitucién Espafiola
de 1978 y los valores educativos que en ella se propug-
nan establecen unas finalidades para todo el sistema edu-
cativo. Consecuencia de este marco han sido los desarro-
llos legislativos posteriores que establecen la extensién a
toda la poblacién de la ensefianza obligatoria hasta los 16
afios, lo cual debe suponer un factor de homogeneizacién
social y un aumento del nivel cultural.

Los problemas que se derivan del nuevo marco legal son
considerables ya que las prioridades educativas deben
dirigirse de manera especial a aquellos alumnos que no
alcancen unas competencias determinadas. Esto no pone
en tela de juicio la necesidad de contar con minorias alta-
mente cualificadas en investigacién punta, y que la orien-
tacién de esas minorias se comience a considerar desde el
sistema escolar, pero esas minorias no pueden estar divor-
ciadas del medio social que las sostiene y que les da su
raz6n profunda de existencia; pues no pueden contrapo-
nerse ambas formaciones y, menos atin, orientar el siste-
ma educativo para seleccionar a los integrantes de esas
minorias con abandono de los intereses generales.

Esta dimension politica general afecta a la totalidad del
sistema educativo y el curriculo de matemdticas debe ajus-
tarse en sus finalidades al nuevo marco. Pero hay otras
consideraciones que conviene realizar desde esta dimen-
sién. Para ello, siguiendo a Skovmose (1994), vamos rea-
lizar una consideracion critica del curriculo de matemati-
cas, en la que juega un papel importante la utilizacién tec-
noldgica del conocimiento matematico.

La vision critica de la educacién matematica destaca la
importancia de considerar diferentes perspectivas sobre el
conocimiento matemdtico. En primer lugar, el conoci-
miento matematico, abarca una serie de competencias for-
males. En segundo lugar, el conocimiento matemético es
también conocimiento tecnolégico, ya que se refiere a la
capacidad para aplicar unos determinados conceptos y
procedimientos a la resolucién prictica de problemas y,
de un modo mis sistemaitico, a la consecucién de metas
tecnoldgicas; este tipo de conocimiento constituye la con-
crecién mas potente de las aplicaciones del conocimiento
matemitico al correspondiente campo de fenémenos y
situaciones en las sociedades avanzadas. En tercer lugar,
debe ser parte del conocimiento reflexivo, es decir, de
aquel que tiene que ver con la evaluacién vy la discusion
general de lo que se identifica como propésito tecnologi-
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co y con las consecuencias éticas y
sociales de abordar dichos objetivos
con los instrumentos elegidos.

El planteamiento critico sostiene que el
conocimiento matematico estd conecta-
do con la vida social de los hombres,
que se utiliza para tomar determinadas
decisiones que afectan a la colectividad
y sirve como argumento de justifica-
ci6n; por lo tanto, debe ser analizado y
evaluado no sélo en sus fundamentos
sino también en sus aplicaciones.

En la dicotomia matematica pura/mate-
midtica aplicada, el proceso de modeli-
zacion se concibe como la via median-
te la cual las matemiticas realizan su
tarea organizadora y estructuradora. La
modelizacién es una actuacién técnica
que incorpora sistemas como herra-
mientas intelectuales en grandes parce-
las de la realidad social. Para elaborar
un modelo hay que identificar elemen-
tos de la realidad que puedan conside-
rarse como importantes; también hay
que decidir qué relaciones entre los
elementos resultan esenciales. De este
modo se construye un sistema que atin
no es parte de la realidad. El sistema es
inicialmente conceptual y estd creado
mediante ciertas interpretaciones de la
realidad, es decir, por medio de cierto
esquema tedrico para observar la reali-
dad, teniendo en cuenta ciertos intere-
ses para constituir conocimiento. Es
necesaria una cierta sistematizaciéon de
la realidad para proceder a la modeli-
zacibn matemitica. Los modelos mate-
maticos deben ser manejables simbdli-
ca y operativamente, para lo cual hay
que establecer los métodos para reali-
zar los cilculos necesarios.

El uso del modelo matemitico, el len-
guaje de los nimeros, los simbolos y
las operaciones, las figuras y las rela-
ciones abstractas, hace invisible el pro-
ceso de construccion del sistema y, por
esto mismo, se dificulta la identificacién
de la interpretacion especifica desarro-
Hada, asi como de las opciones morales
y politicas adoptadas. El pensamiento
reflexivo no pretende eliminar las inter-
pretaciones y supuestos sino identificar
la naturaleza de la comprensién que ha




precedido a la modelizacién. El pensa-
miento reflexivo se propone hacer
explicitas las condiciones previas al
proceso de modelizacién que permane-
cen ocultas cuando el lenguaje numéri-
co proporciona una cobertura de neu-
tralidad. La reflexién debe encauzar el
modo en que la modelizacién matema-
tica afecta al contexto completo de la
resolucién de problemas vista como
una empresa técnica y poner de mani-
fiesto que también hay opciones y deci-
siones valorativas, de orden moral y
ético, que estdn en el origen de la
modelizacién. El conocimiento reflexi-
vo tiene que identificar la potencialidad
estructuradora del sistema de las mate-
mdticas y, al hacer esto, tiene que pro-
porcionar bases para la critica y la
correccion del marco en que se susten-
tan las decisiones politica, asequibles a
todos los ciudadanos.

Siguiendo a Popper, un falsador es una
proposicién cuya verdad contradice la
verdad de una teoria en cuestién. Si
encontramos que un determinado falsa-
dor es cierto, debemos refutar la teorfa
o, al menos, considerarla seriamente
afectada. Si una teoria ha de tener
algln interés, el conjunto de sus falsa-
dores no puede ser vacio. Ha de ser
posible falsar una teoria cientifica; debe
estar abjerta a la critica. Reformulando
estas ideas en términos educativos,
consideramos que debe ser posible cri-
ticar las aplicaciones del sistema de las
matematicas desde un punto de vista
social. Esto significa que los escolares
deben recibir formacién para articular
una critica a cualquier aplicacioén tecno-
logica surgida de los conocimientos
matemdticos y de las actuaciones
correspondientes para esta aplicacion.
Pero esta es una de las carencias esen-
ciales de la mayor parte del trabajo con
las matematicas en el sistema escolar.
Las aplicaciones tecnologicas son trivia-
les y ficticias, el dominio fenomenol6-
gico es muy escaso y estereotipado. Los
escolares reciben un conocimiento téc-
nico cuya aplicacién se les oculta y, lo
que es mis grave, se les hurta cualquier
reflexién critica y moral sobre la aplica-
cién de tales conocimientos. Sin embar-
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8o, el resultado de un proceso de modelizacién tecnold-
gica conduce bésicamente a una accién que se basa en la
toma racional de una serie de decisiones y termina afec-
tando a la vida de las personas.

El curriculo de las matemdticas escolares de secundaria
por su simplicidad técnica actual, su papel en la forma-
cién obligatoria y su amplio campo de aplicaciones retine
las condiciones adecuadas para estudiar los efectos que
tienen Jos procesos de modelizacién sobre los principales
aspectos de la resolucioén de un problema tecnolégico; es
decir, los efectos de la identificacién y definicién de los
problemas, las razones para la eleccion de una determi-
nada estrategia de resolucién y su implementacién tecno-
légica. Al ciudadano comtin no le interesa tanto la per-
feccién técnica cuanto la efectividad del sistema de las
matematicas para resolver problemas précticos. El plantea-
miento critico, al abordar el campo de aplicaciones, permi-
te una evaluacién no sé6lo de las consecuencias técnicas
de las decisiones aportadas sino, lo que es mis importan-
te, una evaluacion ética que tenga en cuenta cémo afecta
al contexto cada una de las posibles soluciones alternati-
vas y como paliar los efectos negativos que se derivan.
Sélo un planteamiento reflexivo sistematico del conoci-
miento matematico ofrece la oportunidad real de abordar
las cuestiones de dominio de la estructura conceptual del
sistema, sus aplicaciones tecnoldgicas y el anilisis de las
normas y valores implicados.

Una escuela orientada hacia la consecucién de valores
democriticos junto con los formativos individuales debe
enfatizar el conocimiento reflexivo de todo el sistema de
las matemdticas y, esta orientacion critica debe estar pre-
sente en las finalidades generales del curriculo de las
matematicas escolares.

En definitiva, la asuncién explicita de valores éticos y
democriticos entre las finalidades de la educacién mate-
midtica se articulan en un eje o dimensién politica, en su
sentido mis noble.

Conclusién

Nuestro sistema legal reconoce unas finalidades educati-
vas bisicas, que se enumeran en la Ley de Ordenacién
General del Sistema Educativo en forma de derechos para
todos los ciudadanos en esta etapa de formacién:

1. El pleno desarrollo de la personalidad del alumno.
2. La formacion en el 1*éspeto de los derechos y libertades fun-
' damentales y en el ejercicio de la tolerancia y de la liber-
tad dentro de los principiqs democrdticos de convivencia.
. 3 La adquisicion de bébz’tos tntelectuales y técnicas de tra-
bajo, asi_como de conocimientos cientificos, técnicos,
bumanisticos, historicos y estéticos.




4. La capacitacion para el ejercicio de actividades: profesio-
nales.

5. La formacion en el respeto de la pluralidad lingiiistica y
cultural de Esparia.

6. La preparacion para participar activamente en la vida
social y cultural.

7. La formacion para la paz, la cooperacion y la solidaridad
entre los pueblos.

Las matemdticas no son ajenas a ninguna de estas finali-
dades y en el disefio y desarrollo del curriculo de mate-
miticas para secundaria deben tenerse en cuenta todas
ellas; ademds, las finalidades generales del sistema educa-
tivo deben concretarse en finalidades mds especificas,
propias de la educacion matematica.

Como hemos visto, la lista de finalidades que podemos
considerar para la educacién matemadtica puede ser exten-
sa y diversificada. Hemos ubicado estas finalidades en un
sistema de cuatro dimensiones que considera el conoci-
miento matematico como parte integrante de la cultura,
socialmente construido y determinado, en el que intervie-
nen las diversas necesidades formativas de las matemati-
cas y se consideran las connotaciones morales y politicas,
generales y especificas, conectadas con la formacion
matemdatica de los escolares. Pero sobre estas cuatro
dimensiones es posible enunciar programas de innova-
cién curricular con metas muy distintas.

De los documentos revisados obtenemos algunas conclu-
siones importantes:

Los enunciados de las metas o finalidades no deben cons-
tituir una lista muy extensa ni exhaustiva; lograr un equi-
librio entre la concision y la complejidad de la situacion
que se describe no es ficil pero debe intentarse.

Hay que evitar los enunciados retéricos o pretenciosos;
las metas deben ir acompafadas de criterios de valida-
cién, complementados por sus propios mecanismos de
verificacion y control.

Deben contemplarse las incompatibilidades o desencuen-
tros entre algunas metas que, de hecho, suponen alterna-
tivas distintas para el desarrollo curricular.

Aunque la rentabilidad y eficacia del curriculo es siempre
deseable, no hay que confundirlo y limitarlo con los
logros y rendimientos sobre destrezas de bajo nivel.

Si bien las consideraciones utilitarias v formativas admiten
una mejor concrecién y son mas facilmente evaluables, no
conviene abandonar la perspectiva global de las cuatro
dimensiones. No hay formacién ni utilidad ajenas a las
dimensiones politica, social, educativa y cultural.

En cualquier caso, y sean cuales sean la prioridades rea-
les que se establezcan, las finalidades del curriculo de
matematicas orientan decisivamente el plan de formacion
del que son parte; cuando no se trata de enunciados ret6-
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ricos, podemos afirmar que determinan
el curriculo esencialmente. Por ello
conviene establecer cuidadosamente
las finalidades, tomando medidas que
garanticen su viabilidad y efectividad,
evaluando las necesidades derivadas
y los recursos necesarios para la con-
secucidén de cada una de ellas, anali-
zando y tomando medidas para neu-
tralizar  posibles
Aunque al enunciar las finalidades de

interferencias.

un curriculo siempre hay un compo-
nente utdpico inevitable, conviene
establecerlas después de una refle-
xion amplia y detallada y marcando
los mecanismos de control pertinente
que garanticen su justa realizacién y
que eviten los efectos perversos de la
retérica, la demagogia social y el
autoengafio.
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La resolucion de problemas
en la construccion
de conocimiento. Un ejemplo

Luis Carlos Contreras Gonzdlez

José Carrillo Ydnez

Tras una introduccion, en la
que los autores expresan su
manera de entender la
resolucién de problemas,
este articulo frata de poner
de relieve el importante
papel que ésta desempefia
como dinamizadora de un
aprendizaje constructivista.
En concreto, se utiliza un
ejemplo para explicitar una
forma de construir
conocimiento significativo
relativo a Nomeros, a las
propias estrategias de
resolucion e incluso a
actitudes deseables para
cualquier persona.

En definitiva, este trabajo
intenta acercar al profesor
de secundaria reflexiones
extraidas en un proceso de
investigacién, alentando de
esta forma la dtil, a la vez
que necesaria, colaboracién
entre docentes
e investigadores.

AN pasado ciertamente los afios iniciales, dedicados a
mostrar Jas bondades de la puesta en prictica de una
metodologia en la que la resolucién de problemas ocu-
para un papel relevante; han pasado aquellos momentos
en los que habfa que argumentar también que la dedica-
cién a resolver problemas era una tarea obligada por el
crecimiento del propio conocimiento matemitico, de tal
manera que cada vez tiene mas sentido focalizar nuestra
atencion en los procedimientos matematicos y en los pro-
cesos de pensamiento para capacitar al estudiante de cara
a afrontar multitud de situaciones nuevas que se le pre-
sentardn a lo largo de su vida escolar y, lo que es mis
importante, a lo largo de su vida como ciudadano de un
mundo en continuo cambio.

Es notorio que hay un sentir comin, tanto entre los inves-
tigadores como entre los docentes, que otorga protago-
nismo a la resolucién de problemas, lo que no conduce
necesariamente a su puesta en practica (en el caso de los
docentes) de forma generalizada, debido a obstaculos que
trascienden el puro 4mbito de la capacitacidén profesional
y entran de lleno en el de la actitud del profesor y en el
de sus creencias o concepciones.

Durante estos Ultimos afios también se ha desarrollado
una cantidad ingente de estudios (tedricos, de sintesis y
empiricos, tanto de corte cualitativo como cuantitativo)
sobre las concepciones de los profesores hacia la mate-
mitica y su ensefianza (Thompson, 1992). Estos estudios
han servido, entre otros fines, para disefiar instrumentos
de catalogacién de concepciones cada vez mas finos y
precisos en andlisis cualitativos (Carrillo y Contreras, 1994
y 1995) y, de otro lado, para indagar sobre posibles rela-
ciones entre las concepciones sobre la matemdtica y las
concepciones sobre su ensefianza, particularizando en
ocasiones en algln tépico matemdtico (McGalliard, 1983;




Thompson, 1984; Kesler, 1985; Lerman, 1990; Ruthven y
Coe, 1994;...). La heterogeneidad de los resultados pone
en entredicho suposiciones simplistas en las que a una
concepcién determinada de la matematica se le asocia una
determinada concepcién de la ensefianza de la matemati-
ca. Es obvio que este tipo de relaciones no se da, aunque,
por otro lado, tampoco es cierto que suelan encontrarse
relaciones entre polos opuestos.! Es decir, en lo relativo a
las relaciones entre la concepcién de la matematica y la de
su ensefianza impera una anarquia controlada.

Asimismo, de entre todas las tendencias o formas de
entender la enseflanza de la matemdtica, para muchos
investigadores (entre los que se hallan los presentes) hay
una (la investigativa —Porlin, 1989, 1992-) que puede ser
considerada como la mis idoénea para propiciar un apren-
dizaje constructivista. Analogamente, entre los modelos
de concepcién de la matematica, estimamos, coincidien-
do con gran parte de los investigadores actuales, que la
concepcién  dindmica o de resolucion de problemas
(Brnest, 1989 y 1991) es la que se corresponde mejor con
el proceso de creacion del conocimiento matematico, no
sélo a lo largo de la historia sino incluso a nivel educativo.

Sin embargo, no es la concepcion dindmica la Gnica posi-
ble dentro de los modelos de concepcion de la matema-
tica, al igual que la tendencia investigativa no es la Gnica
forma de entender y llevar a la prictica la ensefianza. De
hecho, cada individuo posee su propia concepcién de la
matemitica y su enseflanza, que s asemeja en mayor o
menor grado a una o varias de las tendencias o concep-
ciones que nos sirven de patron, Pues bien, de la misma
forma la concepcién de la resolucion de problemas difie-
re segin el individuo. Por una parte, no hay unicidad en
cuanto a lo que los docentes entienden por resolucion de
problemas y, por otra parte, alin mds relevante, existen
obvias y naturales discrepancias en lo que se refiere a
c6mo concibe y pone en practica cada uno la resolucion
de problemas en el aula.

La resolucién de problemas posee varias caras o facetas
que, en ocasiones, son vistas como posicionamientos o
interpretaciones diferentes, cuando, en realidad, la verda-
dera potencia reside en su complementariedad. De esta
forma, Branca (1980) nos habla de la resolucién de pro-
blemas como una meta u objetivo (si no la meta del
aprendizaje matematicor, p. 3), un proceso (de aplicacion
de los conocimientos previamente adquiridos a situacio-
nes no familiares) o como una destreza basica. En efecto,
pensamos que la resolucion de problemas debe erigirse
como objeto de aprendizaje, fin en si misma, como con-
tenido procedimental aplicable en cualquier situacion
cotidiana; pero esta declaracién no ha de interpretarse
como un posicionamiento radical que descarta las otras
caras. Antes al contrario, esta declaraciéon encierra un
deseo de integrar las otras dos caras, de tal forma que, al

1.

...la resolucion
de problemcas
debe erigirse
como objeto

de aprendizaje,

fin en st misma,
como contenido
procedimental
aplicable
en cualquier
situacion
cotidiana. ..

Una descripcion exhaustiva de
las tendencias en la concep-
cién de la ensefianza de la
matemética y de los modelos
de concepcién de la matemati-
ca puede enconirarse en
Carrillo y Contreras (1995).
Por su parfe, en Carrillo y
Contreras {1994) se puede ver
una caracterizacién de dichas
tendencias y modelos a partir
de categorias e indicadores.

mismo tiempo, pensamos que la reso-
Jucién de problemas es un vehiculo
metodolégico ideal para poner en fun-
cionamiento y aplicar significativamente
los conocimientos previamente adquiri-
dos. Asimismo, la consideracién de la
resolucion de problemas como destreza
basica debe conducir a reformas curri-
culares que pueden incluso implicar la
sustitucién de arcaicas destrezas mecd-
nicas por la resolucion de problemas
como destreza procedimental.

En ocasiones, quien entiende la resolu-
cién de problemas como destreza basi-
ca, entiende que los estudiantes, en
general, deben adquirir destreza en el
enfrentamiento de problemas rutinarios
(ejercicios), dejando el abordaje de ver-
daderos problemas a los mas avanza-
dos. Por el contrario, la resoluciéon de
problemas, como tarea compleja que
es, ofrece una posibilidad para organi-
zar la diversidad de niveles existentes
en el aula, es un marco ideal para la
construccion de aprendizaje significati-
vo (parafraseando a Claxton —1984—,
diremos que éste es el fnico tipo de
aprendizaje que propicia el progreso
del hombre) y fomenta el gusto por la
matemdtica (incardinada en la realidad)
y el desarrollo de una actitud abierta y
critica, objetivos de gran valor educativo.
La resolucién de problemas no es un
afiadido de la clase de matematicas, ni
algo exclusivo de los dias anteriores a
las vacaciones, es el impulso, el motor
de la clase, lo que pone al estudiante
ante el reto de bacer matemdticas. Para
el constructivista, como dice Confrey
(1991), un problema es solo un proble-
ma en la medida en que es sentido pro-
blemitico por el resolutor, y afiade:

El conocimiento no es la acumatlacion de
informacion; esla construccion - de
estructuras. cognitivas capacitadoras,
generadoras y que verifiquen el éxito en
la resolucion ~de  problemas. Asi, la
resolucion de problemas se convierte en un
acto intelectual esencial—no un enriqueci-
miento, un pasatiempos ocasional (p. 118).

Ahora bien, resulta evidente que esta
forma de entender la resolucién de pro-
blemas, inmersa en una teoria construc-
tivista del aprendizaje, no es comparti-



da, al menos en la prictica, por la
mayoria de los docentes, en algunos
casos (los menos) por discrepancias
tebricas, pero generalmente porque el
docente no conoce caminos de aplica-
cidn o no se ve capacitado para llevar a
la préctica tal propuesta. En resumen, el
docente no sabe, en muchos casos,
extraer de un problema el partido sufi-
ciente para compensar la inversién de
tiempo que, supone la dedicaciéon a
resolverlo en clase. Por ello, el prop6si-
to de este articulo es poner de mani-
fiesto la riqueza que entrafa la resolu-
ciébn de problemas, a partic de los
comentarios sobre la resolucién del
siguiente problema, el cual podria ser
planteado a partir de los 14-15 afios.

En- un combate han participado
11.000 soldados. De los supervivien-
tes se sabe que €l 56'56% no fuma y
que el 56'7567% no bebe. ;Cudntos
murieron?

[Se expresa en negrita el periodo].

En primer lugar podiia asaltarnos el
impulso de decir que el contexto no es
el deseable, que, como todo, lleva su
curriculo oculto, y que podiia plantearse
una situaciéon andloga (en cuanto a la
estructura matemdtica intrinseca) recu-
rriendo a contextos mds formativos.
Ahora bien, también podriamos argu-
mentar que situaciones como ésta pue-
den servir de base de discusiones sobre
los valores sociales. En cualquier caso,
este enunciado cayd en nuestras manos
procedente de un curso de geodestas
militares, lo que explica claramente el
contexto.

[Serfa conveniente que el lector aborda-
ra el problema antes de continuar la
lectura para poder sacar mas partido de
las siguientes reflexiones.]

Este enunciado da pie a poner en juego
dos heuristicos importantes en la reso-
lucién de problemas, pertenecientes a
la fase de comprensién y planificacién,
respectivamente. El primero de ellos se
pregunta sobre los posibles datos impli-
citos que pueda haber en el enunciado,
que en este caso se traduce en que el
resultado ha de ser un nimero natural.

...el docente
1o sabe,
en muchos casos,
extraer
de un problema
el partido
suficiente
para compensar
la inversion
de tiempo
que supone
la dedicacion
a resolverlo
en clase. .

2. lasituacién general puede for-
mularse asi: Una determinada
proporcién de supervivientes
no fuman y ofra no beben.
3Cudntos murieron?

Llamemos: x a la cantidad de
supervivientes, y a la cantidad
de soldados participantes en
la batalla (x<y), a/b a la frac-
cién irreducible que expresa la
proporcién (parte de la uni-
dad; asb) de supervivientes
que no fuman, ¢/d a la frac-
cién irreducible que expresa la
proporcién (parte de la uni-
dad; c<d) de supervivientes
que no beben.

Es claro que la condicién
general es que mem (b,d} I x.

Tomando y=11000, es facil
dar ejemplos imposibles para
la situacién planteada:

Basta elegir mem(b,d)>11000;
por ejemplo, 12000. Como
12000=25-3-5%,  podemos
seleccionar b=25.3 (=96) y
d=5° (=125).

Asi, si, por ejemplo, tomamos
a/b=53/96yc/d=72/125,
no es posible encontrar mas
solucién que la trivial {n.° de
supervivientes = O). En reali-
dad, en concordancia con el
enunciado inicial, los datos
serfan  55'20834375% vy
57'6%.

La aparicion de este heuristico puede estar motivada por
el atil habito de indagar en busca de posibles datos (semi-Yocul-
tos o bien por la voluntad de resolver la situacién plante-
ada. En efecto, inicialmente es natural pensar que se trata
de un problema de légica o de pega y abandonar cuando
no se encuentra nada 16gico que conduzca a una solucion
rdpida o tras fallidos intentos de representar los datos
mediante diagramas de Venn-Euler. Pero, si decidimos
hacerle frente, nos veremos obligados a escudrifiar en
busca de datos que, aun siendo obvios, pueden desem-
pefiar un papel crucial en el proceso de resolucién (pre-
cisamente por su obviedad a veces no son considerados).
El otro heuristico se pregunta sobre las posibilidades exis-
tentes de simplificar la situacién o hacerla mas manejable,
que en este caso nos lleva a expresar los porcentajes
como fracciones y a ponernos ejemplos de mis facil
manejo que conduzcan a una correcta planificacion, sin la
marafia (inicialmente) provocada por unos nimeros con
los que se hace dificil operar. (El trabajo con 100 o 1000
soldados y un 50 y un 60%, por ejemplo, da luz para deci-
dir la estrategia a emplear.)

A tal respecto hay que comentar que algunos resolutores
simplifican burdamente el enunciado, de forma que susti-
tuyen los datos por otros parecidos sin intencién de abor-
dar finalmente la situacién planteada. Unos escogen
56°56%, mientras que otros se quedan simplemente con
56%, poniendo de relieve el obstidculo que supone traba-
jar con ntmeros con infinitas cifras decimales, aunque
sean periddicos. No obstante, tal situacién se puede apro-
vechar para dejar que se aborde el problema con ese
dato, con idea de proponer posteriormente otras modifi-
caciones, ahora con la solucién fijada, lo que provoca una
comprension profunda del papel que desempefia cada
dato del enunciado. Finalmente, puede analizarse las con-
diciones que han de cumplir los datos para que se garan-
tice, de manera general, la existencia de, al menos, una
solucién?, lo que nos lleva ineludiblemente a abordar la
estructura matematica del problema.

Por otra parte, puede aprovecharse un poco mis el hecho
de que la solucidn haya de ser natural para comentar que,
aunque esto sea una restriccién, es lo que le da sentido al
problema, pues, si no, cualquier nimero valdria.
Asimismo, la situacién plantea un ejemplo de utilidad y
relevancia de la relacidn existente entre fracciones, deci-
males y porcentajes. De hecho, el problema nos puede
servir de ejemplo para ilustrar un proceso de construcciéon
de conocimiento matematico.

Este problema, cuya solucién pasa por un procedimiento
de paso de decimal periédico puro o mixto a fraccion,
puede erguirse en potenciador de ese proceso. En efecto,
tras haber decidido que los datos expresados como frac-
ciones pueden ser mas Utiles, el resolutor puede encon-
trarse ante la dificultad de «o recordar un procedimien-



to que afios atrds fue simplemente memorizado. Se nos
brinda una oportunidad de hacer un paréntesis y dotar de
significado a una regla de conversién que, por desuso, ha
caido en el olvido.

El proceso reconstructivo puede comenzar con la pre-
gunta, ;qué otra expresion racional existe para 0,999...?

Esta cuestidn tiene una doble finalidad: de un lado, nos
situamos ante un decimal periédico que no es identifica-
do inicialmente con 1, su valor, hecho que evocari el pro-
ceso por su cardcter conflictivo; de otro, nos sirve como
primer ejemplo de transformacién de decimal periédico
puro a fraccién.

Normalmente, tras el desconcierto ante la pregunta inicial,
puede sugerirse averiguar la fraccién equivalente a
0,111...,y después la de 0,333... y, mediante las relaciones
entre ellas, conjeturar la de 0,999.... Después vendria el
proceso algebraico conocido: x=0,999...; 10x=9,999...

El propio enunciado del problema invita a seguir en este
paréntesis abierto para obtener la fraccién generatriz de
decimales periddicos mixtos (pues, de manera astuta, se
ha escrito 56,7567, que podria expresarse en realidad
como 56,756).

Una vez obtenidas las correspondientes fracciones, su lec-
tura o interpretacién como partes del todo (uno de los sig-
nificados de las fracciones) y no como un simple ntime-
ro, dard significado al porcentaje correspondiente, con lo
que hard mids comprensible la situacién planteada. Este
es, de hecho, el segundo gran escollo del problema; un
tanto por ciento no suele ser facilmente identificable por
el resolutor con una fraccién y, sin embargo, de expresar
que el 5600/99% de los supervivientes no fuman a decir
que (5600XN)/(99x100)=M, donde N representa el nime-
ro de supervivientes y M al total de no fumadores, hay un
razonamiento proporcional y una transformacién alge-
braica claves para el problema; la expresién simplificada
56N/99=M nos indica que N es 99 miltiplo.

Simultineamente, y con la otra expresién, se hace necesa-
tio que numerador y denominador no tengan divisores
comunes, o sea, que el med de ambos sea 1, o, en otras
palabras, que la fraccién sea irreducible, algo que en la
mayoria de las ocasiones sélo parece ser un capricho del
profesor. En este caso, si dejaramos la fraccién 567/999, no
podriamos afirmar que habria de haber grupos enteros de
999 para que la solucién fuera natural, pues a un grupo de
37, por ejemplo, le corresponderian 21 no bebedores.

Finalmente, queda salvar un Gltimo obsticulo, que es de
caricter puramente conceptual; se trata del hecho de
reconocer que todo multiplo de dos nimeros lo es de su
minimo comtn multiplo.

Este problema, ademis, trata de combatir la idea de que
los problemas matematicos sélo pueden tener una solu-

En definitiva,
con este andlisis
hemos pretendido
evidenciar
la bondad
de la resolucion
de problemas
bara propiciar
conocimiento
significativo
en Matemdticas,
refiriéndonos
tanto al
conocimiento
especifico como
al conocimiento
sobre resolucion
de problemas
en general.

cién correcta y da lugar a la considera-
cién de casos limite. Nos referimos al
hecho de considerar 0 como mcm
(momento para insistir en que 0 es mal-
tiplo de todos los ntimeros, mientras
que 1 es divisor de todos), lo que apor-
ta una solucién matemdtica del proble-
ma, aunque no demasiado légica por el
contexto. El hecho de que existan
varias soluciones (no tan frecuente, por
otra parte, como el hecho de existir
varios caminos para la resolucion), lejos
de ser una mera anécdota, adquiere
gran importancia cuando nuestra preo-
cupacién no se cifie al 4mbito concep-
tual: es coherente que, si pretendemos
fomentar una actitud abierta en nues-
tros alumnos, demos lugar a situacio-
nes, como este problema, en las que no
exista una tnica verdad.

En definitiva, con este anilisis hemos
pretendido evidenciar la bondad de la
resolucién de problemas para propiciar
conocimiento significativo en Matema-
ticas (a través de situaciones en las que
se desarrolla el empleo de estrategias),
refiriéndonos tanto al conocimiento
especifico como al conocimiento sobre
resolucién de problemas en general.
Del mismo modo, se ha pretendido
poner de manifiesto la posibilidad de
abordar conocimiento de tipo actitudi-
nal, como acabamos de referir.
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Julio Rey Pastor y la ensenanza
de las matematicas

Luis Espaiol Gonzdlez

Después de una breve nota
biogréfica, el arficulo se fija
en la «pasién por la
ciencia», uno de los rasgos
dominantes del carécter de
Rey Pastor, y en el reflejo
que este temperamento, tan
manifiesto en la actividad
investigadora, tuve también
en la obra educativa que
dejé plasmada en miltiples
libros de texto de todos los
niveles. Se describen algunas
de estas obras —aparecidas
entre 1915y 1935-
agrupadas en fres
apartados: dos de ellos
recogen los textos para el
primer curso universitario,
tanto los dirigidos a la
formacion de matematicos
cuanto los que adaptan
la matemdtica a las
necesidades utilitarias de los
ingenieros y de los fisicos y
quimicos; el tercero se ocupa
de los textos de mateméticas
para bachillerato
y niveles afines.

1 Este apartado es, aproximada-
mente, un resumen de la intro-
duccién que el autor realizd
para Rey Pastor (1993}, que es
una variada coleccién de dis-
cursos, arficulos en prensa y
revistas, prélogos, etc., selec-
cionados entre los escritos por
Rey Pastor en el periodo que
va de 1915 a 1956.

gradecimiento

Este articulo ba sido elaborado con motivo de la partici-
pacion del autor en una Sesién Especial del ICME-8 (8.°
Congreso Internacional de Educacién Matemdtica) cele-
brado en Sevilla del 14 al 21 de julio de 1996. Bajo el titu-
lo Matemditicos espafioles en el siglo XX», cuatro ponentes
glosaron respectivamente las figuras de Garcia de
Galdeano, Rey Pastor, Puig Adam y Santalé. Dada la bre-
vedad de las intervenciones, la exposicion oral consistic en
un recorrido muy rdpido sobre unas notas que ban sido el
germen de este texto. El autor agradece a los responsables
de la Federacion Espaifiola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas baber sido invitado a hablar sobre Rey Pastor
en una ocasion tan extraordinaria, y les ofrece este traba-
Jo como correspondencia a su amabilidad.

Nota biografica’

Rey Pastor naci6 riojano (Logrofio, 1888) y acabd siendo
un hombre ocednico, espafiol en Argentina y argentino en
Espafia, cruzando una y otra vez el Atldntico. Su asenta-
miento argentino no fue, como a veces se dice, un exilio
politico, sino una opcién personal tomada libremente en
1921. Murié en la orilla americana (Buenos Aires, 1962)
dejando en ambas la huella profunda de su personalidad
aguda y polifacética. Fue el matemitico mas influyente de
la primera mitad del siglo XX entre los que se expresaron
en lengua espafiola.

Terminado el bachilerato logrofiés, dedico el curso 1903-04
a preparar en Zaragoza su fallido ingreso en la Academia
Militar, y en 1904 se matriculd en la Facultad de Ciencias
aragonesa, donde fue el Gnico licenciado en ciencias



exactas del afio 1908, y lo fue con premio extraordinario.
Alli conoci6 la modernidad matematica de la mano del
catedritico Zoel Garcia de Galdeano, figura principal de
la matemdtica espafola del cambio de siglo; su magiste-
rio, su obra y su biblioteca, sus contactos internacionales,
fueron el mejor taller para el aprendizaje matematico del
brillante discipulo. Gracias a Galdeano y a su colega J.
Rius, Zaragoza era pionera en la publicacion de revistas
matematicas; en dos de ellas, la Revista Trimestral de
Matemdticas y los Anales de la Facultad de Ciencias de
Zaragozd, Rey resolvidé problemas propuestos, destacan-
do por su agudeza y capacidad de sintesis, llegando en la
segunda incluso a publicar recensiones de libros extranje-
ros de actualidad y trabajos originales que, aun siendo
elementales, anunciaban la llegada de un destacado mate-
matico creador,

Dos acontecimientos importantes para la ciencia nacional
se produjeron en el tramo final de la licenciatura de Rey
Pastor, y ambos ofrecieron al brillante estudiante unas
oportunidades de desarrollo profesional desconocidas
antes en el pais. En 1907 se fundé la Junta para
Ampliacién de Estudios e Investigaciones Cientificas
(JAE), presidida por Santiago Ramén y Cajal, y un afio
después se constituys, precisamente en Zaragoza, la
Asociacion Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Asi
que el joven estudiante ingresd en el mundo matematico
en un marco social muy oportuno.

Durante el curso 1908-09 realizé el doctorado en Madrid
—Unica universidad que expedia este titulo— y a continua-
cion se incorpord como auxiliar a la citedra de Torroja, el
director de su tesis doctoral. Llegamos asi al inicio de su
ejercicio profesional, que conviene dividir en cuatro
periodos: 1911-20 (Década espafiola), 1921-35 (Primera
alternancia), 1936-46 (Década argentina) y 1947-62
(Segunda alternancia).

La década espafola es una década prodigiosa, en la que
aparecen incipientes y comprimidas casi todas las facetas
que Rey desarrollard a lo largo de su vida. Continué su
formacién pensionado por la JAE en Alemania, llegando
a catedratico de la Central en 1913, después de un fugaz
paso por Oviedo, cuya cdtedra gand en 1911, afio en que
participd intensamente en la redaccién de la revista de la
recién creada Sociedad Matematica Espafiola. En 1913 se
inicié como historiador con un estudio sobre los matema-
ticos espafioles del siglo XVI.

Terminadas a causa de la guerra sus salidas a Alemania,
el afio 1915 consolid su posicién en la matematica espa-
fola, dictd cursos, pronunci6 importantes discursos y con-
ferencias y empez6 a organizar la investigacion en el
Laboratorio y Seminario Matemdtico creado por la JAE.
Dedicé la segunda parte de la década a desarrollar todas
estas iniciativas de la primera mitad, intercalando en 1917-
18, de nuevo gracias a la JAE, su primer viaje a Argentina,

...CONOCio
la modernidad
matemdtica
de la mano
del catedratico
Zoel Garcia
de Galdeano,
JSigura principal
de la matemdtica
espariola
del cambio
de siglo. ..

donde dej6 inoculado su espiritu reno-
vador de la matemdtica. Su acceso a la
Academia de Ciencias de Madrid, apro-
bado en 1918 y efectuado en 1920, cie-
rra este primer periodo en el que se
afirma en la matemdtica espafiola como
investigador, profesor, historiador y
organizador,

Volvié a Buenos Aires para el curso
1921-22, pero luego prorrogd su con-
trato hasta 1928, afios en los que la
investigacion dejé de ser su actividad
principal. La Dictadura de Primo de
Rivera permitié a Rey Pastor, que fue
propagandista del régimen militar, com-
patibilizar su contrato americano con su
sueldo de funcionario en Madrid,
donde trabajaba de diciembre a febre-
ro, el trimestre de vacaciones australes.
En 1924, repitiendo la experiencia
espafiola, fundé la Sociedad Matemi-
tica Argentina y una revista como
medio de expresiéon de la misma. En
1928 pasd a ser profesor funcionario en
Argentina y fundd el
Matemitico Argentino, en el que reanu-
do la investigacion matemitica. Vivié
intensamente la reforma universitaria
argentina del 32, lo que le granje6 ene-
mistades, mientras en Espafia la II Re-
publica decret6 en 1931 su cese como
catedritico por incompatibilidad; pero
sigui6 con sus viajes de verano-invierno
hasta que quedaron interrumpidos a
causa de la guerra civil espafiola. A par-
tir de 1933 paso a representar a Argen-
tina en la Academia Internacional de
Historia de las Ciencias.

Seminario

Durante el tercer periodo permanece en
Argentina con una tarea profesoral muy
intensa, y dedicado a la edicion o ree-
dicién de apuntes de cursos y libros de
texto, pero iniciando al final el declive
como matemdtico investigador. A cam-
bio incrementa su actividad en historia
de la ciencia y epistemologia, materias
sobre las que comienza a impartir cur-
sos al obtener una citedra en 1943,
Poco después de acabada la guerra civil
inicié contactos con las autoridades
franquistas para volver a Espafia, pero
sin llegar a acuerdos sobre las condicio-
nes de su establecimiento.




Rey Pastor en Géttingen {1915)

Rey Pastor en 1918

Rey Pastor en Buenos Aires (1938)




Al iniciar el cuarto periodo encontramos un Rey Pastor
proximo a los sesenta afios que acepta al fin las gestiones
de Terradas para alternar de nuevo Argentina —alli fue
cesado en la citedra por tres afios en las depuraciones
peronistas de 1952— y Espafia, donde realiza una influ-
yente actividad institucional vinculada a la ciencia y ade-
mas es nombrado, en 1954, Académico de la Lengua. Sus
investigaciones matemiticas siguen disminuyendo, a la
vez que surge una nueva generacion de textos universita-
rios elaborados con algunos de sus discipulos que han
alcanzado la madurez profesional. Durante este periodo
continud su actividad publicista, pero sobre todo alcanzd
la plenitud su obra histérica, reflejada en libros notables
escritos con diversos colaboradores. En 1958 se jubild y
siguié hasta su muerte vinculado a la Universidad de
Buenos Aires como profesor emérito.

Pasion cientifica y magisterio

Unos meses después de su muerte, la Unidén Matematica
Argentina dedic6 a Rey Pastor un acto de homenaje que
se inicié con un discurso de M. Sadosky que refleja la
fuerza temperamental del desaparecido profesor, que difi-
culté su relacién incluso con amigos y discipulos, y la
pasién que constituyd el nicleo energético de su activi-
dad profesional. Vale recoger aqui algunos fragmentos del
discurso:

Resulta muy dificil evitar que la muerte lime las filosas aristas
de don jJulio y que el tiempo enviielva en brumas piadosas las
Jacetas extranias y muchas veces contradictorias de su exube-
rante personalidad. [...]

Su rasgo saliente era el fuego sagrado que animaba su espiri-
tu, su pasién por la ciencia, su amor por la razén, su capaci-
dad de gozar aprendiendo.

Solo ese fuego, esa pasion, ese don de transmitir el goce que le
proporcionaba el descubrimiento cientifico, la originalidad de
un hallazgo matemdtico, es lo que hizo que don Julio Rey
Pastor creara en nuestro pais una escuela. El no tuvo discipu-
los en el sentido cldsico de la palabra, no podia tenerios, pero
él transmitié su amor. [...]

Sus 45 arios de estudio y de trabajo aqui nos bicieron a todos,
a los que lo quisimos y a los que lo temieron. [...]

Esa es su obra: la suya propia y la de todos los que la siguie-
ron, aungue no la hayan hecho con él. .

En efecto, no cabe duda que Rey Pastor era no sélo un
estudioso sino que se definia como «bhomo faber, que es
superior a homo sapiens; porque, ademas de saber, crea»,
afirmando que un matemdtico es quien resuelve proble-
mas y no sblo quien conoce mds 0 menos teorias.? Estas
y otras caracteristicas de su credo cientifico investigador
—curiosidad, amor a la verdad y a la gloria, ambicion,
laboriosidad y constancia— aparecen nitidas en una con-

Rey Pastor en su incorporacion
a la Real Academia Espafiola {1954)

2 Esta Oltima idea es una ense-

fianza que Sixto Camara agra-
dece a Alvarez Ude en el pre-
ambulo de su tesis doctoral de
1908. Cémara estudié en
Zaragoza, donde Alvarez Ude
era profesor de geometria de
la posicién, dos cursos antes
que Rey Pastor.

Est4 reproducida en un apén-
dice de Rios y ofros (1979).

Discurso de ingreso en la
Academia de Ciencias en
1897, que tuvo una 29 edicién
ampliada en 1898 y una fer-
cera con nuevas adiciones en
1912. Afos después, la
«Coleccién Austral» de Espa-
sa-Calpe popularizé la obra
con sucesivas reediciones

desde 1941.

ferencia, con titulo La vocacion cientifi-
ca, dictada en Buenos Aires en 1923 y
publicada repetidas veces,? en Argen-
tina y en Espafa; en ella se muestra
como un fiel y brillante seguidor de
las ideas expuestas por Ramoén vy
Cajal en Los ténicos de la voluntad,*
obra cuyo fin era fomentar y orientar
la formacién de los investigadores
cientificos, considerando su creci-
miento en cantidad y calidad como
una necesidad del pais. Rey Pastor
ejercidé esta vocacidbn investigadora
con intensidad y creatividad mas
notables en dos etapas bien delimita-
das de su biografia.



Durante la década espafiola se ocupd
de geometria proyectiva sintética y de
representaciéon conforme en el plano
complejo, asuntos sobre los que escri-
bi6 v dirigi® tesis doctorales a estudian-
tes a los que Sadosky no llamaria disci-
pulos. De esta época es el interesante
articulo metodolégico La investigacion
cientifica® en el que se pregunta:
Cudl es la esencia de la investigacion
matemdtica? ;Como se amplia el patri-
monio de esta ciencia’, para responder
sefialando «cuatro camino cardinales»
que ilustra con numerosos ejemplos
tomados de las teorfas que ocupaban
su investigacién; como resumen final
afirma:

 [..]la correlacion, la generalizacion y la
especializacion, trazan vias seguras a las
_inteligencias mds mediocres, para dilatar
los dominios de la matematica por yuxta-
posicion de capitulos, a veces intere-
k‘ santes; pero la sublime copula de ideas [la
anastémosisj, patrimonio de los elegidos,
; ba sido y serd siempre la generadora de
_entes nuevos, tanto mds vigorosos cuanto
- mds heterogéneas sean las ideas genera-
trices y mds lejano. parentesco exista
_ entre ellas.

En estas reflexiones se aprecia con cla-
ridad el eco de su maestro Garcia de
Galdeano, prolifico autor de escritos
metodolégicos, quien habia sefialado
pocos afios antes el fusionismo» carac-
teristico de la nueva matematica emer-
gente.

Pero afios antes, al iniciar su carrera de
catedritico, ya era consciente, de
nuevo en linea con Cajal, de que la
investigacion puntera sélo podia crecer
en un ambiente cientifico suficiente-
mente denso, de manera que la labor
esencial de su generacién debia ser la
creacion de dicho ambiente. La heren-
cia de Cajal presente en este sentimien-
to patridtico se aprecia recordando
estas palabras del sabio aragonés en
Los tonicos.. ..

los genios, como las cumbres mds eleva-
das, surgen solamente en las cordilleras.
- Para producir un Galileo o un Newton es
_ hecesario una legion de investigadores
estimables.

...al iniciar
su carrera
de catedprdtico,
ya era consciente,
de nuevo en linea
con Cajal, de que
la investigacion
puntera solo
podia crecer
en un ambiente
cientifico
suficientemente
denso, de manera
que la labor
esencial
de su generacion
debia ser
la creacion
de dicho
ambiente.
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5 (Rey Pastor, 1919). Se publicé
en una revista de Garcia de
Galdeano y afios después
aparecié como apéndice en

Toranzos (1943).

Por su parte, Rey Pastor (1913) se contd entre dos que atn
tenemos fe en el porvenir de Espafia, y confiamos en una
proxima orientacion de sus clases intelectuales seguida de
un progreso rapido en todos los érdenes,, sefialando
luego la necesidad de unir todas las fuerzas disponibles

en la cruzada que actualmente quiere emprender la juventud
Dpara la conquista y asimilacion de la ciencia europea; preli-
minar indispensable para que la siguiente generacion, edu-
cada en otro ambiente, pueda comenzar la Historia cientifica
de Espatia.

Este ideario forjado en sus primeros afios profesionales
fue desarrollado en Espafa y en Argentina. En la segun-
da etapa investigadora, a partir de 1928, tal vez se puede
identificar con mayor propiedad algin discipulo, como
por ejemplo L. A. Santald, que estudié en Madrid y emi-
gré a Buenos Aires tras la guerra civil, y R. San Juan, per-
manentemente ligado a la capital espafiola. Al ingresar
este Gltimo en la Academia de Ciencias el afio 1956, Rey
Pastor, proximo ya a la jubilacidn, pronuncié el discurso
de recepcién dedicando algunos parrafos a glosar la rela-
cién entre el maestro y el discipulo en los términos pasio-
nales que le caracterizan:

Todo maestro teme el fracaso, porque la produccion escrita
tiene vida efimera, y sin discipulos que prolonguen la vida
espiritual, iinica que vale, el fracaso pedagogico es sinénimo
de muerte. Es, por el contrario, motivo de satisfaccion, porque
lo es de esperanza, [...] el ser superado por algiin discipulo;
porgue en su obra revivird una porciiincula de nuestro ser.
Vencer a sus discipulos significa morir, ser vencido por ellos es
a la vez revivir y renacer.

Con esta vivencia de la transmisién del testigo generacio-
nal de la excelencia, que resumifa haciendo suya la cono-
cida sentencia que reza «si no venci reyes moros, engen-
dré quien los venciera», se volco con espiritu cajaliano en
la formacién superior y elemental esperando obtener una
masa critica en la que pudiera brillar el genio.

Ensefanza para mateméticos

Los primeros libros de texto que prepard enlazan con los
temarios de los dos primeros curso de andlisis matemdti-
co, que eran el contenido de su citedra. Aunque los cur-
sos agrupaban a estudiantes de diversas carreras cientifi-
cas y técnicas, Rey eligié adecuar los textos a la forma-
cion de matematicos, dejando que fueran la labor del pro-
fesor y las clases pricticas las que adaptaran la ensefian-
za a cada tipo de estudiantes. Public6é en primer lugar los
apuntes de sus lecciones en la Universidad de Madrid, de
primer curso en 1914-15 y de segundo, ensayado en
Oviedo tres afios antes, en 1915-16; del primero y parte
del segundo surgi6 en 1917 la obra Elementos de andlisis



algebraico (EAA). Sus primeros apuntes son también el
germen de otros libros mis avanzados de anilisis y dlge-
bra, pero desde el punto de vista del enfoque pedagégi-
co basta considerar EAA, en cuya introduccién el autor
dej6 impresos en fecha temprana unos criterios pedago-
gicos que ya no modificé.?

Quizds el criterio basico, instalado en un dificil equilibrio,
en torno al cual se articulan los demis, es el que se con-
tiene en el siguiente parrafo:

Huyendo de la general tendencia a elevar por abstraccion los
asuntos elementales, bemos prescindido de todo formalismo,
esforzdndonos, por el contrario, en elementalizar las cuestio-
nes dificiles sin menoscabo del rigot.

Rey Pastor pretende con EAA corregir y mejorar la calidad
de los libros espafioles existentes, en algunos de los cua-
les sefialé ptblicamente errores, y ante los que esgrime el
rigor, pero se desmarca de algunos extranjeros rechazan-
do el formalismo, término cuyo significado explica en una
nota a pie de pigina:

Como hace notar el profesor Pascal, toda abstraccion exige
una base previa que sirva de punto de apoyo para poder ele-
varse, y no sélo carecen los alumnos de esta base, sino que
Dprecisamente vienen a la Universidad en busca de élla.
«Hacer descender de lo alto los conceptos del Andlisis es diddc-
ticamente -equivocado, bistoricamente absurdo, conceptual-
mente bipertréfico y cientificamente iniitils,

El rechazo del formalismo, entendido como abstraccion
prematura y perniciosa, se manifiesta especialmente en el
tratamiento de los temas algebraicos contenidos en EAA,
y es una posicién que mantuvo toda su vida, a pesar de
la extensién del algebra abstracta a partir de los afios
treinta, postura resistente que alcanzé su maxima expre-
sion en las ltimas ediciones de sus Lecciones de dlgebra.

Para mostrar lo que entiende por rigor recurre a la via
negativa, afirmando que una demostracién no rigurosa es
la que «exigiendo un complemento de fe en el alumno,
ahoga su naciente sentido critico, inutilizindolo para toda
ulterior labor originaly. De este modo, no duda en adop-
tar «l método l6gico y no el intuitivo,, procurando ade-
mis «alcanzar en el lenguaje el grado de concisién y pre-
cision usuales en casi todos los libros extranjeros». La pre-
cisién es compafiera del rigor y con la concisién preten-
de evitar que los alumnos se acostumbren a «delegar en
las paginas impresas el trabajo de discurrin. Resulta asi
que Rey Pastor exige la colaboracién del lector para la
comprensién de sus lecciones y por eso afirma tajante:

No se nos oculta el peligro de que los. alumnos mediocres
hallen. algunas dificultades en la lectura de este libro; la
mision del profesor, en tal caso, no es resolver las dificultades,
sino educar al alumno para que pueda vencerlas por si
mismo. Y cuando se trate de un caso de incapacidad para

Para mostrar
lo que entiende
por rigor recurre
a la via negativa,
afirmando que
una demostracion
no rigurosa
es la que
«exigiendo un
complemento de fe
en'el alummno,
ahoga su naciente
sentido critico,
inutilizandolo»

6 En la segunda edicién de
1922 la obra quedé préctica-
mente ultimada, pues sélo
sufrié leves retoques en las edi-
ciones siguientes, realizadas
en Madrid. En 1945 tuvo una
edicién especial en Buenos
Aires con alguna adicién al

~ final de la obra, pero sin
variar el enfoque pedagégico
que ahora nos ocupa.

7 Ver Llorente (1985) y Arenza-
na y ofros (1985).
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~ tales estudios, como ésta no se vence con
. montones de Dpapel impreso, lo proceden-
* te es aconsejar el desistimiento.
 La experiencia- demiuestra;  en cambio,
- que las inteligencias normales 1o toleran
una trituracion excesiva de los teoremas,
. de igual modo que los aparatos de masti-
cacion artificial s6lo aprovechan a quiie-
. nes carecen de dentadura.

Se aprecia en las citas anteriores que
Rey cree imperativo el rigor de la mate-
mitica del XIX para evitar caer en erro-
res, pero esquiva el formalismo que se
va imponiendo en el XX porque sostu-
vo la primacia de la invencion, que
puede ser ahogada por el exceso de
légica —la cual tiene ventajas expositi-
vas, pero no creadoras—, de modo que
equilibrando rigor y concisién en el
lenguaje —que al no estar formalizado
mantiene aspectos polisémicos del len-
guaje literario, mas atn en el estilo rey-
pastoriano®- deja una parte de la asimi-
lacién del texto a la capacidad creado-
ra del lector inteligente, condicién que
presupone al futuro matematico.

Una ultima caracteristica de los EAA4
que asoma en la introduccién, y que
también va en la linea de formar mate-
maticos actualizados y futuros investi-
gadores, es la apuesta de Rey Pastor
por una nutrida bibliografia, cualidad
heredada de Galdeano que contrasta
con la ausencia de referencias en Ia
mayorfa de las obras espafiolas del
momento.

Ademis de EAA y de las Lecciones de
dlgebra ya mencionadas, hay una ter-
cera obra que se originé en los apuntes
de sus primeros cursos de analisis, la
Teoria de las funciones reales® que se
eleva sobre los EAA con anilogos crite-
rios pedagdgicos dirigidos a la forma-
cién de matematicos.

Ensefianza para técnicos y
cientificos

Ahora nos ocuparemos de los libros de
texto de matemdticas que escribi6 para
universitarios no matematicos, para los

Rey Pastor
conocia bien
los debates ‘
que en Europa
se producian
desde finales
del siglo anterior
sobre el contenido
matemdatico
de las enserianzas
basicas
y de aplicacion.

8 Para la asignacién de la peda-
gogia de Rey Pastor dl estilo
impresionista  definido por
Glaeser ver: Hernandez (1985),
especialmente p. 93.

9 Tuvo ediciones en 1918,

1924 y 1929, todas ellas en
Madrid.

10 Para mdas detalles sobre este
asunto ver Lusa (1985).

11 (1919), 1{10), 305-314. Es la
traduccién parcial de un arti-
culo original de 1907.

que la matemdtica es un medio y no un fin, Rey Pastor
conocia bien los debates que en Europa se producian
desde finales del siglo anterior sobre el contenido mate-
matico de las ensefianzas basicas y de aplicacion.
Entonces dominaban la tendencia alemana de separar las
matematicas de la ingenierfa, reduciéndolas a formularios,
y también la escuela inglesa de Perry que propugnaba
una ensefianza intuitiva y practica.’ Pero este tipo de
libros surge al enfrentarse Rey Pastor a las necesidades
educativas que encuentra en Argentina.

En su viaje de 1917 tuvo que preparar lecciones de anali-
sis complejo para los estudiantes de ingenieria de Buenos
Aires, lecciones que quedaron escritas en 1918 bajo el
titulo Resumen de la teoria de las funciones analiticas y
sus aplicaciones fisicas, de cuya introduccién son estos
parrafos:

En muchas ocasiories bemos insistido sobre las razones que
han motivado esta aritmetizacion del Andlisis, con exclusion
de consideraciones geométricas, las cuales desemperiaron en
su tiempo mision especial y. boy ban quedado relegadas al
secundario papel de interpretar o aclarar demostraciones
analiticas. [...]

Teniendo en cuenta las costumbres de los ingenieros a quie-
nes suele repugnar los razonamientos puramente analiticos,
debiéramos baber sactificado todo rigoy; salvando las dificul-
tades del infinito actual con atrevidos pasos al limite, apoya-
dos en imprecisas consideraciones espaciales, Atendiendo a
los deseos de los espiritus curiosos, a quienes interesa conocer
el estado actual del Andlisis, debiéramos seguir método arit-
mético puro. Hemos intentado salvar esta incompatibilidad
usando constantemente en las explicaciones lenguaje geomé-
trico con sus correspondientes representaciones grificas; pero
susceptible de ser sustituido por conceptos aritméticos previa-
mente definidos, asi se gana en claridad sin perder en rigor.

De vuelta a Espafia tras su primera experiencia argentina,
en el afio 1919 coincidieron el inicio de la publicacién de
la Revista Matemdtica Hispano-Americana y la celebra-
cién del Congreso Nacional de Ingenieria en el que se
debatieron estas cuestiones, circustancia que aprovechd
el matematico riojano para mostrar sus preferencias inser-
tando en dicha revista,!! con el titulo Matemdtica de pre-
cision y matemdtica de aproximacion, una texto de Klein
en el que se lee:

La Matemdtica de aproximacion es la parte que reclmente se
utiliza en las aplicaciones; la Matemdtica de precision es, por
decirlo asi, la armazon de aquélla.

Este espiritu kleineano se refleja con toda claridad en la
orientacién metodolédgica del Resumen del curso de cal-
culo infinitesimal, de 1922, que recoge las lecciones dic-
tadas el curso anterior en la Facultad de Ingenierfa de
Buenos Aires, nada mds llegar a tierras platenses por
segunda vez. En la introduccién a este texto, que como
casi todos los suyos tuvo repetidas ediciones a lo largo de



toda su vida, define el rigor como {a precision y la clari-
dad» y lo reclama para el ingeniero porque «adie como

el técnico, que ha de manejar realidades y no abstraccio-
nes, debe ser exigente en claridad y precision», pero
notando que la esencia de este rigor en el estudio de las
funciones «@o es sino la nocién clara de aproximacion
suficiente»:

Nadie como el Ingeniero necesita este rigor; para nadie es tan
necesario el sentido de la aproximacion. [...]

Cultivar el sentido de la aproximacion es el principal objeto de
estas lecciones.

Sostiene que los ingenieros necesitan conocer la mate-
midtica rigurosa, aunque prescindan de ciertas demos-
traciones largas o dificiles y se ayuden de métodos gra-
ficos y numéricos, de manera que rechaza muy espe-
cialmente la ensefianza basada en recetarios. Ademis, al
ensefiar matemdticas a los estudiantes de ingenieria,
muy numeros, esperaba conquistar alguna vocacion
hacia las matemdticas, carrera elegida por muy pocos
estudiantes. '

Sin embargo, Rey Pastor se mostr6 menos exigente en
la ensefianza para fisicos y quimicos, a la que aplico el
criterio de Perry cuando escribié en 1924 el primer
volumen del Curso ciclico de matemdticas, que tuvo
una segunda edicidén en 1929 a la vez que aparecia el
segundo volumen; un afio después publicé en colabo-
racién con J. Babini, un ingeniero argentino ganado
para su causa, Ejercicios de matemdticas generales para
Jisicos y quimicos, libro adaptado al primer volumen del
Curso ciclico. El diferente planteamiento que sigue la
obra para fisicos y quimicos frente a la dirigida a los
ingenieros es explicado por el autor en la cuarta edicion
del Calculo, de 1944, cuando reafirma su proyecto con
estas palabras:

[...] rigor implica concentracion de pensamiento y abandorno
de imdgenes intuitivas, rapidas pero engariosas. Quienes se
conformen con ese criterio de verdad probable, podrdn con-
sultar [...] nuestro Curso ciclico, donde todo es sencillo y con-
vincente, mientras el lector no se percate del escaso valor de
tales razonamientos. Son los_propios técnicos quienes exigen
rigor, que equivale a claridad, aunque lograda a mds alto
precio; [...]

Por otra parte, en el prologo de 1924 el autor explica que
el Curso ciclico es «n libro desordenado» porque no res-
peta la dragmentacién» habitual de la matematica en sus
diversas ramas, sino que se plantea como una obra fusio-
nista» basada en que las ideas matematicas «se desarrollan
y entremezclan en mdaltiples direcciones« manteniendo
«una unidad funcional»; este planteamiento es otro de los
aspectos del método Perry.
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Educacién matematica

Pasando a la actividad en la ensefianza
elemental, recordemos que Rey Pastor
se formé en unos afios en los que la
comunidad matemdtica internacional,
que empezaba a tener vida mediante
los congresos internacionales de mate-
maticos, debatia con profundidad sobre
la ensefianza en los niveles elementales
y aplicados, movimiento en el que F.
Klein ejercia un notable liderazgo,
mientras que el papel principal en
Espafia le correspondia a Garcia de
Galdeano, el maestro que dejo en Rey
Pastor no pocas influencias. Mencio-
nemos simplemente que Galdeano
estuvo en el Congreso de Roma de
1908 en el que se cred la actual ICMI
(Comisién Internacional sobre Educa-
cién Matematica).?

En 1918 se fundd en Madrid el Instituto-
Escuela de la JAE, cuya secciéon de
matematicas dirigi6 Rey Pastor hasta
1921, y los afios siguientes continud
asistiendo a sus actividades durante su
trimestre madrilefio (Milldn, 1990). En
dicho establecimiento se explicaba la
influyente obra en dos volumenes de F.
Klein Matemdtica elemental desde un
punto de vista superior, que en 1927 y
1931 serfa traducida al espafiol en la
Biblioteca Matematica, coleccion dirigi-
da por Rey Pastor. En relacién con esto,
merece citarse que en 1920, proxima ya
su marcha a Buenos Aires, Rey Pastor
fue llamado a ocupar una citedra, de
reciente creacién, dedicada a Metodo-
logia y Critica Matemiticas, asuntos
muy queridos por su maestro Garcia de
Galdeano, entonces jubilado.

Finalmente, Rey Pastor cultivé mis la
parcela educativa elemental en la
Argentina debido a que lo hizo sobre
todo en los afios veinte, cuando pasaba
tres cuartos de afio en la orilla america-
na. Toranzos (1945), uno de sus cola-
boradores en esta materia, dej6 sefiala-
das las tres vias por las que Rey ejercié
una poderosa influencia sobre la ense-
flanza secundaria argentina: 1.°) los
cursos conferencias y libros, especial-
mente los EAA; 2.°) la docencia en el
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12 Aqui es recomendable la leciu-
ra de Hormigén (1991} y
(1995).

Instituto del Profesorado Secundario; 3.°) los libros de
texto. Segln Toranzos, en los EAA encontraban los profe-
sores una formacién basica suficientemente moderna y
rigurosa y de ellos extrafan material que adaptaban para
sus cursos y textos. Esta influencia se extendié también a
Brasil unos afios mas tarde, segln cuenta D’Ambrosio

(1990).

La primera actuacién de Rey Pastor en el campo de la for-
macién de profesores en Argentina fue un Curso de meto-
dologia matemdtica que impartid en Paranid en 1922,
cuyos contenidos mas conocidos son los que se recogie-

_ron en el libro Metodologia y diddctica de la matemdtica

elemental, publicado en Madrid en 1933 con la colabora-
cién de P. Puig Adam. A pesar de la tardia publicacién,
conviene empezar por aqui para apreciar las ideas que
guiaron la accién de Rey Pastor en este campo desde
sus primeros pasos. Lo primero que debe sefialarse es
que plantea una distincion entre la «metodologia de la
ciencia» y la «metodologia de la ensefianza», o sea la
«didédctica», y que el libro de 1933 se presenta como el
volumen primero, dedicado a la «metodologia matema-
tica», que deberia continuarse con un segundo volumen
sobre «did4ctica matemitica» que nunca apareci6. Se
desprende de ello que Rey estaba més preocupado por
los contenidos matemaiticos de la ensefianza que por los
problemas de la transmisién y recepcidon del mensaje
educativo, actitud que era mayoritaria en el movimien-
to reformador de la ensefianza de la matemitica euro-
pea anterior a la primera guerra mundial, que en la
década de los veinte repercutia en Argentina; no hay
que olvidar que los aspectos psicolégicos del aprendi-
zaje no ganaron importancia hasta que llegd la gran
extension de la ensefianza que siguid a la segunda gue-
rra mundial.

Dejando de lado la ensefianza superior que persigue un
fin profesional, Rey Pastor y Puig Adam distinguen entre
la enseflanza primaria y la secundaria con estos criterios:

La enserianza matemdtica en la escuela primaria tiene carac-
ter predominantemente instrumental,: y se propone ante: todo
adiestrar a los nirios en el céilculo numeérico, [...]

Con la ensenianza secundaria se persigie modernamente un
o fin predominantemente educativo a la par que que se ampli-
" anciertas nociones de la enserianza primaria 1tiles para la

vida, pero mds bien por deficiencias y excesiva brevedad de

aquélla que por corresponder en verdad a este segindo perio-

do de formacion bumanistica en el mds amplio sentido de la
- palabra.

Luego afirman que cada periodo plantea sus propias pre-
ocupaciones educativas:

mientras en el primero la educacion es un medio para llegar
a los conocimientos, en el segundo son los conocimientos el
medio necesario pard llegar a la educacion mental.



Con estos planteamientos generales expuestos en la
introduccién, los autores pasan a desarrollar la metodolo-
gia matemdtica comenzando por explicar el significado de
inductivo y deductivo, de analitico y sintético, mante-
niendo como criterio que la mezcla éptima entre estas
parejas de opciones contrapuestas serd aquella que deje
abierta la puerta al estimulo de la invencién. Merece la
pena reproducir este fragmento que conecta la pedagogia
de la investigacién con la escolar general:

En toda invencién bay tanto de andlisis como de sintesis, y en
la-exposicion diddctica veremos que no es el método exclusi-
vamente sintético el mds adecuado y eficaz; pero ciertamente
es indispensable el andlisis en toda invencion, asi como en la
resolucion de todo problema, y es indispensable una siniesis
en toda -exposicion cientifica. Lo que dacontece es qite la
moderna pedagogia, que utiliza’ ademds: conjuntamente el
andlisis en la ensefianza, lo bace precisamente para seguir el
mismo camino de la invencion; [...] .

Estas eran las ideas que Rey Pastor desarrollaba en el
Instituto de Profesorado Secundario, en el que profesores
emigrantes alemanes habifan introducido el método heu-
tstico, del que también él era partidario. La oportunidad
de llevar a la préctica estas ideas mediante la confeccion
de libros de texto le llegd con el plan de estudios argen-
tino de 1926, que propugnaba la ensefianza de caricter
16gico con la que Rey Pastor no estaba de acuerdo por-
que es dificil armonizar rigor y sencillez, por lo que
defendia retrasar en secundaria el método légico interca-
lando antes unos afios de método intuitivo, siguiendo un
esquema similar al que en la ensefianza universitaria apli-
caba a la secuencia de ejemplos y abstracciones. Por eso en
sus libros para dicho plan de estudios procuraba salirse del
meticuloso programa oficial para acercar a los textos <a rea-
lidad fisica de que proceden las abstracciones matematicas.
En este nivel secundario, insistia en una distincién entre
rigor y formalismo que ya hemos visto en los E44:

No se confunda rigor y formalismo. Una demostracion puede
ser petfectamente- rigurosa. sin presentarla en forma cua-
driculada, sino mas bien de la manera natural con que las
ideas se encadenan en el pensamiento; en cambio hay demos-
traciones perfectas en su aspecto formal, que encierran graves
defectos logicos, ocultos entre el frondoso formalismo.

Aprovechando el impacto del nuevo plan de estudios
publicd un articulo titulado Valor educativo de la ense-
Aianza matemdtica,’® en el que expuso sus ideas con su
caracteristico tono culto y lenguaje brillante. A su vez, y
paralelamente a la redaccién de sus textos oficiales con
método racional, escribfa con P. Puig Adan una colecciéon
intuitiva que se difundié notablemente en Espafia. Pasado
el tiempo, ambos repertorios cruzaron el Atldntico en sen-
tidos opuestos llevados por los vaivénes de los planes de
estudios oficiales; por una parte Puig Adam adapté la
serie racional argentina al plan espafiol de 1934 y, por
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13 Arficulo  recogido en Rey
Pastor (1993).
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otra, la coleccién intuitiva sirvié de guia con motivo del
plan intuitivo argentino de 1937, al que Rey Pastor acusd
de ser en exceso pendular, por

renunciar al minimo de estructura Iogica, usual en todos los
Dbaises cultos para alumnos de tal edad, e indispensable Dbara
dar a la ensefianza matemdtica el valor educativo que justifi-
ca su inclusion en el plan de cultura general de la ensefianza
secundaria.

En los dltimos afios treinta, M. Pereyra adapté en
Montevideo los textos intuitivos de Rey Pastor y, a partir
de 1940, hizo lo propio Toranzos para utilizarlos en las
enseflanzas de comercio y otros establecimientos de
secundaria. Todos estos textos siguieron llevando el nom-
bre de Rey Pastor en cabecera junto con el coautor o cola-
borador correspondiente, y todos ellos poseen ademis la
caracteristica de ir acompafiados de introducciones o
apéndices historicos de las materias que trataban, hecho
éste que era también una constante en los textos univer-
sitarios de Rey Pastor.

A manera de colofén, podemos decir que la actividad de
Rey Pastor en la esfera educativa elemental se concentra
en los tltimos afios de la década espafiola y el primer
periodo de alternancia, entonces con presencia mayorita-
ria en la Argentina; su extension mds alld de estos limites
temporales se debe mas bien a la labor de colaboradores,
principalmente Puig Adam en Espafa. Estos afios de fuer-
te contenido metodolégico corresponden a una laguna en
su produccién investigadora, un paréntesis entre el cierre
de las lineas de trabajo nacidas en la primera mitad de la
década espafiola y la reapertura de un nuevo impulso
investigador. Este impulso domina en su espiritu 'y se tra-
duce en la ensefianza elemental en una primacia de la
intuicién y la imaginacién propias de la creacién cientifi-
ca, dejando para la logica el papel posterior de control y
orden, en una decidida apuesta por los métodos que
dejan una via para que el alumno manifieste su esprit de
finesse pascaliano, sin dejar por ello de lado el educativo
esprit géométrique, teniendo en cuenta que, para Rey
Pastor, quien posee el primero también posee, en mayor
o menor grado, el segundo. Este planteamiento, que lleva
implicita una cierta seleccién de los alumnos que se acen-
tda a medida que se eleva el nivel de ensefanza, corres-
ponde a una época anterior a la pedagogia que pone
mayor énfasis en los aspectos psicoldgicos del aprendiza-
je, cuando la ensefianza basica se hace obligatoria y se
generaliza la secundaria.

Rey Pastor visto por
los estudiantes
argentinos en 1924,
(Boletin del Centro
de Estudiantes de
Ingenieria).
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Resolucion de sistemas

de ecuaciones lineales
mediante la forma escalonada
reducida de una matriz

Leandro Tortosa Grau

Javier Santacruz Cutillas

En este articulo se andliza el
método de reduccién de
Gauss para la resolucién de
sistemas de ecuaciones
lineales, y se pone de
manifiesto los problemas de
estabilidad numérica que el
método tiene. Para
solucionar estos problemas
se propone el método de
reduccién de Gauss con
pivote. También se introduce
el concepto de matriz
escalonada reducida para
realizar la discusién y
posterior resolucién de
sistemas de ecuaciones,
efectuando algunos
ejemplos. Para finalizar, se
muestra un programa para la
calculadora Ti-82 que
resuelve sistemas de
ecuaciones lineales.

ENEMOS en una mesa unos cuantos libros de texto de
matemadticas de COU y tomamos uno de ellos cualquiera
al azar.

Nos disponemos a buscar el apartado dedicado a sistemas
de ecuaciones lineales, por lo que nos vamos al indice vy,
jya estd!, el primer capitulo del libro trata de ilgebra lineal.
Alli encontramos el primer tema, cuyo titulo es el de sis-
temas lineales de dos y de tres ecuaciones. Seguimos
leyendo el indice y los titulos de los temas siguientes son
matrices, determinantes y vuelve a aparecer en el Gltimo
tema el nombre de sistemas de ecuaciones lineales.

La primera pregunta que nos surge antes de comenzar a
leer es: jpor qué separan en dos temas los sistemas de
ecuaciones, tratando el primero de ellos los de dos y tres
ecuaciones y el siguiente los sistemas de ecuaciones en
general? ;Es que en el Gltimo tema se estudian sistemas de
50 ecuaciones y 50 incognitas? (Es que los sistemas que se
estudian en el siguiente capitulo no se parecen a los de
dos y tres ecuaciones?

Ante tan atrayentes perspectivas y con una curiosidad cre-
ciente en nosotros, decidimos abandonar el indice y
empezar a leer el primer tema.

Sin 4nimo de ser exhaustivos, describiremos algunos
aspectos que consideramos esenciales de lo que leimos
en esas paginas.

En el primer punto del tema se establecen las definiciones
basicas relacionadas con la forma que tienen los sistemas
de ecuaciones lineales con dos incognitas, se nos indica
qué es una solucién del mismo y, posteriormente, se nos
habla de qué son sistemas equivalentes. A lo largo del
tema se nos indican algunos ejemplos y nos proponen
problemas para resolver. En el siguiente apartado se desa-
rrolla el método de Gauss, realizindose algun ejemplo del




mismo. En el siguiente punto encontramos las definjcio-
nes de vectores, de combinaciones lineales, de depen-
dencia e independencia lineal, con lo que acaba el pri-

mer tema.

Después de leer este tema, decidimos detenernos a pen-
sar un instante sobre lo leido y nos hacemos la pregunta:
¢qué hemos aprendido hasta aqui?

Tras unos duros momentos de pausa nos damos cuenta
de que, en teorfa, ya sabemos resolver sistemas de dos y
de tres ecuaciones utilizando un método, llamado de
Gauss, que consiste, bsicamente, en transformar el siste-
ma inicial en otro equivalente en el que en la Gltima fila
aparece ‘despejada la Gltima incégnita.

Después de esto, la siguiente pregunta que nos hacemos
es: (qué representan los sistemas de ecuaciones, «de
donde salenw? ; Qué situaciones «weales» podemos estudiar
que nos conduzcan al planteamiento y posterior resolu-
cién de un sistema de ecuaciones lineales como los que
ya sabemos resolver?

La respuesta, basindonos en lo que hemos leido, es nula.
No sabemos nada acerca de las aplicaciones que todo
esto tiene.

Ante esta decepcion, decidimos que nuestra Gnica espe-
ranza es acudir al tema siguiente. Quizas alli encontremos
algunas respuestas a nuestros interrogantes y quizas alli
encontremos algunos problemas algo mis interesantes
que los propuestos hasta ahora.

Eso es precisamente lo que hacemos. Después de un tema
de matrices y otro de determinantes, llegamos al Gltimo
tema cuyo titulo era el de sistemas de ecuaciones lineales.

Al comienzo del mismo se generaliza el concepto de sis-
tema lineal para un conjunto de m ecuaciones con
incognitas. Después de estas primeras definiciones se
estudia el criterio de Rouché para estudiar Ia compatibili-
dad o incompatibilidad del sistema. En el siguiente aparta-
do se insiste en el método de Gauss. También se explica
posteriormente el método de Cramer para sistemas compa-
tibles determinados. En el dltimo apartado del tema se indi-
ca una aplicacién de los sistemas de ecuaciones a la posi-
cién que ocupan dos rectas en el plano y, posteriormente,
utilizando ahora tres ecuaciones, se estudia la posicién de
tres planos en el espacio. Ciertamente este Gltimo apartado
es el que mas interesante nos ha parecido.

La conclusién que obtenemos de todo esto, tras una refle-
xi6n mds profunda, es que puede que sepamos efectuar
de una forma mecdnica una serie de operaciones que nos
resuelvan sistemas de ecuaciones pero, desde luego, no
tenemos claras cudles son sus aplicaciones ni tenemos
muy claro tampoco el por qué de algunos conceptos que
aqui se han mezclado y entrelazado para resolver estos
problemas. Por ejemplo, ;qué relacion tiene el concepto

¢Es el método
de Gauss
una especie
de panacea que
nos resuelve todo
tipo de sistemas?
Si esto nltimo es
asi, jpor qué
debemos estudiar
el método
de Cramer?
JAcaso no nos
sirve el de Gauss?

de determinante con la resolucién de
sistemas? ¢Es el método de Gauss una
especie de panacea que nos resuelve
todo tipo de sistemas? Si esto dltimo es
asi, jpor qué debemos estudiar el méto-
do de Cramer? ;Acaso no nos sirve el de
Gauss? Podriamos seguir con algunas
preguntas mis en la misma linea.
Nuestra conclusion es clara: en general,
no nos gusta el tratamiento que los
libros de texto hacen de los temas de
algebra lineal y, en particular, del que
aqui nos ocupa: la resolucién de siste-
mas de ecuaciones lineales.

Hecha esta reflexion inicial, vamos a
profundizar un poco en algunos aspec-
tos que nos parece importante tratar y
comentar sobre este tema; aspectos que
pueden parecer bastante elementales,
pero que los libros de texto no recogen
en profundidad y con claridad.

Resolucién de sistemas por
Gauss

Pese a que una gran mayoria de los
profesores de matemdticas seguimos
ensefiando a nuestros alumnos el tradi-
cional método de discusién y resolu-
cion de sistemas de ecuaciones lineales
basado en el teorema de Rouché
Frobenius para rangos de matrices y en
la regla de Cramer, podemos decir que
el método de Gauss es, en la actuali-
dad, una de las «estrellas» de la resolu-
cion de sistemas. Pero, contra lo que a
priori podamos pensar, no es un méto-
do ni mucho menos infalible, como
luego veremos.

Supongamos que queremos resolver el
sistema:

X — 2y + 3z = 9
=X + 3y = —4
2X — 5y + 5z = 17

Lo resolvemos por el método de Gauss,
que consiste en ir aplicando transfor-
maciones elementales a la matriz
ampliada del sistema, de manera que
lleguemos, si es posible, a un sistema
de la forma:




X + *y + *Z = *
y + *y o= ) *

7 = *
Realmente lo que hacemos es convertir
el sistema inicial en un sistema cuya
matriz ampliada asociada al mismo es
una matriz triangular superior.

Si observamos este Ultimo sistema,
vemos que tenemos despejada la terce-
ra incognita de la tercera ecuacidn.
Podemos sustituir su valor en la ecua-
cién anterior y despejar la variable y,
una vez despejada la y, sustituyendo de
forma andloga en la primera ecuacion,
obtenemos x, con lo que el sistema
queda resuelto. Esto es lo que normal-
mente se llama sustitucion por regre-
sion bacia atras.

Podemos ver un ejemplo resolviendo el
sistema anterior:

I

X — 2y + 3z
—x + 3y = -4

2x — 5y + 5z = 17
- 2y + 3z = 9
y+ 32z= 5 operacion  Cion a la segunda
- 5y + 5z = 17
- 2y + 3z =
y+ 3z= 5 ——— = 3* fila — 2x12 fila
operacioén
- y- z= -1
- 2y + 3z = 9
y+ 3z= 5 —— 3*fila + 22 fila
operacion
2z = 4
- 2y + 3z =
y+ 32 = 5 —— > 1/2x3%fila
;= 2 operacion

SISTEMA FINAL

De la tltima expresién obtenemos que
z = 2, sustituyendo en la segunda ten-
dremos que y = -1y, finalmente, x = 1,
con lo que tenemos resuelto el sistema
de ecuacjones inicial.

El método de Gauss, como vemos, es
un método bastante «mecdnico» en
cuanto al calculo y al tipo de operacio-

SISTEMA INICIAL

Sumar la primera ecua-

nes que debemos realizar. Disponemos como herramien-
ta de célculo de las tres operaciones elementales bisicas,
que son las que nos proporcionan ecuaciones equivalen-
tes, y sabemos también el tipo de resultado al que debe-
mos llegar, utilizando esas operaciones.

Pero la gran ventaja de este método de resolucién reside
en que no tenemos por qué realizar una discusién previa
del tipo de sistema con el que trabajamos, es decir, no es
necesario determinar a priori si el sistema tiene o no solu-
cién y si ésta es Gnica o existen infinitas soluciones. El
propio desarrollo del método y su resultado final nos dan
la clave para estudiar el tipo de sistema que estamos
resolviendo. Veamos algin ejemplo de lo que queremos
decir.

Consideremos el sistema siguiente que se desea resolver

por Gauss:
2y + 2z = -4
X+ y+ 22z= 0
2Xx - y+ oz = 2

Si realizamos el proceso de resolucién por filas de Gauss
a la matriz ampliada del sistema, seguiremos los siguien-
tes pasos :

(0 2 2 —4) (1 1 2 0)
1 1 2 o fi1-f 0 2 2 —4| f-2f1

2 -1 1 2 2 -1 1 2

(1 1 2 0 (1 1 2 0
>0 2 2 -4 22 0 1 1 -2| f3+3f2

0 3 -3 2 0 -3 =3 2

(1 1 2 0) (11 2 0
» |0 1 1 2| —f3/4 011 =2 (1

00 0 —4 000 1

Llegamos finalmente a la matriz [1], una vez reducida
segin el procedimiento de Gauss. Si observamos deteni-
damente la Gltima fila de la matriz ampliada del sistema y
queremos despejar la incognita z, tendremos que 0z = 1,
lo cual es una contradiccién. Esto nos lleva a asegurar que
el sistema no tiene solucién.

Para llegar a la conclusién anterior no hemos necesitado
calcular ni rangos de matrices, ni determinantes, ni nada
mis que la simple aplicacién del método.

Ahora consideremos el siguiente sistema:

y—- z= 0
X - 3z = -1
-X + 3y = 1



Si efectuamos las operaciones elementales adecuadas
para resolver el sistema, siguiendo el método de Gauss,
llegamos a un sistema equivalente de la forma:

X - 3z = -1
y—- z= 0
0= 0

Vemos que el sistema original de tres ecuaciones con tres
incognitas se convierte en un sistema de dos ecuaciones
con tres incognitas. Esto significa que podemos escribir
las dos primeras incognitas, x e ¥, en funcién de la terce-
ra, z, lo que nos indica que el sistema tiene infinitas solu-
ciones. Podemos escribir el sistema de la forma:

X = -1 + 3z
y = z

De esta forma tenemos la solucién general del sistema en
funcién del parimetro z. Como vemos, tampoco en este
caso hemos necesitado un estudio previo del sistema
mediante el concepto de rango, para llegar a las solucio-
nes del mismo. Y esta es, precisamente, la conclusién mas
importante que debemos tener en cuenta a la hora de
resolver un sistema de ecuaciones lineales. Entonces, si
con el método de Gauss podemos establecer el caricter y
calcular la solucién del sistema, spor qué utilizar el tradi-
cional método basado en el calculo de rangos a través de
determinantes y menores de una matriz?

Pero tampoco debemos pensar que este método es una
especie de herramienta infalible a la hora de resolver sis-
temas. Para demostrar esto calculemos ahora la solucién
del siguiente sistema :

0,143x + 0,357y + 201z = -5,17
-131x + 091ly + 1,99z = —546
112x - 430y — 0,605z = 4,42

Vamos a resolver este sistema de forma aniloga a como lo
hemos hecho anteriormente. Vamos a calcular la solucion
del sistema aproximando en el tercer decimal, es decir, en
cada paso de cilculo trabajamos con dos cifras decimales.

[ 0,143 0,357 2,01 -5,17) [ 1,00 2,50
-1,31 0,911 1,99 —5,46J—~—>L-1,31 0,911
11,2 4,30 -0,605 4,42 11,2 4,30
(1,00 2,50 14,1 36,2\ (1,00 2,50
[ 0,00 4,19 20,5 —52,9J N lo,oo 4,19
11,2 —4,30 -0,605 4,42 0,00 -32,3

(1,00 2,50 14,1 -36,2

0,00 0,00 1,00 -2,00

...S1 con el método
de Gauss podemos
establecer
el cardcter
y calcular
la solucion
del sistema,
Jpor qué utilizar
el tradicional
método basado
en el cdlculo
de rangos a través
de determinanies
Y menores
de una matriz?

14,1 36,2 )

1,99 —5,46) .

-0, 605 4,42

14,1 -36,2)

20,5 52,9 —=p .-
-159 409

L0,00 1,00 4,89 —12,6J —» Forma reducida de Gauss

Si resolvemos este sistema partiendo de
la incognita z que tenemos despejada en
la Gltima ecuvacion, es decir, z = —2,00,
obtenemos las soluciones:

x=-0,950;y=-282; z = —2,00.

Pero si sustituimos esta solucion en el
sistema inicial, comprobamos que no se
verifican las ecuaciones iniciales. ¢Qué
ocurre entonces? jPor qué el método
nos falla, si hemos seguido los pasos
correctamente?

Las respuestas a estas preguntas debe-
mos encontrarlas en el error de redon-
deo que se produce en el transcurso de
todo el cilculo. Este error se va propa-
gando al ir efectuando las operaciones
sucesivas en los pasos que nos llevan al
resultado final. Si nos fijamos en la pri-
mera columna, el elemento a,, es 0,143,
mientras que el elemento a,; es 11,2,
Existe una diferencia de una potencia
de 10 entre estos valores. Esto supone
que estos factores tienden a propagar el
error de redondeo, provocando una
solucién final distorsionada totalmente
respecto de la solucién verdadera del
sistema.

¢Como solucionar esto? La idea para
solucionar este problema de propaga-
cién del error de redondeo consiste en
modificar el método de Gauss de la
siguiente manera: en el primer paso en
la columna de la izquierda buscamos el
elemento de mayor valor absoluto, y a
este elemento lo llamamos pivote.
Inmediatamente después lo que hace-
mos es intercambiar la primera fila con
la fila donde se encuentra el pivote.
Después dividimos la primera fila por el
pivote. Posteriormente se utilizan las
operaciones elementales para reducir a
cero los demids elementos de la prime-
ra columna. De la misma forma se
reducen los siguientes elementos, eli-
giendo los elementos pivote de cada
columna de la misma forma.

Este método, que resulta de efectuar
estas modificaciones anteriormente
citadas al método de Gauss, lo llama-
mos Gauss con pivote,

Vamos ahora a resolver el sistema anterior
utilizando este nuevo método modificado.
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Si nos fijamos en la matriz inicial, en la
primera columna el elemento que tiene
el mayor valor absoluto es el 11,2, por
lo que el primer paso serd el intercam-
bio de las filas 1 y 3.

0,143 0,357 2,01 5,17
-1,31 0,911 1,99 -5 46
11,2 4,30 0,605 4,42

11,2 4,30 -0,605 4,42
~1,31 0,911 1,99 -5,46

pivote: 11,2

Hacemos uno y ceros
en la 12 columna

0,143 0,357 2,01 -5,17
1,00 -0,384 -0,054 0,395
0,00 0,408 1,92 —4,94
0,00 0,412 2,02 -5,23

1,00 -0,384 -0,054 0,395

pivote: 0,412

Hacemos uno y ceros
en la 22 columna

0,00 0,412 2,02 -5,23
0,00 0,408 1,92 —4,94

1,00 —0,384 -0,054 0,395
0,00 1,00 4,90 -12,7
0,00 0,00 -0,08 0,240

1,00 -0,384 -0,054 0,395
0,00 1,00 4,90 -12,7
0,00 0,00 1,00 3,00

Si calculamos la solucién a partir de la
Ultima matriz obtenemos las soluciones

x=1l,y=2;z=-3

lo que coincide con la solucién exacta
cuando aproximamos hasta la tercera
cifra significativa.

Vemos, por lo tanto, que el método de
Gauss .con pivote puede ayudarnos a
resolver algunos sistemas de ecuacio-
nes en los que el error de redondeo

puede causar graves problemas para su
resolucién.

La matriz escalonada re-
ducida

Recordemos que el sistema inicial
X — 2y + 3z = 9
=X + 3y = -4
2x — S5y + 5z 17

I

Hacemos uno
en la 32 fila

lo reduciamos mediante el método de Gauss, a otro siste-
ma equivalente de la forma:

X — 2y + 3z =
y+ 3z= 5
z = 2

Si analizamos todo el proceso en conjunto, nos damos
cuenta de que no tenemos por qué detener el proceso en
este punto. Igual que hemos reducido las columnas a uno
en el elemento diagonal y a ceros por debajo del ele-
mento diagonal, podemos perfectamente hacer ceros tam-
bién por encima del elemento de la diagonal principal.
Para hacer esto basta que realicemos las oportunas ope-
raciones elementales. Podemos efectuar las operaciones
siguientes:

X — 2y + 32 = 9
y + 3z = 5
zZ =

2% — 3x3* fila

X - 2y + 32z = 9
18 — 3x32 fila

y + 0z = -1
z = 2
X — 2y + 0z = 3
a 2 i
v+ 0z = -1 12 + 2x22 fila
z = 2
X+ Oy + 0z = 1
y+ 0z = -1
z = 2

El sistema reducido es:

X = 1

z = 2

y la matriz reducida asociada a este sistema es:

(1 00 1)
01 0 -1 Forma escalonada reducida
001 2

Como podemos ver obtenemos el sistema en su forma
mids reducida posible, con unos en la diagonal principal y
ceros en el resto de elementos. La solucién se obtiene de
forma inmediata. A una matriz como la que hemos obte-
nido anteriormente la llamamos forma escalonada redu-
cida. La columna que tiene un uno en su elemento dia-
gonal y ceros en el resto de los elementos de la columna
diremos que tiene un uno principal, La matriz anterior del
ejemplo tiene tres unos principales.




Establecemos los siguientes criterios para la discusién del
sistema en funcién del nimero de unos principales de la
matriz escalonada reducida:

e Cuando la matriz tiene tantos unos principales como
namero de incognitas, el sistema es compatible deter-
minado. (Existe una Gnica solucién.)

e Cuando el niimero de unos principales es menor que
el de incognitas, el sistema es compatible indetermi-
nado. (Existen infinitas soluciones.)

e Cuando la matriz tiene un uno principal en la Gltima
columna, entonces el sistema no tiene solucién.

A partir de estos criterios, podemos establecer la discusion
del sistema y, a partir de la forma escalonada reducida,
podemos obtener la solucién del mismo. Hay que volver
a insistir en que no hemos utilizado hasta aqui el con-
cepto de determinante ni de rango de una matriz.

Un programa de resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales para la Ti-82

Si analizamos el programa GAUSS82, que se distribuye
con el Link de la Texas 82 con el ordenador, advertimos
que el programa exhibe el mensaje de matriz mal condi-
cionada en casos en los que queremos resolver un siste-
ma de ecuaciones lineales con dos ecuaciones linealmen-
te dependientes. Un sistema de este tipo o es incompati-
ble o es compatible indeterminado, pero no nos parece lo
mas adecuado hablar de matriz mal condicionada.

Vamos a analizar un programa escrito para la calculadora
grafica Ti-82 que nos proporciona la solucién de un siste-
ma de ecuaciones lineales con igual nimero de ecuacio-
nes que de incognitas.

Debemos introducir en el registro de memoria del editor
de matrices etiquetado con [A] la matriz ampliada del sis-
tema, es decir, la matriz cuadrada de coeficientes del sis-
tema afiadiendo una columna con los términos indepen-
dientes del sistema. Una vez introducida la matriz en el
registro [Al, ya podemos ejecutar el programa.

El programa efectta operaciones elementales sobre las
filas hasta llegar a una matriz del tipo escalonada reduci-
da. El programa nos indica si existe solucién o no. Una
vez ejecutado el mismo, si visualizamos en la calculadora
la matriz [A], tendremos la matriz del dltiimo paso cuya
columna final representa la solucién del sistema.

El programa es el siguiente :

«dim [A] -l
g (1) —=F
F+1-C
T=A

Vamos a analizar
un programa
escrito para
la calculadora
grdfica Ti-82 que
nos proporciona
la solucion
de un sistema
de ecuaciones
lineales con igual
nimero
de ecuaciones que
de incognitas.

‘While A<C

0P

:0-B

:For(D,AF, 1)

:JIf abs [A](D,A)>P

:Then

:abs [A](D,A)—P

:D—B

:End

:End

:If B>O

:Then

:If BzA

:Then

:Disp “CONMUTO",{B,A}
rrowSwap([A], A, B)—[A]
:Pause [A]} Frac

:End

:Disp “MULTIPLICO..."”
*row{[A](A, Al [A] A)—[A]
:Pause [A] |Frac
:For(D,1,F,1)

:If DA

:Then

:Disp “RESTO...”
*row+{-[A](D,A),[A],LA;D]—[A]
:End

:End

:Pause [A] |Frac

:End

A+T—A

:End

:prgmHAYSOLUC

:Disp “EL SISTEMA ES”
f S=1

:Then

:Af B>0

:Then

:Disp "DETERMINADO”
:Else

:Disp “INDETERMINADO"
:End

:Else o
:Disp “INCOMPATIBLE”
:End

Programa HAYSOLUC
HE

:For(G,1,F 1)

10|

:For(H,1,F, 1)

:f JAJ{G,H) 20
HE

:End

:If 1=0 and [A](G,C)—0
:0-S

:End

:Return



Comentarios del programa’

Lo primero que hacemos es obtener las
dimensiones de la matriz. Después, el
programa va a ir buscando columna a
columna los elementos de mayor valor
absoluto, que son los llamados pivotes.
Una vez identificado el pivote en cada
columna, se realizardn las correspon-
dientes operaciones elementales por
filas necesarias para ir construyendo la
matriz escalonada reducida final.

Es decir, inicialmente tomamos la pri-
mer columna, A = 1. Ahora, una vez
fijada la columna, recorre las filas bus-
cando el elemento con mayor valor
absoluto. Si lo encuentra, conmuta las
filas; después de este paso, realiza las
operaciones elementales (primero multi-
plicando y luego restando), mediante las
instrucciones *row(Q y *row+Q, para con-
seguir un uno en la posicién (1,1 y
ceros en el resto de la columna.
Posteriormente, pasa al elemento (2,2)
de la diagonal, repitiendo el mismo pro-
ceso, teniendo en cuenta que la bisque-
da del mayor valor absoluto la realiza
para los elementos (i,2) con i > 2. Realiza
este proceso de forma iterativa hasta lle-
gar a la escalonada reducida. Finalmente,
se discute los distintos tipos de solucién
existentes, a partir de la forma particular
de la escalonada reducida.

1

¢

Los autores disponen de la ver-
sién en lenguaje C de este pro-
grama. Si alguien estd intere-
sado en el cédigo, puede con-
tactar con cualquiera de noso-

fros.

Leandro Tortosa

IES Haygbén.

San Vicente de Raspeig
Javier Santacruz
Escuela de Informética
de Alicante

Para obtener la solucién una vez ejecutado el programa,
visualizamos en pantalla la matriz [A]. Si el sistema es
compatible determinado, la solucién es el dltimo vector
de la matriz. Si el sistema es compatible indeterminado,
las incOgnitas correspondientes a las columnas que no
tengan un uno principal, serdn los parimetros depen-
dientes en la solucién general.

Para terminar, podemos preguntarnos para qué nos puede
servir disponer de este programa o uno similar, Pensamos
que los alumnos deben saber resolver sistemas de ecua-
ciones «a mano», utilizando el método de Gauss tradicio-
nal; deben también conocer los peligros numéricos que se
esconden en el método, asi como posibles alternativas.
Pero también pensamos qué es interesante disponer de
un programa de este tipo para resolver sistemas. ;Por
qué? Porque nos va a permitir no consumir tanto tiempo
en calculos repetitivos y plantearnos «problemas mas
reales», donde las matrices involucradas en los mismos
no serdn de orden 3 X 3 0 4 x 4, sino mucho mayores.
Es evidente que a mano no podemos resolver un siste-
ma 10 X 10, pero si con la calculadora y con programas
de este tipo. Por lo tanto, nuestro esfuerzo debe ir diri-
gido también a estudiar este tipo de aplicaciones que
requieren resolver sistemas grandes, y no solamente a
enseflar destrezas de cilculo de una forma rutinaria y °
mecéanica. Aplicaciones como, por ejemplo, las relacio-
nadas con la teoria de grafos, con las matrices de
Markov, los modelos econémicos de entrada-salida de
Leontief, la criptograffa, estudio de poblaciones a lo
largo del tiempo, etc. En definitiva, debemos plantearnos
ensefiar las aplicaciones del dlgebra lineal y no sélo las
operaciones aritméticas y los cilculos tediosos que el
algebra matricial supone.

El cuerno
Javier Carvaijal
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La ensenanza matematica
en Alemania*

Christine Keitel

Uwe Gellert

* Por no llegar a tiempo a la

redaccion de SUMA este articu-
lo no se pudo incluir en el
Informe del n.° 23 sobre «la
ensefianza de las Matemdticas
en Europa», coordinado por
Florencio Villarroya.

Dado el interés del mismo, que
completa la visién de la ense-
fianza de las matemdticas en
Europa, se incluye en este
nmero.

ste articulo intenta presentar el estado actual y el desarro-
llo histérico del sistema educativo en Alemania. Como
punto esencial vamos a considerar el papel de la ense-
flanza de las Matematicas en esos desarrollos.

Antes de explicitar contenidos y métodos de la ensefian-
za matemdtica, asi como las correspondientes reformas y
la formacién de profesores de secundaria y maestros,
mostraremos el marco institucional de la ensefianza mate-
matica, es decir, la estructura general del sistema educati-
vo en Alemania.

Las instituciones de la Ensefianza

El sistema educativo de Alemania se distingue de los sis-
temas educativos de la mayoria de los demis estados
industriales, especialmente, por dos caracteristicas:

(1) En el nivel secundario I, que sigue después de la
Escuela primaria comtn para todos, hay tres o cuatro
diferentes tipos de escuelas en paralelo.

(2) Es muy importante el modo dual de la educacion
profesional que tiene su punto clave en una for-
macién empresarial. A esa formacién empresarial
se afiade como obligacién la asistencia a una
escuela estatal de formacion profesional a tiempo
parcial.

Se tiene que afiadir que la estructura del sistema educati-

vo representado en el cuadro 1 no muestra el esquema de

una organizacion estatal de la ensefanza en toda

Alemania, sino, por asi decirlo, el término medio nacional

porque:

(3) la estructura federal del Estado alemdn reserva la
soberania cultural (Kulturbobeif) a cada uno de los 16
Estados confederados (Idnder). Ese hecho significa



edad anos de
minima estudios
24 19
23 18
22 Universidad Ampliacién 17 - nivel
21 Escuela de 16 terciario
20 (técnica) estudios 15
19 superior 14
18 Sistema dual 13
17 Grado superior Escuela de form. profesional 12 1
16 del bachillerato a.tiempo parcial y aprendizaje] 11
15 - 10 nivel
14 Instituto B | Esc. sec. Ensefianza 9  secundario
13 de 2 (ED con general 8
12 bachillerato 85| | seis cursos bésica 7.1
11 & 6
10 (Gymnasium) (Realschule)| | (Hauptschule) 5
9 4
8 Escuela 3¢ nivel
7 primaria 2 primario
6 1
5 Instituciones
4 preescolares
3

Cuadro 1: El sistema de Ensefianza en Alemania

que no se organiza la ensefianza centralmente sino
multicentralmente. Dos ejemplos: hay unos Linder
donde no existen escuelas integradas y, particular-
mente en Berlin, la disociacion de la Secundaria no
tiene lugar después de cuatro afos, sino de seis afios
de estudios en la Escuela primaria comitin para todos
los alumnos.

Aun asi, en lineas generales, la ensefianza en Alemania

presenta cierta homogeneidad. En la mayoria de los casos
esa uniformidad se basa en convenios entre los Minis-
terios de Cultura de los 16 Linder que han establecido un
6rgano de coordinacién: la Conferencia Permanente de

los

Ministros de Cultura de los Linder (Stdndige

Konferenz der Kultusminister der Linder, KMK).

La homogeneidad de la ensefianza se explica también por
la falta de competencia entre escuelas estatales y privadas:

@

®

La gran mayoria de los alumnos y estudiantes asiste a
instituciones estatales de ensefianza; solamente una
pequefia minoria frecuenta escuelas privadas que,
principalmente, son de la Iglesia, si bien estdn sub-
vencionadas por el Estado. La mayoria de las escue-
las en Alemania era y es de media jornada.

Al contrario de lo que sucede en la ensefianza escolar,
las escuelas superiores y las universidades tienen bas-
tante autonomia respecto a la administracién cientifica.

Primaria

edad
minima

Asi, las universidades alemanas, que
en sus concepciones siempre se han
sentido comprometidas con la tradi-
ci6n cientifica del ideal nechumanis-
ta de Wilhelm von Humboldt (1767-
1835), no estin coordinadas ni con
una administracién educativa centra-
lista ni con una jerarquia de carreras.

Unos datos concretos de la
Ensefanza

El afio escolar consta de 40 semanas de
clases y 12 semanas de vacaciones,
Comienza en agosto y termina —inte-
rrumpido por las vacaciones de otofio,
Navidad, invierno y Pascua— en julio, y
va seguido de 6 semanas de vacaciones
de verano. En los diferentes Linder y
segln la edad del alumno, el horario va
desde 24 hasta 36 clases de 45 minutos
(los domingos quedan libres) en grupos
de un promedio de 30 alumnos. Las cla-
ses de matemiticas disminuyen desde
las cinco de los primeros cursos hasta
tres en el décimo afio. En los cursos
superiores del bachillerato, los alumnos
eligen entre cursos de diferentes nive-
les, de modo que las matemiticas que
se ensefian varian entre tres y seis horas
cada semana. Desde hace unos 10 afios,
las clases de matematicas son obligato-
rias hasta el final de los estudios.

26 :
25 Curso preparativo (Referendariat) Porcentaje de
24 I L estudios de
23 : pedagogia y
22 Magisterio Profesorado Profesorado did4ctica:
21 nivel
20 Sec. I Mag.: ~50%
19 Sec. I ~20%
18 Bachillerato Sec. II: + ~10%
17
16 GYMNASIUM

Cuadro 2:

Estructura de la formacion de profesores y maestros en Alemania



Cada tipo de Escuela secundaria conce-

de su propio certificado de fin de estu-

dios. Asi se produce como resultado

una jerarquia en cuatro niveles de los

certificados:

1. Bachillerato (Abitun).

2. Fin de estudios de la Escuela secundaria
de seis cursos (Realschulabschlufs).

3. Fin de estudios de la Ensefianza gene-
ral basica (Hauptschulabschluf).

4, Sin terminar los estudios (Obne
Schulabschiufs).

En este sistema, el bachillerato es la con-
dicién previa para acceder a la Univer-
sidad. Para acceder a las escuelas téc-
nicas superiores basta con un bachillera-
to con especializacién técnica que tiene
menor valor que el bachi-

llerato (general). Debido a g‘?’;’j

los numerus claususy a la
falta de puestos escolares,
hay ciertas asignaturas en
las que las universidades
eligen a sus futuros estu-
diantes segln sus notas del
bachillerato.

La formacién de
profesores y
maestros

La organizacién y el disefio -
de la formacién tanto de
los profesores de secunda-

tia como de los maestros, sin alguna

duda, figuran entre las caracteristicas
mds importantes del sistema educativo
aleman. Las discusiones sobre las refor-
mas actuales de la formacion de profe-
sores y maestros, que han tenido lugar
durante algunos decenios en la
Reptblica Federal de Alemania, muchas
veces estaban determinadas por la idea
de asegurar para la pedagogia mas
autoridad e influencia. Sin embargo, en
una comparacibn con otros paises,
parece caracteristica la importancia de
la pedagogia cientifica para la forma-
cién de profesores y maestros en
Alemania. En consecuencia, en los Glti-
mos afios, se aumentaron las referen-

cias profesionales de los estudios universitarios para fuitu-
ros profesores. Pese a ello, a muchos criticos de la forma-
cién de profesores y maestros no les basta con la califica-
ci6én profesional de los futuros ensefiantes: una vez que se
ha establecido la pedagogia en Alemania en el campo de
la formacién de profesores y maestros como disciplina
académica, se dirigen los esfuerzos hacia una mejora de la
formacién en esa nueva disciplina.

La estructura de la formacién

La organizacién de la formacion de profesores y maestros
se basa en peculiaridades profundamente arraigadas en el
desarrollo de las instituciones de la ensefianza. Los dife-
rentes modos de la formacién para los profesores de
secundaria y los maestros (aqui: para el Gymnasium y
para la Primaria) se aproximaron, si bien no antes de la
- nivelacién de los tipos de

escuelas. Las diferencias en

la preparacién de profeso-

res y maestros se manifes-

tan significativamente en la

cantidad de los estudios de

pedagogia. En una resolu-

" cién del afio 1990 de la
KMK sobre la formacion de

profesores y maestros se

propone que en los estu-

dios de la carrera de los

futuros maestros tenga un

peso relativamente mayor

la pedagogia, y en los de

los futuros profesores del

Gymmnasium mucho menos.

Por un lado, es llamativa la
larga duracién de la forma-
cién de profesores y maestros en Alemania —sobre todo, si
se consideran los tiempos efectivos de estudios. Sin
embargo, se puede decir que esa duracién, que es la
misma que en las demis profesiones académicas, benefi-
cia a las pretensiones politico-profesionales y econdmicas
de las profesores y maestros. Por otro lado, es una singu-
laridad la organizacién independiente por la Universidad
de una segunda fase de practica profesional. Esa separa-
cién de la formacién muestra, por una parte, el predomi-
nio de la formacién de profesores del Gymmnasium del
siglo XIX como modelo de toda formacién; por otra, la dis-
tancia entre la pedagogia académica y la prictica escolar,
abierta durante los Gltimos decenios, que legitima y apoya
la institucionalizacién general de una fase particular de
introduccién profesional.

Entre los elementos mas importantes de la primera fase de
la formacion figura el estudio cientifico de la disciplina.




Tiene mucha importancia durante la primera fase, casi
tanto como en Francia. All4, como en Alemania, ese hecho
refleja la mejora de posicién social de los maestros, cuyo
acceso a las universidades y escuelas superiores aumentd,
en primer lugar, el estudio cientifico de las disciplinas.

En lo esencial, se distinguen dos modelos bidsicos en la
formacién de profesores y maestros que tienen raices leja-
nas. Se trata, por un lado, de la formacién de profesores
del Gymmnasium cuya tradicion tiene su origen en las refor-
mas prusianas de principios del siglo XIX. Como modelo
establecido de largo tiempo y al mismo tiempo relaciona-
do con mis prestigio y mas sueldo, influia fuertemente en
el desarrollo de la politica de la ensefianza: al mismo tiem-
po, encauzaba los intentos de equiparar la formacién de
profesores y maestros como objetivo, y los contrarrestaba
como medio de diferenciacién de la posicién social entre
los diferentes tipos de profesores y maestros.

La formacién de profesores del
Gymnasium

La formacién de profesores del Gymnasium se realiza en
la Universidad, a través de estudios cientificos de dos dis-
ciplinas con una duracion tedrica de, al menos, cuatro o
cinco aflos que en la practica exige seis afios, cuando
menos. Se terminan los estudios universitarios con un
examen estatal realizado por la administracién escolar con
la cooperacién de catedriticos. Ese examen concede al
candidato la autorizacion cientifica para ensefiar las
correspondientes asignaturas. En la segunda fase de for-
macion, totalmente separada de la Universidad, en escue-
las y seminarios, los futuros profesores adquieren la auto-
rizacion prdctica para ensefiar.

Lo formacién de maestros

La pedagogia académica en ese ciclo de estudios para
profesor de Gymmnasium tiene, tradicionalmente, en com-
paracion a los estudios de las disciplinas, un papel infe-
rior. Encontrd su lugar propio en la Escuela pedagogica
superior (Pddagogische Hochschule), fundada en los afios
veinte y, después de la segunda guerra mundial, extendi-
da a toda Alemania. De alli, se desarrolld el segundo
modelo de la formacién de ensehantes en Alemania basa-
do en la formacién de los Volksschullebrer (en denomi-
nacién actual: de los maestros de la Primaria y los profe-
sores de la Enseflanza general bdsica). En el siglo XIX,
recibfan su formacién directamente después de terminar
su asistencia a la Volksschule, como maestros auxiliares,
formados paralelamente en los métodos y en la prictica
de la ensefianza primaria. Ya a finales del siglo XIX se cri-
ticb esa manera de formar maestros porque no corres-
pondia a las exigencias complejas de esa profesion peda-
gogica. Por eso, la formacién en la Escuela pedagbgica

La formacion
de profesores
del Gymnasium
se realiza
en la Universidad,
a traves de
estudios cientificos
de dlos disciplinas
con una duracion
teorica de,
al menos,
cUairo o cinco
anos qie
en la practica
exige seis arnos,
cuando menos.

superior reclamd, en oposiciéon a la
orientacion prictica de la antigua for-
macién de maestros, una concepcion
mas tedrica. Exteriormente, se nota en
la exigencia del bachillerato como con-
dicién previa para la entrada en la
Escuela pedagogica superior.

Pero el aumento de las exigencias se
referfa menos a los estudios cientificos
de disciplinas. La funcién de los tres
afos de estudios era la adquisiciéon de
una competencia profesional relaciona-
da con la compleja tarea educativa de
la Escuela. No s6lo se concebia esa cua-
lificacion con vistas a la disciplina o a la
pedagogia sino ademas como resultado
de una actitud personal y fundamental
del futuro maestro hacia el hombre
joven. Por eso, la Escuela pedagbgica
superior que conscientemente se fun-
daba pequefa y socialmente aprecia-
ble, tenia la funcidon de desarrollar la
personalidad de los estudiantes. Como
la  Primaria, en comparacidén al
Gymmnasium, transmitia conocimiento y
cultura de gusto menos refinado, su
personal docente recibifa una califica-
cién menor, la cual se advertia en la
importancia relativa de los estudios
cientificos de disciplinas, asi como en el
estado y el origen del personal docente
de la Escuela pedagbgica superior. No
es extrafio que el desarrollo de la for-
macién de maestros no se quedase
parado en esa solucidn esbozada de los
aflos veinte. Desde el afio 1958 se
incluye progresivamente la Escuela
pedagbgica superior en la Universidad.
De esa manera, la formaciéon de maes-
tros y profesores para todo tipo de
Escuela fue integrada en la Universidad.

La integracion de todos los cursos de for-
macién de profesores y maestros en la
Universidad trajo consigo que la prepa-
racion practica, que antes era parte de la
formacién en la Escuela pedagodgica
superior, se organizase (a excepcion de
unas fases practicas de corta duracion)
fuera de la Universidad. Con el argu-
mento de dar estudios cientificos de la
disciplina también para los maestros se
han descargado los cursos universitarios
de formacién, de la preparacion practica.




Esa formacion en dos fases correspon-
de a los modelos para médicos y juris-
tas. Con el Examen estatal, que finaliza

los estudios universitarios, los futuros

profesores y maestros reciben el dere-
cho a realizar el curso preparatorio
cuya duracion es de (desde el afio
1990) dos afios. Ese curso contiene acti-
vidades practicas en escuelas, y tam-
bién un suplemento de una formacién
pedagogica y didictica orientada a la
practica escolar, impartido por profeso-
res experimentados del mismo tipo de
escuela. Se termina esa fase de forma-
cién con el Segundo examen estatal
que supone la condicién previa para el
empleo como profesor o maestro, pero
no lo garantiza.

Por lo general, el acceso a la profesion
de ensenante exige tener, durante unos
tres afios, un contrato laboral como
empleado puablico antes de ingresar en
el funcionariado, es decir en un puesto
permanente, Las horas de clase por
semana de cada profesor o maestro
difieren segtn el nivel escolar: los que
menos, los profesores del Gymnasium
que tienen que dar clase aproximada-
mente 24 horas por semana (segln los
acuerdos especificos de los Linder) y
los que mis los maestros de la Primaria
con, aproximadamente, 27 horas por
semana.

Los programas y los méto-
dos de la ensefianza mate-
matica

En Alemania, el siglo XIX se caracterizd
por una explosion del conocimiento
cientifico, especialmente por parte de la
universidad. Como resultado de ese pro-
ceso, la especializacion del personal cien-
tifico de las universidades —por lo que se
refiere en concreto a nuestro estudio,
dentro del campo de las Matemdticas— y
la particular importancia que concedia a
las Matemdticas el concepto humboldtia-
no (es decir, el concepto oficial de la
administraciéon) de cultura general,
habian propiciado la autonomia de las
Matematicas respecto a las ciencias natu-
rales y a las demds asignaturas.

En un principio
(hasta fines del
siglo XVIII)
la concepcion
de cultura general
se asocio a la idea
de educacion
Jormal clasica
alemana:
por medio
del desarrollo
armonioso
Y mental
del intelecto,
de la fantasia
y del caracter
se crea
la personalidad
como obra
estética.

Cultura general (Aligemeinbildung) no queria decir forma-
cién para todos, sino formacién universal para la futura
elite. Dentro del marco de las reformas prusianas de prin-
cipios del siglo XIX, la cultura general funcionaba como
estabilizador del sistema de clases sociales. Sustituy6 al cri-
terio del nacimiento como regulador de la jerarquia social,
con la ventaja ademds de contar con la posibilidad admi-
nistrativa de definir las fronteras entre las clases
(Beisenherz, 1979). En un principio (hasta fines del siglo
XVIID la concepcion de cultura general se asoci6 a la idea
de educacion formal cldsica alemana: por medio del desa-
rrollo armonioso y mental del intelecto, de la fantasia y del
cardcter se crea la personalidad como obra estética. El filo-
sofo Hegel consideraba la cultura de la Antigiiedad, espe-
cialmente la de la polis griega, paradigma de esa concep-
cién; es decir, que la cultura general es un producto de la
conexion de la filologia cldsica con la filosofia.

La interaccién entre las exigencias de la burocracia y las
ideas neohumanistas de Humboldt a principios del siglo
XIX fue particularmente importante para las Matematicas.
Durante todo el siglo XVIII se habian hecho esfuerzos en
Alemania para introducir las Matemiticas en el canon tra-
dicional de disciplinas; pero esos esfuerzos habian sido
esporddicos y aislados. La posicién social de los profeso-
res de Matemidticas y de Calculo era significativamente
inferior a la de los de Letras. Era normal que los profeso-
res de Matemiticas vivieran de actividades suplementarias
0 que obtuvieran sus ingresos principales de otros empleos.
Hasta fines del XVIII, cuando al amparo de una politica
racionalista (Aufkldrung) y del neohumanismo, se inten-
sificaron los esfuerzos estatales dirigidos a la Educacién,
la posicién de las Matemiticas no se consolidé. Se con-
virtié en uno de los tres pilares de la Ensefianza del
Gymnasium junto a las lenguas antiguas y las disciplinas
historicas. En el ideal neohumanista de formacién, las
Matemdticas como asignatura desempefiaban un impor-
tante papel (Jahnke, 1985).

Desarrollos y reformas de los programas
entre 1900 y 1949

La explosién del conocimiento que se habia experimentado
en el siglo XIX, la autonomia de las Matemdticas y su par-
celacién en diversas disciplinas relacionadas habian compli-
cado la formacién del profesorado, si habia que atender a
la demanda humboldtiana de cultura general. Para estar al
tanto del desarrollo y de la diversificacién de las Mate-
mdticas en especialidades, los futuros profesores habian
tenido que estudiar cada vez mids Matematicas especializa-
das. Dado que en las universidades cada vez se hacia
menos esfuerzo por ofrecer cursos de ideas generales de
Matemiticas, se habia producido una crisis en la formaciéon
de los profesores de Matemiticas. Lo que habia sido posi-
ble para los profesores de Matematicas a principios del siglo




XIX, resultd en adelante imposible: adquirir una visién
general de todos los conocimientos matematicos.

Dindose cuenta de la naturaleza de los contenidos de la
ensefianza matemdtica y de las nuevas necesidades res-
pecto de las exigencias cientificas y técnicas de la indus-
tria, la crisis en la formacién de los profesores resulto evi-
dente y significativa en la prictica de la ensefianza secun-
daria de los ltimos treinta afios del siglo XIX. Lo que se
tiene que destacar, y que es un hecho curioso, es que no
habia ninguna iniciativa de modernizacién por parte de
los profesores de la Secundaria. Aunque en el afio 1891
se fund6 la Asociacién para la Promocion de la Ensefianza
Matemadtica y de las Ciencias Naturales (Férderverein fiir
den mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichi)
que se movilizaba para mantener la importancia de las
matemadticas en la ensefianza, los profesores de la secun-
daria no se interesaban por cambios de los contenidos
(Schubring, 1996).

Reformas de los programas a principios
del siglo XX

En el vacio de esa crisis de la ensefianza matemdtica tuvo
lugar una conferencia sobre reformas organizada por la
Administracién alemana. Esa conferencia estuvo domina-
da, sobre todo, por los representantes de la ensefianza
militar. En esa conferencia se proporcion6 a las matema-
ticas por primera vez una funcién central en el sistema de
la ensefianza desde la Elementarschule (Escuela elemen-
tar) hasta el Abitur (bachillerato). Qued6 muy claro que
las Matematicas tenian un importantisimo papel en la for-
macién de ingenieros y técnicos asi como en la de oficia-
les. Para actuar con una politica de fuerza, el gobierno
aleman necesitaba personas bien formadas cientificamen-
te respecto a las Matematicas y las Ciencias naturales,

A ello se anaden las tempranas iniciativas del matematico
Felix Klein, con la intencién de influir en la ensefianza
matematica en todos niveles, desde la Universidad hasta la
Primaria, —Felix Klein fue eligido primer Presidente de la
Comisién Internacional de la Ensefianza Matemaitica
(CIEM)- producird en Alemania una notable moderniza-
cién: los cambios en el campo de la ensefianza, al menos
en la ensefianza secundaria, serdn profundos y duraderos.
Postulaba Felix Klein que era funcién de todo matematico
mediar entre las ciencias tedricas, asi como entre las cien-
cias y la vida moderna. No consideraba a las Matemdticas
como producto de periodos singulares de la historia huma-
na, sino como acompafiante del desarrollo de la cultura en
todos sus escalones: das Matemdticas estdn intimamente
ligadas tanto a la cultura griega, como a las exigencias mis
modernas de la ingenierfa» (Otte, 1989). Las Matemdticas se
convirtieron en una categorfa filoséfica. Para cumplir las exi-
gencias epistemologicas de las Matematicas y para propiciar

Postulaba
Felix Klein
que era funcion
de todo
matemartico
mediar entre las
ciencias tedricas,
asi como entre
las ciencias
v la vida moderna.
No consideraba
a las Matematicas
como producto de
periodos singulares
de la bistoria
humana,
Sino como
acompanante
del desarrollo
de la cultura
en todos
sus escalones. ..

la creacidn de un conocimiento metama-
temdtico, Klein desarrollé el concepto
de formacién universitaria de profeso-
res  Mathematik  vom  hoberen
Standpunkte aus (las Matematicas de
nivel superior). Ese programa intentaba
estructurar las Matemiticas de acuerdo
con las nociones centrales: funcion,
representacion y andlisis. Para llegar a
una nueva concepcion a largo plazo de
las Matemiticas y de la cultura general,
Klein difundié su concepto de forma-
cién de profesores. Ese concepto debia
funcionar como moderador entre las
exigencias especificas de la ciencia y de
la cultura. El progréma intentaba estan-
darizar las Matematicas sobre el funda-
mento de unas nociones de base. Al
mismo tiempo, esa concepciéon y reor-
ganizacion del algebra, el anilisis y la
geometria acordes al concepto de fun-
cién, provocaban una dinamizacién de
las Matematicas. La dinamizacién de las
Matematicas condicionaba el consi-
guiente desarrollo de la investigacién
matemdtica y ademids proporcionaba
con garantias un conjunto de teorfa y
aplicaciones.

El final de ese desarrollo a principios
del siglo XX lo ponia la adopcion ofi-
cial, el afio 1925 en Prusia, de la intro-
duccién de elementos del cilculo dife-
rencial e integral en los cursos superio-
res. Esa orientacion, propuesta por las
reformas de Felix Klein, fue y sigue
siendo aceptada para toda la comuni-
dad de profesores de Secundaria en
Alemania. Se trata, por eso, de un caso
muy raro de una reforma eficazmente
realizada en la ensefianza.

La Reformpédagogik como
método de ensefiar

Los desarrollos pedagogicos, antes de
la toma del poder por los nacionalso-
cialistas, se consideran como un movi-
miento internacional llamado Reform-
pddagogik (pedagogia reformadora), La
base de esa pedagogia de innovacién la
formaban temas como la imagen nueva
del nirio, el mundo propio del nifio,
pedagogia activa por parte del niio, el
movimiento de la escuela trabajadora



(Arbeitsschulbewegung) 'y comunida-
des pedagogicas. El alumno con sus dis-
posiciones individuales, sus intereses y
actividades y sus maneras de aprender
tenia un papel importantisimo en la dis-
cusiébn pedagodgica y didactica. La
Reformpddagogik, a principios del siglo
XX, no era un movimiento homogéneo,
sino que se formaba de una multitud de
concepciones individuales, dandose
cuenta mas tarde de la falta de relacion
con conceptos politicos generales. Esa
‘pedagogia basada en el nifio también
incluia la ensefianza matemaAitica.
Citamos las directivas prusianas del afio
1922:

Jda eleccidén de los contenidos de la
enseflanza esti determinada, en primer
lugar, por las capacidades y los deseos
del crecimiento intelectual de los nifios
y, en segundo, por la importancia de
los contenidos para la vida futura. [...]
Siempre se tiene que prestar atencién a
las conexiones entre el cilculo, sus
aplicaciones en otras asignaturas y el
mundo de los nifios.»

Como resumen de la importancia de la
Reformpddagogik para la ensefianza
moderna, se pueden considerar las pro-
posiciones metddico-didacticas de ese
tiempo como las raices histéricas de los
dos primeros cursos de la ensefianza
matemitica (Radatz, 1984).

Las Matemdticas y el
nacionalsocialismo

Generalmente, los objetivos de la edu-
cacién mis significativos respecto de la
practica escolar durante los afios 1933-
1945 eran:

e la ideologizacion de la ensefianza (el
tema central se cambi6 de las capa-
cidades individuales al cuerpo
humano y a los ideales),

¢ la militarizacion de la ensefianza (la
educacién se convertid en adiestra-
miento),

¢ la formacién del caricter, la promo-
cibn de los sentimientos para la
nacion.

Por eso, en esos afios a partir de 1933, se
reducia fuertemente la importancia y el
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valor de las Matemdticas. En particular, en las escuelas de elite
de los nacionalsocialistas donde se formaba a los lideres futi-
ros del Partido y del Estado, las Matematicas tenfan un papel
insignificante. Como reaccién, y para mantener las
Matemiticas en el canon de las asignaturas, los didactas de
las Matemdticas intentaban aumentar el valor de la educacién
matematica y de las Ciencias naturales, de manera que entre-
lazaban las Matematicas con el conjunto de la vida racista.
Felix Klein, por ejemplo, sefialdé que la concepcién natural
del espacio era caracteristica destacada de la raza germénica,
mientras que las razas latinas y hebreas habfan desarrollado
mas el sentido critico y logico. Se intentaban solucionar los
problemas del pensamiento cientifico desde un punto de
vista racista. Se concebfan diferentes Denktypen (tipos de
gente pensando) y se categorizaba el Denkiyp aleman en rela-
cién a las matemdaticas como utilizador de métodos geométri-
cos y de renunciador de la aritmetizacion de las matemdticas.
En la practica de la ensefianza matemdtica, los pensamientos
nacionalsocialistas y racistas entraban principalmente en los
libros de texto en el contexto de las aplicaciones.

La critica vehemente de los tedricos nacionalsocialistas de
la educacién respecto de la orientacién de la ensehanza
hacia el conocimiento antes del afio 1933, no puede disi-
mular que se intentaba evitar la formacion de capacidades
individuales y de un metaconocimiento, es decir un cono-
cimiento sobre el conocimiento. Particularmente las
Matemiticas ponen a disposicién métodos para tal meta-
conocimiento. Otras razones para la reduccién de los con-
tenidos matemiticos eran la desestimacion del desarrollo
matemdtico y de las ciencias naturales asi como el aumen-
to de la importancia de otras asignaturas para la ideologia
nacionalsocialista de Blut und Boden (sangre y tierra).
Consecuentemente, en el afo 1940, se suprimieron los
estudios académicos para profesores y se corté la corres-
pondiente formacién (Radatz, 1984).

Desarrollos y reformas de la politica educa-
tiva después de la segunda guerra mundial

Raschert (1980) divide la politica educativa después de la
segunda guerra mundial en Alemania en cuatro fases de
desarrollo:
12, Fase: 1949 - 1959.
Reconstruccidn y restauracién de la ensefianza.
22, Fase: 1959 -19065.
Periodo transitorio, critica v tendencias reformistas.
32, Fase: 1965 - 1973,
Reforma y ampliacién de la' ensenanza. (expansion
educativa).
42, Fase: desde 1973.
Consolidacion, conflicto y polarizacién de la politica
educativa.



Reorganizacién del sistema de la ensefian-
za y primeras recomendaciones con rela-
cion a los programas

En la Repiblica Federal de Alemania, después de la
segunda guerra mundial, se reorganizé el sistema de la
enseflanza con referencia al sistema de los afios veinte de
ese siglo (Damerow, 1977; Keitel, 1980 y 1986; Max-
Planck-Institut fiir Bildungsforschung, 1991). La caracteris-
tica mds significativa de ese sistema era la organizacién de
la ensefianza secundaria en tres partes, es decir en tres
tipos de escuelas: Hauptschule, Realschuley Gymnasium.
La diferencia tanto cualitativa como cuantitativa respecto
al conocimiento que se intentaba ensefiar a los alumnos,
s€ muestra ya en los nombres diferentes de la misma dis-
ciplina escolar: Aritmética en la Volksschule y Matemitica
en la Realschule y en el Gymnasium. Ciertos prejuicios
que decian que los alumnos ordinarios de la Volksschule
eran incapaces de adquirit un conocimiento més amplio
—ni hablar de las Matematicas— también decian que ese
conocimiento limitado satisfacia a los alumnos para sus
vidas personales y profesionales, y ademis les mantenia
en su nivel social original.

Hasta el final de los afios sesenta, los intentos de reformar
la enseflanza matemdtica se concentraron principalmente en
el Gymnasium. Bl problema tradicional de la ensefianza
matematica era, ademas de su caricter, al mismo tiempo rei-
terativo y aislado, una sobrecarga de los programas. La
reforma de Felix Klein del afio 1925 intent6 reorganizar v
reestructurar la disciplina de las matemiticas, pero realmen-
te su aplicacion parcial produjo una expansién de los pro-
gramas. Para suprimir o reducir esa sobrecarga, a partir del
aio 1955, la KMK empez6 a publicar Recomendaciones e
instrucciones para la ensefianza matemdtica en el
Gymnasium. Eran recomendaciones con la intencidén de
unificar y reducir el canon tradicional de la ensefianza mate-
mitica en el Gymnasium. También se recomendaba la
introduccién de unas pocas cuestiones de matematicas
modernas, es decir universitarias, pero solamente en los Glti-
mos dos afios de las Matemiticas y las Ciencias Naturales
del Gymnasium. En el afio 1958, a estas instrucciones se
afiadio el Trutzinger Maturitdtskatalog preparado por repre-
sentantes de la KMK y por la conferencia de rectores uni-
versitarios. Ese Trutzinger Maturitditskatalog sefial6 el regre-
$0 a una concepcion tradicional de la educacion (Bildung)
al modo cristiano-conservador: a las Matemiticas y a las
Ciencias Naturales se les reconocia un valor menor con res-
pecto a la cultura general (Aligemeinbildung) y, por eso, se
les asignaba un puesto de menor importancia en los pro-
gramas escolares. Consecuentemente, las convenciones del
afio 1960 de la KMK sobre la estructura del sistema de ense-
fianza y la funcién de disciplinas escolares (Saarbricker
Rabmenvereinbarungen) redujeron el contenido y los hora-
tios de Matemiticas y Ciencias naturales en el Gymnasium.
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En los afios sesenta, se reformaba profun-
damente el ciclo superior de la Volksschule
(Escuela elemental). Hasta hoy, la
Volksschule —-mucho mis que el Gymmna-
Sium-— se ha orientado en funcién de las
diferentes tradiciones politicas, religiosas y
regionales de los diferentes Linder. En el
afio 1964 se la reorganizé completamente
(Hamburger Abkommen), transformando
el ciclo superior en Hauptschule (Ense-
fianza general bisica). Se concibio la ense-
fianza de la Haupischule como ensefianza
moderna con vistas a la industria y al
mundo de trabajo. Para mejorar el estado
de la Haupischule, se establecian clases
especificas para alumnos de talento
(Férderstufe). En unos Linder, se prolon-
gaba la estancia escolar por uno o dos
afos, pero no se aumentaba el programa
matematico. De hecho, los afios suple-
mentarios servian solamente de profundi-
zacion del conocimiento de los afios ante-
riores. Con respecto a las Matemdticas, el
programa también ponia el acento en la
preparacion hacia el mundo del trabajo
reclamando aplicaciones de la aritmética a
diferentes contextos de la vida social y
econdmica.

La economia determina los
objetos de la ensefianza
matemdtica

En las reformas de los afios setenta, los
representantes de la economia tomaron
el papel de los militares en las reformas
de 1900. La Organizacién de Coopera-
cién y Desarrollo Econémico (OCDE)
dirigi6 a sus miembros (sobre todo, a la
mayor parte de los paises europeos occi-
dentales) hacia reformas de la ensefian-
za matemdtica. Explico sus intenciones
€n una vision general de directrices para
la ensenanza matematica, la Sinosis para
una moderna matemdtica escolar. En la
introduccién de esa sinopsis se dice:

«La tasa de crecimiento mis alto motiva
una intensificada demanda de personal
técnico. Solamente las escuelas pueden
formar ese personal especializado. Ya
no se entiende cultura como educacion
del hombre hacia su desarrollo perso-
nal, sino que pasa, junto a los gastos
tradicionales de trabajo v capital, como




factor esencial y critico de la produccion,
que en realidad hace posible el creci-
miento econdmico en su deseada exten-
sion. Hay, por fin, algo nuevo y excitan-
te para NOsoiros, como es una economia
planificada de la educacion, con la tarea
de poner a disposicion el potencial de
mano de obra (Human Man Power), que
necesita una economia moderna y de
alto nivel. [...] La comision Personal cien-
tifico y técnico tenia que averiguar cuin-
tos matemdticos, cientificos, ingenieros y
técnicos se deben formar para aumentar
el producto nacional un 50%. Por otro
lado, tenia que determinar el conoci-
miento que hay que transmitir a los jove-
nes que serd el que necesitardn en el
momento en que entren en el mundo
moderno del trabajo».

No se puede subordinar de un modo
mis claro la enseflanza escolar a los
intereses de la industria. La clave es:
formacién y aumento del potencial de
los trabajadores.

Las recomendaciones del aiio
1968: Las Matemadticas para
todos

La publicacién, el afo 1968, de las
Recomendaciones e instrucciones para la
modernizacion de la ensefianza mate-
mdtica en escuelas primarias y secunde-
rias de la KMK dio una nueva orientacién
a la ensefianza matemdtica y a las cien-
cias naturales (Damerow, 1977; Howson
y otros, 1981; Keitel, 1980). Esa transfor-
macion era parte de un movimiento inter-
nacional de reformas. El movimiento de
reformas para la ensefianza matemdtica
inaugurado por los EE.UU. y Gran Breta-
fia, en los afios cincuenta, se habia exten-
dido progresivamente a los demds paises
occidentales. Esa politica activa de refor-
mas se basaba en objetivos generales:
aumentar el nivel general de la educacion
de la mayorfa definiendo una formacién
general con punto esencial en Ciencias
naturales y Matemiticas. Se tenia que
movilizar el potencial intelectual de toda
la nacién animando a los alumnos dis-
cretos, particularmente a las nifias, a pro-
seguir cursos superiores, y hacer equiva-
lentes los diferentes elementos del sis-
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tema escolar, permitiendo el acceso a estudios superiores
y a las universidades de cada rama del sistema.

Otro objetivo era la mejora y la evaluacién del nivel cien-
tifico de las matematicas ensefiadas para armonizarlas con
el desarrollo de la ensefianza superior y con la investiga-
cién matemadtica.

El punto crucial de la reforma en Alemania era una politi-
ca que intenta unificar todo el sistema escolar respecto a
las asignaturas. La integracion de las tres ramas secunda-
rias no era una reestructuracion del sistema de tres partes,
sino que tomaba por modelo un desarrollo de un progra-
ma matemdtico global —las matemdticas para todos—,
comun y unificado, y diferenciado con los tipos de escue-
las (Keitel, 1987 y 1989). Al mismo tiempo, como plan
general, se facilitaba el paso a los cursos superiores de la
ensefianza secundaria, llevando consigo un desarrollo del
Gymmnasium, y se prolongaba la escolarizacién hasta 9 o
10 afios segln los Lander. En unos Linder, se abrian escue-
las experimentales (Gesamischulen-escuelas integradas)
con enseflanza secundaria de diferentes niveles,

En el afo 1970, las resoluciones de la KMK (Frankenthaler
Beschliisse) unificaron la formacién de profesores y maes-
tros independizindola mds del tipo de escuela (Keitel,
1992). A largo plazo, esa reforma del sistema de la forma-
ci6n transformé mas la ensefianza matematica que la refor-
ma de los programas. La introduccién de una formacién
cientifica para todos, casi siempre a nivel universitario, la
obligacién de proseguir paralelamente estudios en ciencias
de la educacidn, en ciencias sociales y en psicologia, v la
complementacién de la formacién prictica daban a la
ensefianza matemadtica general una nueva base tedrica y
practica. Esa reforma funcioné y funciona como revolu-
cién tranquila: invisible pero decidida.

Instrucciones oficiales y manuales

Después del afio 1970, el interés se dirigia a la redaccién de
instrucciones y manuales nuevos para la ensefianza mate-
matica en los diferentes Linder de la Republica Federal de
Alemania. Antes, la redaccion servia principalmente para
ordenar los programas de ensefianza que apenas estaban
sistematizados, ni en su estructura ni en la definiciéon del
contenido y de los métodos, y que solamente eran especi-
ficaciones de cuestiones matemdticas. En sus introducciones
se resumieron objetivos y métodos de la ensefianza mate-
mitica. Se consideraba suficiente la redaccién codificada de
cuestiones en la medida en que existia un consenso general,
nacido de una tradicién de muchos afios, sobre la manera de
practicar los temas en clase. Ademads, los manuales tradicio-
nales servian como realizacién de los programas, estructuran-
do las cuestiones propuestas por los textos oficiales. Debido a
su contenido y sus métodos, se consideraban estos manuales
como representacion —de un modo reducido- del proceso
didactico, que los profesores mismos tenfan que enriquecer.




Las decisiones de la KMK del afio 1968 han cambiado com-
pletamente Ia funcién de programas oficiales y manuales:
llegaron a ser los instrumentos principales para reformar.
Su funcién nueva era hacer pasar los objetivos de la refor-
ma —tanto los contenidos como los métodos— al campo
practico. Ese proceso de transferencia pasé por etapas:
cada Land tuvo que interpretar y traducir las recomenda-
ciones globales de la KMK a programas oficiales para los
tipos diferentes de escuelas del sistema escolar en tres
partes. Las directivas de la KMK dejaban abiertos muchos
problemas bisicos, por ejemplo ¢cémo diferenciar un pro-
grama global segtin los tipos de escuelas? En qué consis-
te una formacién matemdtica de base para todos? ;C6mo
conciliar las tradiciones diferentes de la ensefianza cienti-
fica y de la ensefianza prictica de las Matematicas? Toda
interpretacion de las directivas de la KMK y toda aplica-
cién de las mismas en el campo practico tenia que pro-
ducir tensiones entre, por una parte, la tradicion didactica
Y préctica y, por otra, con las proposiciones reformadoras
inspiradas en el extranjero. Las directivas de la KMK ya
eran una compilacién ecléctica de tradiciones e innova-
ciones. Ese eclecticismo se convertia en la caracteristica
de todo el proceso de reforma.

Hacer la lista estaba lejos de ser suficiente para asegurar el
éxito de las reformas. La necesidad de poner en claro y de
precisar los planes de innovacién reclamaba la redaccion
de los programas oficiales. Una solucién era modificar la
forma de los planes y presentar los programas en términos
de objetivos operacionalizados o de objetivos de comporta-
miento, que se importaba de modelos teéricos estadouni-
denses del desarrollo curricular. Pero estas listas de objeti-
vos tenfa que ser explicada y completada por descripciones
de los nuevos contenidos que habia que ensefiar. Se tenian
que presentar los métodos y los procesos de la ensefanza
en los manuales para profesores. Asi, los nuevos programas
oficiales se transformaban en folletos voluminosos.

La reforma se referfa al acceso de las Matemiticas modernas
que exigia, no solo modernizar, sino también aumentar el
nivel de todas matemdticas escolares a partir de la escuela pri-
maria. Esa reorganizacion tenfa que basarse en conceptos de
base como el conjunto, Ia relacién y el grupo. Ademis, la
adquisicién de estructuras y métodos fundamentales de la
ciencia matemdtica como la axiomatizacién, la deduccion, la
l6gica formal, la generalizacion, la abstraccion, la formaliza-
ci6n y la matematizacion resultaban los fines y la materia de
ensefianza. La utilizacion general de una lengua formal y rigu-
rosa se hacfa simbolo de la reforma: se aplicaban literalmente
los conceptos y los términos de la teorfa de los conjuntos a las
definiciones, teoremas y toda manera de demostrar. Ia teoria
de los conjuntos penetraba hasta la ensefianza primaria.

El paso de las ideas de la reforma a la practica escolar no
estuvo acompafiado de una renovacién pedagdgica. En
esta época, no se lanzaba ningln programa pedagogico
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innovador, ninguna investigacién oficial
0 experimentacion pedagdgica. El éxito
de los nuevos programas dependia
principalmente de la difusiéon comercial
de manuales escolares que no podia ser
ni organizada ni controlada por la admi-
nistracion. Gracias a una activa propa-
ganda reformadora, los manuales para
alumnos contenian menos ejercicios y
problemas y mis lectura y explicacio-
nes, El objeto no solo era informar a los
profesores sobre las nuevas tendencias
didicticas, sino también facilitar el tra-
bajo auténomo de los alumnos. Los edi-
tores, esforzandose en adaptarse al mer-
cado y a las exigencias de los profeso-
res, estaban abiertos respecto a las inno-
vaciones: se dirigfan a maestros y profe-
sores capaces y bien informados para
redactar, en poco tiempo, nuevos
manuales segtin el acceso estricta y rigu-
rosamente cientifico que era prescrito.
De esa manera, ensayaban llevar apoyos
para los profesores y los alumnos para
modificar su modo de considerar la
ensefianza matemdtica. La eleccion de
los manuales era libre. Los profesores y
los alumnos tenfan a su disposicién una
amplia diversidad de obras a las cuales
se afladfa un abundante material peda-
gogico. A pesar de todo, las condiciones
contradictorias en que se aplico la refor-
ma y su fin prematuro, llevaban consigo
una cierta ambigiiedad en la recepcién
préctica de los nuevos programas.

La aceptacion de la refor-
ma burocratica

Se puede caracterizar esa reforma de la
enseflanza matematica como reforma
burocritica cuyo propésito no se explico
nunca y que no fue acompafiado ni de
discusiones priblicas ni de debates profe-
sionales. Se tomaron las decisiones arri-
ba de la jerarquia, y se tuvieron que
poner en marcha sin ninguna prepara-
cién. Asi, ese proceso administrativo
sigui6 €l modelo didactico que inspird al
contenido de la reforma: a partir de te-
mas interesantes de las matemdticas en
nivel universitario y de conceptos nece-




sarios o fundamentales, se definieron y
seleccionaron las cuestiones y los méto-

dos de ensefiar en secundaria. Una vez
l . elegidos, logica y racionalmente los
_ temas matematicos, se consider6 el pro-
éeso de sz‘mplifz’cacz’o’n vy de elementari-
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temas matematicos en objetos de la ense-
fianza, no identificado cualitativamente
sino estructuramente, quizds enriquecido
por una reflexién pedagogica y psicolégi-
ca— como responsabilidad de la ensefian-
za y del mismo profesorado matemdtico.

Paraddjicamente, esa situaciéon no era
asunto de los matemdticos que, en
Alemania, no tenian un papel importan-
te en la reforma. Al contrario de los
matemdticos de otros paises, la mayoria
de ellos consideraba el problema de la
modernizacion ast: «6mo ensefar a los
nifios las cuestiones y los hechos mis
importantes de las matemdticas de hoy
en dia». En efecto, se pensaba que la
transformacién de las Matematicas en
matematicas escolares se aplicaba a todo
el conjunto de los estudios matematicos.
Esa argumentacién era, evidentemente,
la herencia de concepciones que predo-
minaban en la ensefianza secundaria.

El beneficio social de las Matemaiticas
(sea explicito o implicito), que era un
argumento a favor de la reforma, no con-
taba, o solamente tenia poca importan-
cia, en ese punto de vista. El concepto de
la transposicion didactica no reflejaba de
ninguna manera esa preocupacion. De
acuerdo con su filosofia de base, explici-
ta o implicita, estaba de acuerdo con el
prejuicio académico referente a los valo-
res relativos del conocimiento de disci-
plinas y del conocimiento social. Por eso,
se apoyaba en la conviccién de que una
solida formacién general por conoci-
mientos de disciplinas responderfa mejor
y de una manera mis extensa al conjun-
to de las necesidades y aplicaciones a la
realidad. De este modo, se cuidaban de
determinar, precozmente, un estilo pro-
fesional de las matematicas en la ense-
fianza (aunque solamente una pequefia
minotia llegaria a ser matematico profe-
sional). Para la Hauptschule, igual que
para las nuevas escuelas polivalentes,
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ese punto de vista llevé més problemas que posibilidades
de solucionarlos: el acento puesto por los profesores en la
practica social de las matemdticas exigia criterios de con-
textualizacién de las matemadticas, en funcién de las aplica-
ciones y las actividades que pasan la frontera de las asig-
naturas. A esos problemas, la reforma no contestaba.

Después de la Gltima reforma: revisiones

En el ano 1976, la KMK renunci6 a introducir los concep-
tos y el idioma de la teorfa de los conjuntos en primaria.
Esa decisién marcé simboélicamente el fin del periodo acti-
vo de reformas: en lugar de continuar consolidando los
pasos reformadores, se decidié volver las espaldas a la
modernizacién. Los programas oficiales anhelaron otra
revision, es decir hacia las tradiciones antiguas y especifi-
candolos para cada nivel. Los editores de los manuales
volvieron al modelo tradicional de colecciones de proble-
mas y ejercicios, abandonando los modelos integradores
para todo tipo de escuelas. El compromiso de los profe-
sores en favor de la reforma se transformé en rechazo.

El objetivo ambicioso de cubrir el vacio entre las Matemsi-
ticas del Gymmasium y de la Universidad —que era un
objetivo de las matemdticas modernas— se basaba en la
introduccién de cursillos opcionales de perfeccionamiento
en matemdticas. De hecho, en el afio 1972, una nueva dis-
tribucién de las asignaturas de la ensefianza de los Gltimos
dos afios del Gymnasium otra vez redujo el nivel mate-
mdtico de la mayoria de los diplomas del Abitur, Efecti-
vamente, se establecieron cursos de diferentes niveles,
ofreciendo la eleccién entre un curso de matematicas de
base y un curso de matemiticas especializadas. De esa
eleccién no se daba cuenta en las notas del examen final.

Los verdaderos efectos de ese periodo de reformas de la
ensefianza fueron cambios estructurales y radicales en el
sistema secundario en Alemania después de los afios
sesenta. El desarrollo interno del Gymmnasium, su expan-
sién del alumnado y la creacién de escuelas polivalentes
tenfan una influencia considerable en el reparto de la
poblacion escolar. La Hauptschule que contdé con mias del
60% de los alumnos en los afios sesenta, no escolarizé mas
que una tercera parte en el afio 1988. Se la habia transfor-
mado progresivemente en una escuela desatendida, pero
ademds con problemas graves de disciplina y con un nivel
escolar muy bajo. Contrariamente, del afio 1966 al afio
1988, en la Realschule y en el Gymnasium aumentd el
nimero de alumnos de 18% y 20% hasta 27% y 30%.

Después de la caida del Muro de Berlin en el afio 1989,
Alemania experimentd cambios profundos. Alemania se
encontré enfrentada con los problemas planteados por la
unificacién de los sistemas escolares oriental y occidental,
particularmente respecto a la ensefianza de las Matemi-
ticas. Ese desafio, del que para decir verdad se subestimé



el alcance, implica modificaciones profundas. Se aline6 el sis-
tema escolar de los nuevos Linder orientales al sistema occi-
dental, volviendo a un sistema tripartito, que antes se habfa
considerado como anticuado. Ademss, la ensefianza matema-
tica, que tenfa un papel importante en el sistema de Alemania
oriental, ha perdido gran parte de su importancia, aunque hoy
dia, se reclama una matematica para todos. Debido a esas
contradicciones, nuevos cambios parecen inevitables.

El sistema de evaluacién

El primer examen estatal de la formacién de maestros y pro-
fesores, realizado por la administracién escolar con la coope-
racién de la Universidad, verifica ejemplarmente el nivel cien-
tifico del examinado. Ademds, la segunda fase de la formacién
sitve principalmente para desarrollar las capacidades practicas
Y para transmitir las ideas de Estado, Escuela y Ensefianza. La
inspeccion escolar elige a profesores experimentados como
instructores de la segunda fase, de manera que los métodos
didActicos candnicos se perpettian, A ese profesorado forma-
do moderna y cientificamente, pero orientado también a la
tradicién y a la subordinacion a los objetivos del Estado, los
Ministerios de Cultura, no sdlo le pueden conceder una
amplia autonomfa en la interpretacién del curriculo v en la
eleccién del material didactico, sino también en la realizacién
de todos exdmenes, incluyendo el bachillerato.

Normalmente, en la Secundaria, los profesores de matema-
ticas legitiman las notas para los alumnos por los resulta-
dos de unos seis Klassenarbeiten cada afio (evaluaciones
escritas de contenidos mateméticos de 45 min. de duracion,
que nunca se hace como trabajo en equipo) y la colabora-
cion del alumno en clase. Lo que el alumno necesita, para
ganar los mejores resultados al fin del afio escolar, es una
buena cabeza y solamente la capacidad de practicar los
algoritmos ensefiados. En clase, el profesor y los alumnos
muy raramente consideran los métodos y los valores de las
matemdticas cientificas (como argumentar, verificar, demos-
trar, la abstraccion, los modelos); Gnica excepcién son los
cursos especializados de matemiticas en Secundaria II.

Una vez empleado como funcionario, al profesor no se
evallia mis.
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Una vision distinta
de un problema clasico

Jorge Fernandez Herce

Mercedes Gonzdalez Menorca

Pretendemos plantear
un problema dlésico:

seno  senf
>

a B
en términos fotalmente
diferentes, prescindiendo del
céleulo diferencial que es en
general el modo de
abordarlo, y aprovechar
toda la intuicién del
enunciado dentro de un
desarrollo sobre relaciones
entre razones trigonoméiricas
y arcos, potenciando el
concepto de radin,
la proporcionalidad
y la semejanza.

T
si O<o<f<—
2

L papel de la geometrfa en nuestros actuales planes de
estudio de Ensefianza Secundaria es, en el mejor de los
casos, muy deficiente. La mayor parte de esos conocimien-
tos clasicos sobre paralelismo, perpendicularidad, 4ngulos,
tridngulos, poligonos,... son totalmente desconocidos para
los alumnos que terminan el Bachiller o el COU.

Afirmar que la regla y el compis son elementos funda-
mentales en el estudio de la trigonometria y la geometria
de 3.° de BUP suena ridiculo y, lo Gnico importante, son
las recetas que nos lleven a soluciones de las que se des-
conoce totalmente su significado geométrico. Algo tan
matematico a lo largo de los siglos, como las construccio-
nes con regla y compds, han sido desterradas de nuestro
entorno para pasar a ser meras cuestiones de dibujo téc-
nico sin ningn rigor cientifico.

El siguiente ejemplo concreto tiene su origen en la pri-
mera fase de la XXVI Olimpiada Matemdtica Espafiola
(afio 1990). De los ocho problemas que en ella se enun-
ciaban el segundo decia asi:

Sean los dngulos a vy B tales que 0 < o < B < T/2
demostrar que:

seno,  senf  tago tagP
> : — < ~

Ante este ejercicio se plantea el reto de una solucién tan
intuitiva y clara como su enunciado y, sobre todo, sopor-
tando el contenido geométrico que las desigualdades
representan.

Parece evidente que la solucién mis ripida e inmediata
al problema no pasa por el aspecto geométrico-intuitivo
sino por la aplicacion mecinica del cilculo diferencial; en
efecto, transformando minimamente el enunciado, se
reduce a demostrar que:



f) = 225 e decreciente en (O,g)
tag x

f(x) = 5% s creciente en (O,%)
X

Esta es una solucién ficil pero carente de intuicién y que
permite resolver la cuestién sin apreciar su significado
geometrico. Por otro lado, es preciso manejar conceptos
de cilculo diferencial. El problema queda planteado pues
a un nivel de COU.

Pretendemos aqui resolverlo dentro de un desarrolio un
poco mis global que constituye un ejercicio muy com-
pleto sobre la relacién entre las razones trigonométricas y
el arco de un determinado dngulo, que potencia el con-
cepto de radidn, la proporcionalidad, la semejanza de
tridngulos,..., basindonos en un desarrollo puramente
geométrico y, en teorfa, permitiendo que alumnos de un
nivel de 2.° de BUP sean capaces de abordarlo.
Concretamente vamos a presentar sélo la desigualdad de
los senos y, tal vez en una préxima entrega, desarrollare-
mos la de las tangentes.que tiene algunas diferencias.

Si bien este ejercicio en ninglin caso cabria dentro de la
nueva ESO, si queremos resaltar algunas de las ideas que
el DCB de esta etapa ilustra. Estas, por su caricter global
y su trasfondo, sirven perfectamente para aplicar en cual-
quiera de las etapas de la ensefianza.

En cuanto a criterios en la seleccién de contenidos:

Los problemas pueden abordarse por distintas vias, qgite adii-
ten varios niveles de solucion razonables, permiten que el
alumno adquiera una vision de las matematicas como cien-
cia abierta y asequible.., k

Nos acercamos a algunos objetivos generales de la
Educacién Secundaria Obligatoria:

 Mostrar actitudes propias de la actividad matemadtica (explo-
racion de alternativas, tenacidad y perseverancia en la bis-
queda de soluciones, flexibilidad Dpara cambiar de punto de
vista, efc.) en situaciones cotidianas o de resolucion de pro-
blemas. - . : ,

 Utilizar las formas de pensamiento logico para Sormular y
comprobar conjeturas, realizar inferencias y deducciones,
relacionary organizar informaciones diversas relativas a la
vida cotidiana y a la resolucion de problemas. :
Elaborar . estrategias bara la resolucion de problemas, utili-
zando distintos recusos. k :

Primera etapa

Partimos de nociones geomeétricas que en este desarrollo
damos por conocidas para no alargar la exposicion.
Ademis de tener un valor en si mismas, son una forma
16gica de llegar a definir la longitud de la circunferencia
¥, con ello, obtener w, razonando en términos de poligo-

Pretendemos aqui
resolverlo dentro
de un desarrollo

un poco mds
global que
constituye
un ejercicio
muy completo
sobre la relacion
entre las razones
trigonomeétricas
yelarco
de un
determinado
angulo,
que potencia
el concepto
de radidan, la
proporcionalidad,
la semejanza
de triangulos, ...

nos regulares inscritos y circunscritos

que se vayan «aproximando» cada vez

mas hacia la circunferencia.

* En un tridngulo, cualquier lado es
menor que la suma de los otros dos.

* En toda linea poligonal convexa
cerrada, un lado cualquiera es menor
que la suma de los demis.

* Toda poligonal convexa cerrada que
se ubique en el interior de otra, tiene
un perimetro menor que el de la que
la envuelve.

* El perimetro de todo poligono cerra-
do que envuelve a una circunferen-
cia, es mayor que el perimetro de
todo poligono cerrado convexo inte-
rior a dicha circunferencia,

A partir de este momento, consideran-
do poligonos regulares inscritos v cir-
cunscritos, y usando la nocién de limi-
te, se llega a una definicién coherente
de longitud de la circunferencia. Evi-
dentemente, el proceso seria el mismo
si tratamos de longitud de un arco y no
de la circunferencia completa. Y un
resultado que se deduce de los anterio-
res serd:

{A.1} Dado un arco de circunferencia,
toda linea poligonal convexa, con
los mismos extremos, que lo en-
vuelva, es mayor que dicho arco.

{A.2} Dado un arco de circunferencia,
toda linea poligonal convexa con
los mismos extremos, que sea en-
vuelta por €1, es menor que el arco.

Segunda etapa

Para ver hasta qué punto la geometria,
por elemental que sea, estd desterrada
de nuestra enseflanza media, plantea-
mos junto con el ejercicio citado inicial
una cuestion mucho mis sencilla en si
misma pero que resulta clave en el
enfoque grifico de nuestro desarrollo.

Demostrar:

)
O<X<E = X>senx

El planteamiento més habitual de este
problema en nuestra ensefianza actual
serfa:
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_ Considerando la funcién f(x) = x - sen x,

como es continua en [0, w/2] y f(0) = 0,

. &i demostramos que es creciente en
(0, n/2), estard demostrado.

 Basta derivar f(x):

P =1 -cos x> 0 => f(x) es creciente.

Esta respuesta sita el ejercicio a nivel
de COU.

1a solucién mis préxima a la intuicién
pasa sin duda por la figura 1. En ella o
es un 4angulo expresado en radianes del
primer cuadrante. La aplicacién de la
semejanza de tridngulos y la proporcio-
nalidad entre 4ngulo en radianes y
arco®:
arco = radio X dngulo en radianes

permite suponer sin ninguna restriccién
que el radio de la circunferencia es
igual a la unidad y con ello:

El problema consiste en demostrar que
la longitud del arco (AB) es mayor que
la del segmento BP.

Hay quien,
enfocando de
este modo la
solucién, daria
ésta por evi-
dente sin consi-
derar que no lo

es tanto, basta-
@]

rfa que la desi-
gualdad fuera
con la tangente
para verlo mas dificil:

tag o > a con 0 < o < 7/2 2

Concretamente un estudio detallado de
tal afirmacion lleva a la nocién de limite
y la obtencién de x. Esto es precisamen-
te lo que hemos querido fijar con la
Primera Etapa 'y basindonos en los resul-
tados {A.1} y (A.2} que alli se enunciaron:

Basta mirar a la figura 2 y queda de-
mostrado que, al ser BC una linea poli-
gonal convexa con los mismos extre-
mos que el arco (BC) se tiene por {A.2)
que en términos de longitudes:
2sen a = IBCI| < arco (BO) = 20

y entonces:

seno <asi0<o <m/2

Esto demuestra lo que buscamos.

1

Figura 1

En este caso, razonar en tér-
minos de proporcionalidad
entre el valor del éngulo en
radianes y el area del sector
circular serfa més sencillo de
ver, pero elegimos el método
del razonamiento mediante
longitudes porque se ajusta
mejor a la idea central del
desarrollo.

la evidencia, mirando a la
figura 1, no es tan clara, pues

" podria suceder que al «rectifi-

car» el arco de circunferencia
superase al valor de la tan-
gente que obviamente es

IARI.

Figura 2

Tercera etapa

Abordamos ahora nuestro objetivo central:

Sean los dngulos o.y B tales que 0 < o < B < 71/2 ;

demostrar que:
: seno  senf
> ——

o P

Vamos a dar nuestra solucion siguiendo la pauta de las
relaciones entre longitud de arco y longitud de segmen-
tos. Observemos que si fuésemos capaces de rectificar los
arcos en sendos segmentos, las desigualdades se pueden
entender geométricamente como una relacién de seme-
janza. No se trata exactamente de la rectificacién, pero si
de llegar a una «posicién de Thales» entre seno y arco.

Partimos de un dibujo como el de la figura 3 en el cual
supondremos que la circunferencia tiene radio 1y, por
tanto:

/

Figura 3

|OAl = OBl = |OC! =1
En estas condiciones:

sen o = |BP| sen B = ICS|I



Con la presentacion de la figura 3 no parece haber «posi-
cion de Thales aparente, sin embargo, «arrastrando el
angulo B» de modo que {CS| = |C'S'| y con ello

Sabemos que B = arco (C'A"), luego todo
se resume a probar que:
arco (C'A’) > arco (CD)

arco (CA) = arco (C'A). Para ello, construyamos la figura auxi-

C c liar siguiente:

A

Figura 4

Sin perder de vista el origen de nuestro dibujo, elimine-
mos las partes accesorias de la figura 4 y limitémonos Gni-
camente a la parte del grifico que nos interesa. Asi cons- Figura 7

truimos la figura 5 en la que se aprecia lo que llamamos X
«posicién de Thales» entre los arcos (BA) y (C'A) y los
segmentos [BP| y 1CS'[.

En ella se ve claramente que podemos
dibujar una linea poligonal convexa
que contenga al arco (C'DX) y esté con-
tenida en el arco (CA’X). Viendo las
conclusiones {A.1} v {A.2} de la Primera
etapa, queda demostrado que:

Figura 5
arco (CA’X) > arco (CDX)

Y es evidente que
arco (CAX) = 2xarco (CA)=2Xxf
arco (C'DX) = 2 X arco (C'D)

Por ltimo, completemos el dibujo trazando la circunfe-
rencia de centro O y radio [OC’I: De donde se sigue inmediatamente que

f > arco (C'D)
Como conclusion, sustituyendo en [3]:

B senf

>
Figura 6 o seno
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De esta figura se obtienen las conclusiones siguientes:

ax|OBl= ax1 = arco (BA) - |OC’| _ arco (C'D) [ ]
ox|0C' | = arco (C'D) |OB|  arco (BA)
Y por simple proporcionalidad
Joc] _les] 2]
|oB|  |BP|
De [1] v [2] se sigue:

]C'S" _ arco (Cc'D)

senf  arco (C'D) [3]

]BP[ arco (BA) sen o a Jorge Fernandez .
Mercedes Gonzalez ROANES MACIAS, E. (1987): Introduccién a
Este resultado es practicamente el que buscamos con sélo Sociedad Canaria de la Geometria, Anaya, Madrid.
demostrar que - Profesores de Matemdticas Geometria. Curso Superior (1978): Brufio,
$ > arco (C'D). Isaac Newton Madrid.




La medida de distancia
en Barcelona

En este trabajo se define una
distancia entre dos puntos de
la ciudad de Barcelona,
considerando que las calles
forman un enrejado de vias
paralelas y perpendiculares
y que ademés existe la
avenida Diagonal que las
atraviesa. Finalmente, el
autor pregunta como se
podria definir la distancia si
hubiese dos avenidas
diagonales en una ciudad.

ARCELONA es una ciudad muy bonita. Muchas de las
calles estdn en forma de reja rectangular, asi como
Manhattan (Nueva York) o en partes de Lisboa. Pero en
Barcelona existe una calle que se llama la Diagonal
(Avingunda Diagonal en catalan) (ver figura 1).

Figura 1

Sin la Diagonalla férmula para la distancia entre dos pun-
tos es muy facil:

d(A,B)=|x, —xp|+ [YA —YBI
Esta formula define una métrica para el plano (Manbattan
metric).

sPero cudl es la férmula para la distancia entre dos puntos
con la Diagonal

Usamos coordenadas cartesianas y suponemos que la
Diagonal tiene ecuacidén y = —x. La formula para la dis-
tancia d(A, B) depende de A y B. Hay varios casos.

Suponemos que y, 2 v,. Si A, B forman un segmento hori-
zontal o vertical,

d(A,B) =|xs ~xp| +|ya -y

(Si AB es horizontal, y,~y, = 0, y si AB vertical x,—x, = 0.)



Si A, B son las esquinas noreste y sudoeste de un rectin-
gulo,

d(A,B) =[x, ~xp|+|ys - g

sin reparar si la Diagonal atraviesa el rectingulo, como en
la figura 2.

Tenemos la misma formula si A, B son las esquinas noro-
este y sudeste de un rectingulo que no esté atravesado
por la Diagonal.

Pero si la Diagonal atraviesa este rectingulo la férmula
para la distancia es diferente. Por ejemplo, en la figura 3,
A=(2,0;B=01,-2),

Ix, = x5 + Iy, —y,l =5,

pero

d(A,B)=AO+0C+CB = 2++/2+1<5

No es posible descubrir una férmula Gnica para d(A, B)
en estos casos, porque depende de la posicién del rec-
tingulo relacionado con la Diagonal. Podemos dibujar
varias figuras. Algunas se ven en la figura 4.

Plano parcial de Barcelona

A
B
Figura 2
A O
C
Figura 3
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situaciones:

v
v
I
Figura 4
Cuando evaluamos las férmulas para 3. la Diagonal atraviesa los dos lados del rectingulo
todos los casos descubrimos cuatro paralelos al eje de abscisas, como III (figura 4). En
este caso:
1. La Diagonal atraviesa una esquina d(A B) = IX + | +| - Ng + IX +y ,
del rectingulo, como 1 (figura 4); ’ ATYAl VB YA BTB
tanto A como B estin por debajo 4. la Diagonal atraviesa los dos lados del rectingulo
de la Diagonal. En este caso: paralelos al eje de ordenadas, como IV (figura 4). En
este caso:
d(A,B) =[x +VA|+|Xg+Va «E+ Xp+YVp
| I | | l | d(A>B)=‘XA+YA|+IXB'XA|\/E+!XB+YBI
2. La Diagonal atraviesa una esquina Si una esquina del rectingulo estd sobre la Diagonal se
del rectangulo, como 1I (figura 4, tienen las mismas formulas. Por ejemplo, en el caso 2,
tanto A como B estin por encima con un rectingulo como V (figura 4):
de la Diagonal. En este caso:
d(A,B) =

d(A,B)=|xA +YA|+|XA +YBl\/E+,XB+YBl

]XA +YB’\/E + IXB +YB| = [XA +YA|+]XA +YBI\/E + IXB +YBI

’ porque x, +y, =0




La prueba de que estas férmulas definen una métrica es
pesada, ya que hay muchos casos. La propiedad mis
complicada es la desigualdad triangular, las otras propie-
dades resultan més sencillas. Evidentemente:

a) dA,B)20

b) dA,B)=0<« A=8B

o d(A, B) = d(B, A).

Por ejemplo, la propiedad b) en el caso 2.

XA +Ya =0
d(A,B)=0 = Jx,+yp=0
XB+YB=O

Por sustraccion: y, =y, 5 x, = Xp

Como ejemplo, veamos la demostracién de un caso de la
desigualdad triangular. Consideremos en la figura 5 los
dos rectdngulos como I y III extraidos de la figura 4.

A D

Figura 5

d(A,B) = AD +DE +EB =IXA +yA}+IXB+yA,\/E+IXB+YB|
d(B,0 = BF+FG+GC=|XB +YBJ+|YC ‘YB’\/E"'lXC +Ycl

d(A,C)=AD+DG+GC=’xA +yA|+|yA—yC]x/5+|xc +Yc’

Es posible pensar en la desigualdad
da, O £ d@, B + dB, O en dos
modos. En la figura 5:

d(A, © = AD + DG + GC

= AD + DE + EF + FG + GC

<AD + DE + EB + BF + FG + GC
=d@, B) +d®B, O

Usando la igualdad:

Ya=Ye = Vat Xy =X =Yg + Y5~ Ve

se tiene:

IYA —YCI\/ESIYA +XB’\/E+|XB *'YB’\/E‘”IYB—YCI\/E

, Por lo tanto:

d(a,0) =[x, +Val+|ya-ve|vz+xe +yc|

shxa +yal+ya +xu[V2 +|xp+ya|v2 +]yp-yc|vVZ+jxc +vc]
<[xa+yal+lya +xp[V2+ 2fxp +yp|+|ys-yc[VZ+|xc +7
~(fxa +yal s +y oy +[xa +ys])+

+(|XB +yB|+[vc -ve[v2 +[xc +Vc|)

=d(A,B)+d(B,0

Los otros casos se pueden comprobar
utilizando el mismo método.

¢Conocen ustedes una ciudad que con-
tenga dos calles como la Awvenida
Diagonal
K. E. Hirst
Department of Mathematics
University of Southampton
United Kingdom

¢Cudles serfan las férmulas para la dis-
tancia en tal ciudad?

jUna investigacién interesante!
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La transversalidad y los valores
en las Matematicas de la ESO

Antonio Bermejo Fuertes

Siempre, el profesor
transmite al alumnado una
forma de entender la vida,
de ver la realidad, y esos
son valores. En el aula se
hace algo més que impartir
conocimientos cientificos y

didécticos: es inevitable que

el docente apruebe un
modelo de conductas y
desapruebe ofros, aunque no
haga juicios de valor de una
forma explicita. Y, por ello,
los alumnos perciben y
aprenden valores, a veces,
de forma un tanto
incontrolada y tal vez
confradictoria, lo que se
conoce como
«curriculo oculfon.

En consecuencia, es de gran
interés que los equipos de
profesores de cada centro,
nos pongamos de acuerdo

sobre los valores que

deseamos fransmitir a

nuestros alumnos. De lo
contrario, haran acopio de
aquellos que florecen a su
alrededor, y muchos de éstos
no son precisamente éticos.

A preocupacion por los valores es algo comin a los sis-
temas educativos de nuestro entorno. En nuestro pais, la
introduccién explicita, en el nuevo sistema educativo, de
contenidos que hacen referencia a valores, actitudes y
normas en cada una de las 4reas y, posteriormente, la
propuesta de los siete temas transversales nos indica la
gran importancia que dedica a este tema el proyecto curri-
cular que emana de la LOGSE.

La escuela actual estd marcada por dos tipos de condicio-
nantes ante los cuales no puede permanecer impasible.
Por un lado, la evolucién constante de la sociedad, con
un mayor pluralismo y diversidad y, por otro, cambios en
nuestros alumnos, motivados por distintas formas de com-
portarse ante los conflictos sociales: la violencia, las dis-
criminaciones y las desigualdades, el consumismo, la
degradacién del medio ambiente. ..

Ante esto la escuela no puede permanecer impasible, ha
de buscar un equilibrio entre la «E» de ensefiar y la E» de
educar. Asi, ademas de preparar cientificamente a sus
alumnos ha de fomentar la dimensién ética, tomando el
compromiso de unir ciencia y humanismo. En la LOGSE
se nos dice que la educacién debe facilitar que los alum-
nos lleguen a entender los problemas del mundo actual y
a elaborar un juicio critico respecto a ellos, siendo capa-
ces de adoptar actitudes y comportamientos basados en
valores racional y libremente asumidos. En este sentido
estamos hablando del para qué de la educacion, no sdlo
se nos indican aquellos contenidos educativos que se
consideran necesarios, sino que, ademds, se dan orienta-
ciones sobre el sentido que es preciso darles.

Ahora bien, de cara a los centros no es suficiente con con-
templar la inclusién de este tipo de contenidos en el curri-
culo, el problema es: ;cémo contemplarlos en la progra-
macién?, ;como tratarlos en el aula?



La falta de una tradicién asentada en este campo puede
suponernos distintas dificultades:

1. De definicion: los claustros de profesores deben
ponerse de acuerdo sobre lo que entendemos por
formacion ética del individuo. En este sentido habri
que avanzar en un proyecto compartido y definir qué
valores basicos se quieren potenciar y qué contrava-
lores deben ser erradicados, y no sélo en cuanto a su
formulacién, sino, fundamentalmente, en cuanto a las
actitudes concretas que se derivan de ambos.

2. De programacion: resuelto el problema anterior, ten-
driamos que decidir cémo prever tratarlos adecuada-
mente en nuestro centro y en cada una de nuestras
areas.

3. De secuenciacion: o lo que es lo mismo, responder a
las preguntas jen qué momentos?, jcon qué grada-
cién?, lo vamos a trabajar.

4. Y finalmente de evaluacion: cdémo valorar la eficacia,
los resultados de la empresa que hemos acometido.

En este sentido, existe un conflicto entre nuestra forma-
cién inicial y la labor posterior que como docentes tene-
'mos que desarrollar. Asi, al plantearnos que hay que eva-
luar actitudes, la traduccion que hacemos de esto es:
scomo calificarlas?, scomo reflejarlas en una nota? Es decir,
no nos damos cuenta de que lo verdaderamente impor-
tante es intentar cambiar actitudes en nuestros alumnos y
que no lo es tanto conseguir plasmarlas en una nota. Nos
olvidamos asi que el fin primordial es ser capaces de pro-
piciar un sistema de valores que, asumidos libremente,
nos permitan definir con claridad los objetivos de nuestras
vidas, ayudarnos a aceptarnos tal y como somos, al
mismo tiempo que nos puedan hacer comprender y esti-
mar a los demis.

El modo de «asumir los valores es mediante una inte-
riorizacion adecuada. No basta con teorias, es preciso
hacer pricticas, y la mejor forma de llevar a buen puerto
las pricticas es creando hébitos. Lo importante es que los
valores se conviertan en ideales, indicadores del camino a
seguir. De este modo, nos permitirin encontrar mayor
sentido a lo que hacemos, tomar las decisiones oportunas,
responsabilizarnos de nuestros actos y ser capaces de
aceptar sus consecuencias. Para Lucini (1993) dos valores
no son realidades que se adquieren como algo autorita-
riamente impuesto u ordenado, sino que son un ctmulo
de deberes y obligaciones autoimpuestas y queridas por
la propia voluntad.

Los centros escolares son lugares muy adecuados para
desarrollar esta labor, ya que ofrecen mas contrastes que
la vida familiar, que suele ser mucho mas homogénea. En
la escuela pueden encontrarse situaciones muy diversas
que den pie a transmitir dichos valores a través de guias

...Jos alummnos
copian mucho
de lo que ven,
por lo que es
Jundamental
la forma
de comportarse
de quienes
para ellos
CONStItUIMOS
un referente:
los profesores.
De abi,
la importancia
de crear
ambientes
ejemplares
en nuestros
centros.

y pautas que marquen las directrices de
conductas adecuadas. Ademis, los
alumnos copian mucho de lo que ven,
por lo que es fundamental la forma de
comportarse de quienes para ellos cons-
tituimos un referente: los profesores. De
ahi, la importancia de crear ambientes
ejemplares en nuestros centros.

En el trabajo con los alumnos hay que
dar tres pasos:

1.°) De descubrimiento de la dimen-
sidbn ética,
2.°) De experimentacion.

3.°) De integracién (compromiso de
una eleccién).

El primer paso, y antes de hablar de
valores en cada 4rea, serd centrar la
importancia de la etapa y, por lo tanto,
del centro, como referente primero de
las decisiones que se han de tomar en
todo tipo de aspectos curriculares y, en
particular, en el tema de valores. Este
planteamiento previo en el nivel de la
etapa es prioritario, puesto que no hay
que olvidar que en la elaboracién de la
programacién curricular los objetivos
generales son el elemento basico en el
que se concretan las intenciones o finali-
dades educativas que se pretende alcan-
zar con los alumnos y que deben ser, por
lo tanto, el referente principal para el
profesorado de toda la etapa, a la hora
de planificar su prictica en el aula.

Estos objetivos hacen referencia a
capacidades para educar y para desa-
rrollar, y entre ellas, destacan, en con-
creto, las capacidades éticas, que inter-
vienen, junto con las demis, en el desa-
rrollo de la personalidad del alumnado.
Pero, ademds, hay un O.G.E. (Objetivo
General de Etapa), el v (véase articulo
19 de la LOGSE) que estid en relacion
con el factor ético-moral antes aludido
y que, por lo tanto, nos habla de la
importancia de que los alumnos desa-
rrollen un sistema de valores.

Al mismo tiempo los T.T. (Temas Trans-
versales) hacen referencia a los proble-
mas y a los conflictos, de gran trascen-
dencia, que se producen en la época
actual, y frente a los que es preciso una
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. toma de posicién personal y colectiva.
 los alumnos han de elaborar, ante
_ellos, sus propios juicios criticos, y

adoptar posturas comprometidas en su
solucion.

De esta forma, se puede encontrar una
interrelacion entre los O.G.E. y los T.T.,
de forma que cuando se estd tratando
los primeros se estd aludiendo también
a'los probléemas que encierran los T.T.
y, al contrario, al trabajar los T.T. esta-
mos fijaindonos metas para avanzar en
el desarrollo de los O.G.E. Asi, ambos
apartados, objetivos y problemas socia-
les, estdn perfectamente relacionados v,
a partir de ellos, cada centro debe obte-
ner un sistema de valores basicos, que
una vez consensuado por toda la
comunidad educativa a través del
Proyecto Educativo de Centro, ha de
llevarse, en primer lugar, al Proyecto
Curricular del Centro y, posteriormente,
a las 4reas a través de los Proyectos
Curriculares de Etapa y Area.

Para Lucini (1993) un buen sistema de
valores basico puede ser el constituido
por:

Justicia/Solidaridad.
Liberfad.
lgualdad, k

Tolerancia/ Resperé.
VIdO . '
kkPo;. ,

Salud,

‘ Re‘sponsabilidad.

® N O A ® N

Cuadro 1

Deducido el conjunto de V.B. (Valores
Bisicos) que deseamos tratar en nues-
tro centro, tendremos que manifestar-
nos sobre qué perseguimos y qué que-
remos alcanzar con cada uno de ellos.
Es decir, qué objetivos o actitudes pre-
tendemos que, trabajados por todos los
profesores del centro, influyan en la
modificacién de conductas o formas de
comportarse de nuestros alumnos.

A modo de ejemplo, he aqui algunos
objetivos o actitudes que un centro po-

Deducido
el conjunto
de valores bdsicos
que deseamos
tratar en nuestro
centro, tendremos
que manifestarnos
sobre
qué perseguimos
Y qué queremos
alcanzar
con cada
uno de ellos.

dria decidir impulsar para perseguir el valor bisico n.° 1:
Justicia/Solidaridad.

a) Rechazar situaciones en las que se produzcan actitudes
sexistas o discriminatorias, evitando todo fipo de margi-
nacion. -

b} Ser sensibles y solidarios con las personas con salud fisi-
ca o psiquica deferiorada. ‘

c): Colaborar en el frabajo escolar con los demés compa-
fieros, teniendo una actitud solidaria con aquellos que
nos necesiten.

d) Ser solidarios y comprensivos ante los problemas y nece-
sidades de los demds.

Cuadro 2

Se trata, por tanto, de traducir los valores proyectados en
el centro, en actitudes concretas en las que se han de
educar a nuestros alumnos a lo largo de su actividad esco-
lar. Ahora bien, si después no somos capaces de hacer
una concrecién en las dreas, éste serfa un problema que
puede verse agravado al realizar la secuenciacién de con-
tenidos y programaciones de aula. Por ejemplo, jseremos
capaces de ser solidarios y comprensivos ante los proble-
mas y necesidades de los demds si esto no estd contem-
plado en nuestros objetivos generales de drea?

Este aspecto puede solventarse si tenemos en cuenta una de
las premisas del disefio curricular {Debemos orientarnos
siempre por los objetivos generales de la etapa y no por los
del 4rea». Sin embargo, cuando estamos programando tene-
mos en cuenta esas premisas?, y si es asi, sserd suficiente su
inclusién para que los valores y actitudes se desarrollen en
las programaciones? Obviamente no, ya que se trata de un
problema de asuncién por parte del profesor; que éste vea
y sienta la necesidad de hacer este trabajo con sus alumnos.
Por eso habldbamos antes de los cuatro problemas que ten-
driamos que solucionar en los diferentes 4mbitos de claus-
tro, etapa, ciclo, seminario o departamento: definicién, pro-
gramacion, secuenciacién y evaluacion.

Supuesto pues que el tema no se puede abordar individual-
mente por cada profesor en el drea, sino que es preciso con-
sensuatlo en el centro y en la etapa, partimos: del conjunto
de actitudes que deseamos tratar en nuestro centro, las cua-
les han de ser tenidas en cuenta como referente claro a la
hora de tomar decisiones posteriores en las distintas dreas v
en nuestro caso en la de Matematicas, y nos plantea;‘embs; .

o ;Las Matemiticas pueden aportar al
ético del nifio?
¢Qué puedo hacer yo, co!
para trabajar la transversz

;En Matemdticas, se




Se muestra a continuacién un modelo de trabajo, con el fin
de comprobar que las Matemadticas también pueden servir
para desarrollar ese humanismo en el 4mbito escolar.

La metodologia que se propone es la que sigue:

1. Partir del conjunto de objetivos o actitudes que el

centro haya consensuado para cada valor (de forma
semejante a lo indicado en el cuadro 2 para el valor
basico n.° 1).
En el caso de que este trabajo no estuviese hecho en
nuestro centro, se puede partir de un soporte con-
ceptual o gufa de reflexion de cada valor. Estas guias
son recursos procedimentales que facilitan la refle-
xion personal sobre el tema objeto de trabajo.
Pueden venir dadas en forma de afirmaciones u opi-
niones con la intencién de provocar el debate inter-
no o personal o, simplemente, pueden tratarse de
pérrafos cuyo fin es dotar al lector de una «ultura»
sobre el tema objeto de estudio.

2. Utlizando la parrilla de trabajo que se muestra en el
cuadro 3, buscar, mediante un trabajo en equipo de
todos los profesores de Matemiticas del centro, acti-
tudes concretas que se deben conseguir en los alum-
nos desde este drea para favorecer cada valor (colum-
na 1%); al mismo tiempo, se han de explicitar las acti-
tudes que, para propiciar el mismo, deben tener los
profesores (columna 28).

3. Indicar contenidos del curriculo de Matemiticas de
los que se puedan extraer actividades que permitan
llevar a cabo esos aprendizajes (columna 39).

Actitud del
profesor de
Matemdticas para
propiciar que los
alumnos alcancen
los objetivos de
ese valor

Actitudes que se
deben conseguir
en los alumnos
para favorecer el
valor «...» desde
las Matemdticas

Contenidos del
curriculo de
Matemdticas para
realizar este
trabajo

Cuadro 3

Las actividades han de permitir situar al alumno en los
temas y formular sus puntos de vista. Por ello es impor-
tante que las situaciones sean simples y concretas, muy
proximas a sus vidas cotidianas. Como consecuencia de
todo este proceso, el alumno ha de reflexionar sobre su
propia actitud ante los problemas planteddos: el respeto
por el entorno natural y social, el interés y disfrute” por

aquello que sucede en el mundo préxi-
mo, la implicacién a través de acciones
en la conservacién de ese medio, son
ejemplos de compromisos que se
podrian derivar de la problemitica
ambiental, y asi para el resto de temas.

En cualquier caso, lo importante es ser
capaces de adoptar posturas ante los pro-
blemas actuales que tienen repercusion
en la escuela, de forma que evitemos
estar en la indefinicion total y continua.

Como propuesta, vamos a partir de un
trabajo prictico sobre el valor bisico
«Vida» que sirva como modelo para
abordar el resto de valores. Para este
valor, se puede utilizar como soporte
conceptual, de ser preciso, algunos
parrafos del libro Temas transversales y
educacién en valores de Fernando
Gonzilez Lucini (pp. 138-140).

Actitudes que se deben conseguir en los alumnos
pard favorecer este valor desde las Matemdticas

(referencia a la columna 12 del cvadro 3)

1. Respeto hacia nosotros mismos y hacia los demas.

1.1

1.2

Sensibilidad, comprensién y respeto hacia la propia vida y la de los dems
a fravés de aclividades que requieran mediciones y calculos reales:
Sensibilidad, comprensién.y respeto hacia los problemas fisicos de los

~ demas, no estableciendo nunca comparaciones numéricas que pue-

dan herir la sensibilidad de personas con deficiencias motoricas, sen-

_soriales, sexuales, etc. Saber valorar las distintas actitudes fisicas de

los componentes del grupo, resaltando que todos pueden ayudar «

_resolver un trabajo cooperativo.

1.3.

1.4.

Esfuerzo y constancia por cumplir las normas de seguridad e higiene
para evitar riesgos en |¢ propia vida y en la de los demds.

Andlisis riguroso y veraz del consumo y sus consecuencias a través de
procedimientos ‘mafematicos.

*2.Sentimiento de que somos parte esencial del planeia y como tal debemos
descubrir y senfir las distintas manifestaciones de vida. Este sentimiento se
puede desarrollar en Matemdticas:

2.1

2.2.

2.3.

Valorando, mediante estrategias de calculo; medidas y eslimaciones,
que los bienes materidles, usados critica y convenientemente, pueden
satisfacer las necesidades humanas, propias y ajenas, lo que dard pie
a un mayor desarrollo de cada persona.

Utilizar el conocimiento  matemdtico ¢omo instrumento para corocer,
representar, explicar y predecir la- realidad; valorar el aprovecha-
miento que podemos hacer del medio natural. En particular, sensibili-
zar a los alumnos con una foma de compromisos en algunos proble-
mas como: deterioro del entorno; progresiva deforestacion, impureza
del agua y dire, agentes'y repercusiones, ruido y caos de la vida urba-
nga, arrojo de basuras y sus consecuencias.

Tendencia a andlizar, desde un punto de vista matemdtico, las dife-
rencias y posibles relaciones entre la naturaleza viva y muerta.
Investigar 'y sensibilizar desde este drea sobre los aspectos econs-
micos y tecnolégicos que aunque mejoran la calidad de vida no siem-
pre implican desarrollo humano.

Cuadro 4



Referencia a los Temas Transversales

Referencia a los O.G.E. de la kES‘O,

. Valores Bdsicos

Apartado e Educacion para la libertad. Educacién | e Equilibrio personal {si soy un desquilibra-
I.1. para la paz. Educacién vial. En los tres do puedo cometer abusos sobre mi vida
casos se frataria de propiciar los valo- y la de los demés). Referencia al objetivo
res de respeto y comprensién hacia la «e».
propia vida y hacia los demds. ® Actitud solidaria. Ser tolerantes. Objetivo
‘ «f».
e llevar vida sana (beber con precaucién).
Objetivo «l».
Apartado » Coeducacién (cuando se habla de res- | e Tener actitud solidaria. Obietivo «f». 2,5,7y8
1.2. " peto y comprensién hacia los proble-
mas fisicos de los demds).
o Compartir responsabilidades (no esta-
blecer comparaciones numéricas que
puedan herir la sensibilidad de perso-
nas con deficiencias).
Apartado ° Educacién para la salud {esfuerzo y | e Hébitos de higiene. Objetivo «l». 3,4,5y7
1.3. constancia para cumplir las normas de
higiene).
e Educacién vial (esfuerzo y constancia
por cumplir las normas de seguridad).
Apdarfado e Educacién para el consumidor (andlisis 4y8
1.4. riguroso y veraz de los productos de
consumo).
Apartado ° Educacién para el consumidor (cuando | e Equilibrio personal. Obijetivo «e» {pensar 2,4,7y8
2.1. se dice bienes materiales usados critica en el consumo de forma critica y com-
y convenientemente...). partir con los demds).
* Educacién para la igualdad (safisfacer las | o Actitudes solidarias. Obijetivo «f».
necesidades humanas propias y ajenas). o Alimentacién equilibrada. Objetivo «l»,
Apartedo ° Educacién ambiental (deterioro del | e Calidad de vida. Objetivo «i» (preservar 2,3,5y7
2.2, entorno). el medio ambiente y restablecer su equili-
* Educacién vial (ruido y caos de la vida brio cuando corra peligro).
urbanal).
* Educacién para la libertad (arrojo de
basuras y sus consecuencias). También
aparece en este ejemplo la Educacién
ambiental.
Apariado e Educacién ambiental (naturaleza vivay | e Calidad de vida. Objetivo «i» ser capa 1,5y8
2.3. muerta). ces de disfrutar del entorno, compatibili-

e Educacién para la libertad (usar tecno-
logia de forma desmesurada).
° Educacién para compartir responsabili-

dades.

zando dicho disfrute con su conservacién
y manteniendo un equilibrio entre sus
usos individual y colectivo).

Cuadro 5




El cuadro 4 se ha desdoblado en dos apartados:

a) La importancia del respeto hacia la vida humana
(punto 1.

b) Respeto hacia todo tipo de vida en el planeta en
general (punto 2).

Posteriormente se muestran dos actividades, una para
cada apartado.

Si nos fijamos en su contenido, veremos que aunque esta-
mos trabajando el valor «Vidas, a la par estamos refirién-
donos a otros valores (a través de alguno de los T.T. y de
los O.G.E.). Esto es importante tenerlo en cuenta ya que
aunque los valores y T.T. pueden ser tratados de forma
independiente entre si, es fundamental hacer un esfuerzo
procurando que todos ellos se trabajen formando una uni-
dad. Algunos ejemplos se han puesto de manifiesto en el
cuadro 5.

El cuadro 6 hace referencia a la actitud del profesor para
que los alumnos lleguen a apreciar el valor «Vida», y optar
por él de una forma auténoma, consciente y a través de
un proceso de descubrimiento e interiorizacién progresi-
va; para ello se han de proponer las situaciones mas ade-
cuadas para que se planteen los «conflictos» motivadores
y controvertidos. El profesor ha de potenciar el debate y
la participacion, creando un clima de confianza y respeto
mutuo en el intercambio de opiniones. Ha de impulsar la
critica y la autocritica, procurando que el alumno recabe
informacion sobre las situaciones planteadas, las enjuicie
y tome posicién ante ellas. Ha de huir de visiones parcia-
les y simplistas, buscando, seleccionando y contrastando
informaciones diversas. De este modo favorecerd la
madurez personal y moral de sus alumnos.

En definitiva, se trata de ofrecer a los escolares modelos
de actuacién viables y, a la par, evaluables, asumidos
libremente por los profesores del centro, de forma que a
la hora de llevarlos a la prictica no exista oposicién ni
contradiccién que pueda despistar a los alumnos.

Finalmente, en el cuadro 7 se recogen los contenidos del
curriculo de Matemdticas mas adecuados para tratar el valor
«Vida» (tal y como se puede apreciar en el cuadro, en los
cinco bloques aparecen contenidos vilidos).

Es importante no olvidar que si las finalidades de los valo-
res y temas transversales es contribuir al desarrollo de la
autonomia personal y moral de los alumnos y capacitar-
los social, critica y responsablemente, habri que favore-
cer una intervencion didictica que ofrezca al alumnado
experiencias de aprendizajes en las que puedan plantear-
se problemas y resolverlos. Dialogar, confrontar puntos de
vista, asumir responsabilidades; por ello, tendremos que
ser capaces, desde cada seminario o departamento, de
encontrar los contenidos y actividades mas adecuadas
para desarrollar esta labor.

sActitud del profg‘or de Matemadticas para propiciar que

los alumnos al

cen los objetivos del valor «Vida»

Preocupacién manifiesta por los grandes problemas del planeta y de
la vida mostrando sensibilidad hacia sus consecuencias.

Disposicién a seleccionar confenidos que propicien una toma de
conciencia sobre la naturaleza y la vida, sus problemas y dificultades.
Contextualizacién de los problemas de matemdticas en los dilemas y
conflictos de nuestro- planeta (ecoléglcos, enfermedades, hambre,
guerras, xenofobia; racismo...).

Promover la bisqueda de distintas vias de solucién a los problemas -
planteados. Propiciar en la clase la confrontacién y la modificacion
de puntos de vista, y la toma de decisiones colectiva.

Cuadro 6

Contenidos del curriculo de mateméticas més adecuados para

desarrollar el traba’o del valor «Vida»

Utilizacién de distintas srtucc:ones en las que se presente la propor-
cienalidad:

~ Mediante distintos procedlmlentos [tasas y factores de proporcién

y conversidn, regla de fres; tanto por ciento, fanto por algo).
Mediante distintos lengua[es

. Lengua|e de tablas.

Lengua!e’de gréficas.

Lenguaije de Formufos

- Uttllzac 6n de |o re!acson entre magmtudes y fenémenos:

q)

by

‘Mediante férmulas de calculos de magnitudes.

Acotacién de errores cometidos al estimar, medir o oprox1mctr
las magnﬂudes objeto de estudio. ~

Mediciones con diversas técnicas o instrumentos de medlda
Comparaciéon de umdades Estudio y «valoracién» de la preci-
si6n de medidas.

Utilizacién de modelos geométricos para conocer y resolver algunas

- situaciones relativas a la vida'y al entorno. Uso de longitudes, reas

y volimenes. Semejanza entre figuras y cuerpos. Manejo del factor
de escala.

Las gréficas como medio para obtener valores concretos ¢ informa-
ciones sobre diversos fenémenos:

qj

b)
)

d)

Utilizacién e interpretacion del lenguaje grafico,

Elaboracién de fablas numéricas a partir de un conjunto de
datos.

Bsqueda ‘de expresiones funcionales feniendo en cuenta: los
fenémenos observados. ,

Formulacién de conjeturas sobre el comportamiento de una

poblacién de acuerdo: con' los resultados- de una :muestra.

Deteccion de falacias en la formulacién de proposiciones con
lengudie estadistico.

Confeccion y uso de tablas de frecuencia y de gréficas para repre-
senfar el comportamiento de fenémenos dleatorios en la vida cofi-
diana y en el conocimierifo cienfifico.

Cuadro 7



Actividad n.° 1:
Alcohol y conduccién

(Tomada de la revista Trdfico, n.° 99,
correspondiente al mes de mayo de
1994.)

(Para los dos ciclos de la ESO)

La tasa de alcoholemia nos indica el n.°
de gramos de alcohol que hay en 1.000
cc de sangre. De acuerdo con el
Reglamento de Circulaciéon un conduc-
tor de un vehiculo normal, no podri
conducir cuando esa tasa alcance el
valor de 0,8,

Pregunta 1. Si una persona tiene una
tasa de alcohol de 0,5, scudntos gramos
de alcohol tendra
en cada litro de
sangre? ;Y en 300
cc?

Pregunta 2. Si
una persona con-
duce con 0,05 g
de alcohol por
cada 150 cc de
sangre JEstd infrin-
giendo la ley? ;Y
si lo hace con
0,11 g en 1/8 de
litro de sangre?

Nota para el pro-

Jfesor (N.P.P). Con

estas dos pregun-

tas, al igual que

con el resto, se

pretende que los alumnos las respon-

dan de dos formas:

1.°) Matemiticamente, efectuando las
operaciones correspondientes.

2.°) Bajo una concepcién <humanav, tra-
tando de ver si es dicito o esti
bien», de acuerdo con las conse-
cuencias que se derivan, el que
una persona vaya mis ripido de lo
normal en su coche.

Lo importante es que se llegue a esta-
blecer un didlogo en la clase, mediante
las operaciones matemiticas, donde se
planteen los conflictos y problemas en
los que los alumnos estin inmersos,
para que, desde el debate, se llegue a
una toma de compromisos y actitudes

por parte de nuestros alumnos. Se trata, en definitiva, de
humanizar las mateméticas y de asegurarse de que estas
sirven para formar mejores personas sin detrimento de los
propios conocimientos matematicos.

En el caso de la 22 pregunta,' cuando dice «Esta infrin-
giendo la ley?, se estd haciendo referencia al apartado 1.1
del cuadro 4; es decir, esas son las actitudes que se quie-
ren desarrollar en los alumnos.

Pregunta 3: Si entre los cuatro ocupantes de un coche
beben en una fiesta, a partes iguales, 3 ditronas», scual
serd la tasa del conductor? ;Puede utilizar su vehiculo?

Dato: Se sabe que dos cafias de cerveza (medio litro apro-
ximadamente) producen una tasa alrededor de 0,50.

(N.PP.: En este caso, las actitudes que se tratan de propi-
ciar son las reflejadas en los apartados 1.1, 1.2 y 1.3 del
cuadro 4. El alumno ha de reflexionar, llevar a cabo un
debate con sus compaiieros y tomar compromisos y pos-
turas decidiendo si el conductor puede y debe utilizar su
vehiculo, por ello es importante que haga valoraciones
criticas sobre el peligro de infringir la ley).

Pregunta 4: Representa en unos ejes cartesianos la rela-
cién cafias de cerveza, tasa de alcoholemia.

Observa a continuacién la grifica que has construido.
(Cudntas cafias de cerveza, o qué proporcién de las mis-
mas, tiene que beber una persona para que no debiera
conducir?

(N.P.P.: Esta pregunta estd en relacién con el apartado 1.4
del cuadro 4).

Pregunta 5: De acuerdo con el Reglamento de Circu-
lacién, un conductor de un autocar no puede conducir
cuando la tasa de alcoholemia alcance el valor de 0,3.
Utilizar la grafica del ejercicio anterior para comparar
ambas situaciones. ¢Cudntas cafias mds puede tomar el
conductor del vehiculo normal que el del autocar?

(N.PP.: Con esta Gltima pregunta,
se quiere destacar la responsabili-
dad mayor que tienen los conduc-
tores de vehiculos grandes, como
autocares o camiones. En cualquier
caso, siempre es importante hacer
la operacién matematica, pero ade-
mis, una vez resuelto el ejercicio
centrarse en los compromisos que
podemos propiciar con el mismo).

Pregunta 6: Se sabe que un cuerpo
sano elimina aproximadamente
0,15 por 1.000 cc de alcohol por
hora. Una persona que tiene una
tasa de 0,95 4qué tasa tendri a las 3 horas? ;Estara enton-
ces en condiciones de conducir su vehiculo?



Pregunta 7: Si entre los cuatro ocuparites de un coche
beben 2,5 litros y el conductor doble que cada cada una
de las otras 3 personas, ¢cuil serd la tasa de cada uno de
ellos?

(Para el 2.° Ciclo de la ESO)

Pregunta 8: Observa la grafica. Relaciénala con la pre-
gunta 62,

¢{Qué se representa en el eje de abscisas? ;Y en el de orde-
nadas? jPor qué la pendienté es negativa? ;Cudl es su
valor? Encuentra la férmula matemitica que describe el
proceso.

Pregunta 9: Con una tasa de 0,8 se sabe que se tarda en
frenar aproximadamente un segundo mis que estando
sobrio. jCudntos metros se prolonga la distancia de frena-
do de un automévil que va a 120 km/h?

Pregunta 10: Pedro de 24 afios afirma (peri6dico de tirada
nacional de 13-5-94) «Cuando salgo toda la noche puedo
beber 4 0 5 “tubos” de cerveza y un par de “cubatas”. Esto
es una cifra normal entre mis amigos».

Sabiendo que cuatro «<ubos» equivalen
aproximadamente a 1,5 litros. ¢Cual serd
la tasa de Pedro teniendo en cuenta
solamente las cervezas? ¢A partir de
cuantos «tuboss, 0 qué proporcién de los
mismos, habrd superado la tasa de 0,8

Pregunta 11: Encuentra la férmula mate-
mitica que corresponde a la gréfica obte-
nida en la pregunta 4. ;Por qué la pen-
diente tiene distinto signo que la de la
pregunta 7?

Pregunta 12: Se sabe que un cuerpo
sano elimina aproximadamente 0,15 por
1.000 cc de alcohol por hora. Si una per-

sona se acuesta a las 24 h con una tasa
en la sangre de 1,3, ;a qué hora alcan-
zara el nivel de 0,5? ;A qué hora estara
totalmente sobrio? ;Cudntas horas tarda-
rd en reducirse la tasa a cuatro milési-
mas?

Pregunta 13: Para esa persona que a
las 24 h tenia una tasa de 1,3, repre-
senta en unos ejes la relacion n.° de
gramos de alcohol (por litro de sangre)
con respecto al tiempo transcurrido.
¢De qué tipo de funcién se trata? ;Es
una funcién afin o lineal? Encuentra su
férmula.

Pregunta 14: Resuelve el problema
anterior en un caso general. Es decir,
para una persona que tenga una tasa <
en un momento cualquiera.

(N.PP.: La misién del profesor es dar
alternativas al alumno; por ello lo
importante es crear el debate en las cla-
ses, y que a partir de esos debates, el
alumno reflexione y obtenga conse-
cuencias y que de esas consecuencias
salgan unos compromisos. Por ello, de
cada actividad, es bueno que el alumno
haga una critica del tema abordado
para ver las actitudes que deberan deri-
varse. En consecuencia, que reflexione
para ver qué tipo de actitudes se han de
tomar).

Actividad n.° 2:
Una excursién por el campo

Piensa en un bote de una bebida cual-
quiera. Su etiqueta nos indica que su
volumen es de 33 cl. Lo pesamos lleno
y vacio dando por medidas, respectiva-
mente, 350 y 40 g.

Pregunta 1: ;Cudl seri la densidad de
liquido?

Si el dato real es de 0,96 g/cm3, jqué
ocurre? ;Qué explicacién encuentras a
lo ocurrido? ;Cual es el volumen real
que contiene el bote?

(N.PP.: Esta pregunta esti en relacion
con las actitudes reflejadas en el punto
2.1 del cuadro 4, pues se trata de pro-
piciar la critica sobre el consumo, ya
que el bote realmente tiene menos con-
tenido del reflejado en la etiqueta).




Siempre han de buscarse actividades
- que motiven a los alumnos en la parti-
cipacion activa, que les faciliten, a ser
posible, un trabajo autébnomo, que ejer-
citen su capacidad reflexiva sobre la
realidad. No hay que olvidar que adqui-
rir conocimientos

como Mmeros sujetos
pasivos dificilmente
generard actitudes
de andlisis y critica §
o ejercitara hébitos
de participacion.

Con la siguiente
pregunta, se quiere
enfatizar la impor- J
tancia de cuidar el #
medio  ambiente,
bajo el problema de
arrojar basuras y el §
deterioro que esto [,
produce en el
campo, ya que tie-
nen que transcurrir
muchos afios para

@~,\\‘{ku .

que desaparezcan
completamente. En definitiva, v tal y
como va se ha dicho varias veces, favo-
recer que el alumno reflexione y tome
conciencia acerca de sus valoraciones,
opiniones y sentimientos, y que des-
pués, se defina: tome compromisos).

Pregunta 2: En una excursion un grupo
de alumnos dejan un buen nimero de
botes de los descritos en la pregunta
anterior abandonados en el campo. Si
el perfodo de semidesintegracién de la
materia con la que estd construido cada
uno de estos botes es de aproximada-
mente 8 afios, al cabo de 16 afios,
jcudntos gramos de cada bote quedarin
todavia como residuos? Dibuja en una
grifica la relacién perfodos de ocho
anos con respecto a gramos residuales
que restan todavia de un bote por
desintegrarse.

(N.P.P.: Una vez que hacen la grifica es
importante que la observen y que vean
que ese material se desintegra muy len-
tamente. A partir de ahi, que se
conciencien de la necesidad de tomar
un compromiso claro ante el hecho de

Antonio Bermejo
Centro de Profesores
y Recursos. Astorga (Ledn)
Sociedad
Castellano-leonesa de

(Sdlo para el 2.° Ciclo de ESO)

Pregunta 3: Encuentra la f6rmula matematica del ejemplo
anterior. 4Al cabo de cuinto tiempo se habra reducido el
residuo de cada bote a 15 g? ;Cudntos afios habrin de
pasar para que se elimine completamente?

Dibuja en una grafica la relacion tiempo en afios a trans-
currir con respecto a gramos residuales que todavia per-
manecen sin desiﬁtegrarse. (De qué tipo de funcién se
trata? ;Eres capaz de encontrar su féormula matematica?

Conclusiones

1. Que el area de Matemdticas sirve, conjuntamente con
las otras, para formar a nuestros alumnos no sélo en
conocimientos cientificos y didacticos, ya que, ade-
mas, les puede ayudar a ser mejores personas.

2. Unido a lo anterior, es importante tener en cuenta
que no se puede hablar de formacién en valores con-
sensuados s6lo en el departamento o seminario de
Matematicas sino que, previamente debe haber unos
objetivos educativos humanos comunes a toda la
comunidad educativa, que luego han de ser progra-
mados en las dreas para asegurar que los mensajes
vayan todos en la misma direccién y asi, después,
abordarlos desde el drea de Matemadticas.

3. Que aunque se pueden abordar los temas transversales
como propuestas o realidades educativas sueltas e inde-
pendientes entre si, es preciso hacer un intento tratando
de que todos ellos se fundan en una realidad inseparable,
relacionados con los muchos O.G.E. (tanto de primatia
como de secundatia), a través de los valores bisicos.

4. Que el tratamiento de estos valores basicos (a través de
unos contenidos y unas actividades matemadticas) deben
fomentar unas actitudes en nuestros alumnos para que
den alternativas y afloren propuestas de compromisos
ante ciertos aspectos que recogen no solo los temas
transversales sino otros muchos problemas sociales y, a
la vez, se estén llevando a cabo objetivos y contenidos
matematicos propios del curriculo de este 4rea.

EN DEFINITIVA: Enseflar Matemdticas puede y debe ser
compatible con formar personas, segin definié Machado:
Set, en el pleno sentido de la palabra, buenos.

Bibliografia

CAMPS, V. (1993): Los valores en la educacién, Alauda-Anaya,
Madrid.

CAMPS, V. (1992): Educacién moral, Cuadernos de Pedagogia, n.° 201.

GONZALEZ LUCINI, F. (1993): Temas transversales y educacicn
en valores, Alauda-Anaya, Madrid.

MEC (1992): Guias para los Temas Transversales, Materiales para
la Reforma, Madrid

MEC (1993): Temas Transversales y desarrollo curricular, Madrid.

REYZABAL, M. V. y A. 1. SANZ (1995): Los ejes transversales.

arrojar las basuras al campo.) Profesores de Matematicas Aprendizajes para la vida, Escuela Espafola.




. BREVE HISTORIA DELA
EDUCACION MATEMATICA EN

PUBLICACIONES

VII JAEM

Sociedad Madrilefia de

Profesores de Matematicas

«Emma Castelnuovo»

ESPANA

. "JORNADAS PARA EL‘APREND}ZAJE Y LA'ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

" Madrid 14, 15, 16

TRATADO DECO
G de Atronamts oy Cotogit:
Py P Rt
Ordadopotd BickBa uiPactds
rsetrarmivaiia

et
ol bapiighles
EN ALCALA
"

#GR PN CRACH
POPT e

* Actas 7.% Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas. (1.500 pts.).

e fotografia y mateméticas. (400 pts.).

® Breve historia de la educacién matemética en Espafia. (400 pis.).

e E[ Célculo Mecénico. Del 4baco al ordenador. (250 pts.).
® Rutas matemdticas por Madrid. (600 pts.).
* Medidas tradicionales y de oficios. {500 pts.).

- ® las Matemdticas en los sellos de correos. (250 pts.).

* Video: Rutas matemdticas por Madrid. (1.000 pts.).

Solicitud de pedidos contra reembolso {500 pts. de gastos de envio):

SMPM «Emma Castelnuovo»
Apartado de Correos 14.610
28080-MADRID




Fermat y Arquimedes

en la clase

de integrales

Monica Escudero Baylin

En este arficulo se incluyen
dos actividades que se
realizaron en clase al

impartir el tema de
Integracién, en ellas se
expone la forma mediante la
cual dos mateméticos
excepcionales, Arquimedes y

Fermat, calcularon el valor
exacto del érea y del

volumen de determinadas
superficies y sélidos.

ON intencién de romper la monotonia de la clase, cuan-
do se abordd el tema de integracion, se buscaron ejem-
plos histéricos del calculo de una integral, y se encontra-
ron dos que se adaptaban a dicha intencion:

1.9) El célculo del 4drea bajo la curva y = x® desarrollado
por Fermat (1601-1665).

2.°) El cilculo del volumen del paraboloide de revolucién
desarrollado por Arquimedes (287-212 a.C.).

Mantener la atencién y el interés del alumnado no es nada
facil. Lo que se puede afirmar es que los temas histéricos,
despiertan la curiosidad del alumnado en general: la
forma de trabajar de los cientificos, su forma de ser, los
sucesos que les rodearon, sus costumbres, sus rencillas,
las repercusion que tuvieron sus investigaciones, etc., les
da una diferente concepcién de las matemadticas.

Esta es una exposiciébn muy escueta, en la prictica real se
apoy6 su desarrollo en trasparencias, procurando durante
toda la exposicién hacer continuas aclaraciones y relatar
numerosas anécdotas. (Afortunadamente ambos matema-
ticos se prestan a ello.)

Los alumnos a veces se rien, a veces se cansan, también
se sorprenden.

Calculo del area bajo la curva y = xn,
desarrollado por Fermat

Fermat se propuso y obtuvo el valor exacto del drea bajo
la curva y = x" en el intervalo [0, a] (figura 1).

El 4rea bajo la curva se puede calcular aproximadamente
tomando una particién en el intervalo [0, a] y levantando
los rectingulos tal como se indica en la figura 2.



Figura 1

Sea A el drea bajo la curva que es aproximadamente igual
% a la suma de las 4reas de los rectdngulos, por tanto:

A ~ (a-b)a™ + (b—o)b” + (c~d)c? + (d-e)d" + (e-De" + (F-OOf"

Para obtener el 4rea exacta Fermat construye la siguiente
particion (figura 3) del intervalo [0, al:

a, aE, aB? aB?... (E< 1)
que es una progresion geométrica de razén E < 1.
El drea de los respectivos rectdngulos resulta asi:
(a— aF)a", (aE — aB»a"Er, (a2 — aE)a"E?, (aF? — aEHa E?,. ..

que es una progresion geométrica de razén E*! < 1. Por
tanto:

A ~ suma de las 4reas de los rectangulos.

A ~ suma infinita de una progresioén geométrica de razén < 1

t
A:_l
1-r
_ an(a-aE) _ an+1(1_E) an+1 an+1
T q-gntt 1-g*! 1—E™! 14+E+E?+L +E°

1-E

El 4rea bajo la curva se puede igualar a la suma anterior
haciendo que E — 1 (paso intuitivo al limite, muy ante-
rior a la formatizacion del concepto de limite), es decir:

an+1

- 1+1+1+L +1

an-i»l

n+l

es decir, lo que en notacién moderna escribimos:

A n+1

Jox" =

n+l

Figura 3

Célculo del volumen del
segmento recto de parabo-
loide de revolucién desa-
rrollado por Arquimedes

Esta demostracién mucho mas moderna
que la anterior y verdaderamente
genial, es la que utilizd Arquimedes
para demostrar que el volumen de seg-
mento recto de paraboloide de revolu-
ci6bn es la mitad del volumen del cilin-
dro circunscrito (figura 4).

Se quiere advertir, como en su dia se
hizo en clase, que para desarrollar la
demostraciéon se utiliza la geometria




Figura 4

analitica, una herramienta muy poste-
rior en el tiempo, pero que resulta ase-
quible para los alumnos puesto que se
habia abordado anteriormente.

Para la demostracion, Arquimedes divi-
de el eje del paraboloide EF = a en n
partes iguales, y construye cilindros ins-
critos y circunscritos, tal como se indica
en la figura S.

Y

Figura 5

Y
D
y? = 2px
0
F X
A
€

Ménica Escudero
IFP Islas Filipinas
Madrid
SAEM Thales

Los pasos de la demostracion son los siguientes:
1) Demuestra que:

v

cilindro

<2
v

sélido circunscrito

en efecto:

\ 2npa 2

cilindro

2 2 2
a a a a

2qp —+ 4rmp —+ 6np —5*L +omp—
n n n n

V selido circunscrito

2mpa? n? n2 12 ,

= = < —_—
a? nn+1  p24p 2

2np—A+2+34L +n) — 5,  ——o

n? 2 2

1

n
2

2) Demuestra que (la demostracién es andloga a la anterior):

v

cilindro > 2

v solido circunscrito

3) Demuestra que:

2

a

sélido circunscrito ¥ sélido inscrito = V dltima rodaja = 2np 2
n

v

(Como se aprecia claramente en el dibujo, los miembros
del sélido inscrito son iguales a los contiguos del sélido
circunscrito, y se van eliminando todos término a término
a excepcion del Gltimo. Una demostracion analitica puede
obtenerse de forma muy sencilla).

4) Finalmente:

Como la diferencia del punto 3) anterior, puede hacerse
menor que cualquier nimero dado de antemano (axioma
de Arquimedes), haciendo # suficientemente grande se
tiene:

v

solido circunserito = ¥ sélido inscrito = V. paraboloide

De la desigualdad 1): —Y—‘ﬂg’—dﬁ =V paraboloide
De la desigualdad 2): V cilindro v
8 ; -5 Z V paraboloide
. v cilindro
De ambas desigualdades: —, = V paraboloide
O también: Vdilindro = 2V paraboloide
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Fractales e

Tomas Queralt

n la ESO

Llopis

En el presente articulo se
muestra el planteamiento,
justificacién y la puesta en
préctica de algunas
actividades que forman parte
de un taller de Fractales.
Estas se han tratado en clase
en grupos de segundo ciclo
de ESO, y se han utilizado
para iniciar el curso con un
resultado safisfactorio. Con
esfe trabajo se prefende
romper con algunos
estereotipos y con algunas
creencias que los estudiantes
tienen acerca de las
matemdticas, asi como crear
el contexto mas adecuado
para que el alumno haga
matemdaticas

ON motivo de la celebraciéon de las II Jornadas de
BEducacién Matemdtica de la Comunidad Valenciana (Ia
Safor, mayo de 1995) y de las VII JAEM (Madrid, septiem-
bre de 1995), tuve ocasidén de presentar un taller con
idéntico titulo que este articulo y que, con sus mismas
ideas y exposicion, es ahora la base del mismo. Los mate-
riales que de él obtuvimos han sido puestos en prictica
con los alumnos de Segundo Ciclo de ESO del IES de
Benifairé de les Valls (Valencia).

La idea que impulsa este material parte de considerar que
las posibilidades actuales de utilizar las nuevas tecnologias
en el aula como soporte didictico son cada vez mayores;
prueba de ello es que las calculadoras y ordenadores
estin introduciéndose en las clases de matemiticas con
pie lento pero firme. Estos nuevos elementos, utilizados
de forma razonable como canal transmisor de contenidos
matematicos, permiten situar al estudiante en el contexto
idoneo de la actividad matemadtica. Asi, enfocando el tra-
bajo matemdtico bdsicamente como una labor de basque-
da y de investigacion, se potencia esta actitud en el estu-
diante. Por otro lado, resulta altamente motivador para los
alumnos la utilizacién del ordenador como herramienta
de trabajo, ya que la interaccién alumno-ordenador siem-
pre es atractiva.

Justificacion del material

El presente trabajo es una propuesta de material para lle-
var al aula en grupos de Secundaria Obligatoria. Este
material no es una unidad didactica, porque no tiene un
eje en torno al cual se vertebra el disefio de una parcela
cutricular con entidad propia. Unicamente se pretende,
partiendo de un elemento conductor como es el concep-



to de fractal, trabajar determinados contenidos matemati-
cos adaptados a la etapa 12-16. Estos contenidos forman
parte de los componentes de la competencia matemética:
hechos, destrezas, estructuras conceptuales, estrategias
generales y cualidades personales. Se pueden tratar con
diferente grado de profundizacién segin el curso y las
caracteristicas del grupo de alumnos.

El articulo pretende, por un lado, mostrar al profesorado
que estos nuevos elementos matemdticos, los fractales, se
pueden incluir en la programaciéon del drea como un con-
tenido objeto de estudio, y también utilizarlo como un
recurso para trabajar aquellos contenidos con los que
estén involucrados. Por otro lado, se pretende que el pro-
fesorado reflexione sobre la importancia de establecer
redes conceptuales como una de las principales formas de
aprendizaje. El material elaborado supone ensefiar de
forma activa, es decir, que los alumnos trabajen y cons-
truyan fractales. Asi, se intentan presentar las actividades
en forma de problema, de manera que sea el profesor
quien exija el grado de profundizacién que considere
oportuno. Por otra parte, como hemos dicho, la inte-
raccion que se produce entre el ordenador y el alum-
no resulta altamente motivadora, ya que supone la sali-
da del entorno habitual del aula y de la mera relacién
profesor-alumno.

Tenemos la responsabilidad de trabajar en un 4drea que de
forma tradicional se ha interpretado como cerrada, donde
todo estaba ya inventado. Se pretende romper con este
estereotipo y con otras creencias que los estudiantes tie-
nen sobre las matematicas: Jas matemdticas son cilcu-
los», los problemas de matematicas se tienen que resol-
ver rdpidamente con unos cuantos pasos», Jdas matemati-
cas tienen como objetivo obtener respuestas correctass,
«l papel de un estudiante de matemiticas es recibir
conocimientos matematicos y demostrar que los han
recibido», «l papel del profesor de matemdticas es trans-
mitir estos conocimientos y comprobar que los estudian-
tes los han recibido».

Hay que considerar ademdis que los fractales son en si
mismo objeto de interés: a partir de su andlisis y manipu-
lacién surgen nuevos «modelos» o figuras geométricas ele-
mentales, con lo que se favorece el enriquecimiento del
alfabeto matematico; existen muchos ejemplos en la rea-
lidad cotidiana que tienen caricter fractal, vy en su des-
cripcion se tiene que recurrir a los elementos que definen
los fractales: ramificacién de los bronquios, cadena de
montafias, una coliflor...; favorece también la inversién
de la tendencia en el seno de la matematica contempora-
nea en el sentido de retornar a la concepcién de la mate-
matica como ciencia de la naturaleza.

Hay que
considerar
ademds que
los fractales son
en si mismo

objeto de interés:

a partir
de su andlisis
Y manipulacion
surgen nuevos
«modelos
o figuras
geométricas
elementales,
con lo que se
Javorece el
enriquecimiento
del alfabeto
martemdtico. ..

Metodologia

Las actividades que a continuacién se
exponen son algunas de las propuestas a
los alumnos de 3.° y 4.° de ESO con la
intencién de tratar los contenidos de
NUMEROS. El planteamiento de trabajo
supone tomar como modelo metodoldgi-
co el investigador, basado en el esquema
problemas-actividades sobre problemas-
conclusiones-informe. Este esquema per-
mite al alumno trabajar los contenidos
previstos desde la optica de la resolucicn
de problemas, es decir, situa al alumno en
la posicién mas cercana a lo que podria-
mos entender por hacer matemdticas.
Teniendo en cuenta las recomendaciones
del Informe Cockcroft, asi como el infor-
me Kuwait y otros trabajos de investiga-
cién en Educacién Matemdtica, pensa-
mos que la resolucién de problemas
deberia ser el eje en torno al cual centrar
la actividad de las matematicas escolares.

El esquema de trabajo de las actividades
suele ser siempre el mismo. Cada activi-
dad lleva aparejada un programa en
Basic, que al ejecutarlo proporciona una
imagen del fractal que va a servir de
soporte de la actividad. En primer lugar
los alumnos observan en la pantalla del
ordenador la evolucién que sigue el frac-
tal en su construccién tras varias iteracio-
nes, normalmente seis o siete, pues la
definicién de la pantalla no permite mejo-
rar la imagen con un mayor ntimero de
éstas, A continuacién, se les pide que des-
criban del mejor modo posible la imagen
que aparece en la pantalla. Esto permite al
profesor observar la utilizacién por parte
de los alumnos del lenguaje especifico de
las matematicas, asi como exigirles una
mayor propiedad y precision en las
expresiones utilizadas. Posteriormente, se
pide a los alumnos contestar una pregun-
ta que aun siendo accesible para ellos, la
investigacion necesaria para responderla
les permite manipular conceptos y operar
con expresiones numéricas que no son
tan evidentes, y que su tratamiento surge
Como exigencia y no como una mera ejer-
citacién. Por Gltimo, en ocasiones se soli-
cita al alumno que vaya mas alld de lo
que supone el anilisis de un caso parti-
cular y generalice.




es del conjunto'de Cantor?..

_ La imagen que aparece en la pantalla es

el llamado Peine de Cantor» debido a
su caracteristica forma, y cuya construc-
cibn estd basada en el conjunto de
Cantor. El proceso de construccién de
éste parte de considerar el intervalo [0, 1)
inicialmente, dividirlo en tres partes
iguales y eliminar el subintervalo cen-
tral. En la siguiente iteracién repetimos
esta accion en cada uno de los dos
subintervalos cerrados restantes, obte-
niendo con ello cuatro pequefios inter-

valos; y asi sucesivamente, de manera

que en el limite nos encontramos con
un conjunto de infinitos puntos.

Para averiguar si el ntmero 0,752 es del
conjunto de Cantor partimos del inter-
valo [0,1], vamos obteniendo las expre-

Describe la imagen que aparece en la pantalla.

. Supongamos que el segmento original es el [0,1]. Por
construacion, el conjunto de Cantor es un conjunto infi-
nito de puntos, pero de medida cero. 3El nimero 0,752

3. 3Como identificariais los elementos de este conjunto?

El peine de Cantor’

determinan los extremos de los subintervalos del conjun-
to de Cantor (ver figura adjunta) y observamos en cual de
ellos se encuentra el valor 0,752.

Entonces, el nimero 0,752 quedari eliminado del con-
junto de Cantor.

Para identificar los elementos de este conjunto hagamos
notar que la direccién del ntimero 0,752 en el conjunto de
Cantor la vamos obteniendo cogiendo los intervalos a
derecha (D) e izquierda (I), y es al llegar al intervalo cen-
tral cuando queda eliminado:

DIDIDDIC

Asi, podrfamos escribitlo en base 3 a partir de las tres
posibilidades de eleccion de una direccion:

0,752 = 0.20202201...

Por tanto, se puede comprobar que el conjunto de Cantor

1 Adtividad basada en una pro- | o514 formado por aquellos nimeros que en base tres tie-
puesta de trabajo de José

siones decimales de los puntos que Angel Bolea Olivan. nen Gnicamente ceros y doses.
0 1
0 1 0,333... 2 6:666. 1
3 3
E=§=0,666 Z.-.0,777... L =0,888... 1
3.9 9 9
é=1—8-=o,666 v =0,703703.. 29 _ o, 740740... A o
9 27 27 97
-23=@_o,74o74o -61=o,753086419... Q=o, 765432098... éé=o,777...
27 81 81 : 81 81
00 _180 4 240740... 181 7aasss06... | L& o, 74897119 . oy 75308641
81 243 243 .
182 546 o 748071195 23T _0 750342035... | ﬁ -0, 751714677 . = - 0,753086419...
243 729 9 - 729 | 129
548 1644 s | 1646 1647
D20 a0t =0, 752171 25,.‘, =0,752629172... =0, 753086419...
e 0, 75171467...; - 71s7 9 . T 2187
1644 4932 4933 . 4934 4935
—— =22 -0,75171467.. =0, 751867093... ——=0, 752019509 =0,752171925...
2187 6561 6561 6561 6561




El triangulo de Sierpinski

1, Describe como se construye la imagen que aparece en
la pantalla.

2. Sien la construccién partimos de un friéngulo equiléte-
ro, y vamos haciendo agujeros de tridngulos equilateros
semejantes, (o seq, si hacemos el proceso inverso al de
la pantalla), snos podemos quedar sin tridngulo?

3. Si partimos de un tridngulo “equilétero de drea A, y
vamos sumando las sucesivas dreas de. los trigngulos
que aparecen;, scual serd el area total de la figura que

al final obtenemos?

Se puede pedir que solamente sean dos o tres alumnos
los que describan la construccién de la imagen, mientras
que los demds dibujen aquello que sus compafieros les
describen y, posteriormente, compararlo con la imagen de
la pantalla.

Para responder a la cuestidén 2 podemos hacer una tabla
que nos indique como va evolucionando el tridngulo ini-
cial 2 medida que le vamos quitando los tridgngulos meno-
res. Asi, cabe preguntarse qué parte respecto del tridngu-
lo inicial nos queda tras cada iteracioén:

Y.

V'V V‘v

V. Y. V. Y.
Y. AAA4 AAA 2 vvv
¥ vy y v 2 v v y ' v.
V. vvv Vv' v'v Vv' 'v' Vv' v'v

Y.

vv‘ v v%v Al v*v v‘ y vivv'v
Y. vﬁv Vi!" Vi!*v vi!;v Vi!‘v v‘!‘v v‘!*v v%!‘v

h 4

Decimal Fraccion Porcentaje
0,25 1/4 25,00
0,4375 7/16 43,75
0,578125 37/64 57,81
0,6835937 175/256 68,36
0,7626953 781/1024 76,27
0,8220214 3367/4096 82,20
0,866516113 14197/16384 86,65
0,899887085 58975/65536 89,99
0,9249153 989527/1048576 94,37

Entonces, en el limite nos quedard una figura que tendrd
area total cero.

3. Si partimos de un tridngulo equilatero de 4rea A, y suma-
mos las 4reas de los sucesivos tridngulos que vamos afia-
diendo, por el apartado anterior se intuye que el drea total
de la figura que tendremos en el limite serd 4A. (Ver en el
recuadro adjunto, para cada una de las fases, las dreas de
los tridingulos que se van afadiendo y las 4reas totales.)

En el limite, la suma de las dreas de los sucesivos tridn-
gulos se reduce al célculo de la suma de una serie numé-
rica, que es una progresion geométrica de razén menor

Area del
triangulo
Fase anadido Area total
1 A A
1
2 —A A+ —3-A =—A
4
3 Za AdSAd (é) ey
16 4 4 16
2 3
1 3 3 3 148
4 —A A+ <A =] A —| A =—=A
64 Tat (4) (4) 64
n—1 2 3 n-1
n (l AlA +—-A+(é) A+(é) A+ +(é) A
4 4 4




El arbol de Pitagoras bésico

. Describe la construccién del arbol
_de manera que cualquier compafie-
- ro pueda hacer el dibujo a partir de
 fu descripcién,

. Si partimos de un cuadrado que
tiene de supetficie 1 m?, zsabrias
_ obtener la sucesion de las dreas de
los cuadrados en cada iteracién?

Podemos resolver este problema desde
distintas perspectivas:

Método 1. Utilizando el Teorema de
Pitdgoras, sabemos que al ser rectingu-
lo el tridngulo que se forma en cada ite-
racion, la suma del 4rea de los cuadra-
dos construidos es igual al 4rea del cua-
drado del que parten.

Area A = Area B + Area C

Y como B y C son iguales, entonces el
irea de cada cuadradito es la mitad del
area del cuadrado del que parten.

Asi, podriamos obtener el siguiente
cuadro:

Método 2. Como el tridngulo rectdngulo que nos aparece
en cada iteracién tiene los catetos iguales, entonces los
angulos interiores salvo el recto serdn de 45°. Si llamamos
< a la hipotenusa, tendremos que la longitud & de los
lados de los cuadraditos que construimos en cada itera-
cién sera:

l=h-sin45"=h~cos45°—-—h-—\/2_—2

y el drea de cada cuadradito sera:

2

. N.° de Area de Area
lteracién cuadrados | cada uno total
' 0 1220 1 1

1 2a21 e ]
2 4=22 | 1/4=1/22| 1
3 8=20 | 1/8=1/22| 1
n 20 /20 1

2
Area=12=(h-l/_—2_\ =h2.2=£_ m?
(B =ht g
Ast:
N.° de Longi’fud | Areade
Iteracién | cuadrados | del lado cda uno
0 Ta20 | 3 1
1 2=2 o 1/2
;o 42 | ip 1/4
3 80 B 1/8
4 16=2¢ | 1/4 1/16
§ - (\E /2)rl /2




El arbol de Pitagoras desequilibrado

1. Describe la construccién del érbol.

2. .Supongamos que el triangulo que genera la construc-
cion del arbol tiene un dngulo de 30°. Identifica cual
serd la longitud de los lados [y, por tanto, el érea) de
cada cuadradito en el arbol construido si el cuadrado
inicial tiene de-drea 1 m2.

Segin el enunciado, los dngulos del tridngulo que va
generando el 4rbol son de 30°, 60° y 90°. Como el cua-

‘drado inicial tiene unos lados de longitud 1 m, si llama-

mos & y < las longitudes de los lados de los cuadrados
pequeiio y grande respectivamente que van apareciendo,
entonces tendremos que:

1
1=1'sin30°=1'c0560°=5m

V3

L=1'cos30°=1~sin60°=7m

Entonces, las dreas respectivas seran:
Area del cuadrado pequefio = 1/4 m2.
Area del cuadrado grande = 3/4 m2

Segln este resultado podemos pensar que los cuadrados
que van apareciendo en el drbol en cada iteracion, tienen
area en relacién 3:1, es decir, el pequefio es la cuarta
parte del cuadrado de origen y el grande las tres cuartas

Si ordenamos y contamos los cuadra-
dos que tienen la misma 4rea de menor
a mayor en cada iteracién, observamos
la siguiente regularidad:

lteracién O

lteracion 2

lteracién 3

lteracién 1

lteracién 4 1(1/256)

1

11/4) 1(3/4)

16} 2(3/16) = 1(9/16)
1(1/64)  3(3/64) . 3(9/64)  1(27/64)
A[3/256)  6(9/256)  4[27/256) 1(81/256)

El nimero de cuadrados que corresponda a una determinada

lteracién n
partes. Hay que hacer notar que en cada iteracion la suma Are sera
de las dreas de los cuadrados que se generan también a
serd 1, al igual que en la actividad anterior. ( k)
Asi, tendremos el siguiente drbol que representa las suce- ~ ~
sivas dreas: y el drea de cada uno de ellos 3k/4", donde k=0, 1, 2,...,n,
' siendo n el ndmero de la iteracién.
lteracién O 1
lteracion 1 1/4 3/4
lteracién 2 1/16 3/16 3/16 9/16
Iteracién 3 1/64 3/64 3/64 9/64 3/64 9/64 9/64 27/64




talla es posible que haya que hacer

Los programas

Los siguientes programas estin escritos
en Qbasic y se pueden ejecutar en un
ordenador compatible PC con sistema
~ operativo DOS 4.0 o superior, y panta-

1la grafica VGA. Para otros tipos de pan-

algunos cambios en la seleccion del
modo grafico (Screen) y en las instruc-
ciones relativas a origenes y escalas.

PEINE

;: El peine de Cantor
‘ Nombre: PEINE
 SCREEN 7: COLOR 5, 10: CLS
 WINDOW (-3, -49-(1.3, .8)
j*‘k La instruccion siguiente pretende ralentizar el dibujo para
_que se aprecie el
proceso de construccion del peine. Primero el mango.
 FOR Z=1 TO 20000: NEXT Z
 DIM A(729), B(729%: AQ) = 0: A(D = 1
B =1 LINE (0, 0)(1, 0): LINE (1, -B): LINE (0, -B): LINE (0, 0)
= Harefnos 6 iteraciones debido a la definicién de la pantalla.
 FORP=1TO6
FORI=0TO2AP=-1
BO=AD/3:BU+2AP)=1-1-AD)/3
 NEXT'I
FORJ=1TO2A®@+1-1
A(Q) = B(): NEXT J
:‘ Ahora ralentizamos el dibujo. de los dientes en cada iteracion.
FOR Z=1 TO 20000: NEXT Z
FORK=O‘TO 2A P+ 1)-1STEP 2
LINE (A, B * P)-(AK +1), B*P)
LINE (AK), B * P)-(AK), B* P - B)
LINE (AK + D, B*P)-(A(K + 1), B*P - B)
NEXT K
NEXT P
BEEP: A$ = INPUT$(1): END

SIERPINSKI .

¢ El tridngulo de Sierpinski
¢ Nombre: SIERPINSKI
SCREEN 7 : COLOR 14,9 : CLS : PI=3.141593
WINDOW (-2.6,-2.4) - (2.6,1.5)
P=5 : DIM T(P) : A=SQR(3)
FOR M=0 TO P
FOR N=0 TO 3AM-1
N1=N
FOR L=0 TO M-1
T()=N1 MOD 3 : N1=N1/3
NEXT L : FOR Z=1 TO 2000: NEXT Z
X=0:Y=0
FOR K=0 TO M-1
X=X+COS(4*TI+1)*P1/6)/2AK
Y=Y+SIN((4*TEK)+1)*P1/6)/2AK
NEXT K
U1=X+A/2AM+1) : U2=X-A/2AM+1)
V1=Y-1/2AM+1) : V2=Y+1/2AM
LINE (U1,VD-(X,V2)
LINE -(U2,VD : LINE ~(U1,VD : FOR Z=1 TO 2000: NEXT Z
NEXT N
NEXT M : BEEP : A$=INPUT$(1) : END

ARBOL DE PITAGORAS BASICO

¢ El arbol de Pitagoras

¢ Nombre: PITAG1

SCREEN 7: COLOR 2, 7: CLS : PT =3.141593
WINDOW (-3.5, -2)-(4.5, 4

DIM X(2048), Y(2048)

¢ Eleccién del 4ngulo ;
F=PI/4 C=COS®E):S=SINE)
A1=-C’*S:A2=C/\2:B1=A1f '
Cl1=B2:C2=1-Bl:Dl=1-, !

X(2) = 0: Y(@) = 0: X(3) = 1




LINE (5, -D)-(5, )
FORM=1TO9

FORJ=0TO2AM -1 -1

X0O=XQAM+2*D:Y0O=YQ2AM+2%])
XI=XQAM+2*]J+1:YI=YQAM+2*]+1)
U=X1-X0:V=Yl-Y0
XA=X0+Al*U-A2*V:YA=YO+A2*U+AL*V
XB=X0+Bl*U-B2*V:YB=Y0+B2*U+BL*V

XC=X0+Cl*U-C2*V:YC=Y0+C2*U+Cl*V
XD=X0+DL*U-D2*V:YD=Y0+D2*U+D1*V
XQAM+D+4*D=XA:YQAM+D+4*]) = YA
XQAM+D+4*J+D=XB:YQAM+D+4*J+1D=YB
XQAM+D+4*T+2)=XC:YRAM+D+4*]J+2)=YC
XQAQM+D+4*]+3)=XD: YCAM+D+4*]+3) =YD
LINE (X0, YO)-(XA, YA): LINE -(XB, YB)

LINE ~(X1, YD): LINE (XD, YD)

LINE ~(XC, YC): LINE (X0, Y0)

NEXT J
NEXT M
BEEP: A$ = INPUT$(1): END

XC=X0+Cl*U-C2*V:YC=Y0+C2*U+Cl*V
XD=X0+D1*U-D2*V:YD=Y0+D2*U+DL*V
XQAM+D+4*D=XAYCAM+D+4*D=YA

XQAM+D+4*J+D=XB:YCAM+D+4*J+1D=YB

XQAM+D+4*J+2)=XC:YQAM+D+4*J+2)=YC

XRAM+D+4*]+3)=XD:YRAM+D+4*J+3) =YD Blbllogl‘dfld
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Inferencia estadistica
en bachillerato: propuestas

Jose Miguel Rodriguez Morales

A lectura de los aspectos relacionados con la Estadistica
en el curriculo de «<Matematicas aplicada a las Ciencias
Sociales II» no establece de forma precisa los contenidos
especificos necesarios para su desarrollo, de forma que
deben tomarse algunas decisiones.

Surgird, pues, de forma natural un cierto grado de debate
sobre la extension y la profundidad de los contenidos que
desarrollan dicho curriculo. Creo muy beneficioso dicho
debate. Sin embargo, creo también que no ha de prolon-
garse indefinidamente en el tiempo. En consecuencia,
deben realizarse, lo antes posible, propuestas concretas
que eliminen ese cierto grado de incertidumbre sobre los
contenidos que hay que impartir, en el que muchos pro-
fesores ahora se encuentran.,

Tan importante como el de la eleccién de contenidos, es
el problema de los recursos metodolégicos que es preciso
emplear. Al hilo de lo que se recomienda en el curriculo
se pueden hacer propuestas concretas.

Lo que sigue es el fruto de la reflexién y la practica
docente durante el pasado curso y, como propuestas que
son, estin abiertas a debate y mejora. Son, en cualquier
caso, los profesores encargados de impartir esta materia
los que deben tomar las decisiones oportunas.

El trabajo incluye un
conjunto de propuestas iy . R
referelmes a |o§ cfmemdos Propuesta de secuenciacion de contenidos
y secuenciacion :
de la inferencia estadisfica Al hilo de lo establecido en el curriculo, una secuen-
en la asignatura ciacién adecuada de los contenidos podria ser la siguien-
«Matemdticas aplicadas a
las Ciencias Sociales Il» . ‘
y a los recursos 1. La inferencia estadistica: concepto y usos.
metodolégicos que pueden .
ser utilizados para :
su aprendizaje. 2.1. Tipos de muestras.

te:

2. El muestreéo: caracteristicas bdsicas.




2.2. Muestreos aleatorios: simple, sistematico, estratifi-
cado y polietdpico.
23. la encuesta: caracteristicas més importantes. Tipos.
3, Teorema Central del Limite: aplicaciones.

Estimacion: conceptos basicos.
4.1. Estimacién de la media de una poblacion.
Tamafio de la muestra y error de estimacion.
4.2. Proporciones.
4.2.1. La distribucién muestral de proporciones.
" 4.2.2. Estimacion de una proporcion. Tamafio de
L la muestra y error de estimacion.

5. Tests de contraste de hipdtesis: conceptos generales.
5.1. Tests sobre la media y la proporcién.

5.2. Errores.

Sin embargo, hard falta tomar algunas decisiones sobre la
profundidad con que se tratardn estos aspectos. Las si-
guientes definen la propuesta anterior.

e Aunque se deben estudiar multiples formas de mues-
treo, todo el desarrollo posterior de la inferencia debe
hacerse en referencia al muestreo aleatorio simple. El
uso de otros muestreos aleatorios sélo aportard con-
fusién al multiplicarse las expresiones para el error de
muestreo.

e  Deberan utilizarse s6lo muestras grandes (n>30). Esto
simplificard muchos resultados y nos permitird tomar
como normales las distribuciones muestrales de
medias.

e las poblaciones de estudio deberin ser infinitas, o
bien si son finitas el muestreo ser realizado con reem-
plazamiento, o cuando menos el tamafio de la mues-
tra no debe superar al 5% del de la poblacion. Si no
lo hiciéramos asi, deberiamos tener en cuenta facto-
res de correccidén, que no aportarfan nada a los con-
ceptos estudiados, y harfan crecer el nimero de
expresiones que hay que utilizar con la consiguiente
confusion.

e De cara al contraste de hipdtesis, serd necesario
conocer la distribucién muestral de medias (normal
en los supuestos anteriores) y la distribucion muestral
de proporciones (binomial). Estas serdn las mas
apropiadas para la realizacion de tests.

e Partiendo del método cldsico de contraste, podria
estudiarse el método conceptualmente mds rico del
p-valor.,

Propuesta de recursos metodolégicos

Pero mis importante que el de la eleccién de contenidos,
es el problema de los recursos metodologicos que hay que
emplear. Al hilo de lo esbozado en el curriculo, parecen
adecuados los siguientes tipos de recursos y actividades:

.mds imporiante
queel

de la eleccion

de contenidos,

es el problema

de los recursos
metodologicos que
hay que emplear.

Ejercicios

Deben de estar contextualizados, de
forma que recojan actividades del
entorno de los alumnos o relacionadas
con sus futuras profesiones y, al mismo
tiempo, sugieran formas de utilizar sus
conocimientos en otros aspectos y
situaciones similares. Podrfan servir
como ejemplos los siguientes:

Ejemplo 1

Una empresa dedicada al estudio de mer-
cados fue contratada para determinar
cuanto dinero gasta como media al afio
un joven (13-19 afios) en la compra de
grabaciones musicales (CD, cassette,...).
La empresa eligi6 al azar 80 calles loco-
lizadas a lo largo de todo el pais.. Un
investigador de campo, se colocé en una
parte central de dicha calle, y pidié a los
que pasaban que parecian tener la edad
apropiada que rellenaran el cuestiona-
rio. Fueron rellenados un fotal de 2.050
cuestionarios, Con base en este estudio;
la-empresa informé que la media busca-
da era de 12.000 pts/afio por joven:

Marca con una cruz aquellas afirmacio-
nes que consideres correctas:

[] Las respuestas son una estimacion
hecha por los propios . jévenes de
lo que gastan, pero pueden ser
muy diferentes de lo que realmente
gastan,

[ Los jévenes deberian haber sido
elegidos de entre los que salen de
una tienda de discos.

[] Esta estimacién podria ser defec-
tuosa, dado que los j6venes no fue-
ron elegidos al azar.

[] La media encontrada no es represen-
tativa, dado que existe una gran
variacién entre lo que gastan los
jévenes en musica.

[] El muestreo realizado es semi-alea-
torio.

[] No estoy de acuerdo con ninguna
de las anteriores respuestas.




Por otro lado, estas pequefias investigaciones deben ‘ser
asequibles a los diferentes grados de madurez que poda-
mos encontrar en un aula, pues no en vano uno de sus
propositos es el de permitir abordar de forma natural nue-
vos conceptos, a partir de su necesidad en la situacion
planteada. Pueden ser realizadas de forma individual, gru-
pal o colectiva, dependiendo de las caracteristicas propias
de cada investigacién y de cada grupo de alumnos. Sirvan

EieMplo 2
 El gerente de una cadena hotelera, para
. medir la calidad de los servicios de- lim-
pieza en los hoteles de su cadena, reali-
- za encuestas periédicas sobre el grado
 de satisfaccion de los clientes (entre O y

10} y sabe, por experiencia, que las
~ puntuaciones oforgadas por los clientes
- se distribuyen segin N(7,5;1,2), consi-
derando satisfactoria -esta situacion.. Si
todos los meses se elige a 40 clientes
_ aleatoriamente para- cdlificar los servi-
cios, scudl deberia ser la media’ de
_ dicho grupo para que pueda considera-
~se que algo va mal con un riesgo de
equivocarse que no supere el 1%2 k

Ejemplo 3

Una empresa comercializa una bebida
refrescante, en un envase en cuyd efique-
* ta se puede leer: «Contenido 250 cc». El
- «Departamento de Consumo» toma dlea-
. foriamente 36 envases, estudia el conteni-
do medio y obtiene una media de 234 cc
y una desviacion tipica muestral de 18 cc.
sPuede afirmarse con un 1% de signifi-
_ cacion que se estd estafando al poblico?
{Consideraremos estafa que el confenido
-medio sea menor que el expresado en la
etiqueta.] Si en realidad la empresa estu-
viera defraudando puesto que su embo-
 telladora tiene una media real de 235
cc, 3cudl es la probabilidad de que dl
realizar el test no podamos establecer
que hay fraude?

Investigaciones sobre pro-

blemas

[Las investigaciones/
requieren que
en algunos
momentos
los alumnos
tengan que tomar
decisiones
u obtener
informaciones,
todo lo cual
conducira a que
se impliquen
en mayor grado
en los contenidos
estadisticos que
dicha situacion
genera.

como ejemplo:

Ejemplo 4

- Es corriente que en televisién, veamos anuncios de presuntos
adivinos del porvenir. Estudiaremos las posibilidades de que
una persona pueda pasar por adivino, sin serlo.

Supongamos que una persona asegura ser capaz de adivinar lo
que saldrd al lanzar una'moneda. Haces la prueba, 1,2, ..., 5
veces'y él acierta fodas. Sin embargo, al sexto intento, falla.
Tu-dices que es un mentiroso, pero él afirma que no, que lo
que ocurre es que algunas pocas veces tiene interferencias
mentales, que.le hacen fallar. Se llega ol acuerdo de que si
consigue acerfar en un 90% de las ocasiones, se le puede
considerar «adivino», es decir, con una capdcidad sobrena-
-tural y en caso contrario habré de reconocer que sus capaci-
dades son tan normales como las del resto de mortales.

Para estudiar la probabilidad de error en uno u ofro sentido
{error al considerarlo adivino si no lo es, o error de no consi-
derarlo adivino siéndolo), establecemos como hipétesis nulg,
o hipétesis: de partida, que esta persona es normal, siendo la
posibilidad restante que tiene capacidades exiraordinarias.

Sabemos que la probabilidad de acertar d prediccién de un
lanzamiento sin tener capacidades es del 50%. Si lanzése-
mos 10 monedas  secuencialmente, tendriamos que darle a
razé, si dcierta un 90% o mds, es decir 9 010 de las pre-
dicciones.

Si estudiamos el nimero de aciertos (éxitos} en 10 lanza-
- mientos, vemos que sigue una distribucién B(10;1/2) y, por

tanto, la probabilidad de acerfar en 9 o 10 ocasiones como.

resu|tqdo del azar es de: o

PX=9) + P(X—]O)

es decir un 1,1%. Esta serd la probablhddd ) rlesgo de que
aceptemos que es «adivino» siendo en realidad falso, es

OOH

decir, si acierta 9 0 10 lanzamientos, la probabilidad de que -
sea adivino es del 98,9%, mientras que la probabilidad de
que no lo sea es de| 1,1%.

Se tratara de conseguir, a partir de un
texto 0 una situacién cercana, que los
alumnos realicen o completen una
investigacién auténomamente, Esto
requerird de ellos que en algunos
momentos tengan que tomar decisio-
nes u obtener informaciones, todo lo
cual conducird a que se impliquen en
mayor grado en los contenidos estadis-
ticos que dicha situacién genera.

Ahoro bxen, el nesgo descnfo antenormente, es el riesgo de
equwocarnos:al ;hqcer un juicio:

-Pero zque hay del riesgo que corre esta persona, que sabe
que es «adivino», de que por culpa de sus interferencias
pueda deducirse que no es «adivino»? Imagina lo perjudicial
que podria ser para su carrera ().




Para calcular este riesgo, supongamos que cierfamente: es
«adivino» 'y que ‘acierta: estadisticamente en el 90% de los
lanzamientos. Entonces para &, los 10 lanzamientos repre:

sentan una B(10; 0,9} y, en: consecuencia, su riesgo es que

obtenga menos de 9 aclertos, es decir:
p{X<®} = p(X=0) + p(X=l)+ ... +p(X=8 }= 0,263

En consecuencid, la probabilidad de que siendo cierto que es
«adivino» tengamos que rechazarlo es de aproximadamente
el 26%.

Por tanto, si acierta en menos de 9 de los lanzamientos, la
probabilidad de que estemos acabando con la carrera de un
verdadero adivino es del 26%.

gHabra alguna forma de reducir el riesgo del «adivino»? 3Y
tu riesgo? 3Se- podrén reducir simulténeamente?  3Podrias
cuantificar los riesgos en estos casos? {Sugerencia; variar el
nimero de de lanzamientos.)

Ejemplo 5

Ha sido desarrollada una prueba para detechr una enfer-
medad altamente contagiosa. Se realiza una pruebo que
pude dar A {positivo) o A [negativo) de acuerdo a las siguien-
tes probabilidades (segin que el mdwsduo esté enfermo (Ho)
o no {H,)): -

plA/H,) = 0,95 | Especnﬁcxdcd del fest)
plA/H;} = 0,90 (Sen5|b|hdad o potfencia del fesf)

Caleular la proporcién de enfermos diagnosticados como
sanos, y de sanos diagnosticados como enfermos. Estas pro-
porciones representan los dos tipos de error al realizar un
contraste de hipétesis. Teniendo en cuenta el carécter alta-
mente contagiosc de la enfermedad y el resto de factores con-
currentes zcudl te parece mds grave y porqué?.

Imagina que ‘se pueden realizar ‘independientemente - tres
pruebas en cada’ paciente. Ahora podré: establecerse como
criterio para’ determinar si un paciente estd sano, que fenga
3 negativos, al menos 2, o'tan sélo 1. Establece un criterio
de forma que el error que te parece més grave quede minimi-
zado. 3Cudles serfan la sensibilidad y especificidad del test
en este caso?

Divulgacién de situaciones reales relacio-

nadas con la inferencia

Uno de nuestros objetivos ha de ser orientar a los alum-
no, hacia sus estudios posteriores y, por tanto, seri
importante hacer una especie de avance sobre lo que nor-
malmente son temas especificos de ciertas profesiones, de

una forma divulgativa.

Un ejemplo de este tipo de actividades serfa la lectura de

textos como el siguiente:

Uno de nuestros
objetivos
ha de ser orientar
a los alumnos
bacia sus estudios
posteriores
Y, por tanto,
serd importante
hacer una especie
de avance
sobre lo que
normalmente
son temas
especificos
de ciertas
profesiones,
de una forma
divulgativa.

Ejemplo 6

«Fue en Norteamérica, en los afios. 20,
donde surgieron los pioneros de:la apli-
cacién de métodos - estadisticos, a' la
mejora de los procesos de produccién
para conseguir mayor grado de consis-
tencia y calidad del producto final. Este
fipo de métodos fue utilizado por la
industria norteamericana - durante - la
Segunda Guerra Mundial pero, tras ella,
las empresas dejaron de utilizarlos, en
gran medida, porque en aquellos
momentos se podia fabricar en los
Estados Unidos cualquier cosa y vender-
la sin problemas en los mercados mun-
diales. Por contra, Japén acabé la gue-
rra con una industria arruinada. Los japo-
neses abrazaron enseguida, no sélo los
métodos estadisticos aplicados a la fabri-
cacién sino, también, la filosofia de ges:
tién que conllevaban. Pronto Japén con:
segufa abrirse mercados con articulos de
gran - calidad, - mientras los - Estados
Unidos perdian progresivamente: cuotas
de mercado en favor de los japoneses,
debido a la menor calidad de los pro-
ductos que ofrecian.

En la actualidad, ninguna empresa que
se precie puede despreciar este tipo de
métodos, que permiten la mejora de los
procesos de producciéon (con el ahorro
de tiempo y dinero que ello supone), y
de la calidad del producto final.

Pero, - 3qué es exactamente calidad?
Alguien dijo alguna vez, que «un cliente
satisfechox es una buena definicién, Ofras
definiciones incluyen términos tales como
«concordancia del producto con las espe-
cificaciones del mismo», «ajuste a lo que el
cliente esperan, efc. Y scomo se puede con-
trolar o mejorar la calidad? No existe una
Unica respuesta a esta pregunta, pero vere-
mos ahora algunas de las herramientas que
se emplean para el control de calidad.

Con respecto a la mejora de la calidad,
existe un lema que se adapta a la mayo-
ria de los casos, «reducir la variabilidad
del proceso». Conseguirlo es costoso y
complicado, dado que eliminar las varia-
ciones naturales de un proceso, resulta
bastante dificil.



© La dispersion o variabilidad de un con:
junto de datos es uno de los factores mds
. importantes en estadistica. El significado
 de la dispersién de los datos depende
_ del contexto en el que se esté tratando.

 Si una variedad de trigo tiene una alta

variabilidad en sus cosechas; un campe-

~ qué punfo las cosechas de ese afio van
_ a ser o no suficientes, y preferird siempre
~ ofra variedad con mayor homogenei-
- dad. Si la variabilidad en el resultado de
' una operacién quirlrgica: llevada a

cabo mediante una determinada técnica
s muy afta, los cirvjanos preferirdn apli-
. car ofra técnica cuyos resultados sean

‘mds predecibles. La calidad de los servi-
_ cios o de los articulos que compramos
_ depende no sélo de que sus caracteris-
_ticas principales -tengan una buena
- media,  sino. sobre todo de su homoge-
- neidad. A nadie le gusta que si compra
- un paquete de-1 kg.de un producto, éste
~ pueda pesar 950 g. De la misma forma,
- no nos dice nada que el tiempo medio
_en que una compafia ‘de mensajeros

- de 40 minutos; si el nuestro nos llega al
_ cabo de 4 horas.

- Algunas oficinas bancarias han suprimi-
_ do las.colas multiples delante de las ven:
tanillas, por una sola cola que abastece
- a todas las ventanillas. sAcaso lo han
 hecho por que resulte menor el tiempo
medio de espera de los clientesg No, el
- tiempo medio no varia pero, de esta
forma, se trata de eliminar la variabili-
dad en los tiempos de espera (en el pri-
_ mer sistema si damos con una cola lenta
~ podemos pasar mucho tiempo en ella).
La*homogeneidad de los resultados' es,
. en términos econdémicos, de la’ méxima
importancia 'y, - normalmente, la- clave
. para la calidad y el éxito.

Imaging, - por ejemplo, que queremos
_ contfrolar la calidad de embotellamiento
de «ColaSola». Silas botellas han de

mer-lugar, que la méquina encargada
del proceso tenga una media de 250 cc,
con - la menor  variacién  posible,
Imaginemos que se consigue que el pro-

ceso tenga la distribucion N(250; 3).

.~ sino que la utilice no sabrd nunca hasta

~ enirega. un paquete en una ciudad sea

- contener 250 cc; serd necesario, en pri-

Un proceso es
estadisticamente
estable cuando,

en su tabla

de control,
las variaciones
son naturales. ..

Utilizando la desigualdad de Chebyshey, sabemos: que el*"
99,9% de las anotaciones deben estar en el intervalo

(=30, p + 30}
es decir entre 241 y 259 cc.

El proceso a seguir, incluye en primer lugar Introducir el uso
de tablas de control, del tipo de la figura 1, de forma que de
cierto en cierto tiempo, tomemos una botella, estudiemos su
contenido y lo representemos.

El primer objetivo que hay que conseguir es la estabilidad
estadistica del proceso. Un proceso es estadisticamente esta-
ble cuando, en su tabla de control, las variaciones son natu-
rales, es decir, las inherentes a cualquier proceso incapaz de
producir cada bien, accién o servicio, de forma exactamente
igual cada vez (lo cual corresponde a la mayoria de los pro-
cesos). Existen una serie de criterios objetivos para dictami-
nar si un proceso es estable, entre los que se incluyen, que los
valores obtenidos estén entre los limites superior e inferior,
determinados por los valores que se encuentran a 3 desvia-
ciones fipicas de la media, por encima y debajo, que no
haya mas de 8 valores seguidos por encima o debaijo de la
media, etc. Observando el gréfico de control, notaremos si se
producen variaciones debidas a fallos mecénicos, falta de
preparacién de los operarios o de cualquier ofro tipo, que
den lugar a variaciones no naturales.

- Ademds, si hacemos uso del Teorema Central del Limite,

podemos mejorar la eficiencia de este procedimiento. En con-
creto, si fomamos muestras de tamafio 40 en lugar de valores
individuales cada vez, dado que la variacién de las medias
es inferior, en concreto

a

X

ﬁ’o
(]

la tabla de control serd més sensible a las variaciones que se
desea detectar.

Conseguida la estabilidad del proceso, se hace necesdrio,
utilizar tablas de control de la calidad cada cierto intervalo
de tiempo de forma que se detecten y se corrijan los proble-
mas que se presenten.» ‘

Figura 1

240 -

235

Muestras




Estudio de articulos de la prensa

Resultard muy apropiado, mostrar a los alumnos, la pro-
fusion de datos estadisticos que existe en los medios de
comunicacién y, en particular, relacionados con la infe-
rencia estadistica. .

Serd ademds extremadamente Gtil que se realice una lec-
tura critica de tales informaciones, tratando siempre de
consultar la ficha técnica del estudio, y poniendo en
entredicho los resultados presentados sin tal garantia. Y es
que existen un sinfin de casos en que se abusa del pres-
tigio de los métodos estadisticos, para manipular a lecto-
res, compradores, etc,

En otras ocasiones, la lectura de estos articulos, puede
permitir acercar al alumno la utilidad de los métodos esta-
disticos, o comentar y afianzar conceptos estadisticos.

Un ejemplo podiia ser el reproducido en la pigina
siguiente. La lectura de este articulo, deberia suscitar algu-
nas dudas acerca de las conclusiones del titular, la repre-
sentatividad de la muestra escogida, la fiabilidad de las
conclusiones particulares, etc.

Proyectos

Como sabemos, la praxis es la mejor forma de aprehen-
der conceptos. En tal sentido, podemos (dentro de las
limitaciones propias de los contenidos y las técnicas cono-
cidas por los alumnos) disefiar, o dejar que los propios
alumnos disefien, experiencias en las que se lleven a cabo
todos los pasos del proceso estadistico. Desde la eleccién
del problema, a la adecuada seleccién de la muestra o el
margen de error, desde el planteamiento de un test de
hipétesis a la confeccién y realizacion de la encuesta.

Tales experiencias deben ser tuteladas por el profesor,
que deberi aconsejar y hacer notar los etrores, pero sin
entrar en la responsabilidad de la ejecucién del proceso.

Puesto que nuestros centros suelen disponer de listas
numeradas de todos los alumnos matriculados, parece
l6gico utilizar esta poblacidon como fuente para muestreos
aleatorios, y aspectos relacionados con sus intereses e
incertidumbres como objeto de las investigaciones. Entre
estos Gltimos se podran incluir aspectos tales como la esti-
macién del ntmero medio de horas de estudio de los
alumnos, el grado de satisfaccion de los alumnos con los
servicios del centro, o la formulacién y el contraste de
hipétesis tales como «l 15% de los alumnos dispone de
motocicleta» 0 da talla media de los alumnos es de al
menos 1,75 cm»,

Hojas de célculo

Las hojas de cilculo son un recurso privilegiado para la
ensefianza de la Estadistica. Capacidades como la de

...donde
las hojas
de calculo
alcanzan su
mdximo potencial
es en su
capacidad
para realizar
simulaciones que
permitan justificar
resultados tedricos.

generacién de nimeros aleatorios, el
uso de tablas, el cilculo de parimetros,
etc., unidas a cualidades tales como
agilidad de cilculo y potencia grifica
son las razones de esta idoneidad.

Resulta pues muy apropiada su utiliza-
cién para facilitar célculos, o realizar
representaciones graficas; pero donde
las hojas de célculo alcanzan su maximo
potencial es en su capacidad para reali-
zar simulaciones que permitan justificar
resultados tedricos. Pueden utilizarse
para simular muestreos y estudiar su
representatividad, estudiar la influencia
del nivel de confianza o el tamafio de la
muestra en el error de estimacién, con-
firmar el nivel de significacién de un
test,... Analizaremos su uso mediante el
siguiente ejemplo (figura 2).

Esta hoja estd pensada, para simular la
distribucién muestral de medias de una
poblacién. En concreto, se generan alea-
toriamente digitos entre 1y 9 en tandas
de 50x40 Luego se analizan las medias
de los 10, 20, 30 y-40 elementos de cada
tanda, considerados como muestras de
los tamafios sefialados. Estamos, por
tanto, tomando muestras de una pobla-
cién uniformemente distribuida entre los
valores 1 y 9 (para poblaciones con
forma «normals, los resultados serfan mas
claros atn). Automiticamente, las
medias obtenidas son representadas en
histogramas cuyas clase comienzan en 3
y acaban en 7, con una amplitud de 0,25.
Cada vez que se pulsa el boton adecua-
do, se generan 50 nuevas muestras cuyas
medias se acumulan a las anteriores. De
esta forma se van formando los histogra-
mas correspondientes a las medias de 50
muestras, 100 muestras..., para los tama-
fos n=10, n=20, n=30 y n=40.

Se puede comprobar a partir de los his-

togramas (figuras 3, 4 y 5) que :

e la media de las medias muestrales
tiende a valer 5 al igual que la
media poblacional.

e las medias muestrales, se distribu-
yen claramente de forma «normal» a
pattir de n=30.

e La desviacion tipica de la media, va
reduciéndose a medida que aumen-
ta el tamafio muestras.




Adena, la Cruz Roja y la Corona,
instituciones preferidas por los espafioles

Los artistas son los mas admirados, segiin una macroencuesta del Circulo de Lectores

P.S., Madrid
La organizacion ecologista Adena, la Cruz
Roja, el Rey y la familia Real son las instd-
tuciones mejor valoradas por los espafio-
les, segin se desprende de una encuesta

La familia, seguida de la felici-
dad, la amistad y morir con su-
frimiento, son las mayores-
preocupaciones de los espafio-
les en el campo de los afectos.
La libertad es el valor prerido,
seguido de la justicia. Los valo-
res menos apreciados son el éxi-
to sexual, la ascensién social, la
buena comida, el atractivo per-
sonal y la religién, .

En el campo de los proble-
mas de Espaiia, la falta de tra-.
bajo y el paro es la principal
preocupacion de los encuesta-
dos (70,1%), seguida por el te~
rrorismo, la droga y la corrup-
cién. Las ultimas preocupacio-
nes son Ja unidad territorial de
Espaiia, el poder creciente de
los medios de comunicacion, la
importancia de Espafia y la
baja tasa de natalidad.

La asociacién ecologista
Adena (3,72), la Cruz Roja
(3,56) y la Monarquia y el Rey
(3,51) son las instituciones que
reciben las mejores calificacio-
pes, de 1 a 5, seguidos por las
radios privadas, la Academia
dela Lengua y el Icona. Los ul-
timos puestos los ocupan los
sindicatos (1,77), las patronales
(1,76), el Gobierno de Espaia
(1,60), los partidos politicos
(1,45) y el Opus Dei (1,39).

En el campo de las institu-
ciones internacionales, las me-
jor evaluadas son Médicos sin
fronteras (4,62), Unicef (4,04) y
Greenpeace (3,99). Las peor, la
Unién Europea, la Fifa, la
Otan, El Vaticiano y el Papa, y
el Fondo Monetario y el Banco
Mundial (2,01).

Jovenes y mujeres

Igual que la composicién del
Circulo de Lectores (1,5 millo-
nes de lectores, el 14% de los
hogares espaioles), en la en-
cuesta hay un 15% de mayor re-
presentacion de mujeres, y pre-
domina la poblacién joven.
Ante la obligacién de elegir en-
tre las dos opciones, el 54,2%

con 247 preguntas, realizada entre 50.000
socios del Circulo de Lectores, con el apo-
yo de la Unesco, y dada a conocer ayer con
la presencia de Federico Mayor Zaragoza, -
secretario general de este organismo. Las- .

instituciones menos valoradas son los sin-
dicatos, patronales, partidos, Gobierno y
Opus Dei. El 72,7% admite que “la unidad
de Espaiia es una realidad que debe depen-
der de la voluntad de los ciudadanos”.

VALERIE DE LA DEHESA

Hans Meinke, director del Circulo de Lectores, y Federico Mayor Zaragoza, secretario General de la Unesco.

de los encuestados prefirieron
la paz sin libertad a la libertad
sin paz (41,6%). La salud (51%)
es claramente el valor mas im-
portante frente al amor y la
amistad (42,7%), el dinero y el
poder econodmico (2,4%), y la
fama y el éxito (0,4%).

La formulacion “la politica es
necesaria y digna” es preferida
por el 65,9% de los encuestados,
frente a la inversa (30,4%). Para

el 72,7% *“la unidad de Espadaes

una realidad que debe depender
de la voluntad libre de los ciuda-
danos”, en tanto que para el
23,7% *“la unidad de Espada es
inviolable y debe prevalecer in-
cluso sobre la voluntad libre de
los ciudadanos”.

Los artistas ticnen la profe-
sién mejor evaluada (7,61), se-
guida por los escritores. Banque-
ros y politicos (2,88) ocupan los

ultimos lugares. Como politicos

ejemplares, Julio Anguita, Felipe -

Gonzalez y José Maria Aznar,
por ese orden, fueron propuestos
por los encuestados, asi como
Mijail Gorbachov y Nelson
Mandela en el extranjero.

Y como figuras ejemplares’

del mundo literario fueron elegi-

dos Antonio Gala en Espafa y

Gabriel Garcia Marquez entre
los extranjeros. En el mundo
musical, José Luis Perales y Lu-
ciano Pavarotti, En el cine, An-
tonio Banderas y Steven Spiel-
berg. En la plastica, Antonio L6~
pez y Fernando Botero. El
56,9% de los encuestados se con-
sidera “no el ser mas feliz del
mundo, pero no se cambiaria
por nadie”,

La encuesta, dirigida por el
sociologo Luis Martin de Dios,
ha sido publicada por el Circulo

de Lectores junto con articulos
de opini6n y analisis de Fernan-
do Moran, Victoria Camps,
Eduardo Punset, Enrique Miret
Magdalena, Francisco Nieva,
Manuel Hidalgo, Joaquin Este-

- fania y Herman Tertsch, entre

otros. En la presentaciéon, Hans

" Meinke, director del Circulo, su-

brayo que en ella se retrata una
poblacidén con una notable ma-
durez, ecuanimidad y sdlidas
convicciones democraticas. Para
Fernando Moran, refleja a un
pais normalizado que se muestra
poco competitivo en los Jos valo-
res nacionales. Mayor Zaragoza
afirmé que en este fin de siglo la
ética del tiernpo es el campo de
reflexion obligada, y afiadié que
cada vez se hace mas urgente la
toma de decisiones en medio am-
biente y la asistencia a paises ter-
cermundistas.

El Pais. 10-4-1996
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Recursos obtenidos a través de Internet

He dejado para el final, el que considero el recurso con
mayor potencial, no tan sélo para la ensefianza de la
Estadistica, sino en general para las Matemiticas y la edu-
cacion. Su Gnico inconveniente, es que la mayor parte de
la informacién que obtengamos estard en inglés.

No es este articulo el lugar més idéneo para comentar en
profundidad la variedad de recursos que estdn a nuestra
disposicion en la red, por lo que me limitaré a comentar
superficialmente los méis importantes para la ensefianza
de la Estadistica. Entre ellos cabe destacar el acceso a ban-
cos de datos de todo el mundo, muchos de ellos espe-
cialmente pensados para la prictica de técnicas estadisti-
cas, la obtencién de software educativo especialmente
enfocado hacia la ensefianza, acceso a bases de datos for-
madas por experiencias docentes, problemas y, en gene-
ra,] recursos para el aula. También a través de los grupos
de noticias, podemos hablar, intercambiar experiencias o
solucionar dudas con otros docentes interesados en la
ensefianza de la estadistica, o las matemdticas en general.
Asimismo, podremos acceder a un gran niimero de publi-
caciones electronicas especialmente dirigidas a la ense-
fianza de la estadistica.

Sirva como ejemplo de las posibilidades que se abren, la
siguiente direccién  http://www.forum.swarthmore.edu/,
pagina web de “THE MATH FORUM” (figura 6).

STUDENT TEACHER’S RESEARCH PARENTS &
CENTER PLACE . DIVISION CITIZENS
What's New

Dynamic Algebra with NuCalc
Featured Student Work: Fractals
... and more,

Showcase
Including:
Math Forum Internet News
Wisconsin Emerging Scholars Program

Search or Browse

The Annotated Forum Collection
of Internet Math Resources
(Steve's Dump)

Math Key lssues
Education in Math

Innovations and Concerns

SUGGESTION 80X [ STEVE'S DUNiP QUICK REFERENCE I SEARCH OUR SITE

About the Math Forum Math Forum Awards Text-Only Home Page

The Math Forum ** webmaster@forum.swarthmore.edu ** 800-756-7823

Math Resources by Subject

K-12, College, & Advanced Math Topics

Figura 6
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El saber practico del solador:
funciones, errores o gcudanto
mide el rodapié de mi casa?

Jose Manuel Pichel Cosme

Esta experiencia de aula
utiliza la realidad para hacer
matemdticas. En concreto, se

plantea la cuestién de
averiguar la relacién que
existe entre la superficie de
una vivienda con el
perimetro de todas las
habitaciones de la misma.

LGUNAS profesiones practicas tradicionales aplican en sus
trabajos leyes, relaciones, procedimientos que constituyen
un saber practico cuyo andlisis puede ser una tarea
interesante desde el punto de vista matematico. La cubi-
cacién de la madera, la cuerda de doce tramos, la medi-
cién de la capacidad de toneles, constituyen ejemplos de
lo que se denomina etnomatematica.

Recientemente tuve que comprar plaqueta cerdmica para
renovar el suelo de una vivienda. El problema se plante6
al encargar el rodapié. La superficie es la caracteristica de
las viviendas, pero, ;cudnto mide el perimetro de todas las
habitaciones de la casa? Un conocimiento matematico
elemental distingue entre los dos conceptos, area y peti-
metro, Un conocimiento experto de solador los hace equi-
valentes:

—Si su casa es de 90 m?, lleve usted 90 metros de roda-
pié» —afirmé tajante el solador.

:Serd razonable esa estimacién?

Supongamos una habitacién cuadrada de lado x metros.
La superficie sera:

A =x?

En el caso de que la habitacién tenga una puerta de 1
metro la longitud del rodapié seré:

L=4x=1
Para qué valores de x nuestro solador estd en lo cierto?
Resolvemos la ecuacion: ‘
x2=4x-1
Es decir: .

X

Cuyas soluciones son:

24



En el caso de una vivienda real

x=2+\/g

ya que el otro valor es desechable. (Ver figura 1.)

Figura 1. Parébola y recta

Tenemos, por tanto, und habitacién cuyo lado mide apro-
ximadamente:

X, =373 m
La superficie de la habitacién seria de:
A, = 13,93 m?
¢Que pasaria si la habitacién tuviera dos puertas? La ecua-
cién que habria que resolver seria:
X2 —-4x+2=0
de cuyas soluciones obtendriamos el valor del lado de la
habitacién que serfa:
x, =341l m
y la superficie:
A, = 11,66 m?
Con tres puertas obtendriamos:
— - 2
X, =3m A;=9m
Igualmente para cuatro puertas:
= = 2
X, =2m A,=4m
Graficamente las soluciones citadas serfan los puntos de

corte de la familia de paribolas con el eje OX, segin
muestra la figura 2:

A\ /]

Figura 2

De las dos soluciones posibles, la me-
nor es desechable.

Para un mayor ntimero de puertas las
soluciones se aproximan, tomando el
valor 2 para el caso de habitacién
cuadrada y cuatro puertas.

Para un nimero de puertas n > 4 no
existe solucién real; la paribola no
corta al eje OX, ya que siempre es
mayor la superficie que el perimetro.

Tomando el caso de una sola puerta, y
llamando a 'y b a los lados de una habi-
tacién cualquiera de forma rectangular,
las situaciones de menor error absoluto,
al tomar el perimetro como del mismo
valor que el drea, serdn las que den como
superficie en torno a 13,93 m = 14 m. (Un
ejercicio interesante consistirfa en justi-
ficar esta afirmacién.) Luego:

axXb=14

Representamos grificamente la hipér-
bola en la figura 3 (consideramos sélo
la rama de la hipérbola para x > 0).

Figura 3

Igualmente podriamos obtener las
correspondientes hipérbolas para los
casos de » nimero de puertas.

En la realidad podriamos establecer una
restriccién sobre los valores de ay b. La
relacién entre los lados de una habita-
cién real, podemos suponerla en torno
a dos tercios. Representamos en la figu-
ra 4 las rectas:

b=3 b—é
a vy a




Figura 4

Los puntos de corte de las rectas con la
rama de la hipérbola dan, aproxima-
damente 3,05 y 4,58. Para el valor mis
extremo el perimetro serfa:

2X3,05+2x4,58-1=14,26.

El error relativo miximo estaria en
torno a 0,26/14 = 2%.

Estudiamos la relacion entre la superfi-
cie de la habitacién cuadrada y su roda-
pié. Llamamos E a esa funcion:

X2

4x -1

E =

Esta funcién nos da la relacion entre la
superficie de la habitacién cuadrada y
el rodapié. Para el valor x = 3,93 la fun-
cién vale 1.

¢Coébmo crece la funcion E?

Hacemos su grifica (figura 5):

Es claro que la funcién E se puede aproximar a una rela-
cion lineal para valores altos de la x. El estudio de este
problema permite plantear cuestiones clarificadoras de
algunos conceptos que el alumnado percibe como muy
abstractas. ;Qué sentido tiene la asintota? ;Que significa-
do tiene el siguiente limite?:

X
lim Ax=1_1
X X 4

(Qué pasa en x = 1/4? ;que sentido tienen, en la realidad
del problema, los valores de x < 1? Son preguntas que
permiten al alumno entender significativamente el pro-
blema.

Mis clara puede aparecer la relacién entre el perimetro y
el drea, haciendo un cambio de variable. Llamando al
rodapié p = 4x — 1 obtenemos:

RSN S
p 16 16p 8

E=

Para valores altos de p podemos aproximar E = (1/16)p.
El error cometido para p = 10, valor medio del rodapié de
una habitacién normal, se podria aproximar a:

luego le faltarian 4/16 para que E = 1, por tanto, para que
el error absoluto sea cero. Podriamos analizar el error
relativo:

x?—4x+1 _
4x -1

ER = E~-1

En una habitacién de 10 m de perimetro, el error cometi-
do serd de 0,25 x 10 = 2,5 (ver figura 1), siendo el roda-
pié mayor que el drea. Si una casa tiene 4 huecos como

Figura 5
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este, el error serd igual a la medida del rodapié, es decir
10. Este error se compensa con el hecho de que en la
cocina y cuartos de bafio, cuya superficie estaria en torno
a 10 m?, no se coloca rodapié. La aproximacién del alba-
fiil es buena.

Podrfamos jugar con este tipo de relaciones, estudiando el
comportamiento de pasillos, salén, etc., pero seria intere-
sante generalizar, aproximar, estudiar un entorno de la
funcién,...

Si representamos graficamente la funcién E (figura 6)
vemos que E crece con el valor de p, casi linealmente.
¢Qué significado tendria la siguiente recta?:

1 1
E=—p+—
1677
Si llamamos s a la superficie, podriamos escribir para

valores grandes de p:
s _Pp

p 16

En definitiva la relacion entre la superficie y el rodapié
seria la misma que entre el rodapié y 16. De nuevo encon-
tramos una aproximacion E = 1 para p = 16.

Figura 6

José Manvel Pichel
Centro de Formacién
Continuada do Profesorado
Ferrol
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La aplicacién del conocimiento mate-
mdtico es una de las claves de un
aprendizaje matematico significativo. A
veces, es dificil transmitir a los alumnos
la utilidad de algunos contenidos, pero
siempre se pueden encontrar situacio-
nes que les hacen evidente el significa-
do de algunas técnicas matemiticas y la
conviccién de que utilizar el conoci-
miento matemdtico permite un mejor
andlisis y resolucion de algunos proble-
ma. Por otro lado, es necesario que,
desde la educacién matemitica se tra-
ten la estimacion, el error, la aproxima-
cion tanto por su utilidad formativa y
aplicabilidad en fisica, especialmente,
pero también porque permite educar al
alumno en una especie de «pensamien-
to difuso» en gran medida mis cercano
a €l y mis «holisticor ya que exige un
control global del problema y sus signi-
ficados.




Publicidad matematica
y un enigma arqueolégico

UBLICIDAD y Matematicas

En los nimeros 564 y 565 de Comunidacd Escolar se ha
publicado una pagina-anuncio en la que se promociona un
programa de Ensefanza Asistida por Ordenador (EAO) de
Edelvives para Matematicas de 3.° a 6.° de Primaria. Bajo el
lema «El primer profesor de Matemadticas al que todos los
alumnos adoraran», aparecen profesores de varias disciplinas
con objetos que les identifican (balén, microscopio, globo
terrestre) y, en primer plano, un feliz profesor (se da a enten-
der que es de Matemadticas), que muestra un ordenador.

Como profesor de Matemdticas considero que este anun-
cio transmite una serie de prejuicios contrarios a nuestra
labor profesional:

— i bien otros profesores pueden llegar a ser adorados
por todos los alummnos, nunca el de Matemdticas
(hasta la llegada del programa redentor). Es decir, las
Matemdticas son en si mismas algo antipdtico y
nunca atractivo o digno de ser amacdio.

— Los profesores debemos competir en la oferta de casca-
beles y artilugios con los que ganar la adoracion del
alumnado. Parece que no hubiera ninguna posibilidad
para el profesorado de Matematicas salvo el ordenador.

— ILos alumnos rechazan las Matemdticas yea en 3.° de
Primaria y es una ensefianza conductista (da solu-
cién correcta de los ejercicios recibe un premio») la
que va a arveglar la situacion.

Ante tales despropodsitos deseo expresar que:

e No creo que la funcién del profesor sea la de llegar
a «ser adorado» por todos los alumnos. Su éxito resi-
de en conseguir que éstos se identifiquen con el
camino de conocimiento que les propone, no con su
persona.

e Existen muchos materiales para el aprendizaje de las
Matemiticas desde un enfoque experimental y lddico
(en el Taller de Matemiticas del 2.° ciclo de ESO se




utilizan a diario), pero no es la cacharreria, sino la
aventura y el reto intelectual nuestro primer material
de trabajo.

e El ordenador puede ofrecer contextos de aprendizaje
muy valiosos, pero no es la «zanahoria electrénicar de
la EAO la que va a remediar el rechazo ni el fracaso
escolar. Cuando éstos se manifiestan suele ser des-
pués, an no a la edad de 8 afios. El marketing
extiende interesadamente los problemas.

Por todo lo anterior, considero que dicho anuncio es ofensi-
vo hacia el profesorado de Matemdticas y que resulta inco-
herente su publicacion en el periédico del MEC, donde tantas
veces se leen lamentos por la pérdida de prestigio, valoracién
e imagen social de los profesores. Igualmente manifiesto al
anunciante que no pienso utilizar con mis alumnos sus pro-
ductos si mantienen esta linea publicitaria y que espero que
esta actitud personal tenga eco entre mis companeros a tra-
vés de las Sociedades de Profesores de Matematicas.

José Maria Sorando Muzas

IES Elaios. Zaragoza

Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemiticas
Pedro S. Ciruelo

La tablilla de barro cocido indescifrada
de Sevilla

Durante la celebracién del ICME-8 que ha tenido lugar en
Sevilla, el mes de julio pasado, tuve la oportunidad una
mafiana, de visitar el Museo Arqueolégico de la ciudad. Este
museo se encuentra ubicado en el Parque de Marfa Luisa,
proximo a los edificios donde se celebr6 el congreso.

En este museo destaca sobremanera la coleccién de esta-
tuas romanas. Entre ellas sobresalen, en tamafio colosal,
tanto la imagen de Mercurio» como la de «Venus saliendo
del bafio». Son obras de excelente factura, realizadas en
mérmol blanquisimo de Grecia. Proceden de las ruinas de
Italica, a donde llegaron tras el pillaje por los romanos de
la ciudad de Corinto. El resto de las estatuas proceden tanto
de Itdlica como del resto de las ciudades de la Bética,

Pero lo que realmente me sorprendié fue una modesta
tablilla de barro cocido, que cabe en una mano, y cuyas
dimensiones de forma aproximada son 2 cm de espesor,
por 6X9 cm de superficie. Estd ubicada en la sala IX,
segunda vitrina, y actalmente estd indescifrada.

Esta tablilla se encontr6 en el Cerro Macareno, en término de
San José de la Rinconada. Dicho cerro es una meseta habi-
tada desde mediados del siglo VIII hasta el siglo I a. C. Estd
formado en gran parte por la acumulacién de distintos estra-
tos superpuestos pertenecientes a las diferentes fases cultu-
rales que han ocupado el lugar desde el final de la edad del
bronce hasta la época romana.

El texto del museo referido a la tablilla es el siguiente:

«La tablilla es de barro cocido, sobre la que se ha graba-
do a punzén un reticulado que presenta en su interior tra-
zos horizontales y verticales hasta ahora indescifrables.

El yacimiento de Cerro Macareno, a orillas del tio Guadal-

quivir, es una formacién artificial con
cerca de 10 m de altura, originada por
la acumulacion de restos arqueoldgicos
y habitada por el hombre a lo largo del
primer milenio antes de Cristo.»

Me llamé tanto la atencién la presencia
de esta tablilla, con su entramado de
14x8 casillas (112), en las que como se
puede ver en el dibujo tan solo apare-
cen trazos verticales, horizontales, obli-
cuos o casillas vacias, que me dirigi al
Director del Museo para que me pro-
porcionara informacién sobre ella. Me
atendié muy amablemente y me entre-
g6 una fotocopia con el dibujo de la
tablilla, Este dibujo es muy real, ya que
se utilizé un microscopio para recons-
truir meticulosamente las incisiones.

Es posible que esta estructura de la
tablilla obedezca simplemente a algtin
tipo de contabilidad, o quiz4 tenga que
ver con los astros, con los ciclos luna-
res (28=2x14) o con un tema inesperado,
como puede ser un juego, pero también
cabe la posibilidad de que sea debida a
una estructura matemadtica mas compleja.
No cabe duda de que el hecho de no
encontrar una actividad concreta en el
lugar en el que apareci6 la tablilla difi-
culta mucho su interpretacién, ya que no
podemos asociarla a dicha actividad.
Ademis, otro problema que presenta es
su posible orientacion y direccién de
escritura. Nosotros proponemos, por fijar
alguna, que sea en direccién vertical, tal
como muestra la flecha que hemos agre-
gado. De acuerdo con esta orientacion,
las lineas 2 y 3 se repiten.

Espero que sea un buen entretenimiento
para aquellos aventureros audaces y soli-
tarios que intenten resolver el enigma.
En caso de que lo logren, aunque sea de
forma parcial, adjunto mi direccién. Si
llegan a tener éxito, también pueden diri-
girse a SUMA o a la Administracién del
Museo Arqueoldgico de Sevilla.

Vicente Ibafies Orts
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El Tratado de Estadistica
de Fernandez-Banos

TRATADO DE ESTADISTICA

Olegario Fernandez-Baiios.

Consejo Superior de Investigaciones Cientificas.
Patronato “Alfonso el Sabio”. Instituto “Jorge Juan”
Madrid, 1945

El Tratado de Estadistica de Olegario FerndndezBafios fue el primer libro de Estadistica
Matematica en sentido moderno que se publicé en Espafia. Anteriormente, se habian publicado
libros de Estadistica para la asignatura de Geografia y Estadistica Industrial y Mercantil de las
Escuelas de Comercio y para la de Economia Politica de las Facultades de Derecho. Los libros
de texto para esas asignaturas frataban, generalmente, femas de carécter administrativo, des-
cripcion de los métodos estadisticos utilizados y aplicacién de la Estadistica a Espafia. En
muchos de ellos se aprecia la influencia de las ideas de Quetelet al pretender apli-

car el Célculo de Probabili-

dades a la Estadistica.

A comienzos del siglo XX el inte-
rés de un sector de los matemdti-

cos espafioles era tratar de resol-

GONSEIO SWFEFIOR DE INVISTIGACIONTS CILIIICAS

TRATADO DE ESTADISTICA

OLEGARIO FERNANDEZ BAROS

s b et

propuso como fitulo a uno de sus
temas «Exposicidn clara y senci-
lla del Célculo de Probabilidades
y sus aplicaciones». La convoca-

toria de la Real Academia de

ver los problemas que planteaba Ciencias de Madrid ponia de

la Estadistica haciendo uso del manifiesto la tendencia de acer-
Célculo de Probabilidades. Ast,

en el concurso de 1909 de la

camiento a los Métodos Estadisti-
cos como una aplicacién del
Céleulo de Probabilidades.

La consideracién de la Estadistica como rama del Célculo de Probabilidades se aprecia con cla-

ridad en las palabras del Prélogo del libro Céleulo de Probabilidades (1920} de Manuel Velasco
de Pando, obra premiada con un accésit en el mencionado concurso de la Real Academia de
Ciencias de Madrid, donde dice:

Real Academia de Ciencias, se

«No seria osado decir que el Célculo de Probabilidades es, desde cierto punto de vista, la mate-
matica de la vida real. Si esta fuera regida por leyes fatales como ocurre en el mundo fisico, se
someteria a ecuaciones diferenciales, cual se somete la Mecénica, pero, puesto que el azar la

rige, sélo el Célculo de Probabilidades se puede aplicar a ella.»



De las palabras de Velasco se infiere la creencia que existia, por
parte de amplios sectores de los cientificos, no solamente espa-
fioles, de que la Probabilidad, teoria matemdtica abstracta se lle-
garia a aplicar con plena satisfaccién a los mas variados fens-
menos aleatorios, sociolégicos o de poblaciones.

El nacimiento de la Estadistica como disciplina auténoma frente
a la Teoria de Probabilidades tuvo lugar a finales del siglo XIX o
comienzos del XX y se vio claramente impulsada por las ideas
del darwinismo. La Teoria Evolucionista de Ch. Darwin (1809-
1882) planteaba el problema de hacer predicciones y corrobo-
raciones no sobre el porvenir de individuos concretos, sino sobre
especies enteras, lo que planteaba el estudio de colectivos para
poder corroborar las predicciones. En esta linea, Francis Galton
(1822-1911), primo de Darwin, aporté el concepto de correla-
cidn, que presentd por primera vez en su obra Hereditary Genius
(1869). En su trabajo principal Natural Inheritance {1889) intro-
dujo el concepto de regresién analizando las tallas de padres e
hijos. Karl Pearson (1857-1936) estudié las curvas de densidad,
el coeficiente de correlacién ry sus generalizaciones, la Chi-cua-
drado. A Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) se le deben, entre
ofros, los trabajos sobre méxima verosimilitud, andlisis de la
varianza y andlisis multivariante, Su Statistical Methods for
Research Workers {1925) se tradujo a seis idiomas y tuvo cator-
ce ediciones.

Olegario consideraba que las Matemdticas y la Estadistica se
diferenciaban en algo tan profundo como era el método. Ya que,
mientras que las Mateméticas utilizaba exclusivamente el méto-
do deductivo, la Estadistica hacia uso del método inductivo.
Ferndndez-Bafios pensaba, de acuerdo con la Escuela Estadis-
tica Inglesa, que el Calculo de Probabilidades era una teoria
matemdtica mds entre las que se podian aplicar a la Estadistica
para resolver sus problemas.

La opcién mefodolégica de FernandezBafios supuso una ruptura
con lo que habia supuesto la tendencia de los estudios de
Céleulo de Probabilidades y Estadistica en Espafia.

En 1933 se crearon las cétedras de Estadistica Matemética en
las facultades de ciencias espafiolas. A la Estadistica se le con-
cedia la misma autonomia que a la Geometria, al Andlisis o la
Astronomia como rama de las Matemdticas.

Hubo profesores como Esteban Terradas y Olegario Fernandez-
Bafios que optaron por introducir en esas catedras la linea mar-
cada por la escuela inglesa de Galton, Pearson vy, especialmen-
te, de Fisher.

La Estadistica que se introdujo en las catedras de las facultades
de ciencias de las universidades espafiolas hacia 1933 no
seguia la tradicién de probabilistas como Ollero, Galdn o
Velasco, sino que adopté directamente la linea de la escuela

inglesa de Pearson-Fisher de la que Fernandez-Bafios era un fer-

viente seguidor.

Para Ferndndez-Baiios la Estadistica era una metodologia para
el estudio de las ciencias de observacién de los fenémenos colec-

Olegario
consideraba que
las Matematicas
Y la Estadistica
se diferenciaban

en algo tan
profundo como
era el método.

‘Ya que,

mientras que
las Matemditicas
utilizaba
exclusivamente
el método
deductivo,
la Estadistica
hacia uso
del método
inductivo. =
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tivos. El libro esté¢ dedicado a Ronald A.
Fisher lo que marca todavia més la tenden-
cia adoptada.

Los temas tratados en la obra son Series
Estadisticas, Valores Medios e Indices,
Célculo de Probabilidades, Estadistica
Descriptiva, Teorfa y Técnica de Muestras y
Correlacién. En el prologo del Tratado de
Estadistica justificaba el desplazamiento del
Céleulo de Probabilidades del nicleo de la
Estadistica.

El Tratado de Estadistica es autocontenido,
quiere decir que dedica capitulos especia-
les a los temas no estadisticos necesarios
para el desarrollo de las teorias. Algunos de
estos tema son la integral de Stieltges, infe-
grales de Fourier, férmulas de interpolacién
y polinomios ortogonales, lo que nos puede
dar una idea del gran nivel de la obra.

Fernandez-Bafios no pretendia en el Tratado
dar un curso exhaustivo de Célculo de Pro-
babilidades, pero se esforzé en dar una
definicién adecuada que evitara la formula-
cion de paradojas, como la de J. L. Bertrand
(1822-1900), dentro de la teorfa. Para con-
seguir su objetivo utilizé las ideas de F. M.
Urban en su libro Grundlangen der Wahrs-
cheinlichkeitsrechnung un der Theorie der
Beobachtunslhen {1923) y las nociones de
teoria de conjuntos.

Asocié el concepto de probabilidad al
grado de confianza racional de la presen-
tacién o verificacién de un suceso. Donde a
la palabra racional se le imprime el signifi-
cado de no ser caprichosamente y subjeti-
vamente elegido, sino real y fundadamente
obijetivo.

Utilizé una notacién de probabilidad condi-
cionada. El simbolo P(A/C) significa la pro-
babilidad del suceso o proposicién A, su-
puestas las condiciones o premisas C.

Adopté inicialmente una definicion de pro-
babilidad segin Laplace modificada ha-
ciendo uso de nociones de teoria de con-
juntos para salvar las paradojas, pero no se
decidié por las definiciones axiomdticas
existentes. la definicion de Von Mises, Cope-
land, Wald, etc., le parecia perfectamente
l6gica, pero poco fecunda y eficaz en un
primer estudio de esta ciencia. Las defini-
ciones axiomdticas de Fréchet, Kolmogoroff
y Cramer pertenecian, para Olegario, a la



clase de definiciones que establecian las
probabilidades como conceptos a priori y
no le parecié adecuada para exponerla
en un texto docente. Opté por una defini-
cion basada en la Teoria de Conjuntos y
en Teoria de la Medida, porque le pare-
cia més 0til desde el punto de vista peda-
gogico:

_ Si llamamos: colectivo a un conjunto de
_ sucesos... fendremos que supuestds unds
_ premisas o condiciones C, si considera-
. mos el suceso o cardcter A, la probabili-
dad en el supuesto de C ... y el colectivo
al que se refieren las premisas C es medi-
_ble'y los mismo sucede.a los conjuntos
. que, ademds, tienen cardcter A, estare-
~ mos en el caso de hablar de probabili
_ dad en sentido cuantitativo y numérico, y
_ diremos que P{A/C) = (a]/(C], siendo (C)
la medida del conjunto al que se refieren
_ las premisas C y (a} la medida del sub-
conjunto que, ademds, tiene cardcter A.

El libro cita una abundante bibliografia,
espafiola y extranjera, sobre Céleulo de
Probabilidades y Estadistica actualizada
hasta el afic 1943.

El contenido de la obra es el siguiente:

I. Preliminares. Series estadistica. Va-
lores medios e indices.

CAPITULO |- Objeto de la estadistica:

Investigacién estadistica. Previsiones.
leyes empiricas y teorias, Fenémenos natu-
rales y humanos. Colectivos. Objeto de la

estadistica.

CAPITULO Il.- Descripcién de los fendme-
nos colectivos: Captacién de datos.
Cédulas y fichas de datos primitivos. Series
estadisticas. Representacién de las series
estadisticas.

CAPITULO Ill.- Valores medios de una serie

estadistica:  Propiedades  elementales.
Estudio de la media general. Errores de la
media aritmética. Valor mediano. Valores

auxiliares de las medias.

CAPITULO IV.- Ndmeros indices: Conceptos
generales. Férmulas matemdticas para cons-
truir indices complejos. Propiedades y and-
lisis de los nomeros indices complejos. indi-
ces de coste de la vida.

El libro cita
una abundante
bibliografia,
espaifiola
Y extranjera,
sobre Calculo
de Probabilidades
y Estadistica
actualizada basta
el arnio 1943.
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il.- Célculo de probabilidades

CAPITULO V.- Ideas generales: Primeras nociones y teoremas fun-
damentales. Probabilidades en las pruebas repetidas.

CAPITULO V.- Variables estocdsticas casuales o aleatorias:
Esperanza matemdtica. Aplicacién a los esquemas de Bernouilli
y Poisson. Aplicacién al caso en que la probabilidad varia de
prueba a prueba. Comparacién entre algunos valores medios
empiricos y fedricos. lema de Bienaymé-Tchebycheff. Llema de
Markoff.

CAPITULO VIl- ley de los grandes nimeros: Teorema de
Bernouilli y de Poisson. Ley fuerte, o de Cantelli, de los grandes
nbmeros.

CAPITULO VIII.- Estudio de algunas férmulas: Férmula de Moivre-
Stirling. Cdlculo de algunas integrales. Aplicacién de la formula
de Moivre-Stirling a la obtencion a la obtencién de la curva de
probabilidades en el problemas de las pruebas repetidas en un
colectivo de probabilidad constante en cada prueba. Obtencién
rapida de la ley normal.

CAPITULO IX.- Ley normal de distribucién de frecuencias: Curva
normal de probabilidad, Aplicaciones elementales de la ley nor-
mal. Criterio de 7. Teorema de Bernouilli. Combinacién lineal de
variables estocésticas que siguen la ley normal de probabilidad.
Teoremas de Poisson y Laplace.

CAPITULO X.- Teoria general de distribuciones de frecuencias:
Funcion de distribucion e integral Stieltges. Funcion caracteristi-
ca de una variable estocastica. Teorema de Fourier sobre inver-
sién de integrales. Problema general y férmula general.

CAPITULO XI.- Aplicaciones: Distribuciones distintas de la nor-
mal. Aplicaciones a la ley de distribucién binomial en el esque-
ma de Bernouilli. Idem al esquema de Poisson. Ley de Poisson o
de los sucesos de Bortkiewicz.

CAPITULO XII.- Célculo de momentos y probabilidad a posterio-
ri. Célculo de momentos y correcciones de Sheppard.
Probabilidad a posteriori: Cuatro problemas. Sobre la inversién
del teorema asintético de Bernouilli.

Ill. Estadistica descriptiva

CAPITULO Xlll- Ideas generales y conceptos preliminares:
Nociones previas. Eleccién de funcién interpolatriz de ajuste o
percuatriz. Operadores simbélicos. Teoremas de conservacion.

CAPITULO XIV.- Métodos de interpolacién y perecuacién.
Diagramas de Fraser y férmulas de inferpolacion. Método de
inferpolacién de Cauchy. Método de sumas. Método de las
areas o de Cantelli. Método de los momentos. Méfodo de lo
minimos cuadrados. Método de Fisher. Métodos de Pearson y
Neyman.

CAPITULO XV.- Métodos de graduacién o ajuste. Métodos de
Woolhouse. Higham y Spencer. Métodos de J. Karup y G.
King.



CAPITULO XVI.- Curvas especiales y desarrollos en serie de los
problemas de frecuencias: Curvas de Pearson. Desarrollo en
serie de Charlier. Tipos A, B, C. Series de Bruns.

CAPITULO XVII.- Método general de las funciones y polinomios
ortogonales. Funciones y polinomios ortogonales. Método de las
series de Fourier.

CAPITULO XVIIL.- Tablas de eliminacién y frecuencia y fun-
ciones biométricas: Nociones fundamentales de elimina-
cién y frecuencia. Funciones biométricas y esquema de
Lexis. Nociones sobre construccion de tablas generales de
mortalidad.

CAPITULO XIX.- Leyes de mortalidad y supervivencia: Funcién
general de Quiquet. Casos particulares: leyes de Dormoy,
Makeham, Gompertz, etc. Funcién interpolatriz o perecuatriz de
una tabla de supervivencia. Ejemplos précticos.

CAPITULO XX.- Elementos de Andlisis coyuntural: Nociones pre-
vias. Movimientos estacionales. Varios métodos de célculo.
Movimiento estacional variable. Descomposicidn de un fenéme-
no complejo en sus componentes simples. Periodograma de
Schuster. Periodograma de Whittaker-Robinson. Concentracién y
su medida. Método de traslacién de Edgeworth-Kapteyn. Idea de
la transvariacién y su medida.

IV.- Teoria y técnica de muestras

CAPITULO XXI.- Ideas generales de las muestras y sus medidas:
Nociones sobre las muestras y los «estadisticos» o pardmetros
experimentales. Diversas medidas de la estructura de las series
estadisticas y férmulas précticas.

CAPITULO XXIL.- Precisién de algunos estadisticos: Precisién de la
media aritmética. Caso en que se observan diversos subcolecti-
vos del colectivo total. Precision de la dispersién, de la desvia-
cién fipica o standard y de las correcciones de Sheppard.
Coeficiente de dispersién o divergencia. Dispersién normal, sub-
normal y supernormal.

CAPITULO XXIll.- Leyes de la probabilidad y dispersién de
algunos estadisticos: Estudio preliminar. Teorema fundamental.
Ley de probabilidad y de distribucion de la t de Student. Idem
ed. de la z de Fisher. Idem de la z-o = log(si/sq) -
log(o1/05). Significacion de la diferencia de medias aritméti-
cas y de dispersién empiricas. Ley de probabilidad y de dis-
tribucién de la %2 de Pearson. Uso préactico de la %2 de
Pearson.

CAPITULO XXIV.- Andlisis de la dispersion: Preliminares.
Problema fundamental para dos clasificaciones y conclusiones
practicas. Problema fundamental para tres clasificaciones. El
cuadrado lafino: resultado préctico.

CAPITULO XXV.- Errores de observacion: Nociones elementales
sobre los errores de observacién. Demostracién clasica ds la ley
de Gauss. Demostracion por el método de Laplace. Regiones de
igual probabilidad.

V.- Correlaciéon estadistica

CAPITULO  XXVI.- Nociones preliminares:
Conexién o enlace estocéstico y primeras
nociones del mismo. Medida de la contin-
gencia y ejemplos.

CAPITULO XXVIL- Correlacién y regresién
lineales: Coeficiente general de correlacion.
Coeficiente de correlacién  rectilinea.
Relaciones entre el indice de contingencia
@2y el coeficiente de correlacién rectilinea.
Coeficiente de correlacion de diversos 6rde-
nes. Momentos ligados. Razén de la corre-
lacién y dispersién residual. Coeficiente de
regresion lineal. La ley de distribucion del
coeficiente de correlacion rectilinea. Trans-
formacién de Fisher de la curva de distribu-
cién de r. Ley de distribucién de r cuando las
2n observaciones son del mismo colectivo
{correlacién interclase). Ley de distribucion
del coeficiente de regresién lineal.

CAPITULO XXVIIl.- Correlacién lineal inter-
clase autocorrelacién, correlacién desplaza-
da (serial): Correlacion interclase (entre los
datos de una clasificacién). Autocorrelacién
y correlacién desplazada (serial).

CAPITULO XXIX.- Correlacién estocéstica
lineal mdltiple: Concepto general. Teorema
general de la correlacién miltiple lineal.
Férmulas generales de correlacién y regre-
sién lineal parcial y fotal. Ley de distribu-
cién del coeficiente de correlacién lineal
miltiple. Ley de probabilidad de los coefi-
cientes de la regresion lineal. Razén de la
correlacién.,

CAPITULO XXX.- Significacién y andlisis
de varias constantes: Significacién de los
coeficientes de regresion y correlacion.
Coeficiente de determinacién y disper-
sién residual. Significacién de los coefi-
cientes de regresion parcial. Coeficientes
de correlacién parcial lineal. Coefi-
cientes de correlacién separada. Signifi-
cacién del coeficiente de correlacién ml-
tiple lineal.

CAPITULO XXXI.- Correlacién y regresién
curvilineas: Correlacién y regresion curvili-
neas simples (de una sola variable).
Correlacién y regresién curvilineas moltiples
(de varias variables).

CAPITULO  XXXII.- Correlacién graduada:
Coeficiente de Spearman y su dispersion.



CAPITULO XXXIII.- Correlacién de constantes
y correcciones: Problema sobre la correla-
cién de constantes. Error Standard de los
coeficientes de correlacién y regresion sim-
ple. Férmulas practicas de correlacion.

CAPITULO XXXIV.- Correlacién espirea y
series de tiempo: Correlacién espirea.
Series de tiempo. Método de las diferencias
finitas. Autocorrelacién y correlacion des-
plazada (serial). Método de las variables sin
autocorrelacién y de las funciones ortogo-
nales. Método de Frisch (Confluence
Analysis). Otros métodos. Observaciones
sobre las series de tiempo. Jerarquizacién
de las variables.

Victor Arenzana Hernandez

CALCULUS PROBLEMS
FOR A NEW CENTURY
A. Wayne Roberts.
Project Director

MAA Notes Number 28
The Mathematical
Association of America

En una de las diversas colec-
ciones de libros interesantes de
la Mathematical Association of America, en
concreto en la MAA Notes, aparecen cinco
volimenes, nimeros 27 a 31, que corres-
ponden a un proyecto, «Resources for
Calculus», disefiado bajo el convencimiento
de que el Célculo que venimos explicando a
nuestros alumnos tanto en el primer afio de
universidad como en los Gltimos cursos en
los institutos, en lugar de ser una culmina-
cién satisfactoria de su preparacién en la
Ensefianza Secundaria, o una puerta para
futuros estudios, se ha convertido simple-
mente en un obstaculo a superar. Una de las
razones que apunta, es que la eleccién de
los femas a dar y sobre todo de los métodos
utilizados para presentar estos temas, no
estd muy en consonancia con los posteriores
intereses de una gran cantidad de estudian-
tes que se incorporan al estudio de esta
asignatura.

Yo he trabajado en los dos dltimos cursos el segundo volumen
de esos cinco, Calculus Problems for a New Century, algunos
temas en un curso de COU y ofros en cursos de 1.° de
Mateméticas y 1.° de Quimicas y, para empezar, debo decir
que es un libro totalmente diferente a los libros de problemas de
céleulo que he manejado hasta ahora. Los problemas de este
libro estan pensados para que los estudiantes graben las ideas,
no las técnicas o las rutinas del cdlculo. El libro huye de pro-
blemas que requieran trucos de céleulo. Las soluciones, segun-
da parte del libro, van acompafiadas de comentarios que, nor-
malmente, son més interesantes que las respuestas a las cues-
tiones que se plantean. En estos comentarios, a veces, se hace
alguna indicacién sobre cémo se podria extender una determi-
nada cuestién, o cémo podria construirse en un  contexto dife-
rente {normalmente en la Fisica), o se hace algin comentaric
histérico relacionado con el problema, o se dan las razones por
las que se eligié tal problema.

El libro, por ofra parte, insiste en algo que no es muy familiar
entre nosotros. Varias veces, anima a los estudiantes a que dis-
cutan entre ellos y a que escriban, con claridad y completamen-
te, sus razonamientos. «Con la practica —dice a los estudiantes—
descubrirds que discutir y escribir nos ayuda a pensar con mas
claridad y a desarrollar una mejor comprensién de la materia
que estds estudiando».

El libro es bastante voluminoso. Tiene 425 paginas, tamafio
folio, de las cuales practicamente la mitad se dedican a los enun-
ciados de los problemas y el resto a las soluciones. En cualquier
caso, la gran cantidad de gréficas que lleva, hace que sea tan
elevado el nimero de paginas.

Los ocho primeros temas, Funciones y Gréficas, La Derivada,
Valores Extremos, Primitivas y Ecuaciones Diferenciales, la
Integral Definida, Retorno a la Integral Definida, Sucesiones y
Series Numéricas y Sucesiones y Series de Funciones, corres-
ponderian a funciones de una variable y los cuatro Gltimos, La
Integral en R2 y R3, Vectores y Geometria Vectorial, La Derivada
en dos o fres Variables, e Integrales de Linea, serian temas sobre
funciones de varias variables que, en muchas facultades y escue-
las técnicas de nuestro pais, se ven en un primer curso de
Célculo.

No queria terminar esta resefia sin mostrar algin problema de los
que aparecen en el libro, por lo que,

aon, corriendo el riesgo de no poner
9 f uno significativo, si merece la pena el
siguiente, al menos por lo que sorpren-
de a nuestros alumnos de COU:

Dos funciones, fy g, derivables, cuyas
gréficas se muestras en la figura. El
punto ¢ es aquel en que el segmento
vertical comprendido entre las dos gré-

ficas tiene méxima longitud. Demostrar

. - b que las tangentes a f{x) y g(x) en x = ¢
son paralelas.




Como véis, algo absolutamente elemental pero que requiere
tener una idea clara de lo que se estd tratando.

No es excesivamente complicado adquirir el libro. Pedirlo a la
M.A.A. es la més simple. Para hacerlo directamente basta escri-
birles y mandarles el nimero de VISA. Mathematical Association
of America. 1529 Eighteenth Street, NW, Washington, DC
2036. Desde que lo pides hasta que lo tienes en las manos tie-
nes que esperar 2 meses. A partir de ahi, a disfrutar de &!.

Joaquin Herniandez

MATEMATICAS

MATERIALES DIDACTICOS
ESO PRIMER CICLO

2 volimenes

Javier Bergasa Liberal

M? Dolores Eraso Erro

M? Victoria Garcia Armendariz
Sergio Sara Goyén

Gobierno de Navarra.
Departamento de Educacion,
Cultura, Deporte y Juventud.
Pamplona, 1995

ISBN: 84-235-1467-6

437 paginas

fimeee

La implantacién del nuevo sistema educativo supone grandes e
importantes cambios que no sélo afectan a su estructura, sino
también a qué, cémo y cudndo ensefiar en las diferentes areas.
El carécter abierto y flexible del curriculo plantea nuevas necesi-
dades en el trabajo de los equipos docentes, la elaboracién de
los Proyectos Curriculares supone fomar importantes opciones,
entre las que se puede destacar la de «establecer los principales
materiales diddcticos que se van a utilizars. Es una tarea excesi-
va y desproporcionada para los profesores, sélo se puede asu-
mir si por parte de las Administraciones Educativas se apoya con
los suficientes medios, entre los que dede figurar la de ofrecer
una amplia gama de materiales curriculares de calidad.

Estos dos volumenes editados por el Gobierno de Navarra estén
dentro de esta oferta de materiales, que facilitan a los semina-
rios de matemdticas elaborar un proyecto curricular propio, real
y eficaz.

Los materiales que los autores nos presentan se pueden conside-
rar, como ellos mismos lo definen, una propuesta del desarrollo
didactico del drea de Matemdticas para el Primer Ciclo de
Educacion Secundaria Obligatoria. Estd bien estructurada,
fundamentada y articulada. Presenta gran cantidad de elemen-
fos para su reflexion, que facilitan la tarea de planificar la acti-
vidad matemdtica para el ciclo.

La propuesta tiene dos niveles. Uno, general
y estratégico, programacién general, que
expresa todos los aspectos de cardcter orga-
nizativo, secuencial y didéactico, hace
referencia a toda la etapa. Otro, de mayor
concrecion, que presenta cada una de las
catorce unidades diddcticas previstas en la
programacién general para el Primer Ciclo.

La programacién general trata diferentes
aspectos: el pensamiento didéctico sobre el
que se sustenta, principios de procedimien-
to diddctico, andlisis del significado de los
objetivos generales, organizacién Yy secuen-
ciacién de los contenidos, estudio de los
cinco bloques de contenido desarrollados
sobre un doble eje, el horizontal asociado
a las formas de representacion (identifica-
cién, codificacién e interpretacion) y otro
vertical regido por una pauta constructiva y
did4ctica,

La configuracién de los cinco bloques didéac-
ticos estd determinada por la busqueda de
un aprendizaje de la maxima significacién.
En cada uno de los bloques se hace referen-
cia a las pautas y patrones que se tienen en
cuenta para su desarrollo y mediante un
cuadro se establecen las relaciones que hay
entre las pautas constructivas y los patrones
o contextos de referencia orientados a bus-
car una significacién concreta. Por ejemplo,
en el bloque didéctico «Objetos geométri-
cos» la pauta adoptada lleva a tratar los
contenidos a través de actividades de cons-
truir, clasificar e inferir y se apoya en un
esquema o pairén espacial.

Lla propuesta de la unidades didécticas
establece los posibles «itinerarios» cons-
tructivos que se van a seguir para cada
dominio (numérico, geométrico y combina-
torio) y mediante mapas conceptuales se
establecen todo tipo de relaciones entre las
unidades.

los criterios de evaluacién y una amplia
bibliografia cierran la primera parte o pro-
gramacién general,

Las unidades didacticas estan claramente
articuladas para facilitar la construccién del
conocimiento matemdtico, todas las activi-
dades plantean interrogantes a fravés de
problemas desde los cuales los alumnos pue-
den elaborar conceptos y adquirir procedi-
mientos que pueden aplicar en diferentes



contextos, lo que facilita la apreciacién del
sentido y utilidad de las mateméticas.

Cada unidad didéctica comienza con una
introduccién que justifica la parcela de
conocimiento que aborda, luego se hace un
andlisis de los contenidos segin los tres
tipos: conceptuales, procedimentales y acti-
tudinales y una concrecién de obijstivos.
Para facilitar un aprendizaje significativo se
ha dado gran importancia a la estructura
interna y se explican las diferentes fases en
que se apoya el desarrollo de cada unidad.
También se analiza la evaluacion en los tres
aspectos: inicial, formativa y sumativa.

Cada unidad presenta un nimero de activi-
dades suficientes para mostrar qué y cémo
se quieren ensefiar los confenidos propios
del tema y, como se ha dicho antes, todas
plantean interrogantes mediante problemas
y propuestas abiertas en diferentes contex-
tos que facilitan el desarrollo de las capaci-
dades y adquisicién de aprendizajes relati-
vos al método matemdtico, a actitudes y
habitos de trabajo y a la valoracién y apre-
ciacién del conocimiento matemdtico.

Creo que estd propuesta curricular es un
material que permite después de su estudio
y reflexion, una recreacién adaptada a
cada uno de nuestros institutos, es un buen
ejemplo de qué se entiende por una progra-
macién general, un proyecto curricular.

formas geométricas y la escultura. Como muy bien lo resume su
autor: «A través de la légica me encuentro con la Naturalezas.

Carvaial parte de uno de los cuerpos més sencillos, el cilindro
(nr2a), y a partir de él, mejor de sus secciones, genera multitud
de formas, algunas muy familiares pero cuya procedencia des-
conociamos, y ofras realmente originales. Todo ello a través de
un doble proceso:

¢ Andlitico: explorando normas geométricas y relaciones numé-
ricas.

e Sintético: aplicando principios creativos de repeticién y varia-
cion de las formas primarias obtenidas del proceso anterior.

El video utiliza imédgenes animadas generadas en 3-D, de una
gran plasticidad y elocuencia.

La interseccion de un plano con el cilindro nos proporciona una
gama de secciones elipticas. Cortando el cilindro mediante dos
planos podemos obtener una gran variedad de médulos sélidos.
Si la recta de inferseccién de los planos es secante al cilindro ten-
dremos gajos.

Si esta recta coincide con el diémetro la yuxtaposicién de los
gajos nos permite construir una teérica esfera. El desplazamien-
to de esta linea de inferseccion hacia la generatriz nos propor-
ciona ofros gajos que nos permiten construir todo tipo de ovoi-
des y calabazas, formas muy frecuentes en la Naturaleza.

Si la recta de interseccién de los planos es tangente o exterior al
cilindro obtenemos rodajas. La yuxtaposicién de estas rodajas
hasta completar 360° nos permite construir el toro.

Pero, y aqui comienzan las verdaderas sorpresas, si pegamos
las rodajas girandolas una respecto de la siguiente el mismo
nimero de grados, obtenemos una forma que comienza a

. - enroscarse sobre si misma para dar origen a... una columna
Jesiis Antolin o P ) 9 i )
saloménica. Cuanto mayor sea el angulo de gira mayor serd
el nimero de vueltas. Si el giro es de 180° volvemos a obte-

ner el cilindro.

A partir de aqui, Carvajal aplica el proceso sintéfico para

FORMA Y NUMEROS.
VARIACIONES. 7r2-a

Javier Carvajal

Miquel Francés (realizador)
Fundacion Bancaixa

15 minutos

Material complementario:
Libro catalogo

del mismo titulo

Javier Carvaijal nos vuelve a sorprender con
una de sus maravillosas realizaciones. Se
trata de un documento audiovisual de gran
belleza que relaciona las matemdticas, las

demostrarnos como la combinacién credtiva de estas formas da
origen a auténticas obras de arte.

Si las rodajas van disminuyendo de forma progresiva de radio
nos podemos introducir en un mundo casi magico de formas ori-
ginales: el cuerno de muchos rumiantes, el nautilus...

Las rodajas mas simples, las obtenidas mediante dos planos
paralelos, la famosa raja de chorizo, también nos deparara en
el video sorpresas agradables.

Efectivamente la yuxtaposicién de este fipo de rodajas giradas
180° una respecto de la anterior genera una forma similar a un
fuelle.

La obtencién de rodajas no simétricas se obtiene mediante la
combinacién de dos movimientos: fraslacion y giro. La combina-
cién de rodajas de esfe tipo de forma creativa produce especta-
culares formas escultéricas.



Por dltimo, lo que Javier Carvajal denomina despojos, los trozos
sobrantes o restds de la interseccién, mordedura o penetracién
de dos o mas cilindros, constituyen un material que-combinado
de forma apropiada genera formas muy cercanas a la naturale-
za: semillas, caparazones, colas de crustdceos...

Jugando con poligonos distintos el autor nos sumerge en un apa-
sionante mundo de formas espirales en el espacio, de la que
merece especial atencién la que denomina espiral

El documento no se queda en el desarrollo del proceso andlitico.
Para terminar, y como culminacién del proceso sintético que el
autor nos habia prometido al principio, nos presenta un extraor-
dinario muestrario de esculturas basadas en las formas geomé-
tricas obtenidas con todos los materiales mostrados.

Acompaiia al video un libro-catdlogo de la exposicién de las
esculturas [algunas de sus reproducciones aparecen en este

nimero de SUMA], con textos explicativos
del propio autor, incluyendo el story board
del video, junto a textos de cardcter cienti-
fico, poético, musical, pléstico... con unas

excelentes fotografias.

En fin, un documento que para aquellos pro-
fesores que impartan las Mateméticas de la
forma se convertird en un material casi
imprescindible para ufilizar en clase. Y para
el resto un material fabuloso para disfrutar y
deleitarse con la vinculacién, alejada de los
tépicos y lugares comunes, entre las

Matemdticas y el Arte.

Antonio Pérez Sanz

Espiral multipoligonal
Javier Carvajal



VIl Olimpiada de la Federacién

limpiada Matemética Nacional 1996

Del 24 al 29 de junio pasado se celebr6 en la bella y
fronteriza ciudad cacerefia de Valencia de Alcintara la
VII Olimpiada Matemdtica Nacional convocada por la
Federacion Espaifiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas y organizada por la Sociedad Extremefia
de Educacién Matemitica Ventura Reyes Prosper. En
ella se dieron cita chicos y chicas de todos los rincones
del Estado representando a sus comunidades, provin-
cias o territorios, todos ellos acompafiados por los pro-
fesores responsables-acompafiantes y de los profesores
organizadores. Juntos compartieron vivencias, trabajo y
saber hacer.

Los participantes

En total llegaron 32 chicos y 9 chicas, 13 profesores y pro-
fesoras responsables de todas las comunidades partici-
pantes ademis de los profesores organizadores. Sus luga-
res de origen eran: Albacete, Andalucia, Andorra, Asturias,
Canarias, Castilla-Leén, Catalufia, Comunidad Valenciana,
Extremadura, Galicia, Madrid, Murcia y Navarra.

Todos aportaron ilusién y ganas de convivir, sin la menor
queja y con el 4nimo de pasar 1inos dias de trabajo y vaca-
ciones.

Las pruebas

Se llevaron a cabo distintos tipos de pruebas matematicas
para poder seleccionar a los ganadores en cada una de
ellas y al primer clasificado, ganador de'la Olimpiada o
premio a la regularidad. Cada prueba tuvo su peso espe-
cifico y unos criterios de evaluacion acordes con lo que
se pretendia medir. ‘




Prueba por equipos

En el impresionante marco del Museo Nacional de Arte
Romano y en
el Teatro y An-
fiteatro roma-
nos de Mérida,
nos dimos cita
para realizar

esta prueba en
la que se fun-
dieron las ma-
tematicas y la
cultura roma-
na. Formados
los equipos y
visto el repor-
taje en video sobre la historia y contenido del museo,
recorrieron los recintos para observar, medir y calcular.
Las informaciones les proporcionaba el lugar descrito con
anterioridad, la sagacidad y la intuicién de los propios
participantes. Si interesante fue el desarrollo de la prueba,
no menos interesante resultd la sesién de valoracién con
los participantes donde se aclararon todos los términos de
la actividad y se matizaron los procedimientos seguidos,
las estrategias y métodos de cilculos utilizados.

Prueba individual

Valencia de Alcantara nos recibi6 con los brazo abiertos y
en el patio porticado de su colegio publico se celebr6 la
prueba individual consistente en la resolucién de cuatro
problemas,
que sirvieron
para determi-
nar las capaci-
dades mate-
mdticas de ca-
da participan-
te y su puesta
en  practica.
Los problemas
dieron mucho
juego y sirvie-
ron para em-
pezar a marcar
diferencias de cara al premio a la regularidad. La evalua-
cion llevada a cabo por un grupo de profesores respon-
sables resultd muy eficaz.

Circuito matemdtico

El mismo dia de la prueba individual, tras caer la tarde por
el vecino Portugal, después de una buena siesta y un rela-
jante bafio en la piscina municipal, se realizé la prueba
contra reloj. Estuvo compuesta de seis actividades, tres
interiores y tres exteriores, en las que como estaba pre-
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PREMIADOS

Vil OLIMPIADA
MATEMATICA
NACIONAL

Prueba por equipos

Ana Jiménez Castellanos
(Madrid)

Carlos Martin-Fuentes Moreno
(Madrid)

Angel Yuste Baspino
(Murcia)

Prueba individual

1.° Alberto Suérez Real
(Asturias).

2.° Miguel Zurbano Crespo
{Navarra).

3.° Ignacio Ferndndez-Huertas
(Extremadura)

Circuito matemdtico

Marcos Baranda Femdandez
{Asturias)

Miguel Angel Canovas Rodriguez
(Castilla-Le6n)

Alberto Sudrez Real
(Asturias)

Beatriz Vizcaino Tena
(Galicia)

Prueba de investigacién

Javier Ortiz Barranco
(Andalucia)

Carlos Martin-Fuertes Moreno
(Madrid)

Tania Barros Garcia
(Galicia)

Prueba de ingenio

lgnacio Ferndndez-Huertas
(Extremadura)

Cristébal Gallego Castillo
(Murcia)

Ana Jiménez Castellanos
(Madrid)

Juan Manvel Paz Garcia

(Andalucia)

Regularidad

1.° Alberto Suérez Real
{Asturias)

2.° Miguel Zurbano Crespo
(Navarra)

3.° Carlos Marfin-Fuertes Moreno

(Madrid)



visto no dio tiempo a resolver integra-
mente a ningln equipo. En ella utiliza-
ron 4bacos, pentominds, posters y reco-
rrieron parte de la ciudad para, entre
otras cosas, ayudar al arquitecto muni-
cipal a trasladar una fuente y calcular el
costo de la base de un quiosco de
misica. Asimismo, tras «mirar y obser-
var» detenidamente la iglesia de
Rocamador, relataron y cuantificaron
los multiples hechos histéricos que alli
sucedieron.

Prueba de investigacion

Tratar de llegar a las mismas conclusio-
nes que Euler enuncié en su teorema
de grafos no era inicialmente tarea facil.
Ciceres, con el patrocinio de Ila
Diputacién Provincial, aportd el precio-
so marco del complejo cultural San
Francisco. Esta prueba llevaba de
nuevo a los participantes a trabajar en
grupo, pero ahora el método cientifico
era el protagonista. Un itinerario imagi-
nario por la zona monumental de la
ciudad, patrimonio de la humanidad,
que posteriormente se hizo realidad,
fue la excusa para proponer el proble-
ma de los cruces de caminos.

Prueba de ingenio

Tras la prueba anterior, después de la
comida en la piscina del complejo de-
portivo de Caiceres, se llevd a cabo la
Gltima prueba. En traje de bafio y bajo el
caflizo que nos refugiaba del calor abra-
sador, los equipos, no sélo de chicos y
chicas sino de profesores y profesoras, se
enfrascaron en tratar de resolver cuestio-
nes cortas, en las que el ingenio, la chis-

pa, la intuicién, el conocimiento de situaciones anteriores y
los reflejos hicieron aparicién para dar soluciones, muchas
veces interesantes, a cada una de las preguntas formula-
das. La percepcion, los palillos, las cuerdas, la cuenta de
la vieja, las pegas, las excursiones, etc. compusieron una
hora y media en la que todos estuvimos enganchados a
la actividad.

Actividades paralelas

Aln quedd tiempo para visitar la Asamblea de Extre-
madura y ser protagonistas activos en los escafios, reco-
rrer la parte monumental de Ciceres, visitar el Barrio
Gético de Valencia de Alcdntara, pasear por la calles de
las ciudades portuguesas de Marvao y Castelo de Vide,
bafiarse en la piscina natural de Portagen y montar movi-
das nocturnas en las habitaciones del hotel, exclusivo
para los participantes en esta VII Olimpiada.

Acto final

El viernes 28 tras la cena ofrecida por el Excmo. Ayun-
tamiento de Valencia de Alcantara y con la presencia de
las instituciones pUblicas y privadas que ayudaron a la
realizacion de la Olimpiada, se llevo a cabo el final de la
fiesta y la entrega de premios a los ganadores citados
anteriormente. Por Gltimo, se nombraron a los tres prime-
ros clasificados y premios a la regularidad en esta Olim-
piada Matematica Nacional.

Y asi llegamos todos a la meta, cansados, pero con el
deber cumplido y confiados de haber andado el camino
en una buena direccién para entregar el testigo a los com-
pafieros de la Sociedad Asturiana que serdn los encarga-
dos de organizar la proxirna edicion.

Hasta entonces, suerte para todos.

José Macias Marin
Coordinador Nacional de la Olimpiada




PRUEBA POR EQUIPOS

LAS COLUMNAS

Augusta Emerita {la Mérida romana) fue una gran ciudad.
Fundada como colonia en el afio 25 a. C. para premiar a las
legiones victoriosas de la guerra céntabra, llegd a alcanzar el
noveno lugar entre las diecisiete ciudades mas importantes del
mundo romano {asf lo afirma el poeta Marco Ausonio en el siglo
V).

El tamafio de algunas construcciones piblicas permite estimar la
poblacion de la colonia y sus alrededores. Serian entre 30.000
y 50.000 los habitantes que llegaron a poblarla.

Dispuso de varios puentes, tres acueductos, dos embalses, una
importante red de alcantarillado, dos foros (plazas pablicas), tea-
fro, anfiteatro, circo, termas, templos..., de la grandeza de algu-
nas de estas construcciones hablan las columnas.

Los romanos copiaron las proporciones y elementos de las colum-
nas griegas. Los érdenes «déricon, «jénico» y «corintion [ver gré-
fico) fueron adoptados por los arquitectos romanos que, a su
vez, crearon el orden compuesto.

Para que las columnas resulten bellas y armoniosas, es preciso
respetar el llamado médulo que no es més que la relacién
existente entre el didmetro del extremo inferior y la altura de la
columna. Asi, en el orden dérico esta relacion es de cuatro a seis
veces. Nueve veces en el jénico y diez en el corintio. Ademés,
en este Oltimo, el capitel tiene una altura igual a la sexta parte
del diametro inferior.

Los tres tipos de columnas presentan canales o estrias a lo largo
del fuste. Suelen ser 20 en el caso del dérico y 24 en los ofros
dos.

Hasta nosotros han llegado muy pocos restos de lo que fueron los
foros (plazas poblicas) de Mérida. Sabemos que hubo dos: uno
provincial y ofro municipal, este Glimo més conocido.

El foro municipal era una gran plaza porticada rodeada de gran-
des edificios piblicos (para més informacién observa las salas
VIl IX y X del museo).

Vuestra préxima tarea consiste en idear un método que nos per-
mita calcular la altura de las columnas del foro municipal.
Ayudaos de toda la informacién que te hemos dado hasta ahora
y de los restos arqueolégicos que puedes encontrar en la sala X
del museo.

CoLumRA
COLUMNA

COLUMNA

J0hina

Recordad que las columnas se hacen més
delgadas a medida que van creciendo.

sCuénto median las columnas del foro?
Explica detalladamente el procedimiento
seguido.

Una vez contestada la pregunta anterior, no
tendréis mucha dificultad para estimar la altu-
ra de las columnas del escenario del teatro
romano (las de la parte baja), pero gseriais
capaces de calcular de una forma aproxima-
da el diametro de la parte superior de esas
columnas? Explicadlo.

EL TEATRO

Todos los dias de fiesta, los romanos cele-
braban representaciones teatrales en honor
de los dioses. Las obras eran sencillas y cor-
tas. Los actores se cubrian el rostro con mas-
caras que caracterizaban al personaje. A
las representaciones podian asistir todos los
ciudadanoes, incluso las mujeres y los nifios,
nunca los esclavos.

Aunque estos espectdculos eran los més
nobles, no eran los preferidos del pueblo.
Las luchas de gladiadores del anfiteatro Y,
sobre todo, las carreras del circo, eran los
actos festivos que més publico congregaban
(uno de cada cinco ciudadanos acudia al
teatro, uno de cada fres al anfiteatro y uno
de cada dos al circo).

El teatro romano de Mérida se construyd por
los afios 16-15 a.C., tenfa una capacidad de
5.500 espectadores y tenfa un didmetro total
de 96 metros, mientras que el digmetro de la
«orchestra» era de 30 m. Constaba de fres
partes esenciales: la «cavea» o gradas de
forma semicircular, la «orchestra» o espacio
semicircular destinado a coros y bailes, y la
«scena» o lugar destinado a representaciones
teatrales.

A su vez, la cavea se dividia en fres partes:
«ima cavea» la mas baja, <media caveas la
del medio y «summa cavea» la mas alta.
Estaban separadas por corredores y a cada
una se accedia por puerfas distintas. Los
espectadores ocupaban una u ofra depen-
diendo de su clase social.

Os pedimos que penséis un método para averi-
guar qué nimere aproximado de espectadores

“fenfa cabida en cada una de las caveas, podre-

mos asi saber a qué estrato de la poblacisn le
interesaba mas el teatro. Explicadlo bien antes
de hacer célculos,

Puedes encontrar més informacién en las
salas 1, l'y Il del museo.



EL ARCO DE MEDIO PUNTO

Los romanos fueron grandes ingenieros y su
empefio arquitecténico se encamind princi-
palmente a la construccion de obras que fue-
ran de utilidad para los ciudadanos: puen-
tes, acueductos, calzadas, teatros, circos,
templos, grandes plazas, efc.

En sus edificaciones utilizaron la piedra
[poco frecuente hasta entonces) y los muros
sin cemenfo en cuya consfruccion eran
auténticos maestros. Cuando lo necesitaban,
también sabian fabricar mortero fuerte,
ladrillos y cemento.

Una de sus principales herramientas arqui-
fectonicas fue el famoso arco de medio
punto. Arco semicircular que podemos ver
en la mayor parte de sus construcciones.

El arco de medio punto estd formado por
una serie de piedras en forma de cufia lla-
madas «dovelas». Son siempre un nimero
impar y la més importante, o «clave», es la
que ocupa el lugar central.

VISTA
PANOLAmCA

2ULLTA
REconsTRUI "

Encontraréis estos arcos en cada una de las
puertas de acceso a las gradas del teatro y
también en el anfiteatro.

Suponed que sois arquitectos romanos y
debéis disefiar la construccion de un arco
de medio punto. Los canteros {encargados
de ftallar las piedras) esperan instrucciones
precisas sobre el tamafio y forma de cada
una de las dovelas.

Haced un plano donde se detallen las medi-
ciones que deben hacerse y se explique a
los canteros cémo deben obtenerse las pie-
dras para que dl final encajen perfectamen-

CALLE

ARCO @VE

\ QUERERDS, CONSTRUIR,

PUERTAS

El juego de 3 cubos estd pinta-
do de la siguiente manera:

1 cubo con 4 caras amarillas y
2 verdes.

1 cubo con 3 caras amarillas y
3 verdes.

1 cubo con 1 cara amarilla, 3

verdes y 2 azules:

te y formen el arco. Como aplicacién de vuestro trabaijo, disefiad
sobre el papel el arco de la puerta de acceso a la arena de! anfi-
teatro que aparece marcado en el croquis que se acompafia.
3Cudl seria el volumen total de piedra necesaria para tallar
dicho arco (solamente la parte semicircular)?

PRUEBA INDIVIDUAL

1. DIFERENCIA DE TAMANO

En la novela Los Viajes de Gulliver de Jonathan Swift {1726) se
narra que Gulliver, el protagonista, viaja por varios paises ima-
ginarios, uno de ellos es Lilliput, cuyos habitantes son todos ena-
nos y donde todo es reducido de tamafio. Encontrdndose en este
Gltimo pafs sabemos que Gulliver es semejante a los liliputienses,
siendo 12 veces més alto que ellos. Contesta a las siguientes pre-
guntas:

a) 3Cuéntos colchones de liliputienses deben coserse entre s
para hacerle uno a Gulliver, de ferma que pueda dormir tan
cémodamente como ellos?

b) La casa media de un liliputiense tiene un solar de 0,75 m?2,
3Cudl debe ser el solar que debe tener la casa que le cons-
truyan?

2. POLIELES

Dada la siguiente figura geométrica y toméandola como guia:

4 cm
2 cm
4 cm
2 cm
2cm
2 cm

a) Dividir la figura en 4 piezas iguales:
b) Dibujar razonadamente: ;
¢ Un fringulo isésceles de la misma érea que la figura
dada. ‘ .
¢ Un rombo de la misma érea que la figura d d
o Un exdgono de |dkmi§ma area que la figura dada.
es su perimetrog

3. CUBO MANIA

Se tienen fres cubos col '

5Serfas capaz.
las siguientes.



4. CURVA DE HILBERT

Las siguientes poligonales estan construidas uniendo los centros
de los cuadrados obtenidos al ir dividiendo cada cuadrado de
la fase anterior en ofros cuatros
cuadrados.

Cada poliginal debe empezar en

el centro del cuadrado de la
esquina inferior izquierda y debe

terminar en el centro del cuadro-

do de la esquina inferior derecha.

Puedes observar que cada poligo-
nal estd formada por cuatro poli-

gonales como la de la fase ante-

rior {reducida de tamafio) y

PENTOMINO

Los pentominds o pentaminés son figuras for-
madas por la-unién de 5 cuadrados unita-
rios a lo largo de sus lados. El juego estd
compuesto por las 12 posibles piezas que
se pueden formar. En el tablero que se pre-
senta, tienes un juego completo.

4Serd posible formar rectangulos de distin-
tas dimensiones encajando las piezas unas
con ofras sin que sobre ningin espacio?

Por cada uno que razones fendrés mayor
puntuacién y si ademds construyes uno de
ellos también aumentards la puntuacion.

mlm mirmlirnlmlie;
. , . e TR TS TR
conectandolas entre si mediante ST T T T e ABACO
. . 1
tres segmentos de igual longitud. e =R T e=h
g . S e e A g e T El vocablo dbaco ha sido utilizado para
En el dibujo que damos, las poli- P R TH L ; : .
=== SaL=:1 designar un instrumento de célculo que ha
gonales corresponden a la 1.9, A le=h ph=h s . .
e B S TR A T TR R evolucionado a lo largo de los tiempos.
2.9y 4.9 fase. Construye el dibujo e et ]
correspondiente a la 3.9 fase. Pl IR e ey El mas antiguo y simple lo utilizaron muchas
. . . H ] . .
3Cudl es la longitud, si el lado del S TeE et e g culturas anteriores, entre ellas la griega. Se
cuadrado completo es de 10 cm?2 T e e [ cuenta que Arquimedes fue muerto por un
soldado romano cuando estaba calculando
con uno de ellos dibujado en la arena.
CIRCUITO MATEMATICO EL «sbox» de los grliegos, «abagy» hhebreo,
, «habas» romano, y el «suan pan» chino son
TRIANGULOS Y P
algunos de sus nombres.
Seguro que en el colegio habras visto y utili-
zado un modelo actual que, fundamentalmen-
te, nos sirve para comprender cémo funcionan
los nbmeros en los sistemas de numeracién, en
especial el decimal que es universal.
Aqui tienes un ejemplo:
1 2 3 2 3 0 3 1 2

#Menos de 202 {Sigue buscandol

sMas de 332 ;Bien!

sMdas de 402 jVerificalo!

Matemdticas sin limites/Holt. Rinehart and Wiston/Publishers. 5.
Cartel 6

En un modelo como este de tres barras se
quiere saber qué nimeros cumplirian Ja con-
dicién de que al cambiar una bola de una
barra a la contigua se obtendria el nimero
siguiente o anterior,

OBRAS

El arquitecto del Ayuntamiento esté estu-
diando la posibilidad de hacer un escenario
de hormigén, como base de un futuro quios-
co de misica, en el lugar que ocupa la fuen-
te que hay en la Plaza Gregorio Bravo.

Para ello tomaria como base la figura que
forman las farolas que la rodean. Si la altu-
ra que va a tener es de 2,5 metros, cuén-
tos metros cibicos de hormigén necesitaria?



INVENTA UN PROBLEMA

Situaros en la plaza de la Constitucién
lplaza del ayuntamiento) y tras observar
detenidamente todo lo que la rodea y en
ella existe, inventa un problema que propo-
ner a tus compafieros,

IGLESIA DE ROCAMADOR

La iglesia de Santa Maria de Rocamador es
uno de los templos cristianos de Valencia de
Alcéntara, su nombre procede de la advo-
cacién de los franceses que vinieron a
luchar contra el invasor moro, ROCH-AMA-
DOR o amador de la Roca.

Esta iglesia ha tenido varias reformas a lo
largo de los tiempos de su existencia y en su
interior podrés observar su estructura, reta-
blos, cuadros y ofras circunstancias que
habrds de tener en cuenta para realizar la
siguiente prueba.

A} Afio que aparece hasta en el techo. Los
millares que tiene pueden servirte.

B) En éste se celebré una boda famosa.
Suma sus cifras y repértelas siete veces.

C) Entonces se entrevistaron dos viudas de
un mismo hombre. Su numeral es la
clave.

D) Encuentra el nimero de juanes pintados.
E} El apodo del pintor del cuadro divino
tiene un nomero de letras.

F) jQué siglo! Restauraron hasta la techum-
bre. Lleva los datos anteriores a la casi-
lla correspondiente y con imaginacién
completa los nomeros que faltan.

A 12 F
B | D|C| 4 E
INVESTIGACION

UN PASEO POR CACERES

Céceres fue fundada como colonia romana
en el siglo | a.C. Desde entonces ha vivido
momentos de decadencia con las invasiones
barbaras, resurgié bajo dominio almohade
y dlcanzé tiempos de esplendor con la
reconquista cristiana.

Tras su muralla, se fueron construyendo
magnificas y austeras casas-palacio, torres,
templos y conventos cuyo conjunto por su
homogeneidad, belleza y conservacién ha
sido declarado Patrimonio de la Huma-
nidad. Un paseo por sus calles transmite
sensaciones evocadoras de ofros tiempos
que sobrecogen y cautivan al visitante.

Y

N

i
=N

No

No

Para comprobar fodo esto, os invitamos a dar un paseo mate-
mético por el Caceres monumental. Tomad el mapa que os entre-
gamos, en él aparecen una serie de calles, plazas y monumen-
tos marcados en azul. Buscad de forma razonada (si es que exis-
te) un itinerario que recorra todas las calles y plazas marcadas
de forma que una misma calle nunca se recorra dos veces.
Podremos pasar mas de una vez {si es preciso) por las plazas o
cruces, pero no por una calle que ya hayamos visitado antes.

Primera ayuda

Esta tarea es muy semejante a los juegos que aparecen con fre-
cuencia en libros, revistas o periédicos y que invitan al lector
reproducir un determinado dibujo, sin levantar el boligrafo del
papel ni pasar dos veces por el mismo sitio {salvo cruces). Son
los llamados «grafos unicursales» que fueron estudiados por
Euler (importante malemdtico). El descubrié las razones por las
que unas veces era posible hacer tales dibujos y ofras no.

Olvidémonos por el momento del plano de Céceres e investigad
sobre el fema: spor qué unas veces si y otras no?, 3dénde estd el
truco? Comenzad haciendo pruebas con dibujos como los que
aparecen a continuacion. Intentad descubrir sus secretos. Cuando
lo haydis logrado, seguro que os resulta més facil pasear por
Céceres.

No puede hacerse Si, puede hacerse

NOTA: Disponéis de ofras dos
ayudas que podréis solicitar {una
o las dos) tras la primera media

hora de trabajo. Anotad todas

No vuestras averiguaciones, las bue-

nas y las malas. Explicad lo mejor
que poddis todos los métodos que
Si

probéis. Recordad: lo importante
es el procedimiento.

Segunda ayuda

Observa los siguientes dibujos,
unos pueden hacerse y ofros no.
Algunos. que no.podian dibujarse
con un sblo trazo, pueden serlo
tras hacerles pequeiios afiadidos.

Tercera ;ayqdfc‘v

~Cuando uno de los dibujos puede
hdcerse con un Onico trazo:

spor donde empiezas?,

sdonde terminas?.

secreto estd en los




INGENIO

1. :AQUI QUE PONE?

2. PROBLEMAS CON PALILLOS Y MONEDAS

a) Un pez tropical esté nadando hacia el Oeste. Hazle ir hacia
el Este cambiando la posicion de sélo tres palillos.

/
AN

d
N
/'
AN

b) Transforma la espiral de la figura en tres cuadrados (no es
necesario que todos sean iguales) moviendo sélo 4 palillos.

I — 1
b
I

{}
|

|

c] Coloca 3 monedas de manera que se vean 2 caras a un
lado de la raya y 2 cruces al ofro.

3. PROBLEMAS DE «LA CUENTA LA VIEJA»

a) Cinco obreros en cinco horas cavan 5 mefros de zanja.
sCudntos obreros serén necesarios para cavar en 100 horas
100 metros de zanja®

b} Cuando Ana va al instituto a pie y vuelve en autobs, tarda
hora y media. Si va y vuelve en autobts, tarda media hora.

sCuanto fardard si hiciese la ida y la vuelta a pie?

¢} Cada mochuelo a su olivo y sobra un mochuelo. En cada olivo
dos mochuelos y sobra un olivo.

4Cuéntos mochuelos y olivos hay?

d

Serias capaz de repartir en dos partes iguales los 8 litros de
leche que llenan una vasija disponiendo de ofras dos vasijas,
también sin divisiones, vacias, de 3 y 5 litros.

4. CON IMAGINACION

E>JKHRUABE

a) Interprefa los garabatos de la é
figura. 3A que no adivinas qué

son®

b)

b

<)

d

e)

f

g

h)

k)

1

2Cudl es el término (2) que falta en la
serie de la figura adjunta?

. PROBLEMAS CON TRUCO

$Qué palabra de quince letras todos los
licenciados en filologia por Salamanca
escriben incorrectamente?

4Qué es lo contrario de «no estoy den-
tro»?

Acomoda las siguientes letras: AB AP A
SONULALAR, de manera que for-
menn una sola palabra. No es nombre
propio ni voz extranjera. (Sesudos/as
abstenerse).

La madre de Luis tiene cinco hijos. El pri-
mero se llama Pa, el segundo Pe, el ter-
cero Pi, el cuarto Po. 3Cémo se llama el
quinto?

2Qué razén puede tener un barbero
sevillano para preferir cortar el pelo a
dos madrilefios que a un solo catalén?

2Cudl es la pregunta que contiene la
palabra «melén» sin razén aparente?
Cuando un reloj da 17 campanadas,
2qué hora es?

¢Cudntos minutos, a fuego fuerte, son
necesarios para cocer un huevo duro?
2Cdmo aumentar el nimero 66 a una
vez y media sin realizar con él ninguna
clase de operaciones mateméticas?
Cinco por cuatro veinte, més dos, igual
a veintitrés. 5Cémo puede ser eso cietto?
sSabrias cémo quitarle a 19 uno y obte-
ner como resultado 202

Escribe 1.000 con tres nGmeros roma-
nos.

6. {YO NO PASO!

En la entrada al Colegio hay dos carteles
con los contenidos siguientes:

Supén que has llegado a las 9:30
Colegio con unas «enormes» ganas de asis-
tir a clase y que has leido los dos carfeles
anteriores. Explica razonadamente si entra-
rias en el Colegio o te marcharios a tu casa.



8. EL METODO DEL MOGOLLON

Se han echado 1.000 bolas por uno de los
aparatos. Hemos contado 386 bolas en la
caja Ay 614 bolas en la B. 3Qué aparato
se ha utilizado el T o el 22

Lal]l B |

i

8. MULTIPLOS DE CABEZA

2Como deben colocarse estos 3 chicos para
que las cifras marcadas en sus camisetas
formen un nimero de 3 cifras que sea milti-
plo de 72

.
3

9. |ME FALTAN DATOS!

a) sCudl crees que fue el dia que menos
hablaron los espafioles y las espafiolas
el afio pasado?

b) Imagina que eres un taxista. Tu taxi es
amarillo y negro y ya tiene siete afios.
Faltan tres meses para pasar la ITV.
Una de las escobillas del limpia para-
brisas estd rota; el carburador necesita
una puesta a punto. Aunque en el
depédsito de combustible caben cin-
cuentar litros, s6lo estd a unos tres cuar-
tos de su capacidad. ;Qué edad tiene
el taxista?

10. LA EXCURSION SEXISTA

Los encargados de organizar la excursién de los 120 alumnos
y alumnas (60 son chicas y 60 son chicos) de 8.° de EGB, han
contratado dos autobuses con 60 plazas cada uno. Para fas-
tidiar, los organizadores deciden ocupar un autobis con todos
los chicos y el ofro para todas las chicas.

En la primera parada hay un grupo de chicos que se introducen
en el autobs de las chicas. El conductor de este autobis, af com-
probar que habia més viajeros que plazas, devolvié al ofro auto-
bos todas las personas que sobraban. Entre ellas habia chicos y
chicas.

Una vez que todas las plazas estaban cubiertas en los dos auto-
buses, reanudaron 1a marcha. Por tanto, en el autobts de las
chicas van algunos chicos y en el de los chicos algrunas chicas.
En ese momento, 3qué serd mayor, el nimero de chicos en el
autobis de las chicas o el nGmero de chicas en el autobis de los
chicos? Razona tu respuesla.

11. EL CUBO DE LAS CARAS NEGRAS

Pintamos un cubo de madera con pintura negra y luego lo cor-

“tamos en 3x3x3=27 cubitos iguales. 3Cuéntos cubitos obtendre-

mos con una cara pintada?, sy de dos caras pintadas?, sy de
tres caras pintadas?, sy con cuatro caras pintadas?, zy con nin-
guna cara pintada?

12. OTRA EXCURSION

Con motivo de la Semana Cultural, los alumnos del grupo de
Ecologia acompufiados por su profesora sefiorita Reciclatodo,
realizan una marcha ecolégica por la Sierra de Gredos. Un
cambio brusco de temperatura y una copiosa nevada les obli-
g a resguardarse en un refugio, al que llegaron calados,
hambrientos y con frio. La profesora pide las cerillas al encar-
gado del material que descubre horrorizado que sélo le
queda una.

En el refugio encuentran un camping gas, una vieja lémpara de
petréleo, una chimenea grande con lefia y una cocina de car-
bén en perfecto estado. La sefiorita Reciclatodo pregunta a sus
alumnos qué debe encender primero. Teniendo en cuenta las
especiales circunstancias en que se encuentran, aqué responde-
riais vosotros¢

ICME 8

En la crénica que se hacia en el n.° 23 de SUMA, sobre
el ICME 8, en el cuadro sobre la participacién espafiola
quedd sin citar la intervencién, como ponente en el
grupo temitico TG18, de José Ramén Vizmanos Buelta
que impartod la conferencia: ¢Desaparecerd el algebra
elemental con la utilizacién de las nuevas calculadoras
graficas?,



La reforma de la Primaria:
¢Como van las Mateméticas?

El curso pasado terminé su etapa de Educacion Primaria la primera generacién de
alumnos desde que entré en vigor la LOGSE. Es un momento adecuado para empe-
zar a contemplar el cambio que ha sufrido la ensefianza elemental de matematicas en
nuestro pais.

SUMA estd preparando un Informe para el inicio del préximo curso, en el que se valo-
re el cambio en la ensefianza de las mateméticas en el nivel primario, que parta tanto
de las infenciones de la reforma como de las realidades de su aplicacisn, y que evite,
en lo posible, tanto las descalificaciones tajantes como las defensas a ultranza.

Los aspectos que se van a fomar en consideracion son variados e incluyen:

* 3 Qué objetivos ternfinales se pueden alcanzar? scudles no?

® 3En qué sentido deberia modificarse el curriculo para adaptarlo a la realidad?
* El curriculo abierto, 3es posible?, 3cémo se estd materializando?

* Muestras de secuenciaciones de contenidos, de proyectos curriculares de matemd-
ticas, etc.

® Experiencias de aula: muestras de lo que se estd haciendo en las aulas, de cémo
puede construirse un deferminado conocimiento matemdtico en los niveles elemen-
tales.

* Necesidades en la formacion de los profesores en relacién al nuevo curriculo.

Se podrén enviar aportaciones, segin las normas de publicacion habituales en
SUMA, que se refieran preferentemente a uno o varios de los aspectos resefiados,
para que sea considerada su inclusién dentro del Informe por sus coordinadores.

Particulares =
~ Cenfros®

Euopa -
~ América y resto del mundo




Olimpiada

de la FESPM

Jornadas de Coeducacion
Ill Jornades (Al-Khwarizmi

Viii JAEM

V’ ’ ’ Olimpiada Matematica de la Federa-

123

cion Espaiiola de Sociedades de Profe-
sores de Matemadticas

La octava edicién de la fase nacional de la olimpiada, con-
vocada por la Federacion, se celebrard los dias 23 al 28 de
junio de 1997 en Asturias organizada por la Sociedad
Asturiana de Educacién Matemitica Agustin de Pedrayes
y coordinada por Josechu Arrieta Gallastegui. Colaboran
diferentes instituciones asturianas: Consejeria de Edu-
cacion y Cultura del Principado de Asturias, Fundacién
Municipal de Cultura del Ayuntamiento de Gijon, Direc-
cién Provincial del MEC, Universidad de Oviedo y los
Ayuntamientos de Gijén, Oviedo, Cangas de Onis y
Lianes.

En el articulo 2 del Reglamento de la Olimpiada
Matemdtica de la FESPM se establecen los siguientes obje-
tivos generales:

e Propiciar la participacién masiva de estudiantes y pro-
fesores en las fases previas al encuentro nacional, de
acuerdo con los objetivos propuestos en los estatutos
de la Federacion.

e Fomentar entre los estudiantes el gusto por las
Matemdticas, asi como presentar una visioén de las mis-
mas complementaria a la utilizada en el aula.

e Favorecer las relaciones de amistad y conocimiento
entre jovenes de diversas comunidades auténomas.

En esta VII edicidn se pretende lograr, ademas, los

siguientes objetivos especificos:

e Aprovechar la celebracién en Asturias de la Olimpiada
Nacional para divulgar en nuestra region los fines que
se persiguen con las olimpiadas y fomentar con ello
una actitud positiva hacia las matematicas en alumnos,
profesores y la sociedad en general.
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Fomentar el espiritu cooperativo, potenciando las

modalidades de participacién en equipo y proporcio-

nar a todos los participantes la ocasién de hacer mate-
mdticas con placer.

* Promover la incorporacién de la resolucién de proble-
mas a las clases de matematicas, divulgando los mate-
riales generados en la olimpiada entre el profesorado
de matematicas.

* Dar a conocer a los alumnos y alumnas participantes,
asi como al profesorado acompafiante, las singularida-
des culturales, geogrificas y humanas de Asturias,

El nlimero total de participantes serd de 43, correspon-
diendo a cada comunidad el nimero de representantes
fijado por la FESPM: Albacete (2), Andalucia (6), Andorra
(2), Aragdn (3), Asturias (4), Canarias (3), Castilla y Leén
(3, Cataluna (3), Extremadura (3), Galicia (3), Madrid (3),
Murcia (2), Navarra (3) y Comunidad Valenciana (3).

Se realizardn cuatro tipos de pruebas:

a)  Prueba individual: 4 problemas que se resolverdn en
2 horas.

b)  Prueba por equipos (3 o 4 componentes): en la pri-
mera parte, llamada prueba de colaboracién, se pro-
pondrin 6 problemas que serdn resueltos durante un
tiempo de 50 minutos. En la segunda parte, llamada
prueba de velocidad, los equipos deberan realizar 10
actividades cortas, disponiendo de 5 minutos para
cada una de ellas.

©  Circuito matemdtico (equipos): se realizard en
Oviedo en la zona de los monumentos prerromanicos
del Naranco. Se tratard de varias pruebas relacionadas
con el entorno donde se desarrolla.

& Prueba sobre fotografia matemdtica (parejas o trios):
s¢ entregard a cada pareja una cimara desechable,
con un carrete de 12 fotos, disponiendo de tres dias
para la realizacion de las fotografias.

La evaluacién y valoracién de las diferentes pruebas
correrd a cargo del comité organizador con la colabora-
cion de los profesores y profesoras acompanantes,

No habrd premios especificos para las diferentes pruebas:
todos los participantes recibirdn un obsequio y un diplo-
ma acreditativo de su participacién en la olimpiada. Se
dardn a conocer los tres primeros clasificados en cada una
de las pruebas que se celebrarin.

El programa de actividades se complementari con visitas
turisticas a distintos lugares de Asturias, asi como otras
actividades lidicas destinadas a favorecer un clima de
convivencia entre los participantes.

Coincidiendo con la celebracién de la olimpiada se desa-
rrollardn algunos actos de caricter divulgativo de las
matematicas (exposicién y conferencias), dirigidas al
publico en general.

Programa de actividades

Domingo, 22

® - Recogida de participantes.

® - Recepcién en el albergue «Palacio
San ‘Andrés de Cornellanas de
Gijén. Apertura, bienvenida y
entrega de documentacién.

Lunes, 23

® Actividad de dindmica de grupos
en Antiguo Instituto Jovellanos de
Gijén.,

® Prueba por equipos en el mismo
lugar (pruebas de colaboracién y
de velocidad].

®. Presentacién de prueba foto-
gréfica.

® Recepcién oficial en el Ayunta-
miento de Gijén.

* Visitas en Gijén:. planetario, uni-
versidad. laboral; termas, pueblo
de Asturias.

* Cena y fiesta de bienvenida: «fo-
guera de'S. Xuan.

Martes, 24

® Durante la mafiana visitas  en
Oviedo: Universidad, Catedral y
zona antigua, Ayuntamiento,

® Visita a los monumentos prerromé-
nicos del Naranco.

* Redlizacién de la prueba por
equipos «circuito matematicos en
el Naranco,

Miércoles, 25

°. Prueba individual (Antiguo  Insti-
tuto Jovellanos). ‘

. Visita al museo de la mineria
(Langreo).

* Finaliza el plazo para entrega de
carretes del concurso de fotografia,

® Actividad nocturna sobre astrono-
mia dirigida por grupo OMEGA.

Jueves, 26

° Excursién al oriente de Asturias:
Cangas de Onfs, Covadonga, Los
Lagos'y Llanes:

® Fiesta nocturna: actyacion  de
grupo de magia.

Viernes, 27

°  Exposicién de: fotografias del ‘con-
curso.

* Entrega de premios en el Ayunta-
miento de Gijén.

e Comida de clausura.

* Torde libre en Gijén.

Sdbado, 28

* Regreso de los tltimos participantes.



Segundas Jornadas de Ma-
temdaticas y Coeducacion

La Organizacidén Espafiola para la
Coeducacién Matemdtica Ada Byron
envia el primer anuncio de las
Segundas Jornadas de Matemaiticas y
Coeducacién, que tendrin lugar en
Madrid los dias 24, 25 y 26 de abril de
1997.

Las jornadas estardn compuestas por
sesiones plenarias, sesiones semiplena-
rias, conferencias, ponencias, comuni-
caciones, talleres, paneles, mesas
redondas, exposiciones, etc.

Los participantes tendrin la oportuni-

dad de:

e Discutir e intercambiar nuevas ideas
y experiencias cara a cara.

¢ Relacionarse con personas interesa-
das en matematicas y coeducacion.

e Que sea reconocida su asistencia por
el Ministerio y obtener por ello cré-
ditos.

e Recibir las actas correspondientes
con todas las conferencias, talleres y
ponencias presentadas.

e Ver publicada su contribucién si pre-
senta una ponencia o comunicacion.

Algunos de los temas que se tratarin

son:

o Teoria sobre «Género y Matemdticas».

e Intercambio de experiencias en coe-
ducacién y Matematicas.

e La educacidén matemitica en mujeres
adultas.

e Ideas buenas para la clase de mate-
maticas.

e Evaluacién del libro de texto.

Se podrin presentar articulos como
ponencias, comunicaciones, talleres,
paneles, etc. La extension aconsejada es
de seis paginas.

La cuota de inscripcién es de 6.000
pesetas, excepto para socios y socias
que es de 3.000 pesetas.

Para mas informacion:

OECOM Ada Byron

¢/ Almagro, 28. 28010 MADRID
Tno.: 91 310 47 78

17 i 18 de Maig
ftat de Matematiques
Campus de Burjassot
Valancia

Il Jornades d’Educacié Matematica de
la Comunitat Valenciana

Durante los dias 16, 17 v 18 de mayo de 1997 se van a
celebrar en Valencia las terceras jornadas que organiza la
Societat d’Educacié Matemdtica de la Comunitat Valen-
ciana Al-Khwarizmi. El objetivo consiste en propiciar que
todos aquellos que trabajan en la ensefianza de la mate-
matica en cualquier etapa académica, o bien tengan inte-
rés por la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas
tengan un foro donde explicar sus experiencias en el aula,
investigaciones en educacién matemitica, propuestas
innovadoras, uso de determinados recursos en el aula,
etcétera.

Las jornadas se inaugurardn el viernes 16 de mayo en el
Palau de Pineda y las siguientes sesiones, correspondien-
tes al 17 y 18, se celebrardn en la Facultad de Mate-
maticas, en el Campus de Burjassot. Las cuotas de ins-
cripcién son de 3.000 pesetas para los miembros de la
sociedad y de 8.000 pesetas para los no socios. La cuota
incluye la comida del sdbado y las actas de las jornadas.
Esta previsto facilitar informacién sobre alojamiento.

Los contenidos de las jornadas girarin alrededor de las
siguientes actividades:

o Sesiones plenarias. Conferencias que ofrecen una
visién panoramica del trabajo de las matemiticas en el
aula, o bien perspectivas y nuevos planteamientos.
Estos ponentes serdn invitados por la organizacién.

e Sesiones de trabajo simultdneas. Constaran de comuni-
caciones de aproximadamente 30 minutos de duracién
y un debate final de 15 minutos.

o Talleres. Se trata de sesiones de trabajo en las que, de
forma prictica, los comunicadores muestran unos
recursos didicticos o unos planteamientos innovado-
res. Duracién estimada de 1 hora.

e Exposicion de material diddctico. Materiales aportados
por los participantes, por casas comerciales, exposicion
de fotografias y otros.

El limite de admisién de comunicaciones es el 30 de
marzo. Antes del 30 de abril los encargados de la selec-
cién comunicarin a los autores la aceptacién o no de los
trabajos enviados.

Para mis informacion dirigirse a:

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat Valen-
ciana Al-Khwarizmi

Apartado 22.045

46071-Valencia

TIf: (96) 157 20 61

Fax: (96) 156 13 69

E-mail: cepto@ctv.es

htpp://www.olil4.uv.es/~semcv



Vil Jornadas sobre Aprendizaje y Ense-
fanza de las Matematicas

Entidad organizadora:

Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemiticas (FESPM), por medio de la Sociedad
Castellano-Leonesa de Profesorado de Matemiticas.

Fechas: 9, 10 y 11 de septiembre de 1997.

Lugar de celebracion: Facultad de Ciencias. Plaza de
la Merced s/n. Salamanca.

Objetivos:

Enmarcados dentro de los fines primordiales de las
Sociedades de Profesores de Matematicas de todo el
estado espafiol —contribuir a la mejora de la educa-
cidn matematica e impulsar la formacién continua del
profesorado de matematicas— las VIII JAEM tienen los
siguientes objetivos concretos:

e Invitar a participar a todo el profesorado de mane-
ra que estén representadas todas las sociedades
federadas.

e Facilitar el intercambio de experiencias y la difu-
sion de trabajos de innovacion entre todos los gru-
pos y sociedades relacionados con la Educacién
Matemitica.

» Ofrecer propuestas de actividades del entorno
inmediato como recursos para la ensefianza de las
Matematicas.

Estructura general:

e Conferencias plenarias.

» Conferencias en las mesas temiticas.

» Comunicaciones de los participantes.

» Paneles.

s Talleres.

* Exposiciones: fotografia, informatica, libros...
Nilmero de participantes:

Se ha limitado el ntmero de inscripciones a 600, a las
que se afiadirdn otras 50 personas entre organizacién
e invitados.

Niveles o modalidades que imparte el profesorado
asistente:

Por los temas que se van a tratar, los asistentes serdn
de todos los niveles, desde Primaria a la Universidad.

Conferencias plenarias:
e Paulo Abrantes.
e Michelle Artigue.

e Marta Berini.

10.

11.

Mesas temdticas:

La formacién inicial y perma-
nente del profesorado de Mate-
maticas.

(Ponentes: Carmen Azcidrate y
Santiago Ferndndez.)

La gestion de la clase de Mate-
maticas.

(Ponentes: Paulo Abrantes y José
Luis Alvarez.)

Las Nuevas Tecnologias y su
incidencia en la ensefianza de
las Matematicas,
(Ponentes: Leoncio Santos y Juan
Manuel Garcia.)

Relaciones de las Matemaiticas
con otras materias escolares,
(Ponentes: Carles Lladé vy
Carmen Calvo.)

Balance de la implantacién de
los nuevos curriculos.
(Ponentes: M2 Victoria Armen-
dariz y Javier Brihuega.)

Tratamiento de la diversidad en
Matematicas.

(Ponentes: Amaia Basarrate y
Charo Nomdedeu.)

Las matematicas en la vida coti-
diana, en la ciencia, en el arte y
en la técnica.

(Ponentes: Luis Balbuena y
Fernando Corbaldn.)

Las matemiticas en la Educa-
cién Infantil y Primaria,
(Ponentes: Bernardo Gémez y
Manuel Alcald.)

Las matemidticas en la ESO,
Bachillerato y FP.

(Ponentes: Constantino de la
Fuente y Eliseo Borrds.)

Las matematicas en la ensefian-
za universitaria.

(Ponentes: Gloria Serrano y
Michelle Artigue.)

Plazos para la presentacion de tra-
bajos y resiimenes: 30 de abril de
1997.

Alojamiento. Se gestionaridn reset-
vas en colegios mayores a precios
especiales.
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NORMAS DE PUBLICACION

Los arficulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragozal, impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A4,

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste seré enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningln caso serén informados de la identidad del autor o autores del frabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, etc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en finta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podréan incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracion, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al articulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, fitulo del
articulo, titulo de la revista completo [en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98,

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, fitulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y ofras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico

(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacion o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerén a retirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.




BOLETIN DE SUSCRIPCION

Tarifa -
Suscripcion Numero
 anual suelto
Particulares 3.500pts. 1700 pfs,
Centros /5.000 pts. 1.700 pts.
Europa $40 USA $14 USA
. América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . .. ... Tnooio oo

Poblacidn: .. ... . CPeo

Provincia/pais . ......... ... . .. ... CIFE/NIF: ..o
Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nimeros)

L] N.os sueltos:

Total

[L] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
L1 Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

.........................................................

Nombre y apellidos:
Cédigo Cuenta Cliente

Entidad MOHCMO L ’ } ’ lDC’ ‘ ‘Cuenta ‘ ‘ ‘ ‘ ’ ’ ‘ ’ ’ i ‘

Banco/Caija. . .o
Agencia n.® ... Direccién: .. ...............
Poblacion: ... ... Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):
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