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En visperas del ICME-8

‘
on muy variadas las formas por las que los profesionales de la
educacion nos podemos perfeccionar: experiencia propia,
trabajo en comiin dentro del departamento, asistencia a cursos
sobre aspectos concretos, lectura de libros y revistas,
participacion en jornadas, encuentros, congresos... Todas ellas
no solo son compatibles sino que son complementarias y, en
conjunto, hacen que, incluso de forma inconsciente, vayamos
cambiando concepciones y formas de hacer en la clase. Cada
una tiene caracteristicas diferentes y virtualidades propias;
mientras en el departamento se pueden estudiar cuestiones muy
concretas de la realidad diaria, el libro puede proporcionar la
reflexion sobre aspectos educativos mds globales; mientras en el
curso se pueden intercambiar ideas con el ponente o los otros
Dparticipantes, la revista permite un estudio mds sosegacdo, mds
tranquilo en el que el lector elige el tiempo y el lugar.

Un congreso posee unas caracteristicas especiales: es un foro en
el que se presentan las tiltimas novedades, tanto en pequerias
experiencias muy concretas como en resullados de
investigaciones de mas amplio rango. Pero lo que también bhace
provechoso un congreso es la posibilidad de intercambio de ideas
entre todos los participantes, no solo en las sesiones de trabajo, en
ponencias, comunicaciones, talleres, grupos temdticos, etc., sino
también en los pasillos y, por qué no, tomando un café en el bar
mds proximo. La posibilidad de establecer contacto con colegas
que estan trabajando en lineas paralelas o complementarias,
contrastar ideas, intercambiar experiencias o matericles,
enterarse de la publicacion del iltimo libro sobre una cuestion
concreta o conocer la existencia de una revista que
ignordbamos, entre otras muchas cosas, hace de los congresos
algo muy vivo que lo convierte en una actividad distinta.
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Si bien todo esto es cierto en cualquier tipo de jornadas o congresos,
evidentemente se magnifica cuando se trata del ICME, el mds
importante congreso dedicado a la Educacion Matemdtica. La valentia
de la Federacion Espatiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas
y, muy especialmente, de la Sociedad Andaluza de Educacion
Matemditica Thales nos va a permitir disfrutar este anio en Espaiia de
este gran acontecimiento que por primera vez se va a celebrar en un
pais de babla bispana.

La posibilidad de escuchar «en vivo y en director a las mdximas
autoridades en Educacion Matemdtica, de participar en grupos de
trabajo con colegas de otras latitudes, de bacer nuestro primer pinito»
internacional presentando una comunicacion, de conocer
experiencias muy variadas, de intercambiar puntos de vista con
personas a las que no conociamos pero de las que quizds babiamos
leido algiin articulo, de tocar un material cuyas posibilidades
diddcticas ni siquiera intuiamos, de... va a constituir una experiencia
dificilmente repetible para muchos de nosotros.

No es aventurado predecir que para la educacion matemdtica, en
general, y para la vida de la Federacion y de sus sociedades, en
particular, va a baber un antes y un después del ICME-S.
jAprovechémoslo!

Al dia siguiente de clausurarse el ICME se producira el relevo en la

Secretaria General de la Federacion. En la iiltima Junta de Gobierno
se eligié como nueva Secretaria General a Carmen Azcdrate. A ella y
a los miembros de su equipo, Marta Berini y Jordi Deulofeu, como
vocales, y Florencio Villarroya, como tesorero, les ofrecemos desde
SUMA toda nuestra colaboracion y les deseamos toda clase de éxitos en
esta dificil y apasionante tarea.



Una breve descripcion de
la Comisiéon Internacional
de Educacién Matematica
y de sus actividades*

Miguel de Guzman

a actividad cientifica se organiza a nivel global en la actua-
lidad a través de un organismo internacional e interdisci-
plinar que se denomina el Consejo Internacional de
Uniones Cientificas. Lo forman 20 uniones cientificas
entre las cuales se cuenta, como 6rgano internacional que
de algin modo coordina las diversas actividades en torno
a la matematica, la Uni6én Matemidtica Internacional (la
IMU, International Mathematical Union).

La actividad matematica internacional se estructura por
tanto a través de la IMU, un organismo que coordina las
acciones comunes en el campo matematico de 52 paises
actualmente. Cada uno de ellos envia representantes a las
Asambleas Generales de la IMU que se celebran cada 4
afos, generalmente en el transcurso del Congreso
Internacional de Matemaiticos. Ellos eligen los miembros
del Comité Ejecutivo de la IMU, asi como los miembros
del Comité Ejecutivo del ICMI (Comisién Internacional de
Educacién Matematica), que se encarga de coordinar las
actividades en el campo de la educacion matematica de
los diferentes niveles de la educacién propiamente aca-
démica asi como las que se refieren a la interacciéon de las
matematicas con la sociedad. Ademas del ICMI existe otra
Comisién (CDE, Comission on Development and
Exchange) que se encarga de fomentar el desarrollo pro-
piamente matemditico a través del intercambio personal e
institucional.

El ICMI agrupa de una forma u otra a mas de 70 paises
actualmente. Todos los paises miembros de la IMU son
automiticamente miembros de pleno derecho del ICMI,
pero existen otros que pertenecen al ICMI aun sin ser, por
diversas razones miembros de la IMU.

*  Articulo publicado por el autor .
en Revista de la Real Aca- | El ICMI se estructura en la actualidad alrededor de un

] demia de Ciencias Exactas, 4 . ;
/ Fisicas y Nafurales de Madid, Comité de unas 1.01 pexsonas’ .eleg1das por la Asamblea
88 (1994), 319-322. General de la Unidén Matemdtica Internacional para un




perfodo de cuatro afios. A nivel nacional existe en unos
cuantos paises, como se recomienda intensamente, una
Subcomision del ICMI, en la que se integran, fundamen-
talmente, los organismos nacionales que tienen que ver
con los problemas de la Educacion Matemdtica a nivel
prictico y tedrico, que normalmente se encarga de elegir
los representantes del respectivo pais en las Asambleas
del ICMI, que tienen lugar usualmente cada cuatro afios
aprovechando la celebracién de los Congresos Inter-
nacionales en Educacion Matematica. Se piensa que esta
forma de estructura nacional logra dar un mayor dinamis-
mo v una mayor permanencia de la influencia del ICMI
que si sus actividades se hacen depender demasiado
estrechamente del interés y personalidad de uno o dos
individuos.

El ICMI, en realidad, es un 6rgano mucho mis antiguo
que la Unién Matemitica Internacional, ‘que nacié en
1952. El ICMI fue fundado en 1908, a partir de una idea
del matematico americano David Eugene Smith, quien la
propuso en el marco del cuarto Congreso Internacional
de Matemiticos, celebrado entonces en Roma.

Su primer presidente fue el matemitico aleman Félix
Klein, y su 6rgano oficial fue entonces, y lo sigue siendo
actualmente, la prestigiosa revista L'Enseignement
Mathématique (Suiza). Otros presidentes fueron, por peti-
odos en general de 4 afios, con algunas interrupciones en
la actividad debidas a las guerras mundiales, sucesiva-
mente: Smith (Estados Unidos), Hadamard (Francia),
Behnke (Alemania), Stone (Estados Unidos), Lichnerowicz
(Francia), Freudenthal (Holanda), Lighthill (Gran
Bretafia), Iyanaga (Japén), Whitney (Estados Unidos)
Kahane (Francia). Siendo Presidente Chitelet en 1952 se
cre6 la Unién Matemdtica Internacional y fue entonces
cuando se decidié que el ICMI pasara a ser una Comision
de la Union.

Una de las actividades mas importantes del ICMI actual-
mente es la supervision de los Congresos Internacionales
de Educacién Matematica (ICME, International Congress
on Mathematical Education), que se celebran cada 4 afios.
Los Gltimos Congresos de.este tipo se han celebrado en:
Adelaide (Australia, 1984), Budapest (Hungria, 1988),
Quebec (Canadd, 1992). En el de Quebec asistieron unos
3.500 matematicos de todo el mundo especialistas en la
educacién matemdtica de los diferentes niveles, que trata-
ron de examinar los problemas que desde los diferentes
puntos de vista la ensefianza matematica propone a la
comunidad de matemiticos y a la sociedad. El Octavo
Congreso Internacional de Educacién Matemitica tendrad
lugar en Sevilla en julio de 1996.

El ICMI acoge en su entorno diversos grupos de estudio
en algin modo afiliados a él. Se trata de grupos consti-
tuidos para el desarrollo de la investigacion en torno a
problemas  especificos relacionados con la educacién

Una de las
actividades
mas importantes
del ICMI
actualmente es
la supervision de
los Congresos
Internacionales
de Educacion
Matemdtica
(ICME,
International
Congress on
Mathematical
Education),
que se celebran
cada 4 anos.

matemitica. Tales son en la actualidad:
The International Organization of
Women and Mathematics Education
(IOWME), The International Study
Group for the Relations between the
History and Pedagogy of Mathematics
(ISGHPM), The International Study
Group for the Psychology of Mathe-
matics Education (PME), The World
Federation of Mathematical Olympiads
(WEMO). A través de tales organizacio-
nes, algunas de ellas con una muy
potente vitalidad, se realiza con perma-
nencia una buena parte de la actividad
del ICMI en torno a problemas muy
importantes.

El ICMI desde su mismo comienzo a
principios de siglo, ha propiciado muy
intensamente la
Educacidén Matematica. L’Enseignement
Mathématique, incluso antes de consti-
tuirse en 6rgano oficial del ICMI, tuvo
una gran influencia en el desarrollo de
diversos campos de estudio alrededor

investigacién en

de la investigacion en educacién mate-
matica. El estudio-encuesta publicado
entre 1905-1907 sobre las formas de tra-
bajo de los matematicos, los estudios
comparativos sobre Ja ensefianza mate-
mitica en diversos paises europeos,
son buena prueba del interés en los
comienzos del siglo XX por temas
importantes relacionados con la educa-
cién matemadtica.

Desde 1969 se vienen celebrando cada
cuatro afios los ICME, Congresos
Internacionales de Educacién Mate-
matica (1969 Lyon, 1972 Exeter, 1976
Karlsruhe, 1980 Berkeley, 1984 Ade-
laide, 1988 Budapest, 1992 Quebeo).
Tales congresos constituyen una de las
piezas clave en el intercambio de infor-
macién en torno a los principales pro-
blemas de la educacién matematica,
convirtiéndose en vitales foros de dis-
cusién, en donde se debaten los princi-
pales temas de estudio del momento
con espiritu critico y abierto.

Fiel a este espiritu, el ICMI, sobre todo
a partir de la década de los ochenta,
bajo la inspiracién de Jean-Pierre
Kahane y de Geoffrey Howson, viene
supervisando también en la actualidad



la organizacién de reuniones de estudio

enfocadas hacia problemas mas especi-

ficos, como los siguientes:

Influencia de la informatica sobre la
matematica 'y su  ensefianza
(Strasbourg, 1985).

La enseflanza de la matemitica en
los 90 (Kuwait, 1986).

Cognicidén y educacién matemaitica
(untamente con el grupo Psycho-
logy and Mathematical Education).
Matemadtica como ciencia auxiliar
(Udine, Italia, 1987).

Popularizacién de la matemdtica
(Leeds, Gran Bretafia, 1989),
Evaluacién en la ensefianza matema-
tica (Costa Brava, 1991).

Género y Educacién Matemdtica
(Ho66r, Suecia, 1993).

¢Qué es investigacion en Educacion
Matematica? (Washington, 1994).

La ensefianza de la geometria hacia
el siglo XXI (Catania, 1995).

Miguel de Guzman
Presidente del ICMI

Los estudios correspondientes han sido publicados por
Cambridge University Press y Kluwer Academic Press.
(Algunos han sido publicados en espafiol por la Editorial
Mestral, Valencia).

Por lo expuesto se puede entender la vitalidad en muchos
aspectos diferentes del organismo que comenzé modesta-
mente en 1908 para fomentar la exploracién y correcta
solucién de los principales problemas que van surgiendo
en torno a la educacién matematica.

Existen diversas fuentes en INTERNET en las que actual-
mente se puede encontrar informacién actualizada rela-
cionada con las actividades de la Unién Matematica
Internacional (IMU), la Comisidén Internacional de
Educacion Matematica (ICMD), el Congreso Internacional
de Educacién Matematica (ICME-8, Julio 1996, Sevilla),...

htpp://elib.zib-berlin.de
http://icme8.us.es/ICME8.html

Asimismo, la version electrénica del Boletin que el ICMI
publica periédicamente se puede obtener sin mis que
pedirla directamente al Secretario General, Prof. Mogens
Niss, en <mn@mmf.ruc.dk>.

PRE-PROCEEDINGS

ASSESSMENT IN MATHEMATICS

ICMI STUDY 1991, 11-16 APRIL, CALONGE, SPAIN

Estudio del ICMI de 1991. Calonge (Espafia)
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Unas reflexiones sobre
el ICME-8*

*

Claudi Alsina

Actualizacién  del articulo
publicado por el autor en
Revista de la Real Academia
de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales de Madrid, 88
[1994), 325.328,

a inminente celebracién en julio de 1996 del 8.° Congreso
Internacional de Educacion Matematica (ICME-8) en la
ciudad de Sevilla constituye la constatacién de un hecho:
el movimiento innovador de educadores matemdticos que
aglutina la Federacién Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemadticas ha merecido el reconocimien-
to y la confianza internacional para organizar este evento.
Ello debe permitir afianzar y ensanchar nuestro marco de
proyeccioén nacional e internacional y deberfa contribuir a
que en nuestras aulas se afincara un espiritu innovador y
de cambio que masivamente invada todos los lugares y
todos los niveles donde nuestra profesioén puede influir.

En la historia de la educacién matemdtica espafiola de
este siglo destacan con luz propia determinadas persona-
lidades e instituciones que con su labor han contribuido
a la mejora de nuestra ensefianza pero nunca como ahora
habfamos gozado de un movimiento de renovacién tan
amplio como el que forma hoy la Federacion. En partticu-
lar, la Sociedad Thales con su presidente Gonzalo Sin-
chez Vdzquez a la cabeza realizan con la organizacion del
ICME-8 una enorme contribucion.

Seguramente para los que trabajamos para el ICME-8 el
evento es un honor, para la Federaciéon y sus sociedades
una consolidacién y relanzamiento, para la comunidad de
educadores de Matematicas una oportunidad positiva y
para el futuro del pais una apuesta por una mayor aten-
cién a la educaciéon. En relacion a la labor en el Comité
Internacional de Programa intentaré glosar cudles son
algunos de los temas, interrogantes y deseos que se nos
plantearon en el disefio del programa para ICME-8.

En primer lugar, los ICME tienen unas tradiciones y unas
caractersticas ya consolidadas en ediciones anteriores y a
las que no cabe renunciar. Destaquemos una: ICME debe
ser un lugar de encuentro de educadores y educadoras de



matemdticas de todos los niveles, especialidades y paises.
Asumir esto es admitir que un interés del congreso radica
en la diversidad y la pluralidad de actividades, no en la
especializacion. Otra caracteristica a destacar: ICME debe
ser un motor de contactos e iniciativas educativas inter-
nacionales.

A pesar de la imposibilidad de tipificar las caracteristicas
de un participante en un ICME dado la diversidad de for-
maciones iniciales, niveles educativos de interés, especia-
lidades personales y dmbito de actuacidn, hemos creido

necesario poder asegurar que durante un ICME cualquier .

profesor o profesor de Matematicas pueda tener las

siguientes oportunidades:

o Posibilidad de presentar algln trabajo, resultado o
experiencia innovadora.

e Posibilidad de ver cual es el estado de la cuestion en
temas de gran interés.

o Posibilidad de discutir, con colegas de todo el mundo,
cuestiones controvertidas de mixima actualidad.

e Posibilidad de adquirir una éptica internacional y plu-
ral sobre la Educacién Matematica.,

e Posibilidad de dialogar, conocer y enriquecerse del
contacto personal con profesorado que comparte un
mismo deseo y unos mismos problemas.

Dar pie a estas posibilidades a varios miles de profesores
vy profesoras de Matemadticas de todo el mundo exige
necesariamente ofrecer un congreso equilibrado con
mucha estructuracién en paralelo pero donde cada cual
pueda encontrar su ruta.

Se han organizado para el programa de ICME-8, 4 confe-
rencias plenarias, 60 conferencias especificas, 26 grupos
de trabajo simultdneos, 26 grupos temiticos paralelos,
mesas redondas, informes de los tres estudios ICMI mis
recientes, sesiones de todos los grupos de estudio afilia-
dos a ICMI, muestras de proyectos y materiales y un sin-
fin de actividades que siempre tienen vida propia duran-
te los ICME.

Una parte privilegiada del programa debe ser la posibili-
dad de ofrecer forums de discusién. Para 1996 algunos
interrogantes abiertos son:

e ,Como podria mejorarse la comunicacion en la clase,
favorecer la motivacién y aumentar las actitudes posi-
tivas?

e En una época de cambios curriculares en todos los nive-
les y en todos los paises, ;qué debe cambiarse en los curri-
cula de matemiticas, cémo hacerlo y por qué hacerlo?

e (Qué curriculum harfamos hoy si partiéramos de cero
sin ningdn condicionante curricular histérico?

e ;Qué tratamiento debe darse a la diversidad? sinfluye el
género en la formacién matematica? ;qué deberfamos
ofrecer a los jovenes con talento? ;qué ayuda podemos
dar a las personas con dificultades (de aprendizaje, fisi-
cas o psiquicas)?

Esperemos que
puedan verse
nievas
tendencias,
materiales
Y experiencias
en relacion
a los diferentes

niveles educativos:

primaria,
secundaria,
universidad,
modulos
profesionales,
educacion a
distancia,. ..
lo cual incide
en como los
diferentes paises
estan llevando a
cabo sus cambios
curriculares.

o ;COmMO cambiaremos la evaluacion
en todas sus dimensiones?

e ,Como deberian influir las posibili-
dades tecnolbgicas en nuestra labor?

e ,Cudl deber ser el papel del profesor
y de la profesora y cuil su prepara-
cién? ¢qué ocurre con su considera-
cibn social? spueden las acciones
internacionales ayudar al profesora-
do de paises con dificultades? mno
podriamos integrar, globalizar y coo-
perar con otros temas?

Esperemos que puedan verse nuevas
tendencias, materiales y experiencias
en relacién a los diferentes niveles edu-
cativos: primaria, secundaria, universi-
dad, médulos profesionales, educacion
a distancia,... lo cual incide en cémo
los diferentes paises estin llevando a
cabo sus cambios curriculares.

El estado de como se estin desarrollan-
do hoy determinados temas o por
dénde deberia ir su presencia en el
futuro inmediato es también una cues-
tidn de interés: scoémo se educa en el
indeterminismo y el azar? ;,qué trata-
miento recibe la informacién estadisti-
ca? ;qué nuevas posibilidades ofrece la
ensefianza del célculo a la luz de las
nuevas tecnologias? ;qué geometria
deberia recuperarse en los niveles obli-
gatorios? ;qué incidencia tiene la mate-
mdtica en el arte? qué podriamos apro-
vechar de la historia?

Las estrategias propias de la ensefianza
y el aprendizaje de las Matematicas,
que son multiples y combinables, mere-
cen una reflexion serena: sabre el cons-
tructivismo una nueva dimensién a
nuestra labor? ses la resolucién de pro-
blemas la mejor dindmica?, ;deberfamos
preocuparnos mis por la modelizacion
y matematizacién de la realidad? ;qué
tratamiento debe darse a las demostra-
ciones? jcomo influir en la creatividad?
sson las competiciones un dinamizador
esencial? el laboratorio de matematicas
es imprescindible? ¢la tecnologia visual
es un fiel aliado? ;qué ventajas introdu-
cen calculadoras, ordenadores y todas
las nuevas tecnologias? scuiles son las
caracteristicas de la investigacion en
Educacién Matematica?



Estas y otras cuestiones de importancia
han centrado en gran medida el disefio
del programa de ICME-8 que espera-
mos sea de interés para todos los parti-
cipantes

Planear el dia después de un congreso
excede claramente las obligaciones de
los organizadores del mismo. Pero no
obstante al «planear un programa en el
fondo se estd pensando en este dia des-
pués, en todo aquello que los partici-
pantes se llevarin en su mente, en su
maleta o en su corazén. Desearfamos
que se llevasen obligatoriamente cuatro
cosas:

Claudi Alsina
Presidente del Comité
Internacional de Programas

del ICME-8
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e Un conocimiento mas fino de la realidad de la
Educacién Matemitica espafiola y del compromiso de
sus colegas espafoles por asegurar una mejor forma-
cién matematica de los futuros ciudadanos del pais.

e Un interés renovado por innovar, mejorar y entusias-
mar en su labor profesional.

* Una sensacién de confianza y autoestima por aquello
que se hace y la seguridad de que muchas inquietudes
son compartidas.

e Una reafirmacion de que en Educacién Matematica no
hay féormulas magistrales ni soluciones Unicas sino
retos cambiantes, y que precisamente en esta inseguri-
dad reside la dificultad y la grandeza de nuestro oficio.

Dejamos para después del congreso conclusiones y rese-
fias. Ahora debemos trabajar para que ICME-8 sea un éxito.

Segundo Congreso Internacional
de Matematicos.
Paris, 1900.
Un antecedente de los ICME
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Aplicaciéon del modelo
de Van Hiele al concepto
de aproximacion local

José-Luis Llorens Fuster

Se ha resuelto el problema
abierto de la extensién del
modelo de Van Hiele a
niveles educativos superiores,
fuera del &mbito de la
Geomelria, aportando
descriptores de los niveles de
razonamiento a una de las
manifestaciones del concepto
de aproximacién local: el de
recta tangente a una curva
en un punto. Se ha
analizado la relacién
existente entre el modelo de
Van Hiele y la duplicidad de
imégenes conceptuales de
Vinner. La posibilidad de
aplicar el modelo a los
fundamentos del Andlisis
Matematico abre nuevas
perspectivas en la
investigacién, reveléndose
atil para valorar la eficacia
de propuestas
metodolégicas. La parte
experimental del frabajo
aporta técnicas aplicables
@ grupos nuMerosos
de estudiantes.

n un momento histérico en el que los recursos tecnologi-
cos estan incidiendo de forma muy notable en el proceso
de enseflanza y aprendizaje de las matematicas, ciertos
aspectos de la investigacion en educacidén matemdtica
adquieren un interés afiadido. Asi, la utilizacién de esos
recursos plantea la cuestién fundamental de su utilidad
para facilitar la comprensién de los conceptos. Esa fue, en
parte, la motivaciéon de nuestra memoria de doctorado, de
la que a continuacién presentamos un breve resumen.

El modelo de Van Hiele aporta una descripcién del pro-
ceso de aprendizaje postulando la existencia de unos
niveles de pensamiento, caracteristicos del modelo.
Precisamente, esos niveles suponen unas formas peculia-
res de razonar y, por tanto, no se identifican con niveles
de destreza en cilculos algebraicos ni con los niveles edu-
cativos, Actualmente, nos referimos a esos niveles como
nivel 0 (biasico o predescriptivo), nivel I (de reconoci-
miento o descriptivo), nivel II (tebrico informal o de ani-
lisis) y nivel IIT (deductivo o tedrico). El propio Van Hiele
(1986, p. 47) senala que niveles superiores a éstos pueden
tener s6lo un interés tedrico y presentar dificultades seve-
ras para su discernimiento. Hay que sefalar que el nivel
II es el que contiene los elementos esenciales del razo-
namiento matemdtico, pues en él se lleva a cabo la
demostracion. La aplicacidon del modelo de Van Hiele a un
tema supone, por tanto, aportar descriptores de los nive-
les, esto es, caracteristicas que permitan reconocer cada
uno de los niveles a partir de la actividad de los estu-
diantes. En el contexto del parrafo anterior, es evidente el
interés que tiene la aplicaciéon del modelo para la valida-
cién de metodoldgicas.
Simplificando la cuestién, podriamos decir que una meto-
dologia es tanto més eficaz cuanto facilita méas ripida-
mente o mis generalmente (a mis estudiantes) el progre-
so hacia el nivel III.

determinadas propuestas



El modelo de Van Hiele se ha aplicado en numerosas oca-
siones a diversos temas. Asi, pueden verse descriptores (0
recopilaciones de los mismos) en Fuys, Geddes y Tischler
(1985), Burger y Shaughnessy (1986), Crowley (1987),
Gutiérrez y Jaime (1990), entre otros. Sin embargo, las
aplicaciones del modelo se han cefido casi exclusiva-

mente a cuestiones geométricas y a niveles educativos
elementales. En todo caso, podiamos considerar como
problema abierto 1a aplicacién del modelo a cuestiones
fundamentales del anilisis matemadtico en niveles educati-
vos universitarios o preuniversitarios.

Por otra parte, en la descripcion de las dificultades con-
ceptuales que surgen frecuentemente en la ensefanza
secundaria y en la universitaria en relacién con los fun-
damentos del anlisis matematico, ha venido siendo muy
eficaz la terminologia introducida por Vinner relativa al
concepto-imagen y al concepto-definicién asociados a un
concepto matemitico ~una formulacién reciente de estos
términos y de sus aplicaciones puede verse en Vinner
(1991, pp. 65-81)-. La coexistencia de esa duplicidad de
imagenes conceptuales asociadas a un concepto dado
ocasiona frecuentemente situaciones conflictivas que se
manifiestan en una escasa o nula comprension de esos
conceptos. Como se ha probado en numerosos trabajos
(por ejemplo: Tall y Vinner, 1981; Cornu, 1983; Vinner,
1983; Sierpinska, 1987; etc.), esos conflictos se manifies-
tan de forma especialmente aguda cuando un concepto,
del que el estudiante tenia una idea previa, se introduce
sin definirlo explicitamente y, por tanto, sin integrar la
definicion formal con esas ideas previas de las que partia
el estudiante. Tal es el caso del concepto de recta tan-
gente a la grafica de una curva en un punto, cuestion
estudiada especificamente por Vinner (1982).

Fn nuestra memoria resolvimos las dos cuestiones funda-
mentales que se han esbozado en los parrafos anteriores.
Por una parte, hemos aplicado el modelo de Van Hiele al
concepto de recta tangente a una curva €n un punto, es
decir, a una de las manifestaciones del concepto de apro-
ximacién local, cuestién que aparece en los fundamentos
del analisis matemdtico, en los primeros cursos de mate-
miticas en la universidad o en los Gltimos de secundaria.
Por tanto, aportamos una descripcion de cada uno de los
niveles I, Il y III que cumple las condiciones tedricas para
ser considerada propia del modelo de Van Hiele. Para
ello, disefiamos dos instrumentos pricticos que permiten
la deteccion de los niveles asi descritos: el guion de una
entrevista semiestructurada y socrdtica, y las preguntas de
una prueba de eleccién maltiple, de respuesta semicerra-
da. Como resultado de la aplicacion de esta prueba a
diversas muestras de estudiantes universitarios y preuni-
versitarios, presentamos también algunas conclusiones
sobre la eficacia de propuestas metodologicas basadas en
la visualizacién asistida por ordenador y, en concreto, en
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a una de las
manifestaciones
del concepto
de aproximacion
local, cuestion que
aparece en
los fundamentos
del analisis
matemdtico,
en los primeros
cursos de
matemadticas en
la universidad
0 en los tiltimos
de secundaria.

la utilizacién frecuente de programas
de cdlculo simbdlico. Finalmente, el tra-
tamiento estadistico realizado para
obtener estos resultados supone una
contribucién a la resolucion del proble-
ma genérico que se suscita en la detec-
cién de los niveles de Van Hiele en gru-
pos numerosos de estudiantes y, sobre
todo, aporta una confirmacién indepen-
diente a nuestra descripcion de niveles,
reafirmando su existencia y la misma
descripcion realizada. Por otra parte, en
esa descripcion de los niveles de razo-
namiento, se caracteriza su relacién con
el modelo de Vinner en el sentido de
que la existencia de una duplicidad
conflictiva de imdgenes conceptuales
impide el progreso hacia el pensamien-
to matematico avanzado, es decir, hacia
los niveles superiores de pensamiento.

El concepto de aproxima-
cién local

Existen diversas manifestaciones del
concepto de aproximacion local. El
concepto de limite de una sucesion, el
de suma de una serie, el de convergen-
cia aplicado a una expresiéon decimal
infinita, el concepto de limite funcional,
el de derivada, el concepto de recta
tangente a la grafica de una curva en un
punto, etc., son ejemplos de ellas. En
todos ellos podemos distinguir algunos
aspectos comunes. Por ejemplo, la
necesidad de recurrir a la idea de infi-
nito, de tal suerte que podemos decir
que cada uno de esos conceptos com-
porta un proceso de razonamiento infi-
nito. ¢Es finita —o puede serlo— la acu-
mulacién indefinida de cantidades fini-
tas? JLlega a convertirse en un segmen-
to la magnificacién indefinida de un
pedazo de la grifica de una curva? Esa
caracteristica podemos resumirla dicien-
do que el concepto de aproximacion
local es un concepto dindmico. Ese
dinamismo del concepto significa, entre
otras cosas, que el concepto involucra
la idea de infinito en un proceso de
razonamiento intrinsecamente abstracto,
no visualizable, en absoluto sensible.



Un estudiante puede considerar trivial
obtener la ecuacién de la recta tangen-
tealagrificade y=Penx=0y,ala
vez, «definir recta tangente a una curva
en un punto como aquella recta que
toca a la curva en un punto, oponien-
do esa definiciéon (imagen) a la repre-
sentacién grifica de y =2 en x=0y,
por tanto, negando que y = 0 sea tan-
gente a esa funcidon en ese punto
(Vinner, 1991, p. 78). La integracién del
concepto-imagen v el concepto-defini-
cibn se muestra asi como una conditio
sine qua non para el progreso hacia un
nivel de pensamiento superior en el
que se produce una adecuada com-
prension de los conceptos dindmicos
como consecuencia del proceso de
razonamiento inherente a la idea de
aproximacién. Reciprocamente, un esti-
lo excesivamente formalista de la ense-
flanza, tiende a identificar «igor con
formalismo entendido como manipula-
ciones algebraicas. El resultado es,
muchas veces, el del ejemplo: estudian-
tes con ciertas habilidades algebraicas
pero con deficiencias conceptuales
importantes en los mismos temas. La
eleccion del concepto de recta tangen-
te como objeto de nuestro estudio es,
en este sentido, casi indiferente. Se
trata, sobre todo, de estudiar ese proce-
so de razonamiento inherente al con-
cepto de aproximacion, aunque sea en
un contexto grafico y, por tanto,
supuestamente sencillo y conocido por
los estudiantes que acceden a las carre-
ras técnicas en la universidad.

En nuestro trabajo hemos probado que
en una primera fase del concepto (pre-
cisamente la mas intuitiva, pero que
contiene los elementos esenciales del
razonamiento) podemos distinguir nive-
les de razonamiento, acordes con el
modelo de Van Hiele. Es decir, que e/
proceso mental que conduce a concluir
que una curva con tangente en un
punto se caracteriza porque las sucesi-
vas ampliaciones en un entorno de la
gridfica de esa curva en ese punto se
confunden con una recta que es, preci-
samente, la tangente en ese pumnio,
supone cierta madurez de razona-
miento que, entre otras cosas, requiere

Tanto la entrevista
como el test de
eleccion multiple
utilizados para
obtener y validar
esos descriptores,
se plantearon
con un caracter
socratico. ..

la capacidad de comprender y aplicar el proceso de apro-
ximacion local. Es en ese proceso mental, en esa madu-
rez de razonamiento, donde es posible distinguir niveles,
en el sentido de lo establecido en el modelo.

Validacién de los descriptores

Los descriptores que propusimos (que pueden verse en el

apéndice 1 de la pagina siguiente) verifican las condicio-

nes teéricas que consideramos como caracteristicas del
modelo de Van Hiele:

e Cada uno de los descriptores corresponde al nivel que
describe y es concordante con las descripciones habi-
tuales del modelo.

e Presuponen los del nivel precedente; al mismo tiempo
estd expresamente caracterizada la separacion, las dife-
rencias entre los distintos niveles.

e Reflejan comportamientos que son consecuencia de
una gradual adquisicién de profundidad en el razona-
miento y son facilmente detectables.

» Finalmente, se ha descrito con amplitud cada uno de
los niveles (no menos de tres descriptores por nivel),
lo que permite una buena seleccion de actividades
para detectarlos.

Tanto la entrevista como el test de eleccién multiple utili-
zados para obtener y validar esos descriptores, se plantea-
ron con un caricter socrdtico: se trata, por una parte, de
que las preguntas no enmascaren el lenguaje propio de
los estudiantes, imprescindible para detectar su nivel de
razonamiento. Pero, por otra parte, se aprovechan las mis-
mas respuestas de los encuestados o entrevistados para
orientar el desarrollo de la prueba. Eso es particularmen-
te cierto en el caso de la entrevista en la que, aunque exis-
te un guidn, no se excluye la intervencion espontinea del
entrevistador, de acuerdo con este objetivo. Esa orientacion
no es otra que tratar de llevar al entrevistado hacia la ver-
dad o, en otros términos, procurar que la entrevista supon-
ga una fuerte experiencia de aprendizaje que coopere, si
fuera preciso, al progreso en el nivel de razonamiento.

La entrevista tiene un contenido esencialmente wvisuclk:
Aunque las preguntas se formulaban verbalmente, en
cada una se entregaba al entrevistado una hoja que repro-
ducia el enunciado al tiempo que se le mostraba alguna
representacién grafica sobre la que versa la pregunta, En
determinados momentos se entrega informacion al entre-
vistado, coherentemente con el cardcter socratico. La
prueba es un didlogo pero que tiene su apoyo y su con-
tenido en ese caricter visual. En ese sentido, se evita
entrar en las definiciones de los términos que se usan:
curvas, rectas, puntos, grdfica e, incluso, tangente, secan-
te, etc. El término zoom se usd acompanado de sinénimos
tales como magnificar, ampliar, lente de aumento, etc. En




.1,

1.2,

NIVEL |

El nivel | se caracteriza porque su imagen conceptudl es
muy- semejante al caso de la circunferencia, es decir
que para un estudiante en este nivel su idea de fan-
gente es que la recta foca en un punfo'y, por tanto, es
cdpaz de discriminar los casos evidentes {secante, exfe-
rior).

En‘este nivel aparece el reconocimiento de las ideas de
escala y de localidad referidas al concepto. El estu-
diante que se mueva en este nivel serd capaz de dis-
tinguir, ante una representacién de una curva y de una
recta, que esa recta no es tangente a la curva cuando
evidentemente (visualmente) no lo sea, al menos en la
parte de la representacion que se le muestre. También
distinguird si la recta es secanfe.en esos mismos casos
evidentes.

Sin embargo, ante una gréfica que represente una
recta que pueda ser fangente a una curva, afirmard sin
demasiadas dudas que, efectivamente, ésa es la rela-
cién que tienen la recta y la curva, sin considerar la
necesidad de ninguna propiedad adicional, baséndose
s6lo en la apariencia.

Especificamente, en la cuestion del comportamiento de
una curva en un entorno de un punto cuando se hace
un proceso de aproximacion (zoom) en dicho enforno,
es capaz de reconocer que la forma, la apariencia de
una curva, puede ser muy disfinta segun desde qué
escala se la contemple.

Asi, en este nivel puede reconocer que el vértice de un
angulo no cambia de aspecto.aunque se haga sobre él
un proceso de aproximacién (zoom).

(Separacién del nivel ll): En este nivel es caracteristico
que el estudiante no relacione la cuestion de la aproxi-
macién con la de la tangente. Menos atn que una recta
que corta a una curva pueda ser tangente (simultanea-
mente] a la curva (en el mismo punto}.

NIVEL Il ‘
En el nivel I, el estudiante manifiesta una total seguri-

~dad para llevar a cabo esos procesos de aproximacion

visuales y, por tanto, para razonar sobre los cambios
de forma o de apariencia que comportan dichos pro-
cesos sobre la representacion grafica de |a curva. Por
tanto, es capaz de distinguir aquellas curvas que, en
ese proceso, localmente se aproximan a una recfd, de
las que no cumplen esa propiedad.

En cuanto a la tangente, la reconoce precisamente
como el final de esa aproximacién local. De modo que,
como es caracteristico de este nivel, relaciona el con-
cepto de tangente con el de aproximacion, y ahora'ya
no es suficiente que la recta parezca que es fangente,

_que foque a la curva en un punto, sino que debe cum-

Apéndice |
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plir und propiedad adicional que, realmente, la cdracteri:
za. Asf, dadas una curva y una recta con apariencia de
tangentes (en un punto) formulard la necesidad de ver més
de cerca la figura, de iniciar la aproximacién, para dar
contestacién a la pregunta de si la recta es tangente o no.

11.3. (Separacién del nivel Ill) Sin embargo, en este nivel no
dard, en general, respuestas a las situaciones patologi-
cas, es decir, a aquéllas en que exista alguna dificultad
para realizar el proceso de aproximacién. Por ejemplo,
para los dngulos o vérfices sefialados antes.

II.4. Un estudiante no podré progresar desde el nivel Il al
nivel lll {ni al IV) mientras mantenga dualidades entre el
concepto-imagen y el concepto-definicion. El nivel de
razonamiento que permite la comprensién de los con-
ceptos avanzados o dindmicos es incompatible con la
dualidad entre imagen y definicién. La plena integra-
cién entre los conceptos intuitivos y estdticos (tangente
a una circunferencia) con los dindmicos {aproximacion
local) caracterizaria el acceso al nivel ll.

NIVELES Hll y IV
Il.T. En el nivel lll {teérico-formal) es capaz de demostrar que
la tangente a una curva, suponiendo que exista, serd la
Gnica recfa que, precisamente, es el limite (“el final”) de
ese proceso de aproximacién visual o de zoom.

II1.2. De: hecho, serd capaz de definir la tangente de esa
forma. Sélo ‘aquellas curvas que tengan un comporta-
miento patolégico en ese proceso, es decir, que no aca-
ben siendo como una recta, carecerdn de fangente.

II1.3. (Separacién del nivel IV) El reconocimiento de la impo-
sibilidad de predecir, en algunos casos, la existencia de
~la tangente [y, por fanto, de su inclinacion) expresado
con términos precisos y formales;, aunque con el len:
guaje propio del contexto y de la definicién adoptada;
podria ser una manifestacién de ese dcercamiento. al
nivel IV y, en todo caso, es una manifestacion de la
adquisicion del nivel Ill.

Nuestro estudio no recoge ningin descriptor especifico del
nivel IV, entendido éste como un nivel teéricoformal, en el
que predomina la comprensién no sélo del concepto consi-
derado sino de éste en relacién con ofros. La definicion vy el
andlisis del concepto de recta tangente nos permite advertir
que, ciertamente, al asegurar la misma posibilidad de la
extension de modelo por la eleccion de esa definicion, prac-
ticamente se desechaba la posibilidad de considerar el nivel
IV, justamente porque consideramos esa definicién aislada
de cualquier ofro contexto. Podemos decir que las caracte-
risticas que potencian la aplicacion del modelo son las mis-
mas que impiden la manifestacion de ese nivel. Finalmente,
recordemos que la comprension del concepto queda garan-
tizada con la consecucién del nivel II.



el mismo sentido, todas las grificas se
presentaron sin ejes de coordenadas,
para evitar cualquier interferencia
explicita con el concepto de funcién.
Tampoco se habla de ecuacion de la
recta, ni de dngulo o de pendiente.
Menos aln se menciona la palabra
derivada (desconocida para algunos de
los estudiantes). Como decfamos, la
palabra fangente se usa expresamente
' sin haberla definido en ningiin momen-
to. Ello obedece a la evidencia contras-
tada de que los estudiantes la conocen
y, ademds, creen saber lo que significa.
Precisamente, un objetivo de la prueba
es determinar cuil es para ellos ese
significado, es decir, en qué medida
tiene algo que ver con el concepto de
aproximacion local que lleva consigo.

Tras la formulacion definitiva del guion
de la entrevista socrdtica y la consi-
guiente validacién de los descriptores,
abordamos la cuestién de aplicar nues-
tras conclusiones a grupos NUMerosos
de alumnos. El planteamiento de la
prueba escrita es, coherentemente con
las caracteristicas del modelo, una trans-
cripcion de la entrevista: hay una coinci-
dencia casi total en las preguntas; respe-
tamos, asimismo, las respuestas, en el
sentido de que las alternativas que se
ofrecen en cada pregunta son las res-
puestas que escuchamos mis frecuente-
mente cuando realizamos las entrevistas,
ademds de una alternativa de respuesta
libre, para asegurar en lo posible la
manifestacién espontinea del entrevista-
do usando su propio lenguaje; finalmen-
te, se mantiene el caridcter socritico,
entregando informacién al encuestado,
volviendo a plantear preguntas tras esas
entregas de informacién, etc. Es obvio

que, individualmente, el mejor procedi- -

miento de clasificaciéon es la entrevista.

Sin embargo, con propésitos globales y

respetando estas condiciones, estamos
en condiciones de asegurar la validez y
eficacia, en el contexto del modelo de
Van Hiele, de este tipo de pruebas.

Tanto en la entrevista como en el test
escrito (que puede verse en el apén-
dice 2 —piginas siguientes—) podemos
distinguir tres bloques diferenciados de
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preguntas. Las del primer bloque (de la 12 a la 62) tienen
como objetivo examinar, siz relacion con el concepto de
tangente, las cuestiones derivadas de las representacio-
nes graficas (nivel 0) y de los cambios de escala (nivel I).
Tras la sexta pregunta, se hace una primera entrega de
informacién, para terminar de establecer el marco de la
prueba respecto a la cuestién de las aproximaciones
visuales, tanto en lo que se refiere a la posibilidad de
conocer lo que piensa inicialmente el estudiante sobre
ellas como para sugeritle, para el caso mis extremo, que
el efecto de los zoom con relacién a la apariencia de la
curva puede ser importante (caracterizibamos el nivel I
por la capacidad manifestada para reconocer esos cam-
bios, de acuerdo con la perspectiva o la escala). En el
segundo bloque (desde la 72 a la 159) se trata de detec-
tar, en primer lugar, el concepto-imagen con respecto a
la tangente a una curva; después, usando el socratismo,
se tratard de incidir en la oposicién secante-tangente,
derivada seguramente de la situacidn aplicable a la cir-
cunferencia. Por Gltimo, se relacionan las aproximaciones
sucesivas con la misma existencia de la tangente. Para ello,
se entrega nuevamente informacién en la que, sutilmente,
se puede comprobar que las aproximaciones sucesivas
permiten discriminar no sélo si una recta es 0 no tangen-
te a la curva sino que la existencia de la tangente la deter-
mina el comportamiento de la curva como consecuencia
de esas aproximaciones. Finalmente, el Gltimo bloque da
oportunidades especificas para manifestarse en el nivel III.
En la prueba escrita, ademas de las preguntas relacionadas
con las patologias o con la posible limitacién del método
que también aparecen en la entrevista, se afiaden cuestio-
nes directamente relacionadas con los descriptores del
nivel III: una definicién del método; una demostracion de
la unicidad de la tangente, cuando ésta existe, basada en
la definicién que se estd usando implicitamente; una expli-
cacion del aspecto de la definicién referido a la apariencia
de coincidencia entre la curva y su tangente, etc,

Resultados experimentales. Tratamiento
estadistico

Ya hemos indicado que la obtencién y validacién de los

descriptores se logrd, inicialmente, a través de las entre-

vistas. Para la prueba escrita nos propusimos los siguien-

tes objetivos:

e La confirmacién de los descriptores obtenidos a tra-
vés de la entrevista.

o Ja validacién de la propia prueba escrita, como ins-
trumento coherente con nuestra descripciéon de los
niveles, aplicable a grupos numerosos de estudiantes.

e La valoracién de la eficacia de propuestas metodol6-
gicas basadas en la visualizacién por el uso habitual
de programas de cilculo simbélico.



Apéndice 2
PRUEBA ESCRITA

El original se presentaba con un tamafio diferente y en hojas separadas, con la indicacién expresa de no pasar la pdgina hasta haber comple-

tado la respuesta y otras recomendaciones semejantes que aqui se omiten.

1.

4,

La ilustracién adjunta decimos que corresponde @ una
recta. En realidad es, més bien, la representacion de:

al Un segmento.

b) Un trozo de recta.

¢/ Una funcién.

d) Un polinomio de primer grado.

e) Ninguna de las anteriores: ...

Kkok ok kok

L

2Crees que las ilustraciones anteriores pueden correspon-
der a distintas perspectivas (zooms, «trozos» diferentes,
etc.) de la misma curva?

a) - No, porque tienen el mismo grosor.

b) . Si, es posible.

¢) No.

d] Es posible, pero es muy dudoso.

e) Ninguna de las anteriores: ...

*ok ko kok
/-—)/::/
o

sCrees que las ilustraciones anteriores pueden representar

zooms sucesivos aplicados a la misma recta? (Es decir, la

pregunta es si lo- que veremos al ampliar una recta tiene

siempre el mismo aspecto).

a) No, porque todo el rato se ve el mismo trozo.

b) Si, porque todo el rato se-ve el mismo irozo.

c) - Si, porque el aspecto de una recta no cambia aunque
se cambie el zoom.

d] No, porque la recta se verfa mds «gordas, mds «gruesa».

e} Ninguna de las anteriores: ...

hokik Kok

La misma’pregunta para el-«dngulo» de und curva como la
que muestran las ilustraciones siguientes:

>

ay

.

al No, porque el dngulo se irfa abriendo-a medida que
ampliamos.

b) No, porque todo el rafo se ve del mismo grosor.

¢} S, porque el aspecto de un dngulo no cambia aunque
se cambie el zoom.

d) Si, aunque tendria que verse un poco més abierfo cada
vez.

e). Ninguna de las anteriores: ...

C i

5Crees que es posible que las fres
ilustraciones correspondan a la
misma grdfica, a la que se aplican
distintos «zooms»? (Es decir, con-
templando una parte de la prime-

ra cada vez mds de cerca): Ja
a] Depende de la parte que se
ampliase. s T
b) No, porque al final es recta y
nunca llegaria a ser una recta. v 8
- ¢} Si, es posible que se vea de
esq forma.
dl No.

e/ Ninguna de las anteriores: .

Koukokko Kk

Repetimos la pregunta para la ilustracion siguiente: Es decir,
lo que se amplia, lo que se contempla més: de cerca, es la
zona de la curva que corresponde al vértice, al punfo mas
bajo. La pregunta -insistimos- es si crees que si vamos
ampliando llegard un momento que el aspecto puede ser el
que muestra la segunda ilustracion:

a). No; - porque - habria - que
ampliar muchisimo y es exce-
sivo, nunca se acabard vien-
do reclo.
b) . Si.
¢} No, porque el vérice siempre
se verd curvo. o | =
dl- No. ~

e] Ninguna de las anteriores: ..

s

Enla ir’egumd om‘terior la respuesta correc-
 fa era que si que es posible acabar viendo
deesa forma la zona del vértice. En reali-
"dod si htcsesemos ampliaciones sucesivas
rerfamos lo que se percibe en las ilustracio-
ntas, en las que, efectivamente,
podemos comprobar como ld curva apare-
- _ce poco a poco menos puntiaguda, se va
_ haciendo plana.



9.

10.

3Qué relacién tienen la recta y la curva?

al Secruzan.

b} Son secantes.

c] Se tocan en un punto.

d). Son tangentes.

e/ - Ninguna de las anteriores: ...

* kok ok ok

2Qué afirmacién te parece mds correcta, més precisa?

a) la recta no corta a la curva.

b} Es posible que la recta corte o la curvar, pero en la zona
que muestra la ilustracién la rectd no tiene puntos comu-
nes con la curva.

¢/ la recta no toca a la curva.

d) la recta y la curva no pueden tener ninguna relacién
entre ellas.

e) Ninguna de las anteriores: ..

~

2Crees que la recta es tangente a la curva? sPor qué?

a). No, porque la recta corta a la curva.

b} No, porque la recta tiene dos puntos comunes con la
curva.

c|. En una parte, seguro que no. En la ofra, puede que sea
tangente.

dl No se puede saber.

e) Ninguna de las anteriores:...

o

Kk kR

En la zona que muestran cada una de las ilustraciones
{que corresponden a distintas zonas de la misma ilustra-
ci6n anterior), screes que la recta puede ser fangente a la

curva?
2

al - La primera no es tangente y la segunda sf que es.

b} La primera no es fangente y la segunda puede que no
lo sea o puede que si.

¢/ - Las dos son tangentes.

d} * Ninguna es tangente.

e Ninguna de las anteriores:...

* Ok k ok ok

11. la recta de la figura corta a la curva en un solo punto.
2Crees que esa recta es tangente a la curva (en ese mismo
punto)?

a) No, porque la recta corta a la
curva, la «atraviesas.

b) No, porque la recta toca a la
curva en muchos puntos.

¢} No, porque la recta corta a la
curva 'y, ademds, la toca en
muchos puntos. ;

dj - Si, parece que si que es tan-
gente.

e). Ninguna de las anteriores: ...

h kxR Kk

12. ;Crees que, en la zona que muestra la ilustracién, la recta
es tangente a la curva en un punto?

a) Teniendo en cuenta sélo lo que
se ve en la figura, no podemos
estar seguros de que la recta
sea tangente a la curva.

b} No, porque més bien parece
que la toca en muchos puntos.

c) Si, es fangente.

d] No, la recta es secante.

e} Ninguna de las anteriores: ...

* K k kK %

Sin embargo, la misma- ilustracién anterior, ampliada sucesivas
veces en esa zona, tiene el aspecto siguiente:

e

Como puedes observar, la recta ni siquiera toca a la curva en

la zona donde se preguntaba.

* % ok Kk Kk

13. En las figuras siguientes. aparece una curva y, tres rectas
(distintas, -evidentemente) que pasan por un mismo
punto de esa curva (insistimos en que las tres pasan por
el mismo punto de la curval:

ot

Ahord fe las mostramos por separado, con una pequefia ampliacién

S sh




t

a) Es posible que las tres rectas sean tangentes a la curva
én el punto en cuestion.

b} Las tres son tangentes, porque focan en un punto.

c) Es posible que ninguna de las tres rectas sea tangente
a la curva.

d) Una de ellas es tangente y las ofras dos no lo son.

e/ Ninguna de las anteriores: ...

* k. Kk k k

14

Como en el caso anterior, te mostramos ahora ampliaciones
sucesivas de cada una de las rectas {por separado) y de la
curva.

Recta 1:
< /
/ 4

Recta 2: / N /
/ v :

Recta 3: / N /
/ ¢

5Cambia tu respuesta anterior; de alguna forma?

a) larecta Ty la 3 no son tangentes. La 2 parece que si.

b) Las tres son tangentes.

¢) Ninguna de ellas es tangente.

d) larecta 1y la 3 no lo son porque corfan a la curva, y

Ja n.° 2 tampoco porque toca en muchos punfos.
e} Ninguna de las anteriores: ...

* Kk kK ok

15. 3;Crees que una recta que corta a una curva en un punto

puede ser tangente a la curva en ese mismo punto?

al No, porque si una recta foca.a la curva no la corta.

b} Si.

¢) No, porque una recta no puede ser secante y fangente
a la vez. ;

d) Si, porque todas las rectas tangentes también so
secantes. >

e] Ninguna de las anferiores: ...

.

*ok koK ok

independientemente de tu respuesta a

la pregunta anterior, conviene que

observes las ilustraciones siguientes,

que son ampliaciones sucesivas de la |

figura de la pregunta 11. Alli se mos-

traba Una recta que corfaba a la curva. ——— 8
en un solo punto. Ademds, esa recfa es |
tangente a la curva en el punfo, como

se puede observar...

16. 3Eres capaz de predecir como serd la tangente en el punio

sefialado de la curva; de la que, a continuacién, te mos-
tramos tres zooms? :

a) : No, porque no habrfa tangente.

b} Si. Serfa una recta vertical.

¢) - Si, serfa una recta horizontal.

d) Si: Cualquier recta que pasase por ese punto.

e] Ninguna de las anteriores:...

koK K KoK

17. Supongamos que disponemos de un instrumento que nos

permite ampliar, hacer zooms sucesivos, de cualquier

curva. Entonces, un método para poder frazar la tangente

de una curva en un punto, podria ser -en resumen- el

siguiente: :

a) Ampliar la curva y ver si la recta acaba superponién-
dose a la curva.

: b) Ampliar la curva en el punto y prolongarla cuando apa-

rente hacerse recta.

) Ampliar la curva y la recta hasta que se foquen en el
punto.

d) Trazar una recta que pase por el punto y ampliarla.
e} Ninguna de las anteriores: ...

kK kKK
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18. Aplicando el métode anterior [que podemos llamar, método

del zoom), respecto de la «curva» de la pregunta 4 y su tan-
gente en el punto més bajo (en el dngulo):

a) No es aplicable el'método del zoom, porque no es una
curva;

b} - El método demuestra que esa curva no tiene tangente en
ese punfo porque siempre se ve un éngulo, por mucho
que amplies.

¢).- Como siempre se ve un dngulo, cualquier recta que sélo
toque en el dngulo es tangente en ese puno.

d)- Como. al ampliar.el dngulo- desaparece, la tangente
serd horizontal

e) - Ninguna de las anferiores::..

KRk RK

Supongamos que queremos aplicar el método anterior para
trazar la tangente a la curva de la ilustracién siguiente, en
el punto sefialado. Enfonces:

a} - Como antes; irlamos ampliando sucesivamente. Al final
obfendriamos una recta, que serd aproximadamente
horizontal.

b} No es seguro que el méfodo sea aplicable: Es posible
que, al ampliar, comprobemos que siempre van salien-
do més y més oscilaciones. Entonces, no sabriamos si
hay o no hay tangente.

c] No se puede aplicar el método porque siempre van a
salir més y- més oscilaciones.

dl No puede haber fangente en ese punto porque siempre
cortaria @ la curva (salvo que fuese vertical, que no
puede ser].

e] Ninguna de las anteriores: ...

&K kik ok

20.

21.

22.

En esta pregunta pretendemos -para terminar- que demues-
fres, si crees que es cierto, que una curva sélo puede
tener una tangente en un punto. O que demuestres lo con-
trario, si crees que lo cierfo es lo contrario.

a) Cuando se amplia una curva, pueden ocurrir sélo dos
cosas: Que acabe viéndose siempre lo mismo (un dngu-
lo} o que acabe viéndose una recta, que serd la tan-
gente. Pero no puede ser que la curva se convierta en
dos o mas rectas, de modo que si la tangente existe, es
dnica.

b) Segin la forma que tenga la curva, es posible que no
haya tangente, que haya sélo una o que haya infinitas,
ya que por un punto pasan infinitas rectas y, por tanfo,
la tangente puede ser Unica o puede no serlo.

¢/ De todas las rectas que pasan por un punto de una
curva, que son infinitas porque por un punto pasan infi-
nitas rectas, sélo una la toca porque las demés la cor-
taran. Por tanto, la tangente es Unica.

d) Como la tangente a una curva se halla haciendo la deri-
vada de la funcién en el punto, si la funcién es deriva-
ble tendré un resultado Gnico. Por tanto, la tangente es
Unica,

e) Ninguna de las anteriores:

* k k * *

Como habrés podido observar a lo largo de la prueba,
cuando se dibujan una curva y su tangente, parece que tie-
nen mds de un punto en comin, que coinciden no.sélo en
un punfo sino en un segmento, en un frozo de la curva cer-
cano al punto de contacto. 3Crees que siempre sucede
esto?

a] En general, no: Depende de la calidad del dibujo.

b} Si, precisamente por la definicién de tangente, ésta
debe aproximarse a la curva de manera que siempre
aparentard que se superpone a ella cerca del punto de
tangencia.

¢) No. Sucede eso porque los instrumentos de dibujo no
son capaces de dibujar algo tan pequefio como. un
punto.

d) Si, salvo que la curva sea lo suficientemente pronuncia-
da («curva») como para que se pueda distinguir bien el
punfo.

e} Ninguna de las anteriores: ...

* k k Kk %

Te planteamos chora una cuestién mas bien tedrica: La tan-
gente a una recta en uno de sus punfos. Enfonces:

a} No tiene sentido porque coincidiré con la propia recta
y la tocard en muchos puntos.

b} Seria cualquier recta que pasase por el punfo.

¢) Coincidird con la propia recta.

d) No tiene sentido porque unia recta no es una curva.
e] Ninguna de las anteriores: ...

* kK k k%



e La «waloracion» en este contexto del sistema de ense-
flanza tradicional en lo referido a su eficacia en el pro-
greso en el nivel de razonamiento.

Para ello, se eligieron grupos de estudiantes, tal como apa-
recen en la figura 1:

[ SECUNDARIA (2° aio)
Fac. de Matemdticas
@] Ingenieria Superior

B E.U- Met visualizacion
B £.U- Met. tadicional

Figura 1.
Distribucién de grupos en la muestra

Como podemos observar, la muestra total se distribuye en
dos grandes grupos: 195 estudiantes de 2.° curso de
secundaria (afio en el que se introduce el concepto de
aproximacién local, derivadas, limites, etc) y 203 estu-
diantes universitarios, distribuidos a su vez del siguiente
modo: un grupo de 62 estudiantes de ingenierfa técnica
inmersos en un proyecto de innovacién consistente en la
utilizacién habitual de programas de cilculo simbélico
(mas detalles de ese proyecto pueden verse en Llorens
(1993, pp. 61-80); un grupo de 72 estudiantes del mismo
centro y nivel que el anterior, con metodologia tradicio-
nal; dos grupos mas, también con metodologia tradicional
(de ingenieria superior y de la facultad de Matemdticas),
pero de nivel educativo superior a los anteriores.

Para el tratamiento estadistico elegido, se identificd cada
entrevista con un vector de 22 componentes, cada una de
las cuales es «I» 0 O se codificd con «1» la coincidencia
de la respuesta con un patron ideal, coherente con el
nivel III, y con un «0» en cualquier otro caso. A continua-
cién se aplicd el algoritmo de clasificacion fk-means
(cuyos detalles pueden verse en S-Plus Reference, p. 81y
ss.) caracterizando previamente los cluster (niveles) de
acuerdo con el criterio que aparece en la tabla 1:

Bloque 2.° Bloque 1.°
25 >3
25 23
<4 <3
Tabla 1

%

100

80 -

60 +

40 +

20 4

que refleja el ntimero de aciertos (mini-
mo o maximo) por bloque de pregun-
tas y nivel. Inicialmente, los casos que
corresponden a cada nivel, resultaron:
Nivel III: 46; Nivel II: 70; Nivel I. 61,
valores que se consideran satisfacto-
rios. Con ello, se obtuvieron  unos
patrones de aciertos en respuestas que
caracterizaban cada nivel, como puede
verse en la figura 2.

PR S T S PO S S S R R

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1
Pregunta

+ t L — +—

5 16 17 18 19 20 21 22

————— Nivel T
—————— Nivel 1T
Nivel IIT

Figura 2. Centros iniciales
(% de aciertos por pregunta)

Tras la clasificacidn del total de vecto-
res (es decir, de cada uno de ellos) se
obtuvo la distribucién por niveles de
cada una de las muestras, tal como
aparece en la figura 3.

80

60

20

Secundaria

EU.Visualiz

EU. Tradic.

Total Univers.
Fac. Mates. TOTAL

Ing, Superior

% Nivel [
B o Nivel 11
B o, Nivel 1

Figura 3. Porcentajes de niveles

en las muestras



Del andlisis de esos resultados, se
deducen casi inmediatamente las con-
clusiones siguientes:

e El mayor porcentaje de estudiantes
en nivel III corresponde a la mues-
tra de estudiantes universitarios
implicados en técnicas de ensefianza
asistida por ordenador. Esto confir-
ma nuestra tesis de que, al menos
para el concepto considerado, esas
técnicas pueden facilitar significati-
vamente el progreso hacia niveles
superiores de compresion de los
conceptos, de pensamiento matema-
tico.

e Aunque existen diferencias entre los
alumnos de secundaria y los univer-
sitarios, estas diferencias son irrele-
vantes si se consideran los universi-
tarios de nivel educativo inferior. En
todo caso, el porcentaje de estu-
diantes en nivel III que corresponde
a las muestras de metodologia tradi-
cional es muy pequefio. En el con-
texto del modelo de Vinner, pode-
mos interpretar este dato como la
relativa incapacidad de esta metodo-
logia para facilitar la adecuada inte-
gracion entre los conceptos imagen
y definicién, por lo que, de acuerdo
con nuestros descriptores de nivel
III, no se progresa hacia los niveles
superiores.

Por otra parte, si comparamos los cen-
tros iniciales (figura 2) con los definiti-
vos (figura 4), observamos inmedia-
tamente diferencias muy significativas
en la evolucion de las medias de
coincidencias en las preguntas del
segundo bloque en los niveles Il y 111

Aunque existen
diferencias entre
los alumnos
de secundaria y
los universitarios,
estas diferencias
son irrelevantés
si se consideran
los universitarios
de nivel educativo
inferior.

————— Nivel 1
e Nivel 1
Nivel 11

Figura 4. Centros definitivos
(% de aciertos por pregunta)

e} o - |
o+——t—+—t—+——t—t+—t———t——t——t—t—t—t—t
123 456 7 8 9101112131415 161718 19 20 21 22
Pregunta

Recordemos que el criterio de preclasificacion mostrado
en la tabla 1 no incluia esas diferencias (en ambos casos
exigiamos no menos de 5 aciertos en ese bloque). Tras la
clasificacién definitiva, esas diferencias han aparecido, lo
que representa una confirmacién de [a distincion entre el
nivel IT y el nivel III independiente del criterio establecido
previamente. Ademis, esas diferencias suponen también
una confirmacion explicita del descriptor en el que esta-
blecemos la relacion entre el modelo de Vinnery el de Van
Hiele, puesto que las preguntas de ese bloque son las que
tienen que ver directamente con la duplicidad de image-
nes conceptuales.

Observaciones andlogas pueden hacerse respecto de los
niveles Iy II con relacién al Gltimo bloque de preguntas.
Se comprueba que, en efecto, ese bloque discrimina los
niveles 1I y III, pero no el nivel Iy el nivel II. Al contra-
rio, las preguntas del primer bloque (en particular, las 22,
32y 4%) parece claro que tienen ese efecto separador entre
los dos primeros niveles.

Estabilidad del andlisis

Estas conclusiones vienen avaladas por la estabilidad del
andlisis estadistico. En efecto, si se realiza nuevamente el
proceso de clasificacién de acuerdo con este algoritmo
pero partiendo de un criterio diferente (aunque, en todo
caso, coherente con nuestro andlisis previo de los des-
criptores establecidos) hay que esperar obtener una clasi-
ficacidon semejante. Asi ocurre, por ejemplo cuando se
parte del criterio que aparece en la tabla 2 (entre parén-
tesis figuran los valores del criterio anterior):

Criterio II | Bloque 3.° Bloque 2.° Bloque 1.°

Nivel III 25(4) =5

Nivel I <54 25

Nivel 1 <4(@ <4 <3
Tabla 2

pues se obtiene, caso por caso, la misma asignacién final
a cada uno de los tres niveles. Esa estabilidad confirma,
en definitiva, la propia existencia de los niveles y la efica-
cia de los descriptores y de la misma prueba, puesto que
la existencia de tres patrones de respuestas bien diferen-

ciados es clara.

El estudio de la estabilidad del analisis se completé con
un analisis discriminante, en el que, estimando el esta-
distico de Wilks y dos funciones discriminantes lineales,

de la forma

D =B+ BX +.. +BX




(en las que X, (i=1,...,p) representa el valor de cada varia-
ble —en nuestro caso X;=1 o X=0, con la codificacion que
mantenemos— y Bi (=0, 1 ,..., p) son los coeficientes que
se determinan de forma que difieran lo mds posible entre
los grupos), se obtienen sendas puntuaciones para cada
vector y, como consecuencia, una nueva asignacion indi-
vidual a cada grupo. En nuestro caso, se obtuvo un valor
de de 0,1128 para la primera funcién discriminante, y una
coincidencia en la asignacién a cada grupo en el 97,2% de
los casos. Es decir, s6lo existié discrepancia con el grupo
asignado anteriormente en un total de 13 casos, en los
cuales el segundo grupo mis probable es el grupo asig-
nado previamente.

Conclusiones

Bajo ciertas condiciones es posible extender el modelo de
Van Hiele a conceptos dindmicos, es decir, a ciertos con-
ceptos matematicos cuya complejidad los sitGia curricular-
mente en los niveles educativos mas altos, en los que el
razonamiento tiene un papel preponderante o exclusivo,
frente a las destrezas en célculos. Esas destrezas algebrai-
cas se corresponden con una segunda fase en el desarro-
llo de esos conceptos y, por si solas, no garantizan su
comprension. Al contrario, el énfasis en esas cuestiones,
propio de una metodologia formalista (o puramente for-
mal) provoca una duplicidad conflictiva entre el concep-
to-imagen y el concepto-definicién que, en todo caso,
impide el progreso a los niveles superiores de razona-
miento y, en definitiva, la comprensién misma del con-
cepto.

Ciertamente, la entrevista es el medio idéneo para la
determinacién del nivel de razonamiento individual vy,
antes, para la investigacién que culmina en la formulacion
y validacién de los descriptores de los niveles. Sin embar-
go, es posible disefiar pruebas de respuesta multiple,
apropiadas para grupos numerosos de estudiantes cuyos
resultados son susceptibles de ser tratados estadistica-
mente. Ese tratamiento no sélo confirma la descripcién de
los niveles y la validez de la propia prueba, sino que
demuestra la misma existencia de los niveles. Ademas, al
administrarse en grupos diferentes, permite la compara-
ciéon entre las distribuciones de niveles respectivas lo que,
para un mismo concepto, permite establecer conclusiones
sobre la eficacia de las distintas metodologias empleadas
en cada grupo.

En este sentido, y para conceptos dindmicos como el de
aproximacion local que, en si mismos, no son visualiza-
bles, ciertas técnicas basadas en la utilizacién frecuente
—en todas las fases del proceso de ensefianza y aprendi-
zaje— de programas de célculo simbdlico, facilitan la inte-
gracién de las imdgenes conceptuales y, en todo caso,

Bajo ciertas
condiciones es
posible extender
el modelo de Van
Hiele a conceptos
dindmicos,
es decir,

a ciertos conceptos
matemdricos cuya
complejidad
los sitia
curricularmente
en los niveles
educativos mas
altos, en los que el
razonamiento
tiene un papel
preponderante o
exclusivo, frente
a las destrezas
en calculos.

José Luis Llorens
Departamento
de Matemética Aplicada
Universidad Politécnica
de Valencia

provocan con mayor frecuencia el pro-
greso hacia el nivel Il de Van Hiele.
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El problema de Isis:
interés educativo de

sus variadas soluciones.
Algunas generalizaciones

Alberto Martinez Delgado

Este trabajo resume algunas
de las formas de resolucién
publicadas del problema de
Isis, ofrece una variante en el
método de resolucién
-basado en dar pricridad
sobre cualquier
representacién concreta a la
idea de acotacién—, resuelve
generalizaciones planas y
tridimensional del problema,
formula una acotacién del
conjunto de variables para la
generalizacién d-dimensional
y recoge algunas notas de
cardcter didéactico y
epistemolégico.

nterés educativo del problema de Isis

El problema, atribuido a la diosa egipcia Isis, pide la
determinacion de las dimensiones, nimeros naturales, de
un rectingulo cuya area sea igual a su perimetro. La sim-
plicidad de su enunciado, las connotaciones histérico-cul-
turales que evoca y la diversidad de formas de resolucion,
con conocimientos matematicos que pueden considerar-
se, en general, de un nivel de bachillerato, confiere a este
problema una especial importancia en la prictica educati-
va v en la reflexion tedrica sobre la actividad matematica.

Este problema, de importancia mdagico-religiosa, fue
resuelto por los antiguos egipcios, aunque no sabemos
cémo. Davis (1985, p. 89) ha sefialado al respecto: «io
tengo ni idea de como los egipcios probaron el teorema
de que [...] son los wnicos enteros positivos que represen-
tan el perimetro de un rectingulo y también el drea del
mismo rectangulo».

Como sucede con gran parte de los problemas de mate-
mdticas, el problema de Isis permite tanto una aproxima-
cidén empirica basada en un tanteo rudimentario como
planteamientos tedricos resolubles por métodos distintos.
El célculo empirico, por tanteo, ofrece frutos rapidos que
conducen de forma casi automatica a formular preguntas
de envergadura estrictamente matematica: ;como hallar de
forma sistemitica todas las soluciones posibles? sel estan-
camiento en el cilculo empirico de soluciones, significa
que no existen mas posibilidades?

Las soluciones que presentamos, la mayoria de ellas ya
publicadas, nos permitirin apreciar la riqueza de enfo-
ques y la reflexién sobre aspectos cognitivos que el pro-
blema suscita, tema sobre el que volveremos mas adelan-
te. La utilizacion de estrategias y representaciones distin-
tas, aunque algunas emparentadas entre si, ofrecen en



algunos casos una bella simplicidad. El método empleado
por Greer (1993, pp. 175-176) anade el aliciente de su
proximidad a lo que pudo haber sido la forma de resol-
ver el problema en el antiguo Egipto (Davis, 1993, p. 6).

Quienes lo deseen pueden detener la lectura en este
punto para intentar resolver independientemente este
problema, durante unos minutos, unas horas o unos
meses; puede ser interesante también seguir las solucio-
nes aqui recogidas e intentar posteriormente otros méto-
dos de resolucién.

Distintas resoluciones publicadas del
problema de Isis

El tanteo conduce, sin necesidad apenas de conocimien-
tos matematicos, a la determinacién de las soluciones
(lados 4 v 4, con petimetro y 4rea 16, o lados 3 'y 6, con
perimetro y drea 18). Una segunda fase del problema
surge inmediatamente, espoleada por la curiosidad de
saber si podemos encontrar otras soluciones, dada la infi-
nitud del conjunto de los nameros naturales. Esta segun-
da fase puede formularse como un teorema que sostiene
la no existencia de otras soluciones.

El enunciado general del problema de Isis, se traduce al
lenguaje algebraico en los siguientes €rminos:

xy = 2x + 2y , donde x, y € N.
A continuacién recogemos, esquematicamente, algunas
formas de resolucién, publicadas en The Journal of
Mathematical Bebavior, a partir de que Davis (1985) lla-
mara la atencién sobre el problema de Isis:

1. Solucion de M. Klamkin (1986):

Partiendo del planteamiento general del problema,
Xy = 2x + 2y, se consigue la descomposicion factorial:
(x-2)(y-2) = 4, que nos proporciona inmediatamente las
soluciones 3, 6; 4, 4.

2. Solucion de M. Walter (1986):

Partiendo también del planteamiento general, Xy = 2x + 2y,
despejamos una de las incognitas, X: Xy — 2X = 2y,
x(y=2) = 2y, x = 2y/(y-2); dividiendo: x = 2 + 4/(y-2); los
valores de y pueden ser 3 o 4, dando valores para y, 6o
4. Los lados solucién son por tanto 3, 6y 4, 4.

3. Solucion de L. Imree (1987):
xy = 2x + 2y; dividiendo los dos miembros entre Xy 0):

2
+ =
X

< |

como x € y «on intercambiables», x e y no pueden ser
simultineamente mayores que 4 ... soluciones 3, 6; 4, 4.

El tanteo conduce,
sin necesidad
apenas de
conocimientos
matemdticos, a la
determinacion de
las soluciones
(lados 4 y 4,
con perimetro
y drea 16,

o lados 3 y 6,
con perimetro
y drea 18).

4. Solucion de R. Pandharipande (1985):

Xy = 2% + 2y; como en el método de M.
Walter: x = 2y/(y-2). Facilmente se
obtienen los valores 3, 6 y 4, 4.

Consideremos ahora y > 6:

2y 2y — 4
> 22

y -2 y-—2

= 2

por otra parte:
2y
y - 2

Si hallamos la derivada de 2y/(y-2)
tenemos:

< 3

'

2y

4
— = 2<O,Vy(y>6)

T y-2

Como la expresion obtenida al despejar
%, estd comprendida entre 2 y 3, ¥

como la pendiente es negativa, resulta
que x no puede tomar ninglGn valor
entero. Por tanto sélo se pueden pre-
sentar soluciones en que 2 <y <6, que
se determinan facilmente.

5. Solucion de B. Greer (1993):

Partiendo de la descomposicion facto-
rial realizada por M. Klamkin,
x-2)(y-2) = 4, en la figura 1 se we»
que, en general, el nimero de cuadra-
dos en el «perimetro grueso» es P-4 ...
el area del rectangulo «nterior» (pres-
cindiendo del «perimetro grueso») es
x—2)(y-2) ...

X

Figura 1. Solucién de B. Greer. Area y «perfmetro grueso»



Cuando el drea del dnterior valga 4»
(que sdlo se puede obtener por las dos
descomposiciones factoriales 1:4 y 2-2),
tendremos la solucién del problema
(lados de valores 3y 6, 0 4y 4).

Esta forma de abordar el problema de
Isis, a base de considerar «baldosas» del
perimetro y «baldosas» del drea puede
llevarse a cabo a través de una contabi-
lizacidén «nteligente y sistematica»
(Davis, 1993, p. 4) de «baldosas», estu-
diando cémo cada una de ellas contri-
buye al 4rea o al perimetro segin su
posicion en el rectdngulo considerado.
La sistematizacién, que puede hacerse
de forma narrada, admite también una
representacion esquemdtica como divi-
si6n del rectingulo en celdillas, indi-
cando en cada una de ellas el drea y el
perimetro que corresponderia al rectan-
gulo si la celdilla en cuestion fuera el
vértice dnferior derecho» del rectdngu-
lo; de esta forma se observarian las
regularidades, progresiones aritméticas
para 4reas y para perimetros, las solu-
ciones y la imposibilidad de-otras solu-
ciones aumentando el tamario del rec-
tangulo.

6. Solucion de M. O’Nan (Davis, 1993):

Si a la expresién algebraica del proble-
ma afadimos la consideracién no res-
trictiva de que uno de los lados del rec-
tdngulo ha de ser menor o igual que el
otro (x £ y), podremos establecer la
siguiente acotacién:

xy < 2(y+y) = 4y = x < 4.

A partir de esta acotacion es ficil estu-
diar la solucién algebraica de los casos
x=1 (1ly = 2 +2 vy, sin solucién en N),
x=2 2y = 4 + 2y, sin solucién), x=3
3y = 6 + 2y, solucién y=6) y x=4
(4y = 8 + 2y, solucién y=4).

La solucion encontrada por
dos alumnos de COU

Durante las sesiones, una semanal, de
un Seminario sobre Estructuras vy
Problemas Ejemplares de Matemiticas,
a cargo del autor de este trabajo en el

La resolucion se
oriento, por parte
del profesor,
[..]
apareciendo como
prometedora
la utilizacion
del estudio
Y represeniacion
de la grdfica
cartesiana de la
Juncion asociada
al problema
de Isis

IB Tartesos de Camas (Sevilla), realizadas a lo largo del
curso 1995—96, se le plante6é a los alumnos asistentes,
pertenecientes al Curso de Orientacién Universitaria, el
problema de Isis. En unos minutos se encontraron las
soluciones del mismo, pero quedé por resolver si éstas
eran las Gnicas. La traduccion al lenguaje algebraico tam-
bién se obtuvo ripidamente. La resolucién se orientd, por
parte del profesor, tras dejar transcurrir algunas semanas
para dejar libre curso a las propias ideas e iniciativas que
pudieran manifestarse, hacia vias que estuvieran relacio-
nadas con los conocimientos mdas «rabajados» por los
alumnos de ese nivel, apareciendo como prometedora la
utilizacién del estudio y representacion de la grifica car-
tesiana de la funcidn asociada al problema de Isis:

Xy = 2x + 2y;
2X
X—2

La grifica cartesiana (figura 2) ilustra que dicha funcién,
una hipérbola, sélo pasa por los puntos (de coordenadas
nimeros naturales, positivos) que ya conocemos como
soluciones al problema de Isis.

§

Figura 2

El caracter decreciente de la funcién estudiada (a través
del estudio de su funcién derivada) y la existencia de
asintotas son puntos claves en esta demostracién del reo-
rema de Isis, que conlleva una actitud de «dnsumisién» a
algunos términos del enunciado, saliendo del marco pre-
establecido de los nimeros naturales para situarse en el




de los ntmeros reales, para después de determinados
anilisis en este nuevo marco obtener conclusiones sobre
su restricciéon al conjunto numérico inicial (ND).

Los argumentos anteriores fueron silenciados por el pro-
fesor que se limité a comentar el enunciado de este pro-
blema al grupo normal de alumnos de COU, fuera de las
sesiones del Seminario, a pedir que se realizara la grifica
de v = 2x/(x-2) y a, en alguna sesién posterior, preguntar
si existia alguna relacién entre ambas cuestiones, relacion
que fue advertida pdblicamente por algunos alumnos. Al
cabo de algunas semanas, Alejandro Ortiz Carmona y
Alberto Bech Sanchez, alumnos del grupo de COU en que
se habia incitado de alguna manera a buscar una soluciéon
inspirada en la grifica cartesiana, y asistentes al Seminario
mencionado, expusieron de forma convincente el resulta-
do de su trabajo conjunto que suponia una nueva demos-
tracion del teorema de Isis que el autor de este trabajo no
ha encontrado publicada hasta ahora, aunque puede
entroncar con la de Pandharipande.

Les ha sido pedida una exposicién escrita de su indaga-
cién, en la que, seglin manifiestan, ha jugado un papel la
representacion grafica de la funcién con un «iejo» orde-
nador, Spectrum de 128K, y un programa elaborado por
Alejandro Ortiz Carmona.

Otro enfoque de la resolucién del pro-
blema de Isis

A las siete métodos anteriores de resolucién del problema
de Isis, nos parece interesante afiadir una forma de reso-
lucién distinta, que puede considerarse inicialmente algo
tosca, pero que presenta gran potencia resolutiva en la
generalizacién del problema de Isis, tanto dentro del
plano como en el espacio. El método consiste en obtener
una acotacién, no para el menor de los lados del rectin-
gulo como se establece en la resolucién de O’Nan, sino
para ambos lados simultdneamente. La determinacién del
valor de la cota superior puede realizarse por comproba-
cibn algebraica sobre valores conjeturados (incluso
empiricamente) o por planteamiento algebraico directo.
En este Gltimo caso partirfamos de considerar la situacién
cuando los valores de los lados pueden expresarse como
suma de un valor inicial comtn y un valor especifico. de
cada uno de ellos (cambio de variable):
x=k+ay=k+babeEN
(incluso podria suponerse, x = k, y = k + b).

Recordando la expresion algebraica del problema de Isis
(A =P, xy = 2x + 2y), si sustituimos en la expresién del
area, A, y del perimetro, P, tendremos:
A = (k+a)(k+b) = k? + kb + ka + ab;
P = 4k + 2a + 2b.

[Otro] método
consiste en
obtener una
acotacion,
no para el menor
de los lados
del rectangulo
como se establece
en la resolucion
de O’Nan,
sino para
ambos lados
simultaneamente.

Si llamamos A = A - P,
A =ab + (k-2a + (k-2b + k?- 4k =
=ab + (k—2)a + &-2)b + k(k-4D.

La diferencia A 2 0, V k 2 4, con lo que
se llega a la conclusion de que el pro-
blema de Isis no puede tener solucién
si los dos lados son mayores que 4,
simultdneamente, por lo que al menos
uno de ellos ha de ser menor o igual
que 4. La resolucién terminaria como
en el procedimiento de O’Nan, anali-
zando los casos x=1, x=2, x=3 y x=4.

Si hubiéramos aventurado que esa cota
superior, comun a los dos lados, es 4,
siguiendo un desarrollo similar al ante-
rior quedaria demostrado que efectiva-
mente los dos lados no pueden ser
simultdneamente mayores que 4 (A > 0):

A = (4+a)(4+b) — 2(4+a) — 2(4+b) =
= ab+2a+2b>0, ¥V a b > 0.

Generalizacion plana del
problema de Isis

El problema de Isis puede generalizar-
se, dentro de un planteamiento plano,
bajo la condicién de que b veces el
drea sea igual a k veces el perimetro
(hxy = 2kx+y)), o incluso adjudicando
distintos coeficientes a x e y.

Siguiendo el mismo método que hemos
utilizado para el problema de Isis, no
generalizado, tendriamos, para el caso
general anterior (hxy = 2kx + 2ky), la
cota superior, s, simultinea para las dos
variables x e v s = 4k/h.

Como ejemplo podemos considerar los
siguientes casos:

a) xy =x +vy (h=1, k=1/2), s = 2.
Habrfa que comprobar solo los
casos x=1 (sin solucién), x=2 (con
solucién, y=2).

b) 2xy = 3x+ty) (h=2, k=3/2, s=3).
Comprobados los casos x=1, x=2 y
x=3, obtenemos las soluciones res-
pectivas 2, 6 y 3, 3.

o 3xy = 2x + 2y (h=3, k=1, s=4/3).
S6lo puede haber solucién para
x=1 (y=2).



d) xy = 0x + Gy, caso que se presen-
tard en el estudio de la generaliza-
cion tridimensional del problema
de Isis (h=1, k=3, s=12); deberin
probarse, sucesivamente, los valo-
res de x de 1 a 12, que podremos
reducir si determinamos una cota
inferior de los valores de x (en este
caso x>0, coeficiente de y en el
segundo miembro). Las soluciones
resultantes son los pares (7, 42),
(8, 24), 9, 18), (10, 15), y (12, 12).

e) 3xy = 10x + 10y, utilizable también
en la generalizacién del problema
de Isis al espacio tridimensional,
que veremos mis adelante (h=3,
k=5, s=20/3). Deben considerarse
los casos en que x toma valores
comprendidos entre 1 y 6, y las
soluciones de la ecuacion son los
pares 4, 20 y 5, 10.

A las soluciones anteriores habria que
afiadir, como es obvio, las resultantes
de intercambiar entre si los valores de
xevy.

Generalizacion espacial del
problema de Isis

En el caso del espacio tridimensional
N3, el problema de Isis podria enun-
ciarse pidiendo la determinacion de las
dimensiones, naturales, de un paralele-
pipedo rectangular, cuyo volumen, V,
sea igual al drea, A, del mismo (formu-
lado por Greer, 1993, p. 176):

V = A, xyz = 2xy + 2xz +2yz
Podriamos establecer una acotacién
simultdnea para los tres lados del para-
lelepipedo siguiendo un procedimiento
similar al seguido en el plano: x =k + a,
y=k+b,z=k+c a b cEN:

keta)(k+b)(k+c) =
= 2(k+a)(k+b)+2(k+a)(k+c)+2(k+b)(k+c),

Si consideramos A = V — A, operando
las expresiones anteriores y reorgani-
zando adecuadamente, tenemos:

A = abc + ab(k-2) + ac(k—2) + be(k-2) +
+ a(k®4k) + b(k*4k) + c(k*4k) + k3— 6k?,

En el caso del
- espacio
tridimensional
N3, el problema
de Isis podria
enunciarse
pidiendo la
determinacion de
las dimensiones,
naturales, de un
paralelepipedo
rectangular, cuyo
volumen, V, sea
igual al area, A,
del mismo.

cona, b, ¢, k&€ N. Cuandok > 6, A> 0, v el problema no
tiene solucién; por tanto una cota superior de las tres
dimensiones del paralelepipedo rectangular, simultdnea-
mente es 6. Esto nos permite estudiar el caso general a
través de 6 casos particulares, tomando para uno de los
lados (x por ejemplo), sucesivamente, los valores 1, 2, 3,
4,5y 6. De esta forma el problema tridimensional se
reduce a seis casos bidimensionales (generalizados):

a) x=1,yz =2y + 2z + 2yz, 2y + 2z + yz = O, que no
admite soluciones positivas.

b)  x=2, 2yz = 4y + 4z + 2yz; y + z = 0, ecuacién que tam-
poco admite soluciones positivas.

) x=3, 3yz = Oy + 6z + 2yz; yz = 6y + 6z, caso resuelto
en el apartado d) de la generalizacion plana, dando
los pares de soluciones (7, 42), (8, 24), (9, 18), (10, 15),
y (12, 12).

d) x=4, 4yz = 8y + 8z + 2yz; yz = 4y + 4z. Siguiendo el
procedimiento propuesto para la generalizacién bidi-
mensional, tenemos h=1, k=2, s=8, una cota superior
de los valores de y seria 8, y una cota inferior 5.
Resolviendo las ecuaciones correspondientes a y=5,
6,7 y 8, obtenemos, para y y z, los pares de solucio-
nes (5, 20), (6,12) y (8, 8).

e) x=5, 5yz = 10y + 10z + 2yz; 3yz = 10y + 10z, caso con-
templado en la generalizacién plana (h=3, k=5,
§=20/3). Tenemos una cota superior (para y, por
ejemplo) de 6, y una cota inferior de 3. Los pares de
soluciones obtenidos son (4, 20) y (5, 10).

) x=6, 6yz = 12y + 12z + 2yz; yz = 3y + 3z (h=1, k=3/2,
s=6); 3 <y <6, y los pares de soluciones correspon-
dientes son: (4, 12) y (6, 6)

Las ternas de soluciones obtenidas para el problema de
Isis, generalizado al espacio tridimensional, para las
dimensiones x, ), z, o cualquiera de sus permutaciones,
son por tanto las diez siguientes:

(3,7, 42), (3, 8, 24, (3, 9, 18), (3, 10, 15), (3, 12, 12),
{, 5, 20), (4,6,12), 4, 8,8, (5,5, 10 v (5, 6, 6.

El método anterior para resolver el caso tridimensional
puede generalizarse a espacios de mayor dimension N9,
d>4, manteniendo el modelo de expresion algebraica del
caso bidimensional y tridimensional; en el caso cuatridi-
mensjonal la expresién algebraica correspondiente seria:

Xyzt = 2Xyz + 2Xyt + 2xzt + 2yzt.

El elemento determinante para la accidon de reducir el .
planteamiento a un nimero finito de casos es el estable-
cimiento de una cota superior para el conjunto de las
dimensiones. Siguiendo un procedimiento similar al
seguido en el caso bidimensional y tridimensional se
puede establecer con caricter general el teorema segin el
cual una cota superior en N9 de las d variables es 2d (4 en




el caso bidimensional, 6 en el tridimensional, como ya
sabemos, 8 para el espacio de cuatro dimensiones,...). La
demostracion de este teorema no €s conceptualmente
complicada empleando el método ya descrito, pero su
expresion resulta algo prolija. Puede demostrarse (tam-
bién para d=2y d=3, ya analizados) de forma mas ele-
gante recurriendo a los procedimientos de resolucion pro-
puestos por O'Nan (Davis, 1993, p. 5) y por Imree (1987,
respectivamente, procedimientos que revelan, a través de
esta convergencia, su proximidad, por encima de las apa-
riencias.

Siguiendo el procedimiento de O'Nan al caso general:

XXXy e Ky oKy 1% =

= 2K XKy o Xy Kgq T XX

XXy e X K T XXXy e Xga%g ¥

3

o XX X K Kyt X X X X ).

Si ordenamos los valores de las distintas dimensiones:
X <$X,SX, < . <X, S Xy

podemos sustituir en cada término del segundo miembro
cada factor hasta llegar al factor ausente» en cada t€rmino,
por el siguiente en la secuencia ordenada anteriormente;
con ello el primer miembro queda acotado superiormente
por el resultado de la sustitucion mencionada (que afecta
a todos los términos excepto al Gltimo de ellos):

X XKy e Xy X Xy <

<
< 20,X,%, o Xy Xg KKK Xy Xg ™t

'*'X2X3X4 Xdﬁle‘f‘ +X2X3 Xd—zxd—lxd+X2X3 Xdizxd_le)

Como todas las variables son positivas, podemos dividir
por el término que aparece repetidamente en el segundo
miembro, resulta:

x, €201+ 1+ . 4L +D, xS 2d,

y queda demostrado que una cota superior de la menor
de las dimensiones (y por tanto de todas ellas) es 2d.

Aplicando el procedimiento de Imree al enunciado gene-
ral formulado, si dividimos los dos miembros por el pro-
ducto de todas las variables que constituyen el primer
miembro, resulta:

2 2 2 2

1 = —+ 4o —
Xq Xd-1 X2 X1

(con d sumandos)

igualdad que no puede satisfacerse s todas las variables
toman valores superiores a 2d, con lo que queda demos-
trada la acotacién simultanea de todas las variables que
intervienen en el problema de Isis, d-dimensional.

El problema de Isis
presenta
Jfundamentalmente
un interés desde el
punto de vista de
la bistoria de
las culturas
matemdticas.
Como otros
problemas, sirve
de motivo para
la reflexion sobre
el proceso de
conocimiento
humano, a traves
de los variados
intentos y vias
de resolucion.

Consideraciones
vas sobre la resolucion del
problema de Isis

cogniti-

El problema de Isis presenta fundamen-
talmente un interés desde el punto de
vista de la historia de las culturas
matematicas. Como otros problemas,
sirve de motivo para la reflexién sobre
el proceso de conocimiento humano, a
través de los variados intentos y vias de
resolucion.

Davis (1985; 1993, pp. 3-8) destaca la
importancia de las distintas «epresenta-
ciones» empleadas en los intentos, con
éxito o sin él, de resolucion del proble-
ma de Isis, importancia que no puede
ser negada. Sin embargo, conviene
advertir del peligro de reducir el proce-
so de conocimiento a la evocacién de
esquemas o armazones de resolucion.
A pesar de que pueda vincularse la idea
de wepresentacion» a los méds dindmicos
principios piagetianos de «asimilacion»
y «acomodacién» (Davis, 1984, p. 158),
parece insuficiente limitarse al juego de
wepresentaciones» en el desarrollo del
conocimiento, en el proceso de apren-
dizaje y en la resolucion de problemas.

En este sentido, de no supeditacion a
una interpretacién basada exclusiva-
mente en esquemas Cognitivos, puede
tener algln interés el trabajo presente.
Asi no nos parecen equiparables en
importancia las dieciocho representa-
ciones en los intentos de resolucion
recogidos por Davis (1985), algunas de
ellas ligeras variantes de otras, con
otros enfoques mds amplios, quizas no
limitables a meros esquemas de repre-
sentacién. Davis mismo admite la exis-
tencia de ciertas categorias por encima
de cada tipo de representacién cuando,
por ejemplo, manifiesta respecto a la
solucién aportada por Greer «. €y
solo él, pensd acerca de las baldosas
cuadradas concretas... todos los demds
nos alejamos inmediatamente de las
representaciones concretas del proble-
ma y empleamos en su lugar repre-
sentaciones abstractas» (Davis, 1993, p.
6); surge pues, en el mismo texto de
Davis, la necesidad de abordar el fené-



meno de pasar de unos grupos de re-
presentaciones a otros.

En la resolucidén que hemos ofrecido
del problema de Isis, basada en la idea
de acotacion, expresable, en un princi-
pio, de forma algo rudimentaria (con
una mezcla de aspectos concretos, en
la fijacién de una presumible cota, y de
aspectos algebraicos en la demostra-
¢i6n de lo acertado de la conjetura con-
creta previa), y depurada posteriormen-
te usando métodos algebraicos, y parti-
cularmente a través de los procedi-
mientos de resolucién empleados por
O'Nan, M. (Davis, 1993, p. 5) y por
Imree (1987), se perfila, como en los
trabajos que acabamos de mencionar,
quizds con mayor pureza en sus
planteamientos mds rudimentarios, la
conveniencia de destacar una accion de
resolucion (si se prefiere un bloque de
representaciones) consistente en defor-
mar el conjunto del problema inicial,
no acomodindose al planteamiento
explicito en el enunciado de «dgualdads,
sino transformandolo en un problema
de desigualdad que permita una mayor
amplitud de manipulacién, concreta y
abstracta. Con toda la importancia que
pueden tener las representaciones
particulares del problema, distinguien-
do, por ejemplo, como distintas repre-
v2n (quinta
representacién), 2n + v = nv (sexta
representacion)...» (Davis, 1985, p. 90),
nos parece mis relevante la distincién
entre Jineas» o estrategias de accién y

sentaciones «4n + 2v =

resolucién. Una primera distincién de
lineas puede establecerse en torno a la
actitud de sujecién, o de independen-
cia, respecto al enunciado recibido. En
nuestro caso la actitud de irreverencia
respecto al enunciado recibido, saltan-
do, al menos provisionalmente, de un
enunciado en el que se pone el énfasis
en determinar valores concretos que
satisfacen una condicién de igualdad, a
establecer una cota, superada la cual no
se cumple dicha condicién, supone una
preponderancia de la accién de «asimi-
lacion» sobre la «acomodaciéns, asimila-
cién que acaso deba entenderse mis
alla del sentido cognitivo, restrictivo,
para resaltar su aspecto biologico origi-

La importancia
concedida a
la actitud
transformadora
del sujeto no
nos bhace
identificarnos,
sin embargo, con
el planteamiento
constructivisia
en boga que
ignora o
menosprecia
el papel del medio
como moldeador
del conocimiento
y la referencia
objetiva (exterior
al sujeto) del
conocimiento
mismo.

Alberto Martinez
IB Tartesos.
Camas (Sevilla)

nario (Piaget, 1977) de actuacion transformadora sobre el
medio.

Aniloga situacion de #nsumision se detecta en el método
de resolucion descubierto por los alumnos de COU del 1B
Tartesos de Camas (Sevilla), Alejandro Ortiz Carmona y
Alberto Bech Sinchez. En este caso el distanciamiento de
las condiciones prefijadas del problema se produce respec-
to al conjunto numérico al que tienen que pertenecer las
soluciones, planteando el problema en R (y no en N), mis
que respecto a que la relacion considerada sea de igualdad.

La importancia concedida a la actitud transformadora del
sujeto no nos hace identificarnos, sin embargo, con el
planteamiento constructivista en boga que ignora o
menosprecia el papel del medio como moldeador del
conocimiento y la referencia objetiva (exterior al sujeto)
del conocimiento mismo. Aunque paraddjicamente haya-
mos puesto el énfasis sobre la acciéon del sujeto en lugar
de las meras representaciones, mas propicias a ser consi-
deradas como reflejos de una realidad objetiva, no
suscribimos la filosofia y la epistemologia constructivista
defendida, entre otros, por Davis (Davis, Maher y
Noddings, 1990), siguiendo el modelo del procesamiento
de la informacion, nueva forma de conductismo para
algunos. El debate sobre estos aspectos epistemologicos,
apenas comenzado, necesita, para prosperar, liberarse del
paralizante dogmatismo académico y administrativo,
actualmente anclado en el constructismo y factor de su
escasamente discutida hegemonia.
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El software matematico y
los lenguajes de programacién

Jose F. Quesada Moreno

Se lleva a cabo un andlisis
de los lenguajes de
programacién desde el punto
de vista de sus relaciones
con el software matemdtico.
Para ello se comienza con
una definicién bastante
flexible de software
matemdtico, para continuar
con un andlisis metodolégico
de los lenguajes de
programacién, estudiando
los paradigmas imperativo,
funcional, la programacion
légica y la orientacién a
objetos. Por Gltimo se realiza
un estudio histérico de los
lenguajes de programacion,
asi como de los lenguajes de
programacion mds
adecuados para la
implementacién de
algoritmos matematicos.

| software matemético: objeto y método
de estudio

El objetivo de este articulo es el estudio del software
matematico desde el punto de vista de los lenguajes de
programacién. Aunque aln estamos inmersos en la
corriente de crecimiento exponencial que caracteriza a las
tecnologias de la informacién, lo que podria cuestionar
una vision critica acerca del mismo proceso de desarrollo,
creo que la interconexion entre las ciencias de la computa-
cibn y las matemdticas es lo suficientemente notoria como
para ser expuesta sin temor a una grave equivocacion.

Es algo mis que una simple curiosidad el que los prime-
ros ordenadores estuviesen dirigidos, en lo fundamental,
hacia la automatizacién de determinados computos mate-
maticos. Esta concepcién «matematizadora» se ha mante-
nido durante todos estos afios y dan cuenta de su perma-
nencia algunos datos bastante significativos. En super-
computacion, el ambito de mixima potencia computacio-
nal, se mide la potencia de una plataforma en FLOPS! o
en unidades mas sofisticadas que integran el denominado
ambito de los benchmarks, que en su conjunto, y a pesar
de sus diferencias, tienen un fuerte componente de cém-
puto matematico. Otro dato de interés se puede despren-
der de la consideracién del conjunto de microinstruccio-
nes implementadas a nivel hardware en la mayoria de los
procesadores comerciales, donde aparece como un apar-
tado, en ninguna medida secundario, el conjunto de ope-
raciones matematicas. También se puede mencionar la
comercializacién de coprocesadores matemdticos, o la
enorme importancia que para determinados tipos de pro-
blemas estin asumiendo los procesadores vectoriales.

La interconexién mencionada no se ha producido tnica-

mente en el plano tedrico, sino que se ha visto reflejada



en una ingente cantidad de utilizaciones concretas de los
recursos informdticos para la resolucién de problemas
matemdticos, tanto de las diferentes ramas de la matema-
tica pura como de las miltiples 4reas de aprovechamien-
to de la matematica aplicada.

Asi pues, a la especificacion inicial segln la cual el obje-
tivo propuesto seria el estudio del software matematico,
habria que afiadir el que este campo se puede caracteri-
zar por la profusién de investigacién y desarrollo, por lo
que se hace necesario el discutir, a modo de estructura-
cion conceptual, el objeto y el método de estudio en
torno a los que girard nuestro analisis.

Para centrar el tema de estudio, asumiendo siempre como
objetivos la brevedad y la economia conceptual, creo que
la siguiente definicién es bastante adecuada, al menos
como hipétesis de trabajo: se entenderd por software
matemdtico toda implementacién computacional de algo-
ritmos matematicos.

Cabe destacar dos ideas de la definicién anterior: en pri-
mer lugar, la nocién de algoritmo, y mis especificamente
de algoritmo matemitico, nos retrotrae hasta la existencia
de un mecanismo formalizado Y general para la resolu-
cién de un tipo dado de problemas. Las especificaciones
formales del concepto de algoritmo conforman en si mis-
mas un campo amplio y apasionante; no obstante, para el
problema que nos ocupa serd suficiente considerar que
un algoritmo es un conjunto de reglas mediante las que
se especifica una serie de estructuras de datos ¥y mecanis-
mos u operadores para su manipulacion, de tal forma que
Su ejecucion, en un tiempo finito, permite obtener una o
mds estructuras nuevas de datos, cuyo contenido sers la
solucién para el problema considerado.

La segunda idea a destacar de la definicién de software
matematico es la nocién de implementacion computacio-
nal. Es evidente que solo se podrd hablar de software
matematico cuando el algoritmo matemitico pueda ser
reescrito de forma tal que sea procesable por un compu-
tador, entendiendo un computador como una miquina,
de proposito general, disefiada especificamente para el
procesamiento de simbolos (lo que recuerda, aunque sélo
en su base conceptual, la nocién de magquina de Turing).

La definicién presentada para el software matematico es
intencionadamente genérica, es decir, no lo es por casua-
lidad, sino porque se ha considerado que la imposicién
de otras restricciones, aunque permitirfa perfilar con
mayor precision el campo, podria excluir 4dreas de verda-
dero interés.

Estas Gltimas consideraciones nos llevan hasta el proble-
ma del método de estudio. Existen varias formas de abor-
dar el estudio de este campo caracterizado por la existen-
cia de miles de entornos. En nuestro caso se ha optado
por un enfoque analitico y sistemdtico, en el que, a través

...Se entenderd
por software
matematico toda
implementacion
computacional de
algoritmos
matemdaricos.

1 FLOPS (floating-point opera-
tions per second) se define
como operaciones matemati-
cas elementales en punto flo-
tante {usando decimales) por
segundo.

de una serie de esquemas clasificato-
rios, se ordena la mayor parte del soft-
ware, herramientas, entornos, paque-
tes, etc., disponibles,

Un primer marco de clasificacién nos
permite delinear tres grandes 4reas:

a) Lenguajes de programacioén,
b) Librerias matemdticas.
¢ Sistemas de ilgebra computacional.

El presente articulo se centrard en la
primera de las 4reas: los lenguajes de
programacion.

Los lenguajes de progra-
macién y el software
matematico

Teniendo en cuenta el enfoque presen-
tado, el primer tema que se debe abor-
dar es el relativo a los lenguajes de pro-
gramacion, y ello por dos razones fun-
damentales,

En primer lugar, porque la implementa-
cibn real de algoritmos matematicos se
debe hacer mediante algtin lenguaje de
programacion. Siempre que alguien
intente implementar cualquier algorit-
mo, desde los mis basicos o elemen-
tales hasta los mds sofisticados y com-
plejos, deberd recurrir a un lenguaje,
que es un concepto abstracto que
engloba estructuras de datos, mecanis-
mos o reglas logicas que rigen la mani-
pulacién simboélica, estructuras de con-
trol del flujo del proceso, pero que es
también un ente concreto formado por
compiladores, editores, depuradores,
ete. Ademis de esta razén, ocurre que
el resto de los paquetes, librerias, entor-
nos interactivos, sistemas de algebra
computacional, programas especializa-
dos para determinados dmbitos de la
matemdtica aplicada, etc.; en general,
todos los entornos mas o menos sofisti-
cados del software matematico, estin
programados en algin lenguaje, de
forma que el conocimiento del lengua-
je que le sirve de base puede ayudar a
comprender de una forma mis adecua-
da sus prestaciones, la sintaxis propia
del entorno, e incluso nos puede per-



mitir incorporar moédulos propios o
definidos por el usuario para abordar
cuestiones no resueltas directamente
por el paquete.

Otra razdn, de cariz mis general, es
que el estudio de los lenguajes de pro-
gramacion permitird conocer las técni-
cas bidsicas y fundamentales que se
estan empleando a nivel computacional
y que sirven de soporte para compren-
der la evolucién y las potencialidades
del software que se estd desarrollando
y se desarrollard en los proximos afios.

El resto del articulo se estructurard en
torno a los siguientes temas: En la sec-
ciébn siguiente se presentard una breve
descripcién de lo que se entiende por
lenguaje de programacion, junto con
una primera clasificacion, muy esclare-
cedora, de los cuatro modelos o para-
digmas bidsicos de la programacion.
Mis adelante se ofrece una segunda
clasificacién de los lenguajes, en este
caso dirigida por un motivo més histo-
ricista y que pretende dar cuenta de la
evolucion de los lenguajes a través de
las asi denominadas generaciones. A
continuacién se presentarin brevemen-
te las fechas mas caracteristicas asocia-
das con los lenguajes mas representati-
vos, y por Gltimo, se abordari el estu-
dio mas técnico de las caracteristicas de
los lenguajes que han tenido, tienen o
podran tener mayor interés para el soft-
ware matematico.

Los lenguajes de progra-
macion. Una clasificacién
metodolégica

Partimos de la nocién de lenguaje en-
tendido de acuerdo con la tradicién del
racionalismo lingiifstico antisolipsista
representada por el Tractatus logico-
Dbhilosophicus de Wittgenstein, segln la
cual un lenguaje es un conjunto de
reglas que permiten la comunicacion o
transmisidén de ideas, comunicacion
que es posible al ser las reglas compar-
tidas y aceptadas por un grupo de indi-
viduos. la consecuencia fundamental
de este planteamiento es la nocién de

...un lenguaje es

un conjunto de
reglas que
permiten la
comunicacion o
transmision de
ideas,
comunicacion
que es posible al
ser las reglas
compartidas 'y
aceptadas por
un grupo de
individuos.

2 Donde T es el conjunto de sim-

bolos terminales, N es el con-
junto de los simbolos no termi-
nales {y se cumple Tn N = ¢),
P es el conjunto de las reglas
de produccién e | es el simbo-
lo inicial {I & NJ.

convencién en torno a un conjunto de reglas: un forma-
lismo, para la comunicacion de ideas, entendidas estas
Gltimas en un sentido muy amplio, donde por supuesto
caben los algoritmos.

Asi pues, €l concepto de lenguaje queda automaticamen-
te ligado con otro no menos importante a este nivel como
el de gramdtica, entendida esta Gltima como el conjunto
de reglas que especifican la sintaxis de un lenguaje. El
conjunto de reglas que forman una gramitica definen
todas las construcciones vilidas del lenguaje, por lo tanto,
una gramdtica se puede contemplar formalmente como
una definicion intensiva de un lenguaje. Desde un punto
de vista constructivo o de disefo, una gramatica estd for-
mada por cuatro elementos bésicos:

a) Un conjunto de simbolos terminales, que son las rea-
lizaciones atémicas (individuales) concretas que se
combinan para formar construcciones del lenguaje.

b) Un conjunto de simbolos 1o terminales, que no forman
parte del lenguaje en si mismo, sino que representan
elementos intermedios de cuya definicién se encargan
las reglas de produccion, y que de alguna forma cons-
tituyen las abstracciones tedricas o conceptuales impli-
cadas en el proceso de anilisis de una entrada segtn
las reglas, para determinar su gramaticalidad.

¢ Un conjunto de reglas de produccion que especifican
formalmente las definiciones de los simbolos no ter-
minales y que a nivel sintdctico determinan el proce-
so de andlisis de la gramaticalidad de las construccio-
nes de simbolos no terminales del lenguaje.

d) Un simbolo meta, perteneciente al conjunto de los
simbolos no terminales, y que concebido como sim-
bolo inicial de derivacidon sobre el que operan las
reglas de produccion determina el conjunto (finito o
infinito) de férmulas (combinaciones o secuencias de
simbolos terminales del lenguaje) bien formadas.

La estructura de las reglas de produccidon determina el
modelo gramatical del lenguaje. A este nivel es atn acep-
tada la clasificacién de Chomsky que distingue entre gra-
maticas generales, sensibles al contexto, de contexto libre
v regulares.

Esto nos permite establecer una primera especificacién de
lo que es un lenguaje de programacién como en general
un lenguaje, que, por consiguiente, tendrd asociada de
forma biunivoca una gramatica que determinard exhausti-
vamente la sintaxis del mismo y las formulas bien forma-
das que lo componen. Por tanto, en cuanto a su presen-
tacion formal un lenguaje de programacion, o més exac-
tamente su gramatica, serd una 4-tupla:

G = (LNPLF

En esta definicion el elemento determinante es el conjun-
to de reglas de produccién o producciones, cuya estruc-



_ tura determinara la complejidad gramatical del lenguaje.
La mayorfa de los lenguajes actuales poseen gramiticas
incluidas dentro del tipo de contexto libre (CFG: context
free grammars) dentro de la clasificacién de Chomsky?.

No obstante, los lenguajes de programacién presentan
ciertas caracteristicas que los diferencian del resto de los
lenguajes naturales, caracteristicas que afectan fundamen-
talmente a los focos de la comunicacién (intervencion del
computador), al contenido (programas, Cuya estructura es
significativamente diferente a la comunicaciéon interperso-
nal) y al medio o canal (el simbolismo y la semantica que
sitven de soporte a la construccién de programas).

Estas consideraciones nos permiten concluir con la
siguiente definicion: un lenguaje de programacion es un
lenguaje cuya gramitica ha sido disefiada especificamen-
t€ para que una persona pueda expresar formalmente el
proceso que un computador deberd seguir para resolver
un problema.

Los cuatro conceptos escritos en cursiva polarizan la aten-
Cién a la hora de abordar una clasificacién metodolégica
de los lenguajes de programacién; pudiendo hablarse de
lenguajes de programacién orientados a la persona, al
proceso, al computador y al problema, como se muestra
en la figura 1.

Orientacién

ala
persona

t

Lenguajes

Orientacion ‘
de

Orientacién
al
computador

al <

proceso

programacion

{

Orientacion
al
problema

Figura 1. Orientaciones de los lenguajes de programacién

Seglin qué polo sea el dominante se podrin establecer
cuatro modelos de lenguajes que dan lugar a otras tantas
metodologfas de la programacion, las cuales aparecen en
la figura 2.

El modelo imperativo o procedimental

Este modelo asume la perspectiva del computador o, mas
exactamente, la perspectiva de la arquitectura SISD* o
modelo Von Newmann. Teniendo en cuenta que bajo este
modelo la computacién se concibe como tratamiento (alma-
cenamiento, manipulacién y recuperacion) de la informa-

Persona

Programacién
logica

Proceso Computador
. Iy =8 Imperativo
Pl?ug;?:ﬁicallon ; - de . proced(i)mental

_ programacion

Orientacién
a
objetivos

Proble1ﬁa

Figura 2. Metodologia de programacién

3 Una caracterizacién, aunque
somerad, de los fipos de gra-
mdticas de la clasificacién de
Chomsky viene expresada en
el recuadro adjunto.

4 Llas siglas SISD corresponden
a uno de los grupos (Single
Instruction Single Data) de la
clasificacién de Flynn en 1966.
Los computadores pertene-
cientes a este grupo se carac-
terizarian por tener CPUs
capaces de procesar simulténe-
amente sdlo una instruccién
{Single Instruction) que opera
sélo sobre un dato (Single
Data).

Sea G una: gramdtica definida como G = (TN,PJ).
(a)  Se entendera por. cadena de simbolos s cual-
quier secuencia, con o sin repeticiones, de
simbolos del vocabulario de G
TUN .

{b). - Por tamario de una cadena: |s| se indicaré
el nimero de simbolos, incluidas repelicio-
nes, de la cadena s..

[} - Se define una cadena especial: la cadena
vacia: ¢.

{d) Para cualquier conjunto (A] de simbolos se
define el producio’ cartesiano A x A o A2
como: :

AxA=(s=ab/a€EA beA

{e]. - Alse define como la aplicacién -1 veces del

producto cartesiano sobre A.

) A=z, A Acx A=AA A

A partir de estos conceptos se pueden obtener las

especificaciones formales de los cuatro tipos de
gramdticas, segin la forma de sus producciones:

Tipo 0: Graméticas generales

V(a,B) €P, a€(TUNJ*, pe(TUN)*

Tipo 1: Graméticas sensibles al contexto

Y(a,p) €P, a€(TUN}*, Be(TUNt,
o <]

Tipo 2: Gramdticas de contexto libre

V{a,Bl€P, aEN, BE(TUN)

I =ef

Tipo 3: Graméticas regulares

Vi{a,B)€P, a €N,

p=Ab, donde AeN, beT
é

B=b, donde beT



A

cién contenida en la memoria del com-
putador, los lenguajes que se basan en
¢l reflejan de una forma bastante direc-
ta la ejecucién secuencial de comandos
y la utilizacion de datos (variables)
¢uyo contenido se modifica durante el
proceso.

Debido a la cercanfa con la arquitectu-
ra del procesador, su traduccién a codi-
go maquina resulta relativamente senci-
lla por lo que fueron los primeros en
aparecer, y los Gnicos hasta la década
pasada. Entre los lenguajes que se pué—
den adscribir a este modelo destacan
Fortran, Pascal, Ada y C.

La orientacion légica

La programacién u orientacién logica
de los lenguajes de programacién se
centra en la perspectiva de la persona,
encarando el problema desde un punto
de vista l6gico. Es decir, aborda la espe-
cificacién de un problema no desde el
enfoque basado en cdmo bacer (secuen-
cias de pasos necesarios para obtener la
solucién) sino en gué hacer (hechos y
reglas relevantes que pueden ser utili-
zados para deducir la solucién).

La consecuencia principal de este mode-
lo es la separacién, tanto en el dmbito
conceptual como en el de implementa-
cién, entre lo que es la base de conoci-
mientos especifica para el problema
particular (y que en si constituye el pro-
grama) y el motor inferencial genérico
que incorpora los mecanismos de razo-
namiento que se aplican a la base de
conocimiento para obtener la solucién
del problema (y que de alguna forma
constituye el lenguaje).

Desde un punto de vista 16gico, un pro-
grama escrito segin el modelo que nos
ocupa estaria formado por un conjunto
de axiomas (hechos y reglas que se
asumen como verdaderos) y una sen-
tencia objetivo o meta a demostrar. A
partir de estos datos, las reglas de infe-
rencia deberdn determinar si los axio-
mas permiten deducir el objetivo pro-
puesto. La forma como esto se hace no
es competencia del programador sino
que forma parte del lenguaje mismo. Es

Desde un punto
de vista logico, un
programa escrito

[...] estaria
Jormado por un
conjunto de
axiomas [...] y
una sentencia

objetivo o meta a

demostrar. A
partir de estos
datos, las reglas
de inferencia
deberan
determinar si los
axiomas permiten
deducir el objetivo
propuesto.

decir, los programas escritos segin el modelo logico indi-
can una meta y los hechos que son relevantes para su
demostracidn, pero no expresan el método de derivacion,
sino que éste podra ser el resultado de la ejecucion del
programa, en el caso en que la meta sea derivable de los
hechos.

Los ejemplos clésicos de orientacion logica lo constituyen
Prolog v los lenguajes de interrogacion para bases de
datos relacionales.

El modelo funcional

Este modelo adopta el punto de vista centrado en el pro-
ceso de solucién del problema. La idea que le sirve de
base es la nocién matematica de funcién, concebida como
un tipo especial de correspondencia entre un conjunto
dominio y un conjunto imagen o destino. La traduccién
gramatical de este concepto para servir como modelo de
programacién supone la equiparacién entre el conjunto
dominio con todas las posibles entradas y el conjunto des-
tino con las salidas posibles. La definicién de la funcién
muestra c6mo un elemento del conjunto imagen es obteni-
do a partir de un elemento del conjunto dominio.

A nivel formal se suele utilizar en el modelo funcional la
denominada expresion lambda desarrollada por Church
en 1941.

El lenguaje funcional mis clésico es Lisp, el cual ha servi-
do de modelo para otros lenguajes y entornos.

La programacion orientada a objetos

Por tltimo, y de aparicién mis reciente, encontramos la
programacion orientada a objetos, cuya filosoffa de dise-
fio se preocupa fundamentalmente por la perspectiva del
problema real.

Desde un punto de vista estructural, este modelo esta for-
mado por cuatro componentes basicos:

— Clases. Una clase define un modelo de objetos. Puede
concebirse como un tipo de datos abstracto (TDA)
que incluye una estructura interna y un conjunto de
operaciones. Con maybr detalle, una clase esti for-
mada por una serie de métodos y descripciones que
asumirdn automdticamente todos los objetos de la
clase sin necesidad de una redefinicién para cada
caso.

—  Meétodos. Se trata de las descripciones de las opera-
clones que un objeto perteneciente a una clase reali-
zard cuando reciba un mensaje. Es decir, la recepciéon
de un mensaje por parte de un objeto desencadena-
rd la ejecucion de un método (que estard en funcién
del tipo del mensaje, el tipo de objeto y su estado
actual).




— Mensajes. Son los ftems de informacion transferidos
desde un objeto hasta otro con la finalidad de obte-
ner un resultado determinado, estando predefinidos
en el objeto receptor las relaciones entre mensajes y
métodos; ademds el objeto emisor no tiene por qué
conocer el mecanismo de resolucién del problema,
sino que una vez enviado el mensaje, las operaciones
necesarias que se deban ejecutar para obtener el
resultado requerido estaran determinadas y controla-
das exclusivamente por el objeto receptor.

— Objetos. Los objetos son las instancias particulares de
las clases y, por lo tanto estdn constituidas por un
conjunto encapsulado de operaciones y una descrip-
cién actual del estado del objeto, que se encarga de
mantener permanentemente los efectos de las opera-
ciones ejecutadas sobre él. A partir de la recepcion de
un mensaje asociado con una operacion, el objeto
activa el método correspondiente, pudiendo, entre
otras cosas, enviar nuevos mensajes a otros objetos.

Las principales caracteristicas o propiedades del modelo

son:

e Herencia: es posible definir una jerarquia de clases, y
por extension, de objetos, de forma que sea automati-
ca la asuncién de propiedades, métodos, etc., por parte
de las clases inferiores en la escala; permitiéndose, no
obstante, la especificacién de excepciones.

e Encapsulado: esta propiedad permite ver a los objetos

como estructuras auténomas, donde el modelo des-

criptivo del estado y los pares mensajes-métodos vie-
nen predefinidos por la clase a la que pertenece el
objeto y el valor actual del objeto estd determinado por
los métodos activados en respuesta a los mensajes de
una ejecucién particular.

e Polimorfismo: lo que significa que el mismo mensaje
puede ser enviado a diferentes objetos, y que el méto-
do adecuado se estableceri segin la clase a la que per-
tenezca cada uno de los objetos receptores. E incluso,
se podran enviar mensajes sin conocer la clase de obje-
tos receptora.

El primer lenguaje que implementé la metodologia de la
programacion orientada a objetos fue Simula en 1966,
posteriormente revisado en Smalltalk. C++ se considera
un lenguaje hibrido, donde a partir de un lenguaje impe-
rativo se han afadido algunas de las caracteristicas del
modelo orientado a objetos.

Una clasificacién histérica de los len-
guajes de programacion

Son muchas las clasificaciones de los lenguajes de pro-
gramacion en etapas a lo largo de los dltimos 40 o 50
aflos. De entre ellas se ha elegido la siguiente por ser

1950 1960

representativa de la evolucidén que se
ha logrado a este nivel. Basicamente se
estructura la historia de los lenguajes de
programacién en cinco generaciones.

1970 1980 1990 2000

Codigo maquina

Ensamblador

Alto Nivel

Cuarta generacion

GENERACIONES
(O8]

Basados en conocimiento

5 Como es obvio, todos los pro-
cesos histéricos no son facil-
mente demarcables. Esto se ha
visto reflejado en la breve his-
toria de la informética, y asi
las fechas que se indican para
cada generacién deben ser
comprendidas como efapas
con limites difusos, pues las
ideas asociadas con cada
metodologia y cada lenguaje
no aparecen ni se eliminan de
una forma puntual.

Figura 3. Las generaciones de los lenguajes de programacién

Primera generacion:
Lenguajes maquina

La primera generacién (1950-1960)°
estd basada en la utilizacién de instruc-
ciones en codigo miquina, es decir, la
programacién se realiza utilizando
directamente los codigos binarios de los
procesadores. Los dos problemas de esta
metodologia eran la dificultad del codi-
go vy la dependencia de la arquitectura.

Segunda generacion:
Lenguajes ensambladores

La segunda generacion (1955-1970) estd
caracterizada por la presencia de len-
guajes ensambladores simbolicos. Bisi-
camente pretendié corregir uno de los
problemas de la generacién previa: la
dificultad del cédigo binario, al ofrecer
un codigo alfabético mnemotécnico para
cada instruccién méquina, haciendo mas
sencilla la comprension y el desarrollo
de programas. No obstante, persistia la
segunda dificultad, a saber, la dependen-
cia de la arquitectura y los consiguientes
problemas de portabilidad.



Tercera generacion:
Lenguajes de alto nivel

La tercera generacion de lenguajes
agrupa los denominados lenguajes de
alto nivel y se inserta dentro de una
corriente general de renovacion en el
ambito de la informdtica ejemplificada
por la tendencia a la estandarizacion de
los sistemas operativos, intentando ase-
gurar de esta forma la portabilidad de
las aplicaciones.

Quizas la caracteristica principal de esta
generacioén sea la presencia de un en-
torno de desarrollo cercano al progra-
mador, que realiza grandes abstraccio-
nes con respecto a las instrucciones na-
tivas de la maquina.

Los primeros lenguajes de alto nivel en
aparecer fueron Fortran y Cobol, a los
que siguieron Pascal, C, PL/1, etc., que
implementan ya metodologias estructu-
radas de programacion.

Cuarta generacion

Desde principios de los ochenta se
viene hablando de lo que seria una
cuarta generacién de lenguajes conce-
bidos como herramientas para el desa-
rrollo rapido de aplicaciones. Enlazado
con la clasificacién metodolégica des-
crita en la seccién anterior, esta genera-
cién representa la imposicién de la
metodologia de la orientacién logica
sobre la programacién imperativa carac-

1950
1960
1970

[Fortran-77
1980
1990 | (rormansa)
2000

La posibilidad de
una quinta
generacion de
lenguajes ha
venido vinculada
ala
realizabilidad
de las técnicas
de inteligencia
artificial, y
realmente
suponen un niuevo
paso en la
incorporacion de
conocimiento a
los sistemas
computacionales.

teristica de la tercera generacion; es decir, el paso desde
el como hacer al qué hacer.

Dentro de los entornos de cuarta generacién se incluyen:
e Sistemas de gestién de bases de datos.

e Lenguajes de interrogacion (tipo SQL).

e Generadores de informes.

e Grificos comerciales interactivos.

e Paquetes de software integrado. Etc.

Quinta generacién: Sistemas basados en el
conocimiento

La posibilidad de una quinta generacioén de lenguajes ha
venido vinculada a la realizabilidad de las técnicas de
inteligencia artificial, y realmente suponen un nuevo paso
en la incorporacién de conocimiento a los sistemas com-
putacionales.

Entre los sistemas basados en conocimiento que caracte-
rizan esta quinta generacién se encuentran:

e Los sistemas expertos.

» Los motores de inferencia.

o El procesamiento del lenguaje natural. Etc.

Las especificaciones formales de estos entornos introdu-
cen fuertes requisitos en cuanto a potencia computacional
para lograr implementaciones eficientes. En concreto, la
investigacidon actual ha fijado su interés en el procesa-
miento masivamente paralelo.

Breve historia de los lenguajes de pro-
gramacion

En esta seccion se pretende ofrecer una breve relacién de
las fechas mas importantes desde el punto de vista de la
historia de los lenguajes de programacion:

Smalltalk

Figura 4. Principales relaciones entre los lenguajes de programacién



1956, Fortran: disenado e implementado por John
Backus, IBM.

1960 COBOL.
ALGOL 60.

LISP, desarrollado por John . McCarthy en el
Attificial Intellegence Group del M.LT

1962 APL, especificado por Kenneth Iverson.

1965 BASIC, desarrollado por Thomas Kurtz'y John
Kemeny es el Dartmouth College.

1966 Fortran 66, ANSI X3.9-1966.

1967 Simula 67, desarrollado por® Ole-Johan Dahl y
Kristan Nygaard,

1969 ALGOL 68.
Pascal.

1972 Prolog, desarrollado en la Universidad de Marsella
por Alan Colmerauer.

1973  Smalltalk, desarrollado por Alan Kay en el centro
de Investigacién de Xerox en Palo Alto.

1978 C, desarrollado en los laboratorios Bell, desde
1972 por Dennis Ritchie.

Fortran 77, ANSI X3.9-1978.
1981 Common LISP.
1982  Modula-2, desarrollado por Niklaus Wirth.
1983 Ada ANSI/MILSTD 1815A.

1986  C++, Bjarne Stroustrup afiadié en los laboratorios
Bell de ATT caracteristicas de orientacidn a obje-
tos al lenguaje imperativo C. :

1991  FORTRAN 90, ISO/IEC- 1953.

Los lenguajes de programacion mdas
importantes desde el punto de vista
del software matematico

Pricticamente todos los lenguajes de programacién incor-
poran elementos que los hacen susceptibles para ser uti-
lizados en la implementacion computacional de algorit-
mos matematicos. No obstante, entre los lenguajes existen
diferencias que afectan fundamentalmente a la cercania
notacional con respecto a las matematicas, a la eficiencia
con que ejecutan las implementaciones o a las herra-
mientas de desarrollo que acompafian al lenguaje, desde
librerfas de funciones hasta editores sensibles al lenguaje.
Esto ha hecho que no todos los lenguajes se hayan usado
con la misma frecuencia en este ambito, como lo demues-
tra la comparacidén, del que quizés es el caso mis obvio,
entre Fortran y Cobol.

Prdacticamente
todos los lengucjes
de programacion
incorporan
elementos que los
hacen susceptibles
para ser utilizados
en la
implementacion
computacional de
algoritmos
matemdaricos.

Entre los lenguajes que se encontrarian
en un primer escalafén en importancia
con respecto al software matemdtico se
podrian incluir Fortran, Lisp y C. A un
segundo nivel se puede destacar tam-
bién el uso extendido de Pascal, Ada,
Modula, etc. Por motivos obvios de
extensién centraremos nuestro estudio
en los tres primeros.

FORTRAN

Se trata del lenguaje de alto nivel mas
antiguo, ideado inicialmente por John
Backus en IBM, y concebido especifica-
mente para el desarrollo de aplicaciones
propias de la ciencia y la ingenieria. Es
interesante notar que ante las alternati-
vas que suponia el codigo maquina y el
c6digo ensamblador, el grupo dirigido
por Backus se preocupard por obtener
una sintaxis bastante cercana a la nota-
ci6én matemdtica usualmente empleada,
de ahi el origen del término FORTRAN:
FORmula TRANslations. A través de su
dilatada historia, que se ha reflejado en
la aparicién de distintas normalizacio-
nes: Fortran 66, Fortran 77 y el reciente
Fortran 90, Fortran se ha convertido
quizas en el lenguaje mis usado para
computaciéon cientifica, existiendo real-
mente una cantidad ingente de material
va implementado en este lenguaje.

Desde un punto de vista mas técnico,

Fortran es un claro representante de la

orientacién procedimental, a la que

contribuyé de una forma especial

incorporando, entre otras, las siguientes

nociones:

e las variables y las sentencias de
asignacion.

e Los tipos de datos.

e La modularidad, a través del uso de
subprogramas.

e Formateo de las entradas y las sali-
das.

Entre las caracteristicas incorporadas

por el nuevo estdndar, Fortran 90,

merecen destacarse las siguientes:

¢ Almacenamiento dindmico.

¢ Un formato fuente que abandona las
caracteristicas de las tarjetas para
adecuarse mdas al uso de terminales.



o Tratamiento de arrays.

¢ Punteros.

o El usuario puede definir tipos de
datos compuestos a partir de otras
estructuras de datos, y puede tam-
bién definir operaciones sobre las
nuevas estructuras.

e Procedimientos recursivos.

e Argumentos opcionales en la llama-
da a procedimientos. Etc.

(o

Ideado inicialmente por Dennis Ritchie
a principios de los setenta en los labo-
ratorios Bell, es un lenguaje que, atn a
pesar de estar dentro de la metodologia
procedimental a la que también perte-
nece Fortran, representa no obstante, lo
que podria denominarse una segunda
corriente caracterizada por la idea de
sistemas abiertos, portabilidad y gran
eficiencia. Las ventajas que suponen
estas caracteristicas se han visto corro-
boradas por la creciente popularidad de
Cy UNIX.

Entre las caracteristicas més destacables

del lenguaje merecen citarse:

e El énfasis que pone para conseguir
una gran generalidad y economia de
las expresiones.

e El incluir un potente conjunto de
estructuras de control y operaciones
de manipulacion.

e El permitir al programador un con-
trol, a bajo nivel, del sistema, llegan-
do incluso hasta manipulaciones a
nivel de bit, etc.

e Los operadores y la aritmética de
punteros le permiten al usuario
acceder a las facilidades mas basicas,
y también mis eficientes, de la
maquina, convirtiéndose en un len-
guaje muy adecuado para el disefio
de programas del sistema o progra-
mas en los que los recursos (tiempo
y memoria fundamentalmente) pa-
san a ser un criterio clave.

¢ En general, la filosoffa de C consiste
en darle al programador todo el con-
trol posible sobre la ejecucion del
programa.

El caso de LISP es
bistoricamente
similar al de
Fortran.

Estas caracteristicas han hecho que C se convierta en un
importante foco de interés para la implementacién de
software matemdtico, donde los problemas no son trivia-
les y hay que aumentar tanto como sea posible la eficien-
cia de los algoritmos, aprovechando las caracteristicas de
procesamiento a bajo nivel, sin perder de vista en ningtn
caso la necesidad de portabilidad que representa la filo-
soffa de los sistemas abiertos.

LISP

El caso de LISP es historicamente similar al de Fortran. Se
trata también de uno de los primeros lenguajes de alto
nivel, disefado en 1960 por John McCarthy, y cuya histo-
ria se ha dilatado hasta la actualidad, habiendo influido en
el desarrollo de otros lenguajes y entornos, aunque Lisp
como tal nunca haya sido estandarizado.

La metodologia de disefio y la orientacién bésica de Lisp
hacen que difiera bastante de Fortran o C. Lisp no es un
lenguaje con pretensiones numéricas ni posee una filoso-
fia orientada a la ejecucion procedimental que lo hagan
cercano o comodo para la traduccién de algoritmos mate-
maticos concebidos secuencialmente. Por contra, Lisp
representa el interés por la computacidon simbodlica,

La estructura bisica de Lisp, y' de la que ha tomado su
nombre, es la lista (LISP = LISt Processing); mediante la
utilizacién de éstas, LISP implementa la programacion
funcional a través de la invocacién de funciones y su
composicién para la resolucion de problemas complejos.

Esta equiparacion entre estructuras de datos y unidades
de proceso (listas y funciones) le permite al programador
de Lisp utilizar la misma estructura para almacenar los
datos y los programas, lo que ofrece nuevas posibilidades
en el ambito de la metaprogramacioén (al concebir los pro-
gramas como datos que pueden ser procesados por otros
programas).

Aunque Lisp, por las caracteristicas mencionadas, no es
un lenguaje adecuado para el procesamiento numérico,
sus capacidades para el procesamiento simbdlico lo han
convertido en el lenguaje mis frecuente en campos como
la demostracién automdtica de teoremas, el dlgebra o la
geometria computacional, la derivacién e integracion sim-
bélicas, etc.

Resumen

El objetivo del articulo ha sido el analisis de los lenguajes
de programacion en su relacién con el software matema-
tico. Para ello se llevé a cabo una discusion inicial acerca
de lo que se entenderd como software matematico, para
pasar a continuacién a un estudio de los lenguajes de pro-




gramacion. Este estudio se ha estructurado a través de una
clasificacion de las cuatro metodologias basicas de pro-
gramacién, que son la procedimental o imperativa, la
orientacion 16gica, la programacién funcional y la orien-
tacién a objetos. Asimismo se ha presentado una estruc-
turacion histérica de las principales generaciones de los
lenguajes y los hitos mds significativos y representativos
de la historia de éstos.

Por tltimo se han analizado los tres lenguajes de progra-
macién cuya utilizacién es mis comin desde el dmbito
del software matematico.
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En este trabajo presentamos
un estudio de la
interpretacién que hacen
277 alumnos de bachillerato
de enunciados de
probabilidad desde el punto
de vista frecuencial. Como
resultado proporcionamos a
los profesores informacién
sobre posibles dificultades de
sus alumnos en la
interpretacion de estos
enunciados, extendiendo los
resultados de las
investigaciones de Konold.
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ctualmente asistimos a una propuesta de cambio curricu-
lar en la ensenianza de la probabilidad en todos los nive-
les educativos. En los nuevos disefios curriculares, no sélo
en Espafia, sino en otros paises, se sugiere iniciar esta
ensefianza a una edad mds temprana e introducir la pro-
babilidad en su acepcién frecuencial. La metodologia reco-
mendada estd basada en la experimentacién y simulacién
de experimentos aleatorios. Por ejemplo, en los estindares
del NCTM se indica que los estudiantes deben explorar,
mediante situaciones de y forma activa, los modelos de
probabilidad. A través de la experimentacion y la simula-
cién, los estudiantes deben formular hipotesis, comprobar
conjeturas y depurar sus teorias sobre la base de la nueva
informacién. Se supone que esta metodologia ayudard a
superar las dificultades y obsticulos que, sobre el desarro-
llo de la intuicién estocdstica, han descrito distintos auto-
res, como Fischbein y Gazit (1984), Fischbein y cols.
(1991), Kahneman y cols. (1982) y Shaughnessy (1992).

Sin embargo, este enfoque de la ensefianza pudiera no ser
tan simple como parece. En Serrano (1993) y Serrano y
Batanero (1994) se sugieren, como posibles fuentes de
obstaculos al aprendizaje, la heuristica de la representati-
vidad (Kahneman y cols., 1982), el sesgo de equiprobabi-
lidad (Lecoutre, 1992) y la interpretacién incorrecta de
enunciados de probabilidad en su acepcidén frecuencial.

En este trabajo realizamos un estudio descriptivo de las
dificultades que tienen los alumnos sobre este wltimo
aspecto, esto es, para interpretar enunciados de probabi-
lidad, desde el punto de vista frecuencial, partiendo de las
investigaciones de Konold (1989, 1991) y Konold y cols.
(1993). La muestra ha consistido en 147 alumnos de pri-
mer curso de bachillerato y 130 estudiantes del Curso de
Orientacién Universitaria. Nuestros resultados ponen de
manifiesto que una proporcidén importante de alumnos



presentan estas dificultades. Esperamos que estos resulta-
dos sean tenidos en cuenta por los profesores para detec-
tar los estudiantes que tienen estos problemas y seleccio-
nar actividades tendentes a su superacion. Los items que
presentamos podrian también ser empleados con finali-
dad diagnostica en la ensefianza de la probabilidad.

Investigaciones sobre la comprensién
de la probabilidad desde un punto de
vista frecuencial

Como se expone en Godino y cols. (1987), aunque axio-
mdticamente se admite una Unica definicién del término
«probabilidad, desde el punto de vista de la asignacién
inicial de probabilidades a los sucesos, existe una plurali-
dad de puntos de vista. Entre ellos se incluyen los enfo-
ques clésico, frecuencial, 16gico y subjetivo. La interpreta-
cién frecuencial de la probabilidad o «probabilidad empi-
rica» se restringe a fendémenos en los cuales es posible
repetir indefinidamente ensayos «dénticos». Bajo este punto
de vista se considera que la probabilidad se calcula a par-
tir de las frecuencias relativas observadas de cada uno de
los diferentes resultados en pruebas repetidas.

Aunque esta interpretacién se considera dentro de las
corrientes objetivas, no significa que esté libre de consi-
deraciones de tipo subjetivo. Por el contrario, requiere
que el sujeto acepte que los resultados de una larga serie
de experimentos puedan ser considerados idénticos, para
el fin de acumular la frecuencia de aparicién de cada
suceso particular. Por ejemplo, el hecho de que todos los
lanzamientos que hacemos con una misma moneda pue-
dan ser considerados idénticos es, hasta cierto punto, sub-
jetivo, ya que la persona que las lanza, puede introducir
sesgos en algunos de los lanzamientos.

Konold ha investigado la comprensién, por parte de estu-
diantes universitarios, de enunciados de probabilidad en
que la asignacién de probabilidades es de tipo frecuen-
cial. En sus trabajos se interesé por el modo en que los
alumnos interpretan las preguntas sobre la probabilidad o
el valor de una probabilidad. En Konold (1989) se descri-
be la dificultad que tienen algunos estudiantes para inter-
pretar la repeticién de un experimento aleatorio como
parte de una serie de ensayos. Los sujetos que muestran
esta dificultad consideran que cada una de las repeticio-
nes del experimento esti aislada; no tiene por qué guardar
relacién con las anteriores o posteriores. Denomina a esta
conducta outome approach (enfoque en un solo resultado).

Konold (1991), como resultado de sus entrevistas a estu-
diantes universitarios, lleg6 a la conclusién de que estos
interpretaban una pregunta sobre la probabilidad de
forma no probabilistica. Cuando se pide explicitamente
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unica definicion
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desde el punto
de vista de la
asignacion inicial
de probabilidades
a los stcesos,
existe una
Ppluralidad de
puntos de vista.

calcular la probabilidad de un suceso
se interpreta como tener que predecir
si el suceso en cuestion ocurrird o no
en el siguiente experimento. Al inter-
pretar una prediccién meteorologica
en la que se dan unas probabilidades
de lluvia de un 70%, muchos sujetos
indican que lloverd el dia en cues-
tion. Si el dia en cuestidon no llueve,
pensardn que el meteordlogo se equi-
vocd en sus predicciones. Si llueve
un 70% de dias para los que se pro-
nosticé un 70% de probabilidades de
lluvia, pensardn que el meteordlogo
es poco fiable.

Sin embargo, son este tipo de situacio-
nes sobre problemas reales los que se
recomienda en los estindares del
NCTM (1991) para el estudio de la pro-
babilidad. «Estas investigaciones deben
incorporar diversos problemas reales a
partir de preguntas sobre aconteci-
mientos deportivos o sobre si va a llo-
ver el dia de la excursién del colegio»
(p. 11D).

Este tipo de sujetos evalda las proba-
bilidades comparindolas con los valo-
res 0%, 50% y 100%. Si la probabilidad
de un suceso dado se acerca a los
extremos 0% o 100%, el suceso se
considerard como imposible o seguro,
respectivamente. SOlo si se acerca al
50% se considerard verdaderamente
aleatorio. Los estudiantes que mues-
tran este tipo de comportamiento,
tienden a buscar explicaciones causa-
les en lugar de aleatorias a la ocurren-
cia de resultados inesperados y a la
variabilidad de los fenémenos aleato-
rios. Por ejemplo, la frase «70% de
posibilidades de lluvia:» se interpreta
como «70% de superficie cubierta por
las nubes» o «70% de humedad relati-
va», Asimismo se ignora la informa-
cién de tipo frecuencial, prefiriendo
basar los juicios en consideraciones
subjetivas sobre el fenémeno en cues-
tién. En consecuencia, construyen teo-
rias sobre el suceso que estd bajo
estudio, que les resultan ttiles no sélo
como base para la prediccién, sino
también para la explicacién de resul-
tados inesperados.



Objetivos de la investiga-
~ cién y descripcién del cues-
_tionario

Fl estudio ha sido realizado sobre una

muestra de 277 alumnos, 130 de ellos
de primer curso de bachillerato y el
resto del COU de las distintas especiali-
dades. La muestra inclufa aproximada-
mente igual nimero de varones y muje-
res y alumnos de diversos centros de
bachillerato de la ciudad de Melilla. El
motivo para elegir estos dos grupos es
analizar los posibles cambios en las
concepciones de los alumno y alumnas
a lo largo de sus estudios de bachillera-
to, asi como su mayor maduracién psi-
cologica.

Los items que analizamos evalGan la
interpretaciéon que hacen los alumnos
de los enunciados frecuenciales de pro-
babilidad. El primero, que se presenta a
continuacioén, ha sido tomado del test
de Garfield (1991). Recoge la pregunta
tipica que Konold (1991) us6 en su
investigacion, aunque esta fue llevada a
cabo por medio de entrevistas.

Item 1

El Centro Meteorolégico de Springfields
uiso determinar la precisién de su meteorélo-
Buscaron sus registros de aquellos dias en
que el meteorélogo habia informado que
abia un 70 por ciento de posibilidades de llu-
a. Compararon estas predicciones con los
registros que indicaban si llovié o no en esos
dias en particular;

Elige la opcién que crees es la mas apropiada:
La prediccién del 70 por ciento de posibilida-
des de lluvia puede considerarse muy precisa,
si llovio:

a) Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento

de esos dias

} Entre el 85 por ciento'y el 94 por ciento

 de esos dias

¢} Entre el 75 por ciento'y el 84 por ciento
de esos dias

*d} Entre el 65 por cienfo y el 74 por ciento
de esos dfas

e} Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento

- deesos dias

- 1} No sabe, no contesta.

b) Supongamos que este hombre del fiempo
dice que mafana hay un 70 por cienfo de
vosibilidades de lluvia-y mafiana no- llueve.
3Qué conclusion sacarfas sobre su prediccién
de que habfa un 70 por ciento de probabilida-
des de lluvia?

Los items que
analizamos
evaliian
la interpretacion
que hacen
los alummnos de
los enunciados
[recuenciales de
probabilidad.

En una interpretacién normativa de la probabilidad, la
opcibén correcta al primer apartado del item es la d. Sin
embargo, los sujetos que presentan el «outcome approachs
elegirin tipicamente una de las respuestas a a ¢, segin los
resultados de Konold. La segunda parte del item ha sido
también tomada de las investigaciones de Garfield (1991)
y Konold (1991). Se trata de confrontar a los alumnos con
una situacién no prevista, para ver si mantienen un argu-
mento coherente con la opcién elegida en la primera
parte.

El segundo item ha sido construido para esta investiga-
cidén. Aunque el enunciado de este item es bastante simi-
lar al anterior, el contexto es mucho més familiar al alum-
no. Ademas, la informacién frecuencial se da en términos
del tanto por ciento de hamsters que prefiere un alimen-
to, en lugar de usar el término mas técnico de posibilida-
des o probabilidades.

Item 2

Al inicio de un camino que conduce a dos posibles orificios Ay B se
coloca un hamster y se le deja que circule libremente hacia su ali-
mento situado al final del camino. En el orificio A ponemos pipasy en
el B cacahuetes. Segiin un amigo mio que ha criado muchos hamsters,
el 70 de cada 100 hamsters prefieren las pipas a los cacahuetes.

a}  Si hacemos la prueba: con un hamster y este se dirige hacia B
spiensas que mi amigo estabd equivocado? sPor qué?

b} Si hacemos la prueba con 10 hamsters y 3 de ellos se dirigen a
B (eligen los cacahuetes) spensarias que mi amigo estaba equi-
vocado? sPor qué?

Resultados y discusién

Una vez recogidos los datos se analizaron no solo las
opciones elegidas en los items, sino también los argu-
mentos proporcionados por los alumnos, para lo cual se
llegd a un sistema de categorias, mediante un proceso de
analisis y refinamiento sucesivo. Con las categorias obte-
nidas se elaboraron tablas de frecuencias clasificadas
segiin el grupo del alumno. A estas tablas se aplico el test
Chi cuadrado, agrupando las frecuencias de categorias
similares cuando la frecuencia esperada en alguna de las
celdas era menor que 5.

Las respuestas elegidas por los alumnos al primer item se
incluyen en la tabla 1. La comprension de la probabilidad
frecuencial en esta pregunta parece razonable, ya que la
mayor parte de los alumnos ha elegido los valores proxi-
mos al 70 por ciento (opcidén d, que ha sido elegida por
el 43%). Sin embargo, una proporcién bastante notable de
alumnos eligen opciones sesgadas, especialmente las
opciones ay b que indican que la frecuencia esperada de
lluvia se sitGa por encima del 85 por ciento.



Alumnos de Alumnos de
Respuesta 14 anios 18 anos Total
Fi % Fi % Fi %

a 17 11,6 14 10,8 31 11,2
b 19 12,9 8 6,2 27 9,7
c 32 21,8 20 15,4 52 18,8
d® 51 34,7 68 52,3 119 43,0
e 28 19,0 18 13,8 46 16,6
Blanco 0 0,0 2 1,5 2 0,7
Total 147 130 277

Tabla 1. Frecuencias y porcentajes de respuestas al ftem 1.a

Estos alumnos no relacionarfan la probabilidad teérica
con la frecuencia esperada de dias de lluvia, sobreesti-
mando la frecuencia esperada, debido a que la probabili-
dad que se da de lluvia es alta. Al comparar los dos gru-
pos, observamos que la interpretacién correcta ha mejo-
rado con la edad. Mientras que el 34,7% de alumnos de
14 afios da la respuesta correcta y el 24,5% una estimacién
por encima del 85 por ciento para la frecuencia relativa
esperada, en los alumnos de 18 afios estos porcentajes
son el 52,3% y 17% respectivamente, La significacion esta-
distica de estas diferencias ha sido probada mediante el
contraste Chi cuadrado de homogeneidad de muestras,
obteniéndose un valor x?=10,881 con 4 g.l. (p=0,0279). Sin
embargo, es importante ain el nimero de alumnos de 18
aflos que interpretan incorrectamente un enunciado fre-
cuencial de probabilidad.

Los argumentos dados en la segunda parte del item han
sido clasificados segtn el siguiente esquema:

a) Cae dentro del 30 % de probabilidades. Recogemos
en este argumento el caso de los alumnos que pien-
san que el prondstico del hombre del tiempo era
correcto, pero, debido al 30% de posibilidades en
contra de la lluvia, el suceso que ha ocurrido cae
dentro de estas posibilidades: Pues que, como exis-
tia un 30% de posibilidades de que no lloveria, se ha
cumplido»,

b)  Explicacién de tipo causal, Estos alumnos creen que
debiera llover y buscan una explicacién de tipo cau-
sal al fallo en su prediccion: «Que lo més seguro es
que llueva todavia». «Que hubo viento y se llevo las
nubes». Hay que tener en cuenta que un enfoque pro-
babilistico formal no niega necesariamente la existen-
cia de mecanismos causales subyacentes (Batanero y
Serrano, 1995). Venn (1962) analiz6 este punto, indi-
cando que el cilculo de probabilidades adopta una
posicion por la cual se ignoran los posibles mecanis-
mos causales, centrindose en las regularidades que
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del experimento
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o predecir,
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por el cardcter
aleatorio del
experimento. ..

9)

D

ocurren en una serie de ensayos
independientes de estos posibles
agentes,

Sin embargo, en el outcome approach
se intenta alcanzar la prediccién a
partir del andlisis de posibles
esquemas causales. Puesto que,
para estos sujetos, 70% se interpre-
ta como seguridad, la no coinci-
dencia debe deducirse del andlisis
de los factores (causas) que la pro-
ducen, mis que de los datos de las
frecuencias.

Se equivoco, deberia llover el 100%
de los dias. Como en el caso ante-
rior, los sujetos manifiestan una
interpretacién incorrecta de la pro-
babilidad frecuencial, llegando al
punto de pensar que el pronéstico
era equivocado: «Que sus cilculos
estdn mal hechos, pues habiendo
calculado que hay mayores posibi-
lidades de Iluvia, después no llue-
ve. Demuestra que se equivocds,
Los sujetos traducen los enuncia-
dos «70% de posibilidades de llu-
via» a otro mis cualitativo «va a llo-
verr. Los valores de probabilidad
son convertidos a una escala con
tres puntos, 0%, 50%, 100%, de
acuerdo con criterios subjetivos de
proximidad. Por ello, 70% se asimi-
la a la ocurrencia, esto es al 100%.

Imposible sacar conclusiones. Son
los sujetos que creen que el cardc-
ter aleatorio del experimento lo
hace imposible de controlar o pre-
decir, ni siquiera en términos de
probabilidades. Explican el fallo en
su prediccién por el caricter alea-
torio del experimento: «l tiempo
es impredecibles. Serfan los sujetos
que subjetivamente han asimilado
los datos al caso del 50% de ocu-
rrencia, pensando que no puede
darse ningin tipo de prediccion.

Contrasta el resultado de la segunda
parte del item (tabla 2) con el de la pri-
mera. La mayor parte (44,4%) elige la
opcién ¢ en la que se especifica que

hubo un error por parte del meteordlo-

go. Esta es una respuesta tipica que
Konold ha encontrado en los sujetos
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Uque presentan el sesgo del «outcome

approachr. Konold denomina caracte-
istica del «ensayo simple» a la tenden-
¢ia a concentrarse en el resultado de un

. s6lo experimento. Esta tendencia con-

trasta con la aproximacién frecuencial,

_en la que €l objetivo se concentra en

una muestra de ensayos. Mientras que
en el ensayo simple el objetivo es pre-
decir un resultado y, por tanto, un pro-
ceso de decision, en el enfoque fre-
cuencial el objetivo es predecir el pro-
medio en una muestra. Es decir, la esti-
macién de la frecuencia de ocurrencia
de un resultado particular en una serie
larga de ensayos.

Otros sujetos (18,4%, respuesta o)
creen que es imposible sacar conclusio-
nes sobre el hecho planteado. Final-
mente un grupo importante de alumnos
(27,8%, respuesta a) hace una interpre-
tacion correcta de la probabilidad fre-
cuencial, alegando que el hombre del
tiempo podifa estar dentro del 30% de
posibilidades de que no lloviese. Como
hemos indicado, este porcentaje es
inferior al que dio la respuesta correcta.

Al comparar los dos grupos de alum-
nos, vemos de nuevo la mejora con la
edad, especialmente si comparamos los
porcentajes de respuestas a las opcio-
nes a 'y c. La diferencia fue significativa
(x* = 11,407 con 3 gl p < 0,00D.
Asimismo se observd la consistencia
entre respuesta y argumento, ya que el
argumento correcto fue elegido mayori-
tariamente por los alumnos que eligie-
ron la respuesta correcta. Ello confirma
nuestra interpretacion de los resultados
en el primer apartado del item, pues los
argumentos ¢y d predominan entre los
alumnos que predijeron una alta fre-
cuencia de dias de lluvia,

Las respuestas al item 2a se presentan
en la tabla 3. En total 20 alumnos creen
que habia una equivocacion en las fre-
cuencias dadas. En definitiva se estd
razonando aplicando el «outcome
approach». Hay una mayoria de alum-
nos, sin embargo, que dan una res-
puesta correcta y la proporcion aumen-
ta con la edad de los alumnos. Las dife-
rencias entre los dos grupos fueron

Otros sujetos
creen que es
imposible sacar
conclusiones
sobre el hecho
Pplanteado.

Hay una mayoria
de alummnos,
sin embargo,
que dan una

respuesta correcla

¥ la proporcion
aumenta con
la edad de
los alummnos.

estadisticamente significativas. x?=8,39 (con correccion de
continuidad) con 1 g.l. (p=0,001). Los argumentos en este
item fueron clasificados con los mismos criterios que en

el caso anterior, y se presentan en la tabla 4.

Alumnos de

Alumnos de

Argumentos 14 anios 18 afios Total

Fi % Fi % Fi %
a 29 19,7 48 36,9 77 27,8
b 5 3,4 1 0,8 6 2,2
d 74 503 49 37,7 123 444
d 27 18,4 24 18,5 51 18,4
Blanco 12 8,2 8 6,2 20 7,2
Total 147 130 277

Tabla 2: Frecuencias y porcentajes de argumentos en el item 1 b)

Alumnos de

Alumnos de

Respuesta 14 afos 18 anos Total
Fi % Fi % Fi %
Si 16 10,9 4 3,1 20 7,2
No 127 86,4 126 96,9 253 91,4
Blanco 4 2,7 0 0,0 4 14
Total 147 130 277

Tabla 3: Frecuencias y porcentajes de respuestas en el item 2.a

Alumnos de Alumnos de
Argumentos 14 anos 18 anos Total
Fi % Fi % Fi %

a® 40 27,2 71 54,6 111 40,1
b 10 6,8 3 2,3 13 4,7
c 55 37,4 33 254 88 318
d 5 34 8 6,2 13 47
Blanco 37 25,2 15 11,5 52 18,8
Total 147 130 277

Tabla 4. Frecuencias y porcentajes de argumentos en el item 2.a




Vemos que un porcentaje apreciable de alumnos (40,1%)
da el argumento correcto basindose en que una probabi-
lidad del 30 por ciento implica que el suceso puede ocu-
trir y no serfa demasiado raro. Sin embargo este porcen-
taje es muche menor que el que da la respuesta correcta,
lo que sefiala la conveniencia de analizar los argumentos
de los alumnos. También aparecen aqui de nuevo los
casos en que los alumnos emplean sus teorfas previas sin
guiarse por los datos objetivos (respuesta b). Otro grupo
amplio de alumnos aplica el «utcome approach» (res-
puesta ¢, 31,8%) o cree que, al ser el suceso aleatorio,
podria ocurrir cualquier cosa, independientemente de las
probabilidades (respuesta o). Una parte de las respuestas
correctas se eligen por razén incorrecta.

Al comparar los dos grupos de alumnos vemos una dife-
rencia muy notable entre las proporciones de respuesta ¢
que es correcta y d que es incorrecta, siendo la primera
superior al 50% en los alumnos de 18 afios. Es también
mayor el nimero de alumnos de 14 afios que no da argu-
mento. Las diferencias fueron estadisticamente significati-
vas (x*= 23,523 con 3 g.l., p = 0,00003).

La opcion mayoritaria en el apartado b del item 2 es que
no, correcta, aumentando con la edad. Las diferencias fue-
ron estadisticamente significativas a favor de los alumnos

En resumen,
podemos concluir
que un grupo

Alumnos de | Alumnos de impOﬂ‘&Wlte
Respuesta 14 afos 18 anos Total de alumnos
Fio % % Fio% manifiesta
st 16109 3. 23 19 69 dificultades en
No 127 864 | 124 954 | 251 906 la interpretacion
Blanco i 27 3 23 7 a5 Jrecuencial de
ol e 5 s una probabilidad.

Tabla 5. Frecuencias y porcentajes de respuestas en el ftem 2.b

Tabla 6. Frecuencias y porcentajes de argumentos en el flem 2.b

Alumnos de Alumnos de
Argumentos 14 afios 18:afios Total
Fi % Fi % Fi %
a® 9 6,1 20 15,4 29 10,5
b 26 17,7 9 6,9 35 12,6
c 2 14 2 1,5 4 14
d 35 23,8 20 15,4 55 19,9
e® 66 449 70 53,8 136 49,1
£ 9 61 9 169 8 65
Total 147 130 277 'J

de 18 anos (2 = 5,541 (correccién de
continuidad) con 1 gl, p < 0,0186).
Ademds de los argumentos ya comenta-
dos, aparecieron los dos siguientes:

€) Se mantiene la proporcion. La res-
puesta se basa en el parecido de la
proporcion muestral y la poblacio-
nal. Aunque la respuesta puede
tener encubierto en empleo de la
heuristica de la representatividad,
la consideramos correcta, porque
no tenemos datos para discriminar
el uso de esta heuristica: <€l resul-
tado, aunque parece casual, ha
sido igual que el predicho».

D Hay pocos bamsters. El tamafio de
la muestra no permite obtener con-
clusiones: Hay pocos datos».

La mayor parte de los alumnos han ele-
gido las opciones correctas e y a; es
decir, se basan en que el caso se ajusta
exactamente a las probabilidades teéri-
cas. Los sujetos que eligen by d creen
que el suceso es impredecible o bus-
can explicaciones causales, Las dife-
rencias fueron de nuevo significativas
(x* = 14,804 con 4 gl. p = 0,005). Los
alumnos de 18 afios eligen en mayor
proporcioén las respuestas correctas,
mientras que los de 14 eligen las inco-
rrectas en mayor medida. Sélo el 59,6 %
de alumnos da un argumento correcto.

Conclusiones

En resumen, podemos concluir que un
grupo importante de alumnos manifies-
ta dificultades en la interpretacién fre-
cuencial de una probabilidad. Esto se
ha notado especialmente en el item 1,
aunque el contexto mis familiar del
item 2 ha facilitado su interpretacién
por parte de los alumnos.

Aunque la opcibn elegida en los items
(en especial en los apartados del item
2) ha sido con frecuencia correcta, los
argumentos en que se apoya la elec-
ciébn no son siempre normativos. Entre
los argumentos incorrectos que hemos
encontrado con mayor frecuencia des-
tacamos los siguientes:



a) Creencia en que ha habido un
error en los datos del problema y
en la equivalencia entre alta proba-
bilidad y seguridad en la ocurren-
cia del suceso.

b) Bisqueda de razones de tipo causal
para explicar un suceso no esperado.

c) Justificar los resultados por Ia
impredecibilidad de los experimen-
tos aleatorios, sin tener en cuenta la
probabilidad de los sucesos.

Podrfamos pensar que el «outcome
approach» serfa semejante a una asigna-
cién subjetiva de probabilidades, pues en
ambos casos hay un grado de creencia
implicado. Sin embargo, un enfoque sub-
jetivo no llevarfa a un proceso de deci-
sibn ocurrencia/no ocurrencia, como se
muestra en los argumentos de los alum-
nos. Los modelos probabilisticos no se
centran sobre la prediccién y control de
sucesos particulares, sino en las tenden-
cias en muestras de suficiente tamafio.

Todos estos resultados suponen la nece-
sidad de un disefio cuidadoso de las
situaciones de ensefianza, para tener en
cuenta estos tipos de problemas y ayu-
dar a los alumnos a construir pricticas
significativas para su resolucion. Como
indica Konold (1995), no es suficiente
pedir a los alumnos que hagan predic-
ciones y las comparen con los datos
experimentales para cambiar sus con-
cepciones incorrectas, porque raramen-
te se recogen suficiente datos para reve-
lar Jos patrones probabilisticos. Ademas

la atencién de los alumnos es limitada v

la varjabilidad del muestreo se suele
ignorar. Por nuestra parte, en Godino y
cols. (1987) y Shaughnessy y Batanero
(1995) sugerimos algunos ejemplos de
como llevar a cabo esta ensefianza.
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Esquemas cognitivos.
Algunos ejemplos de
su aplicacion a las matemaéticas

Vicenc Font Moll

En la primera parte de este
artficulo se hace una breve
introduccién a la teorfa de
los esquemas. La segunda
parte son dos ejemplos
aplicados a las matematicas
en los que se analizan las
implicaciones que tiene para
la ensefianza de nuevos
conceptos el hecho de
considerarlos infegrados
en esquemas.

| marco de referencia del Disefio Curricular de la reforma
educativa de la Generalitat de Catalunya es un conjunto
de teorfas y explicaciones que si bien mantienen entre sf,
discrepancias importantes en numMerosos puntos, partici-
pan de una serie de principios comunes o, al menos, no
contradictorios. Este marco de referencia estd delimitado
por lo que podemos denominar enfoques cognitivos en
un sentido amplio: a) la teorfa genética de J. Piaget y de
sus colaboradores de la Escuela de Ginebra, b) la teoria
de la actividad en las formulaciones de Vygotsky, Luria,
Leontiev, y en sus desarrollos posteriores (Wertsch,
Forman, Cazden, etc.), ©) la teoria del aprendizaje verbal
significativo de D. Ausubel y su prolongacién en la teorfa
de la asimilacién de R. E. Mayer, d) la teoria del procesa-
miento de la informacion (teoria de los esquemas) y e) la
teorfa de la elaboracion de M. A. Merril y Ch. M. Reigeluth.
A partir de estos enfoques se ha formulado la propuesta
constructivista que inspira la actual reforma educativa de
la ensefianza no universitaria (Coll, 1989, p. 17).

Conocimiento organizado. Redes semén-
ticas y esquemas

El marco curricular considera la estructura cognitiva del
alumno como un conjunto de esquemas, los cuales son
modificados de acuerdo con la teoria de la equilibracién
de Piaget. La teoria de los esquemas esta inspirada en el
programa de investigacion que en psicologia recibe el
nombre de «procesamiento de la informacién», Dicho pro-
grama se basa en la aceptacion de la analogia entre el fun-
cionamiento de la mente humana y el funcionamiento de
un computador!, y se ha centrado, fundamentalmente, en
el estudio de la memoria. Concretamente, analiza como se



organiza nuestra representaciéon de la informacién (el
pensamiento proposicional y simbélico) en la memoria.
Para hacer este estudio se han propuesto dos representa-
ciones hipotéticas de nuestra manera de organizar en la
memoria la representacion de nuestro conocimiento: las
redes semdnticas y la teorfa de los esquemas.

Las redes seméanticas

Las redes semanticas® son representaciones hipotéticas de
nuestras estructuras de conocimiento que permiten expli-
car las reglas de uso de los conceptos y las relaciones
entre ellas. Por eso son tiles para estudiar a la vez los
procedimientos y sus principios subyacentes. Los nédulos
y las relaciones son las partes fundamentales de la red, la
cual puede contener muchas afirmaciones, cada una de
ellas en la forma nédulo-relacién-nédulo. Como ejemplo
de la aplicacién de las redes semanticas a las matematicas
reproducimos a continuacion dos posibles redes de cono-
cimiento sobre la multiplicacién y la divisién (Resnick,
1990, pp. 238-240).

[...1 En la figura 7.2 se presenta un par de estructiras posibles del
conocimiento para la multiplicacion y la division. [...] Segiin las
estructuras que se ilustran en-la figura, se define la multiplica-
cion como operacion de «n-vecess (Xn). La operacion Xn: tiene un
objeto (la cosa sobre la que se ejecuita la operacion), en este cdso
la cantidad (m), y un resultado, la cantidad (mn). La division
también se define como operacion, +n; y esta operacion también
tiene objeto. y resultado. La figura representa la estructura de
conocimiento de alguien que conoce la multiplicacion y la divi-
sion, pero que no comprende su relacion inversa. Las estructuras
de multiplicacion y de divisién no estan unidas.

Cn > D

objeto

Cen >,

resultudo’/(

Cm >

resultado
e
Cn D

\)biefo
def'ncié{

multiplicacién

definicion

FIG. 7.2. Posibles estructuras: de conocimiento sobre la multiplica-
cién'y la divisién. Su separacion pone de manifiesto la falta de com—-]

prension de la relacién inversa que existe entre ambas operaciones.

Para comprender que la multiplicacion y la division son opei'aé
ciones inversas la una de la otra, hay que reconocer que existe
una relacion especial entre las cantidades objeto v las cantidades
resuliado de ambas operaciones. Concretamente, si una persona
multiplica una cantidad por algiin niimero lameémosle n) y

luego divide el resultado por el mismo niime-
ro (1), entonces llega a la misma cantidad
original. Esta comprension se ilustra en la
Jfigura 7.3, en la que la cantidad. resultado
de una operacion se representa como canti-
dad objeto de la otra. Abora las estructuras
de conocimiento de la multiplicacion y de la
division estan unidas, y la estructura total se
simplifica con dicha union. [...]

resulfado Cmn > objeto
el o
> -

‘\ob\ieto resultcio/(
I definicién

multiplicacién

FIG. 7.3. Estructura del conocimiento que pone de manifiesto la:com-
prension de la relacién inversa entre la multiplicaciony la divisién. Esto
supone una unién y simplificacién de las estructuras de la figura 7.2.

definicién

1

«[...] Segin esta idea, el hom-
bre y el computador son siste-
mas de procesamiento de pro-
pésitos generales, funcional-
mente equivalentes, que inter-
cambian informacién con su
entorno mediante la manipula-
cién de simbolos. Segin esta
concepcioén, tanto el ser huma-
no como el computador son
verdaderos “informivoros” [...],
son sistemas cognitivos cuyo
alimento es la informacién; y
aqui la informacién tiene un
significado  matemdtico muy
preciso de reduccién de la
incertidumbre». (Pozo, 1993,
p. 43).

Una introduccién a las redes
semdnticas se puede encontrar
en Norman {1985, pp. 67-73)
y un ejemplo de su aplicacién
al conocimiento matemdtico se
puede encontrar en Resnick
(1990, pp. 232:242).

Desde esta perspectiva, el objetivo que
debe perseguir la ensefianza de nuevos
contenidos del curriculum debe ser
conseguir que los nuevos contenidos
no queden aislados, sino que se inte-
gren en un conocimiento bien estructu-
rado del tema y en conexién con los
otros conocimientos de los alumnos.
Dicho objetivo lleva a la siguiente pre-
gunta: ;,como podemos evaluar que el
alumno ha conseguido un conocimien-
to bien estructurado?

Es evidente que no podemos observar
directamente la estructura cognitiva de
los alumnos, sino que solamente pode-
mos inferir su grado de estructuracién a
partir de c6mo actdan frente a situacio-
nes tales como: resolucién de proble-
mas en los cuales haya que utilizar el
conocimiento, entrevistas clinicas, ela-
boracién de mapas conceptuales y de
bases de orientacién por parte del
alumno, etc. Estas actuaciones deben
valorarse, basicamente, a partir de tres
criterios: 1) el grado de integracién
interna, 2) el grado de conexién que el



_puevo conocimiento guarda con otros
que ya sepa el alumno y 3) la corres-

pondencia entre la manera que tiene el
alumno de estructurar el conocimiento

~ y la que el profesor tiene y le ha queri-
. do ensefar.

Fl siguiente ejemplo puede clarificar el

_ primer criterio: supongamos que quere-
- mos valorar el grado de integracién que
_tiene un alumno de las operaciones de

multiplicar y dividir. Una actividad que

puede servir para ello es la realizacion
_ de un mapa conceptual de estas opera-

ciones. Si en el mapa conceptual de un
alumno las dos operaciones aparecen
separadas y en el de otro alumno apa-
recen relacionadas como operaciones
inversas la una de la otra, podemos

_inferir que el grado de integracién
_ interno del conocimiento de estas ope-

raciones es superior en el caso del Glti-
mo alumno. En muchos casos el alum-
no puede integrar los conocimientos,
pero puede hacerlo incorrectamente.
Por eso, también es importante confron-
tar si la integracién que hace el alumno
se corresponde con el conocimiento
que el profesor le ha querido ensefiar.
Si un nuevo conocimiento se conexio-
na con otros que ya posefa el alumno
anteriormente, los vinculos que los
relacionan entre si le permitirin apli-
carlo a nuevas situaciones. Por tanto,
para valorar la conexién con los otros
conocimientos matematicos y generales
€s conveniente proponer situaciones
problemdticas nuevas, en las cuales se
tengan que utilizar conjuntamente las
dos operaciones aritméticas y otros
conocimientos anteriores.

El objetivo de conseguir un conoci-
miento bien estructurado, que se corres-
ponda con la estructuracién que los
profesores tienen del tema, lleva a con-
siderar que un elemento clave para evi-
tar dificultades de aprendizaje es que su
presentacion por parte del profesor sea
potencialmente significativa. En efecto,
si los materiales que presentamos a los
alumnos no son coherentes y las situa-
ciones no estdn bien estructuradas, no
serdn potencialmente significativas con
lo cual las dificultades para realizar un

Desde la
perspectiva
constructivista
no tiene sentido
considerar
los conceptos
aisladamente,
sino que los hemos
de considerar
integrados
en esquemas, los
cuales se conciben
como paquetes
de informacion
que incluyen no
solo los conceptos
sino también sus
procedimientos de
utilizacion

nuevo aprendizaje aumentan. Pero existen situaciones
que ya de por si no son potencialmente significativas: 1)
cuando el profesor no tenga el conocimiento que quiere
enseflar suficientemente estructurado, 2) cuando los
materiales que se han escogido para introducir los nuevos -
contenidos, como por ejemplo los libros de texto, no sean
claros y coherentes (ejercicios y problemas confusos, mal
graduados, rutinarios y repetitivos, errores de edicién,
etcétera), 3) cuando la presentacion que hace el profesor
del tema sea inadecuada porque no es clara ni estd bien
organizada (no se le entiende cuando habla, habla dema-
stado rdpido, la utilizacién de la pizarra es cadtica, se olvi-
da de explicar determinados contenidos, etc)), 4) cuando
el profesor no pone suficiente énfasis en los conceptos
claves del tema ni en la conexién de los nuevos conteni-
dos con los que ya tiene el alumno, etc.

La teoria de los esquemas

Las redes semanticas son herramientas importantes y
constituyeron el punto de partida de muchas investiga-
ciones. Actualmente se ha pasado de las redes a unidades
de conocimiento més extensas: [os esquemas. El marco
curricular considera la estructura cognitiva del alumno
como un conjunto de esquemas, los cuales son modifica-
dos de acuerdo con la teoria de la equilibracién de Piaget:

11) La estructura cognitiva del alumno, el papel central de la
cual en la realizacion de aprendizajes significativos se ba subra-
yado en los puntos anteriores, puede concebirse como un con-
Junto de esqiuemas de conocimientos [...]. Los esquemas son «in
conjunto organizado de conocimiento [...] pueden incluir tanto
conocimiento como reglas para utilizarlo, pueden estar compues-
tos de referencias a otros esquemas [...] puede ser especificos [...]
o generales [...]. «Los esquemds son estructuras de datos para
representar. concepios genéricos almacenados en la memoria,
aplicables a objelos; situaciones, sucesos, secuencias de sucesos,
acciones ) secuencias de acciones: (Coll, 1989, p‘. 20).

Un esquema de conocimiento puede ser mds o menos
rico en informacién, estar mas o menos estructurado, ser
méds o menos aplicable al conocimiento de la realidad,
etc. Los nuevos contenidos aprendidos se almacenan en
la memoria mediante su incorporacién a uno o varios
esquemas. Desde la perspectiva constructivista no tiene
sentido considerar los conceptos aisladamente, sino que
los hemos de considerar integrados en esquemas, los cua-
les se conciben como paquetes de informacién que inclu-
yen no sélo los conceptos sino también sus procedimien-
tos de utilizacién. Este hecho es la causa de que cuando
hablamos de conceptos de nivel superior, como por
ejemplo «proporcionalidads, sea conveniente considerar-
los como el niicleo organizador del esquema y, en lugar
de hablar tan solo del concepto, referirse siempre al
esquema de proporcionalidad del alumno que implica
una mayor globalidad. El hecho de considerar los con-




ceptos integrados en esquemas nos obliga a considerar
que el wsignificado de un concepto» no depende solamen-
te de su referente sino también del lugar que ocupa den-
tro del esquema y de las relaciones que lo ligan con los
otros conceptos y de las relaciones de este esquema con
otros, También desde esta perspectiva, mis que plantear-
nos la formacién de conceptos aisladamente, lo que nos
ha de interesar es la revisién, enriquecimiento, diferen-
ciacion, construccion y coordinacién progresiva de los
esquemas del alumno a partir de los nuevos contenidos.

Ejemplos matemadticos

El hecho de considerar los conceptos como partes de un
esquema (los cuales incluyen conceptos y procedimien-
tos) tiene implicaciones importantes en el momento de
plantearnos cudles son las actividades de aprendizaje que
han de desarrollar los alumnos a fin de formarse un deter-
minado concepto. Ilustraremos la importancia de este
hecho con dos ejemplos matematicos disefiados y experi-
mentados con alumnos de 12 afos: el cuadrado entendi-
do como una construcciéon geométrica y el concepto de
mediatriz de un segmento.

El entorno escogido para ver como los esquemas cogniti-
Vvos se ven enriquecidos por estas construcciones geomé-
tricas fue el Cabri-géomeétre3. Este micromundo es un pro-
grama idéneo para realizar construcciones geométricas ya
que las figuras se pueden construir mediante acciones y
con un lenguaje muy proximo al empleado cuando se
dibuja con ldpiz y papel, y porque ofrece tres posibilida-
des que facilitan los procesos de abstraccion y generali-
zacion de los alumnos. La primera es la opcién macro-
construccion del mend varios, la cual permite que se pue-
dan memorizar la serie de pasos seguidos para obtener
una construccidn geométrica y reproducirlos como un
todo. Una macroconstruccién toma uno o mas objetos ini-
ciales y con ellos construye uno o mis objetos finales. El
proceso implica la construccion de otros objetos interme-
dios, pero éstos no se dibujan. La segunda es la opcion
bistoria del ment varios que permite reconstruir todas las
acciones seguidas en una construccién geométrica. La ter-
cera es la posibilidad que presenta de modificar sus cons-
trucciones geométricas en tiempo real.

El cuadrado entendido como una constfruc-
cion geométricar

A partir de la observacién de los alumnos en tareas ante-
riores, se puede inferir que tienen un esquema, en el cual
estd integrado el concepto de cuadrado, que incluye
conocimientos de diferentes tipos, tales como: 1) un cua-
drado es la region del plano cerrada por cuatro lados

...desde esta
perspectiva,
[..]
lo que nos ha
de interesar es
la revision,
enriquecimiento,
diferenciacion,
construccion
Y coordinacion
progresiva de
los esquemas del
alumno a partir
de los nuevos
contenidos.

3 El Cabri-géométre (de CAhier

BRouillon Interactif pour I'apren-
tissage de la géométrie) es un
programa desarrollado en el
Laboratorio de estructuras dis-
cretas y de Didéctica de
'"MAG (Institut d'Informatique
et Mathématiques Appliquées
de Grenoble) de la Univer-
sidad Joseph Fourier de
Grenoble. En Garcia {1995)
se puede encontrar una am-
plia muestra de ejercicios y ac-
tividades para desarrollar con
los alumnos utilizando este
programa.

Esta secuencia desarrolla una
actividad  propuesta  por
Darfler (1991).

iguales que forman 4ngulos de 90°
(concepto), 2) tiene lados, diagonales,
dngulos, etc. (reconoce partes de la
figura), 3) tiene dos diagonales que se
cortan en el punto medio, etc. (propie-
dades que relacionan partes de la figu-
ra), 4) un cuadrado es un poligono, etc.
(relacién entre conceptos), 5) sabe dis-
tinguir una figura cuadrada de una que
no lo es, sabe calcular el perimetro
(procedimientos), etc.

El objetivo de la secuencia de activida-
des que sigue es doble: por una parte
pretende que el alumno generalice un
método de construccion de cuadrados;
y por otra, que el concepto de cuadra-
do que tiene el alumno quede enrique-
cido con la visién de que un cuadrado
es el resultado de una construcciéon
geométrica. Para ello, los alumnos rea-
lizan las acciones siguientes utilizando
el Cabri-géomeétre:

1 Elige la opcién punto del mend
Credcion para crear un punto.

2) Elige la opcién dar nombre del
menQ edicion para nombrar A al
punto anterior.

3) Elige la opciéon punto del ment
creacion para crear otro punto.

4) Elige la opcién dar nombre del
menl edicién para nombrar B al
punto anterior.

5) Elige la opcién segmento del mena
creacion para crear el segmento AB.

6) Elige la opcién circulo def. 2 pts del
menu creacion pata crear la circun-
ferencia de centro A y radio AB.

7)  Elige la opcion recta perpendicular
del ment construccion para crear
la recta perpendicular al segmento
AB que pasa por A.

8) Elige la opcién interseccion de dos
objetos del ment construccion para
crear los dos puntos de interseccién
de la recta anterior con la circunfe-
rencia de centro A y radio AB.

9) Elige la opcién dar nombre del
meni edicion para nombrar D a
uno de los dos puntos anteriores.
Elige la opcién aspecto de los obje-
tos del mend edicién para borrar el
otro punto.
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12)

13)

14

15

16)

17

18)

19

20)

Elige la opcién segmento del mena
creacion para crear el segmento AD.

Elige la opcion aspecto de los obje-
tos del ment edicion para borrar la
recta perpendicular al segmento
AB que pasa por A, y la circunfe-
rencia de centro A y radio AB.
Elige la opcion recta perpendicular
del mend comnstruccion para crear
la recta perpendicular al segmento
AD que pasa por D.

Elige la opciodn recta perpendicular
del mena comnstruccion para crear
la recta perpendicular al segmento
AB que pasa por B.

Elige la opcién interseccién de dos
objetos del mena constriccion para
crear el punto de intersecciéon de
las rectas anteriores.

Elige la opcién dar nombre del
ment edicién para nombrar C al
punto anterior.

Elige la opcién segmento del mend
creacion para crear el segmento CD.
Elige la opcién aspecto de los obje-
tos del ment edicion para borrar la
recta perpendicular al segmento AD
que pasa por D.

Elige la opcidn segmento del mend
creacion para crear el segmento CB.
Elige la opcidn aspecto de los obje-
tos del menu edicion para borrar la
recta perpendicular al segmento
AB que pasa por B.

Elige la opcion medir del ment
varios para medir las longitudes de
los cuatro segmentos anteriores.

5 De acuverdo con Dérfler

{1991}, por abstraccién cons-
tructiva entenderemos el pro-
ceso que, a partir de la refle-
xién sobre el sistema de accio-
nes y su simbolizacién,
encuentra relaciones invarian-
tes y hace su descripcién sim-
bélica. Esto quiere decir que,
en dicho proceso, determina-
das propiedades y relaciones
son sefialadas de manera que
la atencién se focaliza sobre
ellas, lo cual pone de mani-
fiesto que ganan un cierto
grado de independencia res-
pecto de los objetos y situacio-
nes con los que estan inicial-
mente asociadas. La abstrac-
cién constructiva obtiene un
resultado que aparece a partir
de la accién y que gana sentfi-
do y existencia a partir de la
accidn.

Fichero Edicion Creacidn Construccion Varios
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Figura 1

Una vez realizada la construccién anterior (figura 1), ésta
se puede convertir en una macroconstruccion, la cual, a
partir de una informacién de entrada (el segmento AB o
bien otro segmento), da como resultado final la figura 1 0
bien un nuevo cuadrado que tiene por lado el nuevo
segmento. La figura 1 también se puede convertir en un
objeto variable, es decir en un objeto particular dindmico
que puede convertirse, potencialmente, en infinitas cons-
trucciones que contintan siendo cuadrados. Basta situar el
puntero del raton en el punto A y moverlo (figura 2). Este
objeto variable se sitta en un lugar intermedio entre el cua-
drado particular y el concepto «cuadrado», entendido como
la clase que contiene a todos los cuadrados particulares.

Fichero Edicion Creacion Construccion Varios
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Figura 2

La opcidn historia permite reconstruir todas las acciones
seguidas en la construccién de la figura 1 o en cualquie-
ra de las figuras que resultan de mover el punto A, o bien
son el resultado de aplicar la macroconstruccion que
construye un cuadrado a partir del lado a un nuevo seg-
mento. Esta opcioén permite que el alumnado se de cuen-
ta de que las diferentes construcciones obtenidas al mover
el punto A o al aplicar la macroconstruccién son el resul-
tado de repetir el proceso que se ha seguido para cons-
truir la figura 1.

Los procesos de abstraccién y generalizacion del alumno
se facilitan con las opciones historia y macroconstruccion,
En efecto, el alumno aplica la opcién macroconstruccién
v la opcién historia a diferentes segmentos particulares vy,
a partir de la abstraccion constructivd® que resulta de
estas acciones, observa un invariante: la figura que apa-
rece siempre es un cuadrado (los cuatro segmentos son
iguales y los cuatro dngulos siempre son de 90° porque
todas las rectas que se han creado son perpendiculares).
Para determinados alumnos estas dos opciones son sufi-
cientes para llegar a las siguientes conclusiones: 1) siem-
pre que hagan una construccidn de este tipo obtendrin
un cuadrado, y 2) cualquier cuadrado se puede construir




de esta forma a partir de su lado. En cambio, otros sélo
llegan a estos resultados después de convertir Ia figura 1
en un objeto variable, a partir de situar el puntero del
ratén sobre un extremo del segmento inicial y movetlo, La
variacion continua del segmento inicial AB permite,
potencialmente, dibujar un conjunto ilimitado de cuadra-
dos y sitia al alumno en un nivel mayor de generalidad
que cuando sélo aplica la macroconstruccién a un ntime-
ro finito de segmentos y menos general que cuando con-
sidera todos los posibles cuadrados.

Si a continuacién los alumnos trabajan con construcciones
diferentes como las de la figura 3 (construccién de un
cuadrado a partir de su diagonal) que también da como
resultado un cuadrado, los alumnos no sélo sustituyen los
segmentos iniciales sobre los que aplican las acciones
como antes, sino que ahora son las mismas acciones las
que pueden ser sustituidas por otras acciones, llegando a
resultados del tipo: un cuadrado se puede construir geo-
métricamente por diferentes métodos.

El alumno (iue desarrolla esta secuencia de actividades
con el Cabri-géomatre enriquece su esquema con la cone-
xi6n entre el concepto «cuadrado» v el concepto «ons-
truccion geométricar (sabe que un cuadrado es el resulta-
do de una construccién geométrica) asi como con dos
nuevos procedimientos (sabe construir un cuadrado a
partir del lado, y a partir de la diagonal).

Fichero Edicidn Creacion Construccion Uarios
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Figura 3

La mediatriz de un segmento

Para trabajar en clase la mediatriz de un segmento nor-
malmente se comienza dando la definicién o bien pre-
sentando una coleccién adecuada de ejemplos y contrae-
jemplos (concepto); se sigue con el procedimiento para
dibujarla (construccion con regla y compis) y, por dltimo,
se justifica o demuestra que la recta que resulta de la
construccion es la mediatriz.

El alumno que
desarrolla esta
secuencia
de actividades con
el Cabri-géometre
enriquece su
esquema con
la conexion enire
el concepto
«cuadrado»

y el concepto
«CONSIYUCCIon
geométricar

Las actividades que siguen son un
ejemplo de propuesta diferente para
trabajar la mediatriz, basada en la supo-
sicién de que este concepto se integra
en un esquema, Esta propuesta consis-
te en:

A) Suponer, a partir de la observacion
del alumno en tareas anteriores, que el
alumno ya tiene un esquema del cual
forman parte los conceptos de recta,
segmento, punto medio de un segmen-
to, recta perpendicular por un punto,
etcétera.

B) Proponer las actividades con el
Cabri-géométre descritas a continua-
cion.

1 Elige la opcion punto del mend
Creqcion para crear un punto.

2) Elige la opcién dar nombre del
menil edicién para nombrar A al
punto anterior.

3) Elige la opcién punto del ment
Creqcion para crear otro punto.

4) Elige la opcién dar nombre del
menl edicién para nombrar B al
punto anterior.

5) Elige la opcién segmento del mena
creacion para crear el segmento AB.

6) Elige la opcién punto medio del
menil construccion para crear el
punto medio del segmento anterior.

7) Elige la opcion dar nombre del
meni edicién para nombrar C al
punto anterior.

8) Elige la opcién recta perpendicular
del mend construccion para crear
la recta perpendicular al segmento
AB que pasa por el punto medio C.

9 Elige la opcidn punio sobre objeto
del mend comstruccion para crear
un punto sobre la recta perpendi-
cular al segmento AB que pasa por
el punto medio C.

10) Elige la opcién dar nombre del
mend edicién para nombrar D al
punto anterior.

11) Elige la opcién segmento del ment
creacion para crear el segmento AD.

12) Elige la opcion segmento del ment

creacion para crear el segmento
BD.




=

13) Elige la opcién medir del ment
varios para medir los dos segmentos

anteriores.

ichero Edicion Creacion Construccion Uarios
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Figura 4

Una vez realizada con el ordenador la
construcciéon anterior (figura 4), el
punto D se puede convertir en un obje-
to variable, es decir, en un objeto parti-

_ cular dindmico. Basta situar el puntero

del ratén en el punto D y moverlo. El
invariante que obtiene el alumno al
mover el punto D es que este punto
siempre cumple la condicién de estar a
igual distancia de los extremos A y B
del segmento. Por tanto, la recta per-
pendicular que pasa por el punto
medio del segmento es la recta forma-
da por todos los puntos que estin a
igual distancia de los extremos. Estos
dos resultados se integran dentro del
esquema inicial.

Si después el alumno realiza una

secuencia de actividades con el Cabri-

géometre que da como resultado la
construccién tipica de la mediatriz con
regla y compds (figura 5), entiende que

Viceng Font
Departamento de Didéctica
de las CCEE y de
la Matemética.
Universidad de Barcelona

los puntos X y Y estdn a igual distancia de los extremas
del segmento y que, por tanto, la recta que pasa por estos
dos puntos es la misma que salia en la construccidn ante-
rior, es decir: la mediatriz. Asi pues, esta nueva construc-
cién queda incorporada al esquema como un procedi-
miento nuevo para dibujar con regla y compas el punto
medio y la perpendicular que pasa por el punto medio (la
mediatriz). Esta manera de presentar el tema a los alumnos per-
mite que entiendan, al mismo tiempo, €l concepto de mediatriz,
la construccién que permite obtener la mediatriz y por qué la
construccién de la figura 5 da como resultado la mediatriz,

Fichero Edicion Creacion Construccion Uarios
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Figura 5
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La calculadora grafica
en analisis

Enrique Salinas Butrén

En este articulo se pretende
hacer ver a los alumnos que
el uso de una calculadora
gréfica ayuda a comprender
el rapido crecimiento de la
funcién exponencial.
Por ofra parte, en la
actividad del célculo de un
limite indeterminado,
podemos observar cémo el
uso de la calculadora nos
permite justificar la
necesidad de la
descomposicién factorial de
polinomios para obtener este
tipo de limites, ya que la
calculadora, debido a que
utiliza un ndmero finito de
cifras decimales,
puede llegar a introducir
errores de bulto.

a experiencia se llevd a cabo con alumnos de 1.° del
nuevo Bachillerato de Ciencias, v dado que la amplitud
del bloque de Anilisis (que abarca en este curso desde el
concepto de funcidon hasta el concepto de derivada y su
interpretaciéon geométrica, asi como su relacién con el
crecimiento de una funcién), no permite incluir activida-
des que abarquen todo el desarrollo del mismo, paso a
exponer dos de ellas que me han parecido mas intere-
santes.

Actividades

Comparando crecimientos

JQué crece mds rapidamente, la funcion f(x)=2%%° o la
pardbola y=100x%?

Esta pregunta que parece un poco hecha al azar, surgi6é
en clase después de estudiar la funcién exponencial.

Los ejemplos elegidos en el enunciado, lo fueron por los
alumnos y surgieron de manera natural. La funcién expo-
nencial apareci6 al intentar resolver la siguiente actividad:

Cierta clase de algas, llamada Clorella, se reproduce doblando su
nitmero en dos horas y media. Al cabo de otras dos boras y media
vuelve a doblar su. nitmero y, asi, sucesivamente. De este modo; si
la cantidad inicial de clorella es de 1 kg, jcudntos habra dentro
de 5 boras? jy de 10 boras? jy de 100 horas? ;Con qué velocidad
se reproduicen las algds? '

Al resolver esta actividad, la funcién obtenida fue y=2925 v,
ademds, los alumnos se dieron cuenta de que la funcién
exponencial crece rdpidamente. Pero, ;como de ripidamen-
te? ¢Més rapido que una recta? ;Mas ripido que una pardbo-
la? Estas preguntas dieron lugar al siguiente debate de clase:



Alumnos: Seguro qite crece mas. rapido que una recta

Profesor: ;Que cualquier recta?

Alumnos: ...Si, porque las rectas siempre crecen lo mismo al tener
la pendiente constante y, por muy grande que sea ésta, la.expo-
nencial llegard un momento que la sobrepasard.

Profesor: ;Y mds rdpido que una pardabola?

Alumnos: Dependerd de la parabola.

Profesor: ;Por ejemplo?

Entonces los alumnos eligieron el ejemplo de la expo-
nencial que acababan de estudiar y buscaron una pari-
bola que a ellos les dio la impresién que crecia muy rapi-
damente: y = 10042

El hecho de que dispusiéramos de calculadora grifica en
la clase de matemiticas, nos permiti6 abordar el proble-
ma de la siguiente manera: comenzamos introduciendo
en el editor de funciones de la calculadora ambas grafi-
cas, eligiendo la escala de la forma en que se ve a conti-
nuacion.
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Figura 1a

Figura 1b

i) ¥=i

Figura 1c

Se observa que la pardbola aparenta crecer mucho mis
rapidamente. Asi que Jos alumnos pensaron que ellos
tenfan razoén. Sin embargo, en este momento se hizo
necesario explicar qué pretendiamos decir al preguntar
Jqué funcion crece mds rapidamente?

Hecha la pregunta de esa forma, ;bastaria con mirar
la grafica en el intervalo en que la hemos representado
(-2’5, 2'5], o deberfamos ver qué ocurre para valores
mas grandes de x?

En este momento recurrimos a un simil deportivo:

Praofesor: Imaginemos que cada una de las funciones es un corre-

dor de fondo. ;Qué pretendemos?:

a) Saber cudl de los dos es mds rapido en un tramo del
recorrido.

b) Saber cudl de los dos es mds rapido en todo el recorrido.

...Jos alummnos
eligieron

el ejemplo de
la exponencial
que acababan

de estudiar y
buscaron una
parabola que a
ellos les dio la
impresion que

crecia muy

rapidamente. ..

Acordamos entonces que la respuesta a
la primera pregunta es la que ellos
habian dado: en el intervalo [-2'5, 2'5]
crece més ripidamente la paribola que
la funcién exponencial.

La pregunta del profesor era casi
obvia :

Profesor: Pero, gpillard» la grdfica de la fun-

cion exponencial a la de la pardbola mas

adelante, es decir, para valores de x mds
grandes?

Alumnos Si vemos la grdfica, parece qiie no

‘serd asi, porque la funcion exponencial estd

miuy por debajo y ademds su crecimiento es
mads lento.

Profesor: ;Y como podriamos asegurarnos de
que verdaderamente es asi?

Alumnos:. Obteniendo valores de cada fun-
cion para valores cada vez mds grandes de
x. Es decir... obteniendo una tabla de cada
Jfuncion. Eso resulta facil bacerlo con la cal-
culadora. :

Definimos en la calculadora las funcio-
nes y,=29%% ¢ y_=1002¢, y algunos alum-
nos comenzaron a dar valores grandes a
x. De pronto un alumno vio que si a x
le daba el valor 1.000 en la tabla de la
funcién exponencial se obtenia como
resultado ERROR, mientras que la otra
funcién valia 108, La pregunta por parte
del profesor era casi obligada:

Profesor: JA qué creéis que es debido que la
calculadora nos dé un mensaje de ERROR
parala funcion exponencial?

Alumnos: ¢...7 Porque no se podra calcular
ese valor.

Profesor: A qué serd debido? Acaso x=1000
1o pertenece al dominio de la funcion? ;No
se podri calcular 210002.5=24005

Alumnos: j...?

Profesor: ;Qué bemos de bacer para calcular
279 ;De qué orden de magnitud serd el
numero que resulte? jSerd grande, muy
grande,...? - ‘
Alumnos: jYa sé qué esta pasandol, dijo uno
de ellos. Lo que ocurre es que el niimero es
tan grande que «no le cabe a la calculadora.

Esto nos dio pie para que pensaran en
la magnitud de los nimeros que se iban
obteniendo con una y otra funcién, y
utilizamos la calculadora grifica para
buscar un intervalo de valores de x en
el que la funcién exponencial pase de




tener valores menores que la parabola

4 tener valores mayores. Obtuvimos

_ entonces estas tablas de valores:

A |4 Me
R, 1 0
1 L.z8e | 10g
H L7uid | oo
] E.z87Y | Bog
i EaEy | 1E00
E iy ZE0)
B £27E_| ZE00
H=8
Figura 2a
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Una vez localizado un intervalo en el
que el valor de la funcién exponencial
estd por encima del valor de la parabo-
la, podemos afinar un poco mads, obte-
niendo la tabla de forma manual en la
calculadora, por ejemplo, dando los
valores que se indican a continuacion:

EEE R Y
BEEZE | 160000
| S2555.| 250000

Figura 3

Queda entonces claro, sobre la tabla,
que la funcién exponencial pasa a
tomar valores mayores que la paribola.
Pero podemos verlo grificamente si
modificamos la escala elegida al princi-
pio (ver figuras 1 y 2) de la siguiente
forma: '

Yeel=1BR00N

Figura 4

...y utilizamos
la calculadora
grafica para
buscar un
intervalo de
valores de x en
el que la funcion
exponencial pase
de tener valores
menores que
la parabola a
tener valores
mayores.

Vemos entonces que ambas grificas se cortan en dicho
intervalo:
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Figura 5

Si ademds queremos calcular el punto en que ambas cur-
vas se cortan, la calculadora nos permitiria hacerlo facil-
mente. Podemos verlo en la siguiente figura: -

Inters

sckion
A=z BEANACE Y=i82620

Figura 6

En esta actividad, el uso de la calculadora grafica resulta
tremendamente eficaz, porque en un principio resulta
engafoso, y la conclusién que se obtiene al final es tre-
mendamente clara para todos los alumnos, ya que ven
que lo que les parecia tan claro al principio, no era asi en
modo alguno.

Un limite indeterminado

Calcula el siguiente limite:

X3—3X+2

lim >

x—>1x3 - x%2_x+1

Podemos utilizar la calculadora grifica para obtener este
limite, y para ello, definimos la funcién

v x3—3x+2
1= T,
x - x?-x+1

y de forma manual, obtenemos su tabla para aquellos
valores cercanos a x=1, tanto por la derecha como por la
izquierda. Son las tablas 7a y 7b que aparecen a conti-
nuacion:
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Observando las tablas, parece claro que dicho limite serd

1,5.

Al intentar obtener dicho limite con la calculadora grafi-
ca, en principio todo parecia normal, pero se dieron dos

situaciones curiosas, por parte de dos alumnos (un alum-

no y una alumna para ser mas exactos):

e La alumna dio directamente a x el valor 0,9999999, con lo
cual, la calculadora da como valor de la funcién Y, = 0,
como puede verse en la tabla siguiente:

H=, 9999993

Figura 8

e El alumno intentd obtener dicho limite a partir de la

grafica de la funcién, desplazandose con el cursor en

la zona de la grifica proxima al valor de x=1, para lo

cual utilizé la opcién ZOOM tantas veces como creyd

necesario, obteniendo unas graficas tan raras como las

que representadas en las figuras 9a-9d, a las que también

adjuntamos las escalas utilizadas.

Como podemos observar, esta grifica es totalmente irre-

gular y no se corresponde con la realidad.

ﬂ!;llm FORMAT
Amin=, F992936S
Hmay=] . BOEIETT.. I
“scl=1 1
Ymin=1. 4892885581
Wrax=1. DE39261..
YWeol=1
H=LOGORGTE =1 4OSOE7E
Figura 9a Figura 9b
_'_q_»“v‘.‘li;_ ettt |
4=.89999875 V=1 g01zmne

Figura 9¢

Figura 9d

...en algunos
casos se hace
necesario utilizar
la descomposicion
Jactorial y
simplificar todo
lo posible, para
evitar errores, ya
que los problemas
que se observan
se deben a las
aproximaciones
que utiliza la
calculadora. ..

Enrique Salinas
IB Figueras Pacheco
Alicante.
Sociedad de Mateméticas
Al-Khwarizmi

Las preguntas no se hicieron esperar:

JA qué se debe este comportamiento?

¢Falla la calculadora, o es que el limite no es
1,57

Gracias a esto, vimos que en algunos
casos se hace necesario utilizar la des-
composicidn factorial y simplificar todo
lo posible, para evitar errores, ya que
los problemas que se observan se
deben a las aproximaciones que utiliza
la calculadora, para valores de x cerca-
nosa 1.

Para comprobar esto Gltimo, definimos
tres funciones: y, = x3-3x+2 (que corres-
ponde al numerador), y, =
(denominador) e y, = y,/y,. Podemos
observar entonces que la calculadora
da para x = 0.9999999 el valor de y, = 0
y de y, # 0. Estas aproximaciones son
las que hacen necesaria la descomposi-
cién factorial y la posterior simplifica-

x3-x2-x-1

cién para poder calcular el limite pedi-
do. (Ver figuras 10a y 10b).

W ERF-3E
WeBaF—kz

+

i
e
F
—

m
=
S
-
s

=== =T
LR AL

Figura 10a
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Figura 10b

Esta actividad result® interesante, por-
que también les hizo ver que en oca-
siones pueden superar a la calculadora
que, por tratarse de una maiquina, sélo
puede‘ operar con un namero finito de
cifras decimales y eso, en ocasiones
como ésta, produce errores que pueden
dar lugar a conclusiones equivocadas,
por lo que se hace necesario utilizar el
algebra de polinomios (su descomposi-
cién factorial).




El algebra lineal
y la calculadora gréfica.
Una experiencia en bachillerato

Luis Millan Garcia

La unidad didéctica referida
a dlgebra lineal suele ser
tratada en la mayoria de los
libros de texto con un
enfoque fundamentalmente
referido a destrezas,
dejando un poco de lado su
aspecto maés investigador e
innovador. Con esta
experiencia pretendemos
mostrar cémo es posible
compaginar ambos aspectos,
utilizando como instrumento
de apoyo la calculadora
gréfica. Los resultados han
sido francamente inferesantes
y nos permiten albergar
esperanzas de que en un
futuro cercano, el estudio de
matrices pueda ser enfocado
hacia un punto de vista mas
relacionado con su
aplicacién préctica.

a experiencia que se llevé a cabo, tuvo lugar en el curso
1994/95 con los alumnos de 2.° curso del Bachillerato de
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud. Para poder desa-
rrollarla, los alumnos dispusieron durante todo el curso de
una calculadora grafica Texas Instruments, modelo TI-82.

El objetivo de la experiencia era comprobar que el traba-
jo con algebra lineal, que habitualmente quedaba hipote-
cado en su aspecto mis investigador por la necesidad de
cilculos farragosos y por la dificultad de trabajar con
matrices de orden mayor que 4, podia desarrollarse con
una mayor ambicion sin, por ello, quedar desprovisto de
Su aspecto «mnecanico.

En coherencia con el Disefio Curricular de Bachillerato,
todo el enfoque del bloque de 4dlgebra lineal se hizo a tra-
vés de la resolucion de problemas, que pusieran de mani-
fiesto la ventaja que la utilizacién de la calculadora tiene
en su resolucién. No signifiéa en absoluto que las destre-
zas necesarias para el trabajo con matrices y sistemas de
ecuaciones se dejen de lado sino que, una vez dominados
los conceptos y las estrategias, la calculadora grifica nos
da pie a trabajar en una linea mas acorde con los objeti-
vos planteados para el bachillerato.

El trabajo del alumno no es sélo calcular la multiplicacion
de las matrices, sino traducir un texto en un modelo mate-
matico e interpretar los resultados.

Desarrollo de la experiencia

Mediante unos problemas de introduccién, que dan lugar
a sistemas de ecuaciones lineales, se llega a la definicién
de matriz. Con la calculadora grifica no hay ninglin pro-
blema en editar matrices, asi como las operaciones con



ellas: suma, multiplicacién por un escalar, multiplicacién,
potenciacién y cilculo de la matriz inversa. Los menus
relativos al 4lgebra lineal son pocos y, por tanto, en este
aspecto no hubo grandes dificultades de aprendizaje.

Lo curioso es que hechos como la necesidad de que en la
multiplicacién de matrices se cumpla una determinada
condicién o el de que sblo existan determinantes para
matrices cuadradas fueran descubiertos por ellos, median-
te la utilizacién de la calculadora.

La calculadora grafica nos permite realizar cualquier tipo
de operaciones con matrices, pero también nos permite
operar con filas, calcular determinantes, trasponer, etc. En
este articulo se presentan unas actividades representativas
del trabajo realizado en el curso mencionado.

Matrices-limites-induccion

Considera la matriz

(3 1)
|4 4
Mol
4 4

a) (¢Es una matriz de probabilidad?
b)  Calcula las potencias M?, M>.

Basta con editar (introducir) la matriz y operar con ella.
Es conveniente tener la precaucién de trabajar en modo
fraccién para que los resultados sean significativos.

NHTE? MATH | MATRIKIA] 2 %2
e P M ]
3:[C]
41 [0]
i [E]
BagTa.ra
Figura 1 Figura 2
[Al¢¥Frac [AI1ZF
(1578 3] (1575 3-8
[3+8 3-8]] [3<8 3-8]1]
Ans+[A] ¥Frac
[[2-16 Fr16]
[F<1&6 9-1R]1
Figura 3 Figura 4

) Completa la matriz y generaliza el resultado para la
potencia n-ésima de la matriz M.

(Utilizando la calculadora y después de varias potencias
mis, se llegd a dos resultados distintos).

(1, 1 1 1) (27 +1 27 —1)
n_ 2 2n+1 2 2n+1 0 2r1+1 2n+1
Mi=ty "9 1 74 ME=1 A n

1 1, 22 1 2" 41

2 o+l 2 on+l o+l o+l

...donde el valor
de la calculadora
grafica se muestra

mds potente es
en todo el proceso
relativo al estudio
del rango de
una matriz y
a la resolucion
de sistemas
de ecuaciones
lineales.

Aris# [A] FFrac

[[9-15 ¥r16]
[F-16 9-16]]
[[17/32 15-32]
[15-32 17-32]1]
[[33764 31-64]
[31-64 33-64]11]

Figura 5

d) Calcula lim M* cuando n tiende a
infinito.

[RI~

%

Figura 6

Pero donde el valor de la calculadora
grifica se muestra méas potente es en
todo el proceso relativo al estudio del
rango de una matriz y a la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales.
Serfa un tanto pesado mencionar todo
el proceso que la calculadora desarrolla
para aplicar el método de Gauss o la
regla de Cramer (mucho mis rapido,
sin embargo, que el modo manual). Sin
embargo, una estrategia para la resolu-
ci6bn que muy a menudo no se utiliza
por la complejidad del proceso operati-
vo es la siguiente:

Si en AX = B, despejamos X, nos queda
X = A1B

La actividad propuesta fue la referida a

continuacioén, en el siguiente apartado.

Ecuaciones matiriciales

Para las ecuaciones matriciales siguien-
tes, determina si hay solucién y cal-
calala cuando sea posible:

(<11 2 2 41 0
2) [3 0o -1|-x =|o 1 =2
12 3 3 0 -1
(2 -1 0 401 2
b) Lo 1 —2|-x - 0 -1
3 0 -1 2 3




_ Proceso de resolucion:

2) Como sabemos que X = A™l-B, edita-

mos A y B.
MATRIAIA] 3 x3
R
i z Eilll:
33 3T%
Figura 7

MATRIXIB] 3 X3
G ¢ a
[3 0 h]
3.2="1

Figura 8

La sorpresa fue
mayiscula, ya
que no habiamos
hablado de
determinante
de una matriz.
La conclusion
obtenida por los
alummnos en ese

momernto...
Efectuamos el producto A™1-B.
[A1-:[B]
Figura 9
R SIMGULAR MAT
Goto
TRt
Figura 10

La sorpresa fue mayuscula, ya que no
habiamos hablado de determinante de
una matriz. La conclusién obtenida por
los alumnos en ese momento era:
i no existe la matriz inversa de A, el
sistema no tiene solucion»
b) Si repetimos el proceso:

MATRIXIB] 3 ®3 [R1-*[B] FFrac

G oady | T

[l : e [-1 1.4 37411

3,353

Figura 11 Figura 12

Actividades de investigacion con matrices

Para poder ver el interés que el trabajo con matrices
puede suponer en su relacion con otros campos de la rea-
lidad cientifico-social, las actividades que tratamos fueron
las siguientes:

Vectores-matrices-probabilidad

Un vector fila de n componentes p = (p,, p,,..., p,) se
denomina un vector de probabilidad si todas sus compo-
nentes son no negativas y ademds la suma de sus com-
ponentes es igual a 1.

a) Al lanzar una moneda, podemos considerar el vector
de probabilidad p = (1/2, 1/2). Al lanzar un dado el
vector de probabilidad asociado es .......................

b) Sip= (1/4, 1/3, x) es un vector de probabilidad.
calcula x.

Una matriz cuadrada n X n es una matriz de probabilidad
si cada una de sus filas es un vector de probabilidad.

o) (Cudles de las siguientes matrices son matrices de pro-
babilidad?

(0,8 0,3 -0,1) (0,3 0,3 0,2)

1/2 1/2
/ /) 0 1 0 ||04 0,5 04
0,3 0,2 0,4

0
(1/2 0 1/2
0,5 0,5 0

d)  Si colocamos un ratén en una caja con tres compar-
timentos como la de la figura. y no disponemos de
mds informacion, podemos suponer que el raton esco-
ge cualquier puerta al azar y con la misma probabi-
lidad.

‘ il

Figura 13

El paso del compartimento I al Il tiene una probabili-
dad de 1/3, lo escribiremos p,,=1/3, jcudnto vale p,,?
Podremos escribir en forma de matriz 3X3 todas estas
posibles transiciones (cambios de estado en este ejem-
plo cambio de compartimento).

(A parttir de este momento, la calculadora grafica apoya
muchisimo el trabajo investigador)

e) Hay una propiedad que relaciona los vectores y las
matrices de probabilidad.



«Si p es un vector de probabilidad con n componentes
¥ P es una matriz de probabilidad nxn, entonces p.P
es un vector de probabilidaci,

Pon algiin ejemplo y comprueba esta propiedad.
JSabrias demostrar este resultado?

) Escribe dos ejemplos de matrices de probabilidad
éSerd cierto que su producto es una martriz de proba-
bilidad? Investigalo.

g ¢Serd cierta la siguiente propiedad:
«Si M es una matriz de probabilidad, entonces M2,
M, ... son matrices de probabilidady

Movimientos migratorios

En la urbe de Megdpolis los estudios realizados acerca de
los movimientos de la poblacion indican que el 15% de los
habitantes de la ciudad se muda cada ario a los suburbios
Yy que el 10% de los babitantes de los suburbios se muda
cada afio a la ciudad. Si la poblacién de Megdpolis esta-
ba repartida en 1989 de forma que el 6G0% vivia en la ciu-
dad y el resto en los suburbios se pide:

a)  jCudl serd la proporcion de los babitantes en la ciu-
dad en 19907

b)  Calcula la probabilidad de vivir en los suburbios en
1990.

O Calcula la probabilidad de vivir en la ciudad en 1991
Y la probabilidad de vivir en los suburbios en 1991.

Comentarios:

Como los alumnos ya habian trabajado anteriormente con
diagramas en 4rbol y con probabilidad, la mayoua enfo-
caron el problema en esa linea de trabajo

En efecto, si consideramos el diagrama de arbol:

C
0,85
C
0,6 0’1 5
S
Comienzo

0,4 01 >

C

S

P(habitar en la ciudad en 1990) = 0,6x0,85 + 0,4X0,1 =
P(habitar en los suburbios en 1990) = 0,6x0,15 + 0,4%0,9 =

Como los alummnos
ya habian
trabajado

anteriormente
con diagramas
en drbol y con
probabilidad,
la mayoria
enfocaron
el problema
en esa linea
de trabajo.

En estos momentos varios alumnos se
dieron cuenta de que podia ser intere-
sante trabajar con una matriz (matriz de
transicion) y disponer los cdlculos utili-
zando el estado inicial E, y la matriz de
transicion T. Asi al efectuar el producto
de matrices E,'T obtendremos un vector
con las probabilidades de vivir en la
ciudad en 1990 y de vivir en los subur-
bios en 1990. Esto es el estado de pro-
porciones de 1990,

Ciudad  Suburbios
Ciudad 0,85 0,15
Suburbios 0,10 0,90

Surgi6 el problema del estado inicial,
pero muy pronto se planteé que basta-
ba con considerar una matriz o vector
fila, (06, 0'4).

MATRIXIAD 1 =2
[.E Y 1

1:2=,4

Figura 14

[AI#*[E]
[[.55 .4511]

Figura 15

Hasta este punto, la utilizacion de la
calculadora gréfica, parece un poco
superfluo, ya que los productos que
surgen son sencillos, pero ¢y si vamos
generalizando?

Nota: Para que los resultados sean sig-
nificativos, merece la pena dar los resul-
tados con tres decimales.

Sci Eng |
Eézﬂqﬁﬁ?ﬂg

Figura 16



d) Calcula la probabilidad de habitar
en la ciudad en 1999.

(Basta con ir generalizando el proceso)

Figura 17

Puede ser un buen momento para
hablarles de las cadenas de Markov. Asi
para el afo 2000, las probabilidades
correspondientes a vivir en la ciudad y
a vivir en los suburbios se podra calcu-
lar efectuando el producto de matrices

E ,T2000~1989
1

(;Por qué?)

[A1x[B]1~11
[[.488 .53921]

Figura 18

e) ¢(Se alcanzard alguna proporcion
estacionaria o estable en el trans-
currir de los arios?

Si hacemos transcutrir, por ejemplo, S0
afos:

[AT+[B] 56
[[.480 ,588]1]

Figura 19

_ Supongamos que las proporciones esta-
cionarias fueran (x, y), con x +y = 1,

- entonces se verificarda (x, y) T = (x, y).

- T'la matriz de transicién. (;Por qué?).
Calcula x,y e interpreta el resultado.

La teoria de las cadenas de Markov
- demuestra que se alcanza un estado

_ &stacionario independientemente del
estado inicial de partida. En nuestro

La teoria de
las cadenas de
Markov demuestra
que se alcanza
un estado
estacionario
independientemente
del estado inicial
de partida.

caso era el de la proporcién en 1989, (06, 0'4), pero la
proporcién estacionaria serfa la misma si el estado inicial
hubiese sido (0°2, 0°8), por ejemplo. Compruébalo.

e La matriz de transicion T, jes una matriz de probabi-
lidad?

Pirdmide de poblacion

Al cabo del tiempo la distribucion de la edad de los habi-
tantes de un pais varia. Es conocido el fendmeno de enve-
Jecimiento de la poblacion. Las pirdmides de poblacion
pueden representar los cambios de forma clara. ;Qué ocu-
rrird en el ario 20507 jEs posible bacer predicciones sobre
el futuro a partir de pirdmides conocidas?

Una estrategia importante consiste en estudiar en primer
lugar un ejemplo bastante mis sencillo, pero no absurdo.
Supongo que dentro de un drea del trpico vive una espe-
cie de insectos. La distribucién de la poblacién es fluc-
tuante. Para los dos afios siguientes se tiene:

t=1

¢Es posible construir la pirdmide para el avio t = 2?

Es una pregunta muy abierta y, sin duda, dard lugar a una
discusion. Es necesario suponer algo sobre la mortalidad
y la natalidad. Imaginemos que los porcentajes de muer-
te de los grupos de edad no varian. Entonces todos los
ancianos (edad 2) mueren; para el grupo de mediana
edad la probabilidad de muerte es 2/3; para los jévenes
es 1/4.

t=1

La Gltima pirdmide ya necesita una base y la pregunta es:
iqué generaciones producen los jévenes? ;qué sabemos
sobre la reproduccién?




Poden: 5s hacer otra suposicién: sélo los ancianos produ-
cen insectos nuevos. Podemos concluir que una pareja de
insectos tiene una media de 8 hijos, pues el factor de
reproduccién por anciano es de 4. Ahora podemos hacer
predicciones:

t=1 t=2

Es sorprendente que la pirdmide original vuelve a repe-
tirse.

Partiendo de otra pirdmide y suponiendo que los porcen-
tajes de mortalidad y natalidad no varian, se puede espe-
rar un movimiento peridédico también. Observa el grafo
de transicion:

edad 1

T

edad 0 4——-—~—~ edad 2

La matriz de transicién para un afio es:

(o o 4
T =13/4 0o o
o 1/3 o

Para dos aflos es:
[0 o 4 (0 0 4 (0 43 0
T2 = 13/4 o o|'|34 0 o/l =0 o 3
0o 1/3 ¢ 0 1/3 0 1/4 0 0
Para tres afios es:
[0 4/3 0y [0 0 4 (1 0 0)
T =0 0 3/-/34 0 ol =lo1o0
1/4 0 0 0 1/3 0 0 01
La propiedad T®=I causa la periodicidad. Si los insectos son

menos fértiles, por ejemplo, el factor de reproduccién es 2,
tendremos T3 = (1/2) y la consecuencia seria la extincién.

Si cambiamos el grafo, por ejemplo:

Usando la
calculadora,
los alummnos

pueden investigar
si una poblacion

Se extinguird
0 crecerd

explosivamente.

La matriz es ahora;

[0 2 2
T =13/4 0 0
0 1/3 0

Y es en estos momentos cuando la cal-
culadora gréfica o el ordenador nos
pueden ayudar tremendamente. En
clase, no se llegd mis que a analizar
algunos afios.

Usando la calculadora, los alumnos
pueden investigar si una poblacién se
extinguird o crecera explosivamente.

La matriz de transicién es ahora:

(0 3/4 0)
T =12 0 1/3
2 0 0

(Les resultd curioso el cambio de crite-
rio al dar la matriz de transicién).

Y si partimos de una poblaciébn de
6.000 insectos en cada edad, los resul-
tados que vamos obteniendo realizan-
do la multiplicacién iterativa: BTT...,
donde B es la matriz 1x3 que en cada
momento nos da la poblacién, nos
encontrarfamos:

MATH EDIT |
1x3
SHE

Figura 21
[[24B080 4588 25
Ans#* [B]

[[130A8 12660 1
[ (39880 9758
[[31588 29250
[[6580A 23625 9
E[EE?EB 43738 ¥

Figura 22



- pe lo que deducimos la siguiente tabla:

6000
2.000
- 1500

6.000

3.250

19750

Si continuamos el proceso (cosa senci-
lla de hacer con la calculadora grafica),
nos encontramos ademads con la sorpre-
sa de que la proporcién entre los gru-
pos de edad no cambia; la distribucién
de la edad es estable.

Aproximadamente los porcentajes fina-
les son 59,42; 32,62y 7,96.

Luis Millan
IB Figueras Pacheco
Alicante.
Sociedad de Mateméticas
AlKhwarizmi

Conclusiones

La experiencia resulté muy positiva, tanto desde el punto
de vista técnico, ya que la posibilidad de que cada alum-
no dispusiese de su propia calculadora hizo que se fami-
liarizaran con el uso de mends, teclado, etc., como desde
el punto de vista del desarrollo de la unidad didactica, ya
que permiti6 trabajar unas actividades que en condiciones
normales hubiera sido muy dificil llegar a plantear.

Por otra parte, hubo un aspecto que merece destacarse.
Es el cambio que supone la utilizacién de la calculadora
gréfica en lo referente a las actividades propuestas para el
proceso evaluador de los alumnos. El tiempo utilizado en
célculos puede dedicarse a hacer mds hincapié en las
situaciones que pueden dar lugar al trabajo con matrices.
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La calculadora grafica
en correlacion y regresion

Luis M. Botella Lopez

Este bloque temdtico nos
brinda la ocasién de
desarrollar y relacionar entre
si una gran cantidad de los
conceptos y procedimientos
constitutivos del curriculum
de los nuevos bachilleratos,
tanto en la modalidad de
Ciencias Sociales como en la
de Ciencias de la
Naturaleza y en la de
Tecnologia, al inferrelacionar
modelos funcionales teéricos
con estudios experimentales,
andlisis con estadistica.
Disponer en la actualidad de
una herramienta como la
calevladora gréfica
enriquece sobremanera su
desarrollo, al permitir
abordar el estudio de
regresiones no lineales y
obviar el farragoso trabajo
de realizacion de céleulos
repetitivos; en definitiva,
permite dar prioridad
al razonamiento sobre
el calculo,

e pretende en el presente articulo mostrar el desarrollo
del bloque temitico de «Correlacién y regresién» tal y
como se ha llevado a cabo en un grupo de 1.° del nuevo
bachillerato, modalidad de Ciencias Sociales, mediante la
presentacién de algunas de las actividades tratadas. Po-
demos destacar dos principios basicos de la metodologia
empleada:

e Las clases se basan de una forma sistemdtica en la

Resolucion de Problemas.
e Se utiliza, de modo habitual, la calculadora grafica (en

nuestro caso la TI-82) como herramienta de trabajo.

Tras un primer trimestre dedicado a tratar problemas con-

ducentes a asimilar el concepto de relacion funcional

entre dos magnitudes, y a modelizar las relaciones encon-

tradas, supongo que alumnos y alumnas son capaces de

reconocer a partir de una grifica los tipos de funciones

estudiados:

e Lineales, haciendo hincapié en la proporcionalidad
directa.

e Proporcionalidad inversa.

e Polindmicas.

Es presciso mencionar que los modelos de funcién inver-
sa, exponencial y logaritmica fueron estudiados cuando
surgié una regresidén de uno de estos tipos (en concreto
exponencial) durante la resolucién de una de las activi-
dades propuestas en este bloque.

El bloque temitico se dividié en tres partes (a efecto de
proponer actividades con una cierta afinidad):

* Reconocer funciones.

e Relacion funcional experimental.

e Relacidén estadistica.



Reconocer funciones

Identificar gréficas

Se trata de reconocer una gréfica proyectada a partir de la
calculadora gréfica, e intentar dar su ecuacién con el mini-
mo namero de preguntas. Se proyecta:

Figura 1

y = x (x-10)* , con escala definida por los parimetros:

Xmin =0 Xmax =1 Xscl =0
Ymin =0 Ymax =50 Yscl =0

Creen identificar la grifica con una recta y piden un valor
(x =1,y =81, dando como ecuacién y = 81x. La repre-
sentamos graficamente sobre la anterior! con la consiguien-
te sorpresa (figura 2a). El didlogo que sigue es algo asi:

Figura 2a Figura 2b

Alumnos: O sea, que 1o era una recta

Profesor: Bueno, a-lo-mejor os habéis confundido con la ecua-
cion.

A: No, porque al pasar por el origen la imagen de 1 nos daria la
pendiente. :

P:iQué se puede bacer para asegurarse?

A: Veamos en la tabla las imdgenes de 0 y2.&x=0,y=0:x=2,
y = 128). Seguro que no loes, borque las diferencio?s 10 son cons-
tantes. ‘ -
£: De todos modos, ;por qué no probdis a cambiar la ecuacion de
la recta? . .
A: Porejemplo y = 92x (se dibuja y practicamente coincide con
la-grifica inicial; figura 2b), Pero no es. Nos beace JSalta otro valor
& =3, y = 147). Las segundas diferencias tampoco son constan-
tes, 1o es de segundo grado. Otro valor (x = 4, y = 144); jya estal,
las terceras diferencias si-son. constantes. Fs de tercer grado:..
Para tener una idea de la ecuacion nos baria Jalta encontrar las
otras raices... siguiendo con las diferencias terceras, creo que es
10. A ver la imagen (x = 10,y = 0).

1

Se trata de
reconocer
una grifica
Dproyectada
a partir de
la calculadora
grdfica, e intentar
dar su ecuacion
con el minimo
numero de
preguntas.

Para ello, se apaga el retro-
proyector, con el fin de mos-
trar tan sélo las gréficas y que
no vean la ecuacién buscada
hasta que no se considere
oportuno.

EE T
0 0
i By
H izg
||
|

W=
Figura 3

A: Vamos a cambiar la_escala para ver ln
grdfica basta x = 10.

(Se apaga el retroproyector para hacer
Xax = 10). Ver figura 4a.

Figura 4a

AN

Figura 4b

/La raiz es doble! Hay que asegurarse; cam-
bio de escala con X, . =15 me = ...150
(tras revisar los valores de la tabla en sus

notas, ver figura 3, se obtiene la grifica de la

o

figura 4b). ;Si, es doble! Ya tenemos la

ecuacion,
Y =x(x-107,

Se aprovecha para mostrar el parecido
de ambas graficas (cdbica y recta) en el
intervalo [0, 11 y comentar que si deses-
ramos estudiar la funcién sélo en ese
intervalo, quiza serfa mas Gtil tomar una
recta a pesar del error cometido. Sobre
todo si se tratase de datos que ya tienen
algin error. También tenemos ocasién
para hablar de los términos «nterpolar»
y «extrapolam, y del riesgo de hacer
predicciones a partir de una tabla de
datos para valores muy alejados de los
conocidos.




Buscar graficas

I. Se visualizan los puntos (40, 60),
(60, 100), (65, 110)
Como quieres que digamos algo con eso?
hora se trata de que digdis cudl seria la
clon cuya grdfica pasa por esos puntos.

Como tenemos tantos daios... Bs una
a, eso si. ;Cudles son los puntos?

Cudnta informdcion necesitdis?

as coordenadas de dos puntos.

Figura 5

Se mueve el cursor (figura 6a) por dos
de los puntos: (x = 40, y = 60), (x = 60,
y = 100). Calculan...

Pl
e ) =60
Figura 6a
i
B
sl =60
Figura 6b

La y aumenta 40 unidades cuando.la x
aumenta 20. Asi que la pendiente es 2; tene-
mos x = 40, para ir basta 0 bay que retroce-
der 40 unidades, Iuego la y tiene que dismi-
nuir 240 = 80, y valia 60. Asi que la imagen
de 0 es—20. La ecuacién es y = 2x— 20.

Se dibuja y, claro, pasa por los puntos.

II.° Se visualiza, del mismo modo, la
tabla de valores:

Se propone
una serie de
actividades en que
hay que encontrar
da mejor»
aproximacion a la
relacion funcional
existente entre dos
variables, para lo
que conocemos
una tabla de
valores obtenida
experimentalmente.

2 Término evidentemente subjeti-
vo en estos momentos.

Figura 7a Figura 7b

A: jHala! jCualguiera encuentra una Juncion quie pase por esos
puntos! - ~ .

P: jDe qué tiene eso aspecio? "
Diversidad de opiniones, -
Putes una recta no. ;
Puede que de una funcion de tercer grado.
Yo dibujaria una pardbola bacia abajo...

Se puede dar pie a discutir, utilizar las posibilidades de la
calculadora para dibujar las mejores aproximaciones para
cada una de las ideas (figura 7b), etc. En cualquier caso,
se deja el campo abierto para el estudio que viene después.

Relacion funcional experimental

Se propone una serie de actividades en que hay que
encontrar da mejor® aproximacion a la relacién funcional
existente entre dos variables, para lo que conocemos una
tabla de valores obtenida experimentalmente.

Se trata de que identifiquen la funcién buscada a partir de
la nube de puntos. Una vez hecho, que cada uno cons-
truya la funcién que mejor se adapte a los puntos, para
luego discutir los criterios seguidos y concluir cudl parece
«Ja mejor aproximacion».

Se utiliza la calculadora para corroborar o refutar hipéte-
sis de forma intuitiva, representando graficamente la nube
de puntos y superponiendo las gréficas de las funciones
propuestas.

Aleaciones

El punto de fusion de una aleacion depende de las pro-
porciones en que intervienen cada uno de sus componern-
tes. Para dos componentes A y B, se obtienen los siguientes
datos:

JCudl estimas que es la temperatura de fusion si el compo-
nente A aparece al 55%? ;Cudl crees que serd la tempera-
tura de fusion del componente A?



De entrada, identifican los puntos con una paribola.
(Caras de desdnimo al pensar en el sistema de ecuaciones
que les espera; jy no pasa por el origen),

Alguien sugiere un modo de responder 2 las preguntas:
0,55 es da mitad de la mitad de la distancia entre 0,5 y
0,7». ¢Por qué no calcular el valor que estd a la cuarta
parte de 425 a 485? Eso digo yo spor qué no? Han hecho
una interpolacién lineal; a continuacién inventan algo
parecido para el 1 a partir de los dos Gltimos datos (extra-
polacién lineal).

En cualquier caso, es el momento de mostrar cémo la cal-
culadora se hace cargo de lo rutinario y farragoso:

Tras introducir los datos, se define el grafico deseado, y
los vemos en pantalla.

La maquina se hace cargo de los cilculos. Primero defini-
remos las listas que hacen el papel de variables indepen-
diente y dependiente y, a partir de ahi, tenemos todo un
repertorio de curvas de regresion. En nuestro caso, elegi-
mos una regresion cuadritica. Ya tenemos calculados los
pardmetros de «a mejor aproximacién de segundo grado.

Podemos superponer la funcién asi obtenida a la nube de
puntos y pasando a la tabla de valores asociada a dicha
funcién damos con los valores deseados.

. ] Vs

5 . m
Figura 8a Figura 8b

Figura 8¢

Después, al haber 5 puntos (condiciones), alguien habla
de un polinomio de 4.° grado. Se obtiene con la calcula-
dora y se superpone la grifica.

Conclusion: No siempre la mejor solucién (matematica-
mente hablando lo es, puesto que esta gréfica pasa por
los cinco puntos) es la mas adecuada.

Neumadaticos

La profundidad de la huella de la banda de rodadura de
un neumdltico tiene una importante influencia en la con-
duccion. Y no solo en la evacuacion del agua cuando
llueve, sino también en la distancia de frenado. La tabla
nos da informacion al respecto:

...al permitir
la utilizacion de
la calculadora
una
comprobacion
inmediata
de conjeturas,
permiten en
algunos minutos
toda una serie
de reflexiones
sobre la
influencia de
los pardmetros
en un modelo
Juncional.

|

cCudal estimas que seria la distancia
de frenado para una profundidad de
6 mm?

El limite minimo legal para la profun-
didad del dibujo es de 1,6 mm. ;Cudl
serd la distancia de frenado?

Hay quien asocia la nube de puntos al
modelo de funcién hiperbélica, con lo
que tenemos la ocasién de escuchar
razonamientos del siguiente tipo mien-
tras trabajan en grupos con sus calcula-
doras :

La funcion es del tipo
a
y.= —+b
X

La asintota borizontal debe estar por el 68,
asi que debe ser b = 68 ; voy a probar con
a=1yb=068, -

jQué val'La a es mucho mds grande. Prueba
con a=50.

Eso estd mejor, pero b es menor; vamos a pro-
bar con b= 65,

Pues b mds pequeria y a mds grande; a = 65
yb=060.

Todavia no; mira a ver si a = 70.
No, mejora.=75.

Finalmente obtenemos algo similar a la
figura 9. Merece la pena destacar los
conocimientos que se ponen en juego
en tales discusiones y que, al permitir la
utilizacién de la calculadora una com-
probacion inmediata de conjeturas, per-
miten en algunos minutos toda una
serie de reflexiones sobre la influencia
de los pardmetros en un modelo fun-
cional.

N

Figura 9




preguntas planteadas.

Vemos las grificas que se obtiene para
cada tipo de linea de regresion: tene-
mos la nube de puntos y las regresio-
nes lineal, cuadritica, ctbica, cudttica y

potencial (figura 10).

En otros casos, se utiliza la calculadora
para ensayar cada una de las opciones
disponibles hasta encontrar la grafica
que mds se ajusta a los puntos para, a
partir de la tabla de valores que corres-
ponda a la funcién, responder a las

o
e

s

e

.
S

Figura 10

Se plantea la discusion acerca de la ido-
neidad o no de cada una de las aproxi-
maciones. Ahora se puede responder a
las cuestiones planteadas en el enun-
ciado a partir de la tabla de valores:

3 Wi Y # Yz Yy
[ ] 5B.90% 5 Bii48 | 74443
1.6 102,68 | 10828 16 106,27 7
=5 Yy=

K Ve Ve
[ 74,275 | 75
i 10%4E | 10828
W

Figura 11

Planetas

El siguiente cuadro da para cada planeta del sistema solar
su distancia media al Sol, considerando como 10 la dis-
tancia de la Tierra al Sol, asi como la duracion de un giro
completo alrededor del mismo.

a) Representa grdficamente la relacion entre el niimero
del planeta y su distancia al Sol (ny d ).

b) ;Qué tipo de relacion te parece que puede existir
entre ambas variables? Busca un modelo funcional
apropiado.

¢ JA qué distancia seria de esperar que se encontrase un
eventual 11.° planeta?

d) Representa grificamente la relacion entre la distancia
al Sol y el periodo de rotacion (d,, y T,).

e) ;Qué relacion funcional encuentras entre ambas? Si lo
consigues, acabards de deducir la tercera ley de
Kepler. Biiscala en alguna enciclopedia y compara lo
que alli pone con lo que 1l bas encontrado.

Al ensayar, resulta que el mejor ajuste se obtiene con una
regresion exponencial para la relacién n <> d,. Ello supo-
ne un primer contacto con el modelo de funcién expo-
nencial.

Se explora la grafica con el cursor o bien se utiliza la tabla
de valores para responder a la cuestion b).

Para la relacién d_ <> T se obtiene, aproximadamente,
y = 0,32x35, que se deberi relacionar con la tercera ley de
Kepler tras recordar o introducir la idea de exponente
fraccionario. Las gréaficas son:

Figura 12




Elementos radiactivos

Los elementos radiactivos emiten particulas de distintos
tipos y van perdiendo masa con una rapidez que varia de
unos a otros. Un experimentador observa uno de estos ele-
mentos en dias sucesivos y anotando su masa obtiene la
siguiente tabla:

Busca un modelo de funcion que se ajuste a esta tabla.

El periodo de semidesintegracion de un elemento radiacti- .

vo es el tiempo que tarda una determinada masa del
mismo en reducirse a la wmitad. ;Cudl es el periodo de
semidesintegracion del elemento estudiado?

Teniendo en cuenta esto, quizd el modelo de funcién que
bas dado anteriormente deba ser reconsiderado. Hay que
tener presente que el periodo de semidesintegracion es fijo;
es decir, que cuando vuelva a transcurrir otra vez el
mismo tiempo, la masa se volverd a convertir en la mitad
v, desde luego, la masa nunca llegard a ser negativa
(zocurria esto con el modelo que diste antes?).

Busca otro modelo funcional que se ajuste mejor a la situa-
cion. ;Cudndo serd la masa menor que 0,1 miligramos?
cLlegard alguna vez a desaparecer por completo el elemento?

Quiz4 sea interesante no dar toda la informacién con el
enunciado, sino en dos partes. Al utilizar la calculadora
para obtener una linea de regresién adecuada a la nube
de puntos, y si se ensaya siguiendo el orden que aparece
en la calculadora, es probable que los alumnos y alumnas
se conformen con una regresion lineal que, realmente, da
una muy buena aproximaciéon (figura 13a).

Se puede ahora preguntar si parece 16gico este modelo,
que inevitablemente conducird a una masa negativa tras
transcurrir un cierto tiempo (se puede sugerir que reco-
rran la grafica con el cursor o que visualicen una tabla de
valores). Luego han de buscar otro modelo.

o =

S,

Figura 13b

Figura 13a

N

Figura 13c¢

Al utilizar
la calculadora
para obtener una
linea de regresion
adecuada a la
nube de puntos,
Y si se ensaya
siguiendo el orden
que aparece en la
calculadora,
es probable que
los alummnos
y alumnas se
conformen con
una regresion
lineal que,
realmente,
da una
muy buena
aproximacion.

Al dar la siguiente informacién sobre el
periodo de semidesintegracién se
sugiere el modelo de funcién exponen-
cial (segundo contacto con este mode-
lo), que se ajusta mejor al problema:
realizamos un ajuste exponencial y la
superponemos a las anteriores, Con un
zoom vemos el comportamiento distin-
to de ambos modelos con el paso del
tiempo (figuras 13b y 130).

Con un zoom o modificando los pari-
metros de la ventana grifica podemos
dar respuesta al resto de cuestiones
planteadas (figura 14), aunque también
es posible utilizar las tablas de valores.

N

"

H=1%.iFi06Y4 Y=.E0EREHZD

#=176.5057  ¥=9.1426E -

HW=iPE.0ii3: V=8 0306E-E

Figura 14

Relacién estadistica

Equipos de fitbol

En la siguiente tabla tenemos la clasifi-
cacion de la 14 division de fiitbol el dia
10-5-95, junto con los goles marcados
por cada equipo y el niimero de parti-
dos empatados:




a) JQué equipos han marcado pocos
goles? ;Y muchos?

b) ¢Podrias decir qué lugar deberia
ocupar en la clasificacion un equi-
po que bubiera marcado 30 goles?

o) Y un equipo que hubiese empata-
do 16 partidos?

Una vez introducidos los datos en tres
listas, L, a L,, la calculadora nos da
directamente los valores necesarios. El
apartado a) se refiere al intervalo

[?—oy,§+oy}

obteniendo los parimetros necesarios
directamente a partir de los cilculos
para dos variables:

T
31.24599498
T
28.15480562

Figura 15

Se puede considerar como «ormal» el
haber marcado de 29 a 51 goles.

...una vez mds
la calculadora
trabaja por
10SOLYOs:
activando un
grdfico estadistico,
calcula la linea
de regresion que
se copia en
la pantalla.

Para el apartado b), una vez mas la calculadora trabaja
por nosotros: activando un grifico estadistico, calcula la
linea de regresién que se copia en la pantalla. Obtenemos
el grifico adjunto; entramos en la tabla y probamos dis-
tintos valores de X hasta obtener el valor mis aproxima-
do a 30 para el nimero de goles (figura 16).

o A Y
10 40,443
ic 3014
20 £E.EHE
k4

o

Figura 16

En lo que se refiere al apartado ©), hemos de cambiar las
definiciones de grifico para estudiar ahora la relacién
entre L, y L.,

Al ver el gréfiéo (figura 17) podemos deducir una débil
relacién entre las variables, lo que se confirma al calcular
la linea de regresioén, pues se obtiene como coeficiente de
correlacién r = 0,086, con lo que no merece la pena pro-
seguir, pues la estimacién no es fiable.

Figura 17

Vehiculos y victimas

El parque de vebiculos y el niimero de victimas mortales
en carretera en Esparia ba evolucionado en los tiltimos
arios de la siguiente forma (datos obtenidos de Anuario El
Pais, 1995):

a) ¢Podrias dar una estimacion sobre el niimero de vebi-
culos que se espera en 1994 y 19957

b) ;Y sobre el niimero esperado de victimas mortales en
estos dos arnos?

) Quizd se podria pensar que el aumento del niimero
de vebiculos debe traer comnsigo un aumento del
ntimero de victimas mortales. Cita algunas causas por
las que creas que no ba sido asi en estos ocho afios.




La grifica definida para responder a la primera cuestién
(figura 18a) sugiere una relacién de tipo lineal bastante
fuerte, obteniendo la respuesta en la tabla de valores

(figura 18b):
;" i W
/P/"A gy 1B873
iggaz

I

Figura 18

Para la segunda, la grifica de la figura sugiere una rela-
cién no lineal, quizd cuadritica, de la que se obtienen las
respuestas de la tabla de la figura 19:

Figura 19

Una conclusion inesperada

Una vez finalizado el bloque, se propuso a alumnas y
alumnos algunos problemas que tuvieran relacién con
todo lo estudiado a lo largo de los dos trimestres del
curso. Uno de ellos decia asi:

Un intermediario ha comprado el 30 de septiembre 200 kg
de uva para venderlos en Navidad. Le ban costado a 40
Dta el kilo y sabe que cada dia que pase, su precio aumen-
tard en 1 pta/kg, pero pierde 1 kg de uva.

a)  Encuentra una funcién que proporcione el importe de
la venta de las uvas (si el intermediario vendiese todos
los kilos disponibles) cuando hayan transcurrido x
dias y represéntala graficamente.

b) sCudndo le interesa vender? ;Qué ganancia puede
obtener como mdximo?

Uno de los grupos desarrollé el problema del siguiente
modo:

1. Elaboracién de una tabla de valores construida a par-
tir del enunciado; introducen los datos en la calcula-
dora y visualizan la nube de puntos

pry
—
-
—
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n
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n

Figura 20

Intuyen que se trata de una funcién
polinémica de 2.° grado (jo quizd
prueban antes un ajuste lineal y
encuentran la coincidencia al
segundo intento?), realizan el ajuste
correspondiente y superponen la
grafica a la nube de puntos:

LiuadRea

=g E hxtn

Figura 21

3. Para asegurarse, afiaden un punto a

la nube, separado de los otros, y
dibujan el resultado:

----- 7

|

Figura 22

4. Cambian los valores que definen la

ventana gréfica:

/\\/ a

Luis M. Botella
IB Francisco Pacheco
Alicante
Societat d’Educacié
Matemdtica
AlKhwarizmi

Figura 23

Ya seguros de lo que hacen, dan
como expresion algebraica la asi
obtenida, y para el maximo explo-
ran la grafica con el cursor y ajustan
con el zoom. Se aseguran a partir
de la tabla de valores.
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Matematicas con leche.
Transversalidad nutricional

Ismael Roldan Castro

El arficulo presenta una
actividad lodica en la que
las matemdticas y el sentido
del gusto constituyen lo
esencial del experimento.
Se investigan en el mismo
algunas posibilidades
sencillas de aplicacién de la
estadistica descripfiva mas
elemental en un contexto de
formacién de consumidores
criticos. Consiste, pues, en
un relato pormenorizado de
las vicisitudes, incidencias,
técnicas y aportaciones
diversas que sucedieron
realmente durante el
desarrollo de algunas
clases de matemdticas.

e encontraba inmerso en el mundo de los polinomios,
describiendo las curiosas relaciones entre sus miembros
mas conspicuos, cuando, tras la lectura de la prensa, me
informé de la celebracién del «Dia del Consumidor.

Y yo, con los polinomios.

Estaba claro que habia que hacer un esfuerzo por salir de
Polinomilandia, a buen seguro con la aquiescencia uné-
nime de mis alumnos de primero, para conectar con tan
singular fecha. Pregunté en la clase: ;Os gustaria saborear
las matemiticas? La respuesta no se hizo esperar: {M4s
aln, ...Maestro?

Asi fue como nos dispusimos a preparar una jornada
impredictible. De esas que no aparecen en los «jercicios
del tema» o en las pidginas de «curiosidades». Queriamos
saber si con alguno de nuestros sentidos mas preciados,
el gusto, y con la ayuda de las matematicas, podiamos
valorar criticamente algln producto alimenticio cuya
publicidad nos afectase.

Propuse la leche y, en principio, se acept6. No obstante,
hubo quienes hubiesen preferido el jamén de pata negra
e incluso bebidas con escaso aporte nutritivo.

La actividad se desarroll6 durante dos clases. En la pri-
mera decidimos adquirir tres marcas distintas del mismo
producto. Coincidimos en la conveniencia de efectuar la
compra en el mismo establecimiento, ya que interesaba
que el escalonamiento en los precios de las marcas elegi-
das fuese de algin modo similar al de otros estableci-
mientos. Asimismo, habfa que procurar no elegir una
marca que estuviese de oferta porque, obviamente, ello
falsearia los resultados en los que interviniese el precio.

Muy bien, les planteé, pero: ;qué cantidad de leche ten-
dremos que comprar?, y alguien espet6: «Creo que, como
somos muchos, con 12 tetrabriks de cada marca tendre-



:

mos suficiente». Suficiente, desde luego. Mas que sufi-
ciente. Con esa cantidad casi desayuna el Instituto com-
pleto cualquier mafiana.

La investigacién no habia hecho mis que comenzar. Una
chica apunté que ella se solia beber un vaso al dia. Como
en la clase habia 35 alumnos, la cosa estaba clara: 35
vasos de leche de cada marca. O sea, que irfamos al
supermercado y pedirfamos al empleado el equivalente a
105 vasos de leche. Y no sabemos cudl podria ser la reac-
cién del mismo. Es bien fécil, concluyé otro alumno: <Nos
llevamos un vaso y lo llenamos 105 veces. El nGmero de
tetrabriks abiertos es la cantidad de litros que tenemos
que comprars,

Y entonces pensé que, siguiendo por ese camino, mais
barato nos resultaria comprar una vaca, ordefiarla directa-
mente en la clase y degustar la leche directamente salida
de sus ubres.

Por fortuna, algunos pensaron que los métodos anteriores
resultaban algo prosaicos y no dejarfan en buen lugar al
profesor. Gloriosa intervencién ésta que atemperd mis
constantes vitales. En efecto, una degustacién en la que
cada alumno ingiriese tres vasos de leche consecutivos,
resultarfa peligrosamente contraproducente. Un auténtico
suplicio.

Por racional consenso establecimos que cada uno degus-
tarfa en total 150 ml. Es decir, 50 ml de cada marca de
leche. Y como eran 35, ello significaba 1.750 ml que, a los
efectos de adquisicién, suponian aproximadamente 2
litros de leche de cada marca. En total: 6 1 de leche, 35
vasos de un solo uso, un paquete de servilletas y algo fun-
damental: el aziicar. Algunos tomaban la leche con azi-
car. Pensamos en comprar sobrecitos pero optamos por
un paquete de 1 kg para utilizar con cucharillas. La clave
de una rigurosa y edulcorada degustacién consistia en
diluir siempre la misma cantidad de azicar, y esto resulta-
ba mis preciso con una cucharilla que con un sobrecito.

También se acordé que las tres marcas de leche fuesen
del tipo UHT (entera) y que se sirviesen a la temperatura
ambiente. La leche fria y la caliente podiian alterar los
sabores, o hacer m4s dificultosa su evaluacion.

Cada alumno prepard tres hojillas, una para cada marca
de leche, como la que mostramos:

SABOR LECHE «X»
0 1 2 3 4 5

Asi, cuando terminasen de degustar la leche X, marcarian
el valor del sabor segin les dictaminasen sus paladares
respectivos. El 0 corresponderia a nefasto sabor o insipi-
dez manifiesta y el 5 a sabor 6ptimo o placer absoluto.

Queriamos saber
si con alguno de
nuestros sentidos
mds preciados, el
gusto, y con la
ayuda de las
matemdticas,
podiamos valorar
criticamente
algun producto
alimenticio cuya
publicidad nos
afectase.

Se formaron varios grupos de trabajo.
Por un lado los camareros, es decir,
aquellos cuya misién consistitfa en ver-
ter en los vasos de sus compafieros los
50 ml de cada leche. Por otro, los cal-
culistas. De este ltimo, se formaron
tres grupos de tres alumnos cada uno.
Uno para la leche X, otro parala Yy el
tercero, para la leche Z. Asi, cuando la
clase terminase de degustar la leche Y,
por ejemplo, uno de los miembros de
ese grupo recogeria las 35 hojillas de
valoracion del sabor de la leche Y para
cumplimentar la tabla siguiente:

VALOR RECUENTO | FRECUENCIA

0

1

2

Con una calculadora, y una vez efec-
tuado el recuento y contabilizados los
totales para cada valor (frecuencias
absolutas), calcularian la media aritmé-
tica y la desviacion tipica de la distribu-
cién. Se hizo especial hincapié en la
comprobacién de la suma de las fre-
cuencias absolutas que tenia que coin-
cidir con la totalidad del ntmero de
alumnos participantes. Algin grupo
tendria que repetir el escrutinio por
errores en el recuento.

Una vez que los grupos de calculistas
X, Y y Z, tuviesen ultimados sus cilcu-
los y, por tanto, cumplimentadas las
tablas, pasarfan los resultados a un
cuarto grupo de calculistas definitivos
que presentarian las conclusiones fina-
les a toda la clase.

Y es que todos querian saber:

e La leche de mejor sabor.

e La leche de mayor calidad.

* La leche de 6ptima relacién calidad-
precio.

Lo primero quedaba resuelto sin mas:
que presentar los resultados de las me-



dias aritméticas y desviaciones tipicas
de cada marca. Bastarfa comparar. Las
desviaciones tipicas servirfan como
pardmetros orientativos del grado de
representatividad de la media como
«sabor» estindar de cada leche.

Pero, ¢y la calidad? El precio estaba
claro. Sin embargo, la calidad, desde el
punto de vista matemdtico, no.

Se discutid, a fin de establecer un crite-
rio matemdtico razonable, a qué cosa
llamarfamos calidad. Hubo de todo.
Desde los que consideraban que todas
las leches sabfan mis o menos igual y
que lo tnico que habia que considerar
era el precio, hasta los que querfan
valorar detalles como la composicion
estética y el disefio publicitario de tex-
tos y logotipos presentes en el tetrabrik.

Finalmente triunfé la propuesta que
consistia en tener en cuenta los valores
nutricionales propios de la leche y que
aparecen impresos en los respectivos
recipientes:

Hidratos
Valor de

energético | Proteinas | carbono | Grasas

El profesor facilitd esos datos relativos
a cada marca. Pero siempre bajo el dis-
fraz de leche X, Y, Z. El tnico que
conocia la equivalencia de cada leche
incognita con la marca comercial, era el
profesor. En el Gltimo momento, tras la
presentacion de una tabla resumen
final a cargo del Gltimo grupo de traba-
jo, se desvelarfan las marcas.

Los datos que utilizaron correspondian
a los valores medios por 100 ml de
producto. La calidad se defini6 de la
siguiente manera:

Calidad = 2 valores nutricionales

Sin embargo, dada la heterogeneidad
de las magnitudes nutritivas inherentes,
los valores numéricos se presentaban
muy dispares: Las proteinas, hidratos de
catbono y grasas (todas en gramos),
con valores entre 0 y 5, mientras que el
valor energético (en kJ) en torno a 200.
La solucién para ponderar la suma con-
sistié en multiplicar por diez los valores

Las desviaciones
tipicas servirian
como pardametros
orientativos del
grado de
representatividad
de la media como
«sabor» estdandar
de cada leche.

de proteinas, hidratos de carbono y grasas. De la misma
manera se procedi6 con los valores medios del sabor de
cada leche. Y, consecuentemente, el valor energético se
dividirfa por 10. Con estos trucos, la formula que inventa-
mos quedd como se muestra en el recuadro:

VE
CALIDAD = 10(P+HC + G+ S) +

0
Siendo:
P = Proteinas
HC = Hidratos de carbono
G = Grasas
S = Sabor

VE = Valor energético.

La relacion Calidad/Precio, tras la definicién anterior, no
, constituirfa ninglin problema. Estricta traduccién al len-
guaje matemdtico del término «elacién» = cociente.

En la experiencia que narramos en el presente articulo, se
utilizaron las marcas de leche: Asturiana, Pascual y La
Lechera (que no se corresponden con X, Y, Z, necesaria-
mente). El gran dia, el dia de la degustacién, constituyé
una auténtica fiesta. Para los que asistieron, desde luego.
De un total de 35, se presentaron sélo 27. Con un fondo
musical apropiado, los alumnos asumieron los roles pre-
viamente pactados y se divirtieron saludablemente. El
profesor, también. En este contexto, se pudieron escuchar
comentarios absolutamente coherentes con la situacién:
jVaya leche!, {Prueba esta leche y veras!, etc.

Y los resultados que se obtuvieron fueron los que apare-
cen en la tabla que se adjunta:

Sabor X Y Z

0 2 9 1

1 4 2 4

2 5 5 2

3 5 4 3

4 7 4 12

5 4 3 5
X 2,68 2,04 3,33
o, 1,43 1,77 1,44

Los calculistas definitivos presentaron los resultados
siguientes:




Precio Calidad/
S pta/l Calidad Precio
2,68 109 1616 1,48
Y 249 2,8 4,2 3,50 2,04 95 150,3 1,58
z 267 3,1 47 3,60 3,33 105 174,0 1,66
Con lo cual: y susurros. Y el profesor, «despejé» las

e Mejor sabor: Z

e Mayor calidad: Z

o Optima relacién calidad/precio: Z

Obsérvese que la leche mids cara no resultd ser precisa-

mente ni la de mejor sabor, ni la de mayor calidad ni tan
siquiera la de 6ptima relacién calidad/precio.

Ello nos permitié enunciar la siguiente moraleja: Lo mas
caro no siempre es lo mejor.

En ese punto, la musica cesd. Los alumnos crearon su
propio fondo musical de expectacion a golpe de timbales

€

Ismael Roldén
IFP Virgen de los Reyes
Sevilla
SAEM Thales

tres incognitas lacteas. Propongo, para
proximas ediciones del experimento, el
Bolero de Ravel. El lector interesado, al
que supongo agudo y perspicaz, no
encontrard dificultad para desvelar las
marcas que se esconden tras nuestros
ancestrales disfraces: X, Y, Z.

Las transversales de la nutricién, termi-
naron por atravesarnos. A partir de
ahora, las matemiticas y la leche que-
dardn unidas a perpetuidad.

Geometria mudéjar

Iglesia de Tobed (Zaragoza).
Siglo XIV

(Fotos: F. Villarroya)




Historia del algebra

en la educacién secundaria:
resolucién de problemas
«historicos»

Paloma Gavilan Bouzas

El trabajo ofrece un recorrido
por la historia, recogiendo
diversos problemas que
sirven para conocer las
aportaciones que distintas
culturas han hecho en la
construccién de
las matemdticas.

Su objetivo es dar la
oportunidad al alumnado de
que se sitbe en Egipto,
Grecia o la India y que
afronte las cuestiones que alli
se plantearon, pudiendo con
ello ejercitarse en la
resolucion de problemas
y el dlgebra.

1 objetivo que se pretende es trabajar al unisono en tres
pilares fundamentales de las matemdticas de esta etapa:
e Historia de las matematicas.

e Resolucion de problemas.

e Algebra.

Despertar en el alumnado nuevas actitudes para que se
acerque al mundo de las matemdticas desde otras pers-
pectivas mds reales y flexibles, a través de la presentacion
de una coleccién de problemas histéricos, fundamen-
talmente de cardcter algebraico: éste es el reto.

El horizonte bistérico ofrece una vision viva de las mate-
maticas. Estas, se construyen, se hacen, se descubren...
Recorremos la historia y ello permite saber lo que cono-
cian y se planteaban los egipcios hace 3600 afos, o los
griegos hace mis de veinte siglos, o los indios en el siglo
XII, o Newton, Buler, Gauss... en el XVIII y XIX.

Otro de los pilares sobre el que nos apoyamos es la resolu-
cion de problemas, ya que se trata de un centro de interés
permanente a lo largo de la educacion secundaria y nos
ofrece la posibilidad de presentar problemas curiosos € inte-
resantes que provoquen al alumnado y atraigan su atencion.

La destreza para resolver problemas se mejora sustancial-
mente con la prictica y el entrenamiento sistematico, y ello
no es una perogrullada, ya que gran parte del alumnado
considera que no estd capacitado para resolver problemas
de matemdticas, ni lo estard por mucho que se esfuerce.
Desarrollar esta capacidad es fundamental no sélo para
aprender matematicas, sino para aprender a vivir.

El alumnado debe romper sus habituales resistencias a enfren-
tarse a los problemas, lo que se consigue a medida que van acu-
mulando éxitos y, por lo tanto, perdiendo miedo. Tendremos
que convencerles o, mejor dicho deberdn experimentar, que la
capacidad de resolver problemas se mejora con la prictica.




Para romper esos bloqueos iniciales ante un problema es
conveniente ofrecerles unas pautas a seguir. Bien podria
ser el conocido modelo de Polya, o cualquier otro organi-
grama (ver figura adjunta), que les oriente en los momen-
tos de confusién o indecision, de modo que conozcan las
fases mas usuales en la resolucién de un problema, asi
como distintas estrategias heuristicas que pueden emplear.

Asimismo hay que saber qué problemas plantear y a quién
plantedrselos. En esta coleccién aparecen problemas muy
sencillos, y otros menos sencillos, problemas con solucién
Unica y con infinitas soluciones, de manera que es posible
atender a la diversidad y conseguir que todas las personas
de la clase obtengan logros a medida de sus capacidades.
Lo importante es que comprueben que con su esfuerzo
aprenden y ello hace que se sientan bien y aumenten su
confianza en si mismos y en sus capacidades y, conse-
cuentemente, mejore su relacién con las matematicas.

La eleccion del dlgebra se debe a que es uno de los pilares
basicos sobre los que se construye el edificio matematico; es,
ademds, su lenguaje, su modo de expresarse. Tanto la geo-
metria como el andlisis o la estadistica hacen uso de este len-
guaje y para acceder a otras ramas de las matemdticas es pre-
ciso interpretar y comprender el lenguaje algebraico, asi como
emplearlo para referirse a distintos mensajes matemdticos, No
en vano en el siglo XIX, tanto Poncelet como Laplace, aven-
turaron que el avance del andlisis y de la geometrfa dependia
en aquellos momentos de que los matemdticos se decidieran
a expresarlas en el lenguaje algebraico y que solo asi despe-
garfan y lograrian espectaculares avances, como asi ocurrio.

En la actual reforma se estdn rescatando importantes facetas
de las matematicas que estaban algo marginadas; pero ello
no significa que se devalde la importancia del dlgebra o pase
a desempefiar un papel secundario. Es evidente que, en el
nivel a que se refiere este trabajo, el alumnado no va a nece-
sitar emplear complicadas expresiones algebraicas, ya que
sus incursiones en geometrfa, anilisis o probabilidad no lo
requieren. Pero si es necesario que, a su nivel, logre un
correcto uso e interpretacién del lenguaje matematico.

Metodologia

La posibilidad de ofrecer distintas asignaturas optativas apate-
ce en la LOGSE, y se concreta en los decretos posteriores. El
taller de matemdticas es una de esas optativas que se
puede elegir tanto en tercero como en cuarto curso de la
ESO, siempre y cuando el centro la oferte. (En nuestro
centro este es el tercer afio consecutivo que impartimos el
Taller de Matematicas en 3.° y en 4.° de ESO).

En el taller, el alumnado adquiere una experiencia de las
matemdticas desde un punto de vista diferente del que
habitualmente tiene. Ofrece una via distinta de acceso a los
objetivos generales de la etapa, y no sélo del 4rea.

Historia
ENUNCIAD O

\4

EO DESPACIO E
ENUNCIADO

¢
CORRECTO?

La perspectiva historica puede servir para
elaborar la programacién del taller. Con el
telén de fondo de la historia de las mate-
maticas y siendo el objetivo fundamental
«aprender a pensar y, pot tanto, aprender
a resolver problemas, el taller se puede
estructurar en torno a los bloques de alge-
bra, geometifa, estadistica y probabilidad.

PASOS PARA LA RESOLUCION
DE UN PROBLEMA

——>@4—+

SEPARO LOS DATOS
CONOCIDOS Y LOS
DESCONOCIDOS

v

TRAZO UN PLAN
PARA RESOLVERLO.
INDICO LAS OPERAGONES
QUE HAY QUE REALIZAR.

v

Esnmo EL RESULTADO

HAGO LAs OPERACIONES

v

COMPRUEBO £L RESULTADO

EN LA HISTORIA DEL
PROBLEM A

Esta coleccién de problemas cubre el
bloque del dlgebra. Son problemas que
se han ido planteando y resolviendo a
lo largo de la historia y que estin al
alcance del alumnado de este nivel. A
partir de ellos y dependiendo del inte-
rés conseguido en el alumnado, se
abren otras vias de trabajo e investiga-
ciébn que nos llevardn a profundizar
mas en la historia de las matemiticas.

Muchos de estos problemas pueden tratar-
se en 3.°y 4.° de ESO al estudiar los temas
de algebra. Evidentemente no con la
misma profundidad, ya que el tiempo dis-
ponible no es el mismo al estar presente la
presion del programa que es preciso
cubrir. No obstante, es interesante para el
alumnado asomarse a esa ventana de la
historia y dedicar algin tiempo a conocer
c6mo se ha ido avanzando en matematicas
y quiénes han sido las personas que han
aportado mis en este campo de la ciencia.

La metodologia que se propone es la pro-

pia del trabajo cooperativo: ofrece al




mismo tiempo oportunidades para traba-
jar las matematicas y para aprender a tra-
bajar en grupo y a relacionarse. Potencia
la autoestima del alumnado y favorece

una actitud positiva hacia las matematicas.

Los equipos son formados por los pro-
pios alumnos y alumnas siguiendo las
directrices que marquemos entre todos.
Por ejemplo, que en todos los grupos
haya alumnas y alumnos, que los equi-
pos sean homogéneos entre si, integran-
do personas de distintas capacidades e
intereses, etc, Este es un punto impor-
tante ya que influird en todo el proceso.

Una vez formados los equipos se distri-
buye la tarea. Cada equipo tiene que
tratar de resolver problemas faciles, de
dificultad media y dificiles, siendo
necesario que cada integrante del equi-
po trabaje junto con los demds, pero
presente al final su propio trabajo.

Evaluacion

Evidentemente, la evaluacion tiene que
estar en consonancia con la metodologia
empleada. Debe abarcar tres aspectos:

e Aspectos generales de la clase:
ambiente de trabajo, interés y moti-
vacién general del alumnado, distri-
bucién de las tareas, formacién de
los equipos...

e Aspectos de cada equipo: iniciativa e
interés por el trabajo, cumplimiento
de las tareas previstas, colaboracion,
confrontacién de opiniones, discipli-
na del equipo...

e Aspectos individuales: integracién y
participacién en el grupo, flexibilidad
para admitir ideas distintas de las
propias, capacidad y disposicion para
ensefiar a los demis y aprender de
ellos, interés por el trabajo, relacio-
nes con sus compaferos, intervencio-
nes en debates y discusiones, capaci-
dad de trabajar en equipo, respeto a
las demds personas, respeto a las
normas del grupo, hibitos de trabajo
como la finalizacién y presentacion
en el tiempo previsto, cumplimiento
de las tareas encomendadas, limpieza
y orden en el trabajo, sistematicidad...

La coleccion de
problemas que
viene a
continuacion sigue
un orden
cronologico [...]
para observar la
evolucion de las
distintas cuestiones
que ban ido
Pplanteando y
resolviendo los
matematicos a lo
largo de la bistoria

Paloma Gavilan
IES Luis de Lucena
Guadalajara

Y de cara a desarrollar en el alumnado una actitud critica

frente a su trabajo y el de sus compafieros es convenien-

te incorporar al proceso de evaluacién la opinién propia

del alumnado. Con ello conseguimos:

» Contrastar nuestra opinién con la suya.

 Implicarles en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

e Desarrollar el habito de juzgar criticamente su propio
trabajo y el de sus compafieros.

El alumnado rellenard la ficha de autoevaluacién que ela-
boremos, valorando tanto el trabajo en equipo como el
individual. En ella pediremos su opinién sobre las activi-
dades realizadas, los fallos que han encontrado, lo que
mis y lo que menos les ha gustado, las posibilidades de
mejora, etc., para obtener informacién que nos permita
evaluar y mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Algunos comentarios a los problemas

La coleccion de problemas que viene a continuacion sigue un
orden cronoldgico en su presentacién —salvo el caso de la
India, cuyos resultados son contemporaneos e incluso ante-
riores a los egipcios— que no es necesario respetar a la hora
de llevarlos al aula; si parece oportuno seguirlo para observar
la evolucién de las distintas cuestiones que han ido plantean-
do y resolviendo los matemiticos a lo largo de la historia.

Hasta la Alta Edad Media los problemas van agrupados en
varios bloques: Egipto, Grecia, China y la India, indican-
do, en caso de que se sepa, el autor del mismo y la época
en que vivié. A partir de la Alta Edad Media cada proble-
ma va encabezado por el nombre del matemético que lo
tratd, su lugar y fecha de nacimiento.

Los asteriscos que aparecen entre paréntesis, gradian la
dificultad del problema en orden creciente. En algunos
casos la dificultad estriba en el enunciado del problema; en
otros, en la necesidad de concluir el problema, introdu-
ciendo algln concepto nuevo para esta etapa, como el de
las progresiones para el famoso problema indio del aje-
drez. Algunos de ellos no son meros enunciados, sino que
explican cémo fueron resueltos en su época, como el pro-
blema 25 del papiro de Ahmes, la multiplicacién india, o la
manera en que Descartes calculdé geométricamente la raiz
cuadrada de AB.

Aparecen enunciados muy conocidos como el del epita-
fio de Diofanto, los cuadrados mégicos chinos, el del bar-
quero, el lobo, la cabra y las coles, o el modo en que
Gauss, siendo un colegial, sumé los 100 primeros nime-
ros naturales; junto a otros menos conocidos aunque no
por ello menos atractivos: el problema indio de las perlas
y las princesas, los poéticos enunciados que Baskara
dedica a su hija Lilavati, o los que se plantea Diofanto en
su obra Aritmética.



Egipto

Asf multiplicaban los egipcios 412 x 7:

1 2

7 2 824

4 1648

TOTAL 2884

Multiplica empleando este método 2801 X 7

El papiro de Ahmes: problema 25 (s. XVIT'2.C.) (*
«Una cantidad y la mitad de esa cantidad es igual a 16,
Los egipcios resolvian estas cuestiones mediante el método de'la
Jalsa posicion: Supongamos que el valor de la cantidad es x =2
1 1
2+—:2=3 3 5+—=16
2 3

Multiplicando por (5 + 1/3) en ambos miembros de. la igualdad
anterior tenemos: )

et

1
La solucién correcta por lo tanto es: 2-[5+—J
3

¢Cémo lo resolverias ta?

El papiro de Ahmes: problema 24 (s. XVII 2.C.) (*)

«Calcular el valor del montén si el montén y un séptimo-del mon-
ton es igual a 19

Intenta resolverlo por el método de la «falsa posiciénsy contras-
ta la solucién resolviendo el problema de otro -modo.

El papiro de Rhind: problema 79 (s. XVII a.C) (¥

«Habia una propiedad compuesta por siete casas; cada casa tenfa
siete gatos; cada gato se comia siete ratones; cada raton se comia
siete granos de cebada; cada grano habia producido siete medi-
das. ;Cuédnto sumaba todo esto?

El papiro de Ahmes: problema 40 (s. XVII 2.C.) (***)

Repirtanse diez hogazas de pan entre cinco hombres de tal
manera que las partes correspondientes estén en progresion arit-
mética y que ademds un séptimo de la suma de las tres partes
mds grandes sea igual a la suma de las dos mds pequefias:»

Grecia

Pitagoras de Samos (s, VI a.C.)(**)

Pitagoras de Samos, s. VI a.C., llamé miimero perfecto a aquel que
es igual a la suma de todos sus divisores, excepto él mismo. El 6
es un nimero perfecto ya que 6 = 1+2+3,

Ast'mismo, llamé nidmero deficiente si es mayor que la suma de
sus divisores propios. Por ejemplo, 8 es deficiente: 8 > 1+2+4,

Por altimo, un niimero es abundante si es menor que la suma
de sus divisores propios. El 12 es-un niimero abundante, puesto
que 12< 1+2+3+4+6,

{Cudl es el siguiente nimero perfecto?
;Y el siguiente ntimero deficiente?

:Y el siguiente ntimero abundante?

Los griegos resuelven ecuaciones (s. IV a.C.) (**%)

Asi resolvieron los griegos la ecuacion que hoy escribimos como
x?+ax = b? en el siglo IV a.C;

«Encontrar un segmento X tal que si al cuadrado construido sobre
€l se le suma un rectangulo construido sobre el mismo segmen-

to y.sobre un segmento dado a, obtengamos un rectangulo de
area igual a la de un cuadrado dado:»

Aplica ese método de resolucion y resuelve geométricamente la
ecuacion: x>+ 5x = 50

Euclides (s. III 2.C.) (***)

La proposicion 4 del libro 11 de los Elementos dé Euclides, ofrece
la siguiente ‘demostracion geométrica del cuadrado de una suma:

(@a+b)@=2a2+b2+ 2ab

ab b2

Trata de demostrar ti del mismo modo que:
(@-b)?=a% +b2-2ab

Algoritmo de Euclides (s. Il 2.C) (*)

Euclides ingeni6 el siguiente método para calcular el médximo
comuin divisor de dos nimeros:

Divide el mayor entre el menor. Si la- divisién es exacta, el divi-
sor es el M.C.D. En caso contrario; divide el divisor anterior entre
el resto obtenido, continuando de igual modo hasta que el resto
sea cero. El dltimo divisor empleado es el M.C.D;




por ejemplo, para calcular el M.C.D. de 1728 y 842

COCIENTES 2 19 7 3
1728 842 44 6
044 402 2 0
06

Por tanto, el M.C.D. de 1728 y 842 es 2.

Emplea este método para calcular el M.C.D. de 824 y 36.

Criba de Eratostenes (s. 111'a.C) (*)

Para obtener: los 100 primeios nimeros primos, en la siguiente
tabla, a partir del 2, tacha todos los nimeros saltando de dos en
dos. A continuacién, a partir del 3, tacha todos los ntimeros de
tres en tres, y asi sucesivamente. Los numeros que queden sin
tachar son los nimeros primos. Compruébalo.

1.2 3 4 5.6 7 8 910
11 12 1314 15 16 17 18 19 20
21 22 .23 24 25 26 27 28 29 30
31 3233 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 5253 ‘54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 .66 67 6869 70
71 72 73 .74 75 767778 79 80
81 82 83 84 85 85 87 88 89 90
92 92 .93 9495 96 97 9899 100

Epitafio de Diofanto (s. IIl d.C) (*9

«Caminante!l Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto; y los
ntmeros pueden mostrar, joh milagrol;, cudn larga fue su vida
cuya sexta parte constituyd su hermosa infancia. -Habfa transcu-
rrido ademds, una duodécima parte de su vida cuando de vello
cubri6se su barbilla.

Ia séptima parte de su existencia transcurrio en un matrimonio
estéril. Pas6 un quinquenio més y le hizo dichoso el nacimiento
de su precioso primogénito, que entregd su cuerpo, su hermosa
eXistencia, a la tierra, que durd tan s6lo la mitad de la de su padre.

Y con profunda pena, descendi6 a la sepultura, habiendo
sobrevivido cuatro afios a la muerte de su hijor.

A qué edad murié Diofanto?
«Con qué edad se cas6?
A qué edad tuvo su hijo?

A qué edad muri6 su hijo?

Diofanto de Alejandria (s. I d.C.)
Aritmética, problema 19

Diofanto en su obra Aritmética presenta 189 problemas resueltos.

«Encontrar cuatro numeros de manera que la suma de tres de ellos
exceda al cuarto en un numero dado. Condicién necesaria: la
mitad de la suma de las cuatro diferencias dadas debe ser mayor
que cada una de ellas. Sean las diferencias 20, 30, 40y 50.»

(Cuiles son los nimeros?

Aritmética, problema 39 (**%)

«Dados dos nimeros, encontrar otro tal que las sumas de los dis-
tintos pares, multiplicadas por el tercer nimero; proporcionen
tres niimeros en progresion aritmética.

Niameros dados: 3y S».

Aritmética, problema 20 (**)

Encontrar dos nimeros de manera que el cuadrado de uno
sumado al otro dé un cuadradon.

Aritmética, problema 9, libro II (***)

«Dado un ndimero, encontrar otros tres de manera que la suma
de dos cualesquiera de ellos menos el nimero dado sea un cua-
drado, y que sea también un cuadrado la suma de los tres menos
el nimero dado.

Sea 3 el nimero dado».

Aritmeética, problema 11, libro IV (**)

«Encontrar dos cubos de manera que su diferencia sea igual a'la
diferencia de sus lados».

Aritmética, problema 20, libro V (***)

«Dividir una fracciéon dada en tres partes de manera que una cual-
quiera de ellas menos el cubo de su suma sea un cuadrado.

Sea la fraccion dada 1/4».

Aritmética, problema 1, libro VI (***)

«Encontrar un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa menos cada
uno de los lados sea un cubo. Formemos el tridngulo con x y 3.

China

Cuadrados magicos (*)

El primer cuadrado miagico data del ano 2200 a.C.
ta la leyenda, fue hallado por el emperador de e
caparazén de una tortuga divina que pasab k
Los: cuadrados ‘mégicos eran usados‘comofamule

Ordena de forma conveniente los nime
para que sea magico. ‘ .

Pista: susuma es 34,



drones robaron vatios s rollos de tela. Alguien que
pasal kapor e bosque oyo hablar:

— Sinos quedamos con seis cada uno, sobran cinco rollos; pero
si nos quedamos con siete cada uno; faltardn ocho.

La cuestion es la siguiente: ;Cuantos rollos de tela y ladrones héy?

La rueda magica

Coloca los ntimeros del 1 al 9 de modo que las diagonales sumen 15,

Baskara (s. XID () ‘

Baskara, en el siglo XII, escribio un libro al que llamo Lzlavat;
nombre de su hija a quien iba dedlcado En el planteo cuestlo-
nes: como la siguiente: - - -

«Bella muchacha de ojos relucientes, dime td, si conoces el arte
del invertir, cudl es el nimero que mult,:plicado por tres, aumen-
tado en tres cuartos del producto, dividido por siete, disminuido
en un tercio del cociente, multiplicado por si mismo, disminuido
en cincuenta y dos; mediante extraccion de la rafz cuadrada, adi-
cién de ocho y division por diez, da por tltimo el namero doss,

¢Te atreves a ayudar a Lilavati?

De nuevo Lilavati... (s. XID (*)

«Un quinto de un enjambre de abejas se posa sobre una flor de
kadamba; un tercio, sobre una flor de silindha. Tres veces la dife-
rencia entre los dos ntimeros vol6 a las flores de un kutuja, y
quedd una sola abeja que se alzé por el aire, igualmente atraida
por-el-grato perfume de un jazmin y de un pandamus. Dime ta
ahora, mujer fascinante; cuil era el nimero de abejas».

Otro problema para Lilavati... (s. XD

«Amable y querida Lilavati, de dulces ojos como los de la delica-
da y tierna gacela; dime cudl es el ntimero que resulta de multi-
plicar 135 por 12»;

Los indios inventaron para multiplicar la «wegla fulmineas,

Para  multiplicar 435 por 2976 disponian asi los ntimeros:

s~

2 9 7 6
3 712 2
4 8 6 8 4
7 2 2 1
3 6 7 1 8
L 4 3 3
e e g 500 5 0
177279 4 5 6 0

Emplea ta el mismo «método ﬁlhninanten para ayudar a Lilavati,

Otro problema indio (**)

«Un pavo. real estaba posado sobre un poste de nueve codos de
altura. En la base del poste habfa un agujero de culebra. El pavo se
lanza por la culebra, que esta a una distancia del poste igual a tres
veces su altura. Cuando la atrapa, los dos han recorrido la misma
distancia. ¢A qué distancia del poste cogi6 el pavo a la culebra?»

El precio del ajedrez (***)

El ajedrez fue inventado por el indio Lahur Sessa, y va unido a
una curiosa leyenda:

«Al rey Sitham de la India, le gust6 tanto el juego que le dijo a
Lahur: pideme lo que quieras,

Lahur le pidi6 el trigo que resultara de, comenzando por la: pri-
mera casilla del ajedrez con un grano de trigo, colocar en cada
casilla el doble del nimero de granos que hubiera en la anterior.

Los contables del rey le dijeron que, a pesar de la riqueza de su
reino, no podia cumplir el deseo de Lahurs,

(Cudnto trigo pedia Lahur?

El problema de las «catils» (***)

«Un navio que volvia de Serendibe, trayendo gran cantidad de
especias, fue alcanzado por violento temporal. La embarcacién
habrfa sido destruida por las olas, si no fuera por el valor y el
esfuerzo de tres marineros que, en medio de la tormenta, mane-
jaban las velas con extremada pericia.

EL capitan, queriendo recompensar a los denodados marineros,
les dio: cierto ntimero de «catils». Los «catilss eran ‘mds de 200 y
menos de 300. Las monedas fueron colocadas en una caja para

que al dia siguiente, al desembarcar el almojarife las repartiese

entre los tres valientes. Sucedio, sin embargo, que durante la
noche, uno de los tres marineros se despertd y penso:

— «Serfa mejor que retirase mi parte. Asi no tendré oportunidad
de discutir con mis amigoss:

Y, sin’ decir nada a los compaiieros, fue, en puntas de pie, hasta
donde se hallaba guardado el dinero, lo dividid en tres partes
iguales y noté que la division no era exacta, ya que sobraba un
«catil.

— «Por causa de esta misera monedita, es probable que mafiana
haya rifia y discusion. Serd mejor sacarlay.



Y el marinero-la tir6 al mar, retirindose: cauteloso. Llevaba su
parte 'y dejaba las que correspondia a sus companeros en el
mismo lugar.

Horas después el segundo marinero tuvo la misma idea. Fue al
arca en que se depositara el premio colectivo y lo dividié en tres
partes iguales. Sobraba una moneda. El marinero opt6 por tirar-
la al mar, para evitar posibles discusiones. Y sali6 de alli llevan-

dose la parte que creia le correspondia.

El‘tercef marinero, ignorando por completo que sus comparieros
se le habfan anticipado tuvo el mismo pensamiento. Levantose
de madrugada y fue a la caja de los «catils», Dividi6 las monedas
que en ella encontr6, y la divisién tampoco resulto exacta; sobrd
un «catil», No queriendo complicar el réparto, el marinero la tird
al mar v regreso satisfecho a su litera, .

Al dia siguiente, al desembarcar, el almojarife encontrd un pufia-
do de «catils- en la caja. Sabiendo que esas monedas pertenecian

2 los marineros, las dividio en tres porciones; que reparti6 entre
sus duenos, Tampoco fue exacta la divisién. Sobraba una mone-
da, que el almojarife se guardé como retribucion de su trabajo y
habilidad.

Es claro que ninguno de los marineros reclamoé, pues cada uno
estaba convencido de haber retirado su parte. ‘Ahora bien:

JCudntas eran las monedas?

JCuantas recibi6é cada marinero?

_ Los indios jugaban con el cuatro (*)

Con cuatro cuatros y empleando las operaciones aritméticas pue-
des escribir muchos niimeros. Por ejemplo:

0=44 - 44
1 = 44/44;

¢;Hasta que nimero puedes llegar?

Las perlas y las princesas (**)

«Un raja dej6 a sus hijas cierto namero de perldsy otdent que el
reparto se hiciese del siguiente modo: a la hija mayor corres-
ponderfa una perla méds un séptimo de las que ‘quedasen; la
segunda tomaria dos perlas y un séptimo de las restantes; la ter-
cera recibirfa tres petlas y un séptimo de las que quedasen: Y asi
sucesivamente, para las restantes hijas.

Las hijas més jovenes del rajd presentaron su queja‘a un juez, ale-
gando que por ese sistema complicado ellas serfan fatalmente per-
judicadas.

El juez, que era habil en la resolucion de'problemas, respondié
rapidamente que las demandantes estaban equivocadas, y que la
division propuesta por el raja era justa y perfecta.

EL juez tenia razén. Hecha la division, cada una de las hermanas
recibié el mismo numero de perlas».

¢Cuantas hijas tenfa el raja?

¢(Cudntas perlas se llevé cada una?

Otros problemas

Leonardo de Pisa Fibonacci» (Italia 1170-1240) :(‘

El origen de la conocida serie que lleva el nombre de serie ,‘d“e
Fibonacci fue el siguiente problema de los conejos: -
«Una pareja de conejos al cabo del segundo mes de yidé producén

una nueva pareja, que a su vez, al cabo de un mes de vida pro-
duce otra nueva pareja que hace o mismo, v ast sucesivamente.

¢Cudntas parejas de conejos se obtendrdn al afio?

Niccolo Tartaglia (Italia 1499 - 1557) (**)
El barquero, el Iobo, la cabra y las coles

«Un barquero quiere pasar de una orilla a otra del rio a su lobo,
su cabra y su saco de coles, y en la barca solo caben él y una de
las tres cosas. .,

El barquero sabe que si deja solos al lobo y a la cabra, el lobo
se comerd a la cabra... Si deja a la cabra junto con el saco de
coles, la cabra se comera a las coles.

¢Qué puede hacer para pasar el rio con todas sus posesiones?

Robert Recorde (Pais de Gales 1510 - 1558)
Problema de mezcla (***)

«“Hay cuatro clases de vino de precios diferentes, uno de seis
peniques el galén, otro de ocho, el tercero de once, y el cuarto
de quince peniques el galén. De estos vinos, deseo una mezcla
de 50 galones, de manera que cada galén valga nueve peniques.
¢Cuil seré la proporcion de cada vino en esta mezcla?»

Problema del caballo (**)

«Vendo un caballo con 4 cascos, y cada casco lleva 6 clavos, a
condicion de que me paguen por el primer clavo un «obs, por €l
segundo dos «ob, por el tercero cuatro «obw, y ast sucesivamen-
te, doblando cada vez el precio.

Ahora pregunto: sCudl serd el precio del caballo?

René Descartes (Francia 1596 - 1650) (**)

Descartes contribuyd notablemente al desarrollo de las matemati-
cas con la geometria analitica, es decir, la relacién de la geome-
trfa con el dlgebra. Un ejemplo de esta aportacion es el siguiente
calculo geomeétrico de la raiz cuadrada de la longitud AB:

JPuedes explicarlo?

A B
CA=1
h=vAB




Isaac Newton (Inglaterra 1642 - 1727) (**)

«Un negociante separa al principio de cada ano 100 escudos para
los gastos de ese afo. Todos los afios aumenta su capital en un
tercio y al cabo de tres aftos ha duplicado su dinero.

¢Qué capital tenia al inicio de los tres afios

Leonhard Euler (Suiza 1707 - 1783)

Intenta dibujar las siguientes figuras sin levantar el lapiz del papel,
ni pasar dos veces por el mismo sitio. Para ello, ten en cuenta que
un vértice es parsi de él salen un namero par de caminos; y es
imparsi de €l salen un ntmero impar de caminos,

¢Qué veértices son pares.y cudles impares? Elabora tna tabla con
los resultados y saca las conclusiones que te parezcan oportunas.
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Leonhard Euler (Suiza 1707 - 1783)

<Un padre deja una herencia de 8600 libras a sus cuatro hijos.
Segin el testamento, la parte del mayor debe ser inferior en 100
libras al doble de la parte del segundo. La parte del segundo, infe-
rior en 200 libras al triple de la parte del tercero. Y la parte del ter-
cero inferior en 300 libras al cuadruple de la parte del mis joven,

iCudl es la parte de cada Gno

Karl Friedrich Gauss (Alemania 1777 - 1855) ()

Siendo Gauss un colegial; su maestro pidi6 a los aluminos de la-clase
que calcularan la suma de los ntimeros del 1 al 100, pensando que
les tendria entretenidos haciendo sumas durante un buen rato.
Apenas propuesto el gjercicio, Gauss se levanto y entregd al
maestro su pizarra: ;5050 era la solucion correcta!

Intenta hacerlo td del modo mis rapido posible,

Albert Einstein (Alemania 1879 - 1955) (**)

Este problema le fue planteado a Einstein por un alumno:

Dos profesores pasean, charlando de sus respectivas familias.

= Por dierto -pregunta uno- ;de qué edades son tus tres hijas?

- B producto de sus edades es 36 -contesta su colega-; y su
suma, casualmente es igual al nimero de tu casa;

Tras pensar un poco, el que ha formulado 1a pregunta acota:

Me falta un dato.

— Es verdad -concede le otro-. Me habia olvidado de aclatarte
que la mayor toca el pianos.
4Qué edades tienen las tres hijas del profesor?

Bertrand Rusell (Pais de Gales 1872 - 1970)
Paradoja del barbero
«En una isla el barbero afeita a todos aquellos que no se afeitan
a si mismos.
¢Quién puede afeitar al barbero?».
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Algunas seducciones entre
poesia y matematicas

Emilio Pedro Gomez

Poesia y matemdtica
comparten, en cierto modo,
historias paralelas.
Mateméticos como Hardy,
Poincars,... reclaman un
lugar al subconsciente en la
creacion matemdtica. Para
Penrose, ademds, la guia en
la eleccién, entre las muchas
posibilidades imaginadas, es
la belleza de las ideas
producidas, como en la
poesia. Del lado de los
poetas, encontramos también
una referencia a las
matemdticas, basada en el
paralelismo entre ambas
éreas, para describir el
objeto de la actividad
poética.

uno siempre le extrafia su sorpresa. Cuando alguien se

entera repentinamente de que escribo poemas, sabiendo
que soy profesor de matemiticas, (0 a la inversa), suele
brotar un gesto ineludible: ¢Imposiblel. La naturalidad
metodolédgica con que puede transitarse de determinada
fase de la resolucién de un problema, al afrontamiento del
arranque de un verso (o a la inversa), parece inconcebi-
ble para mentes anacronicamente escindidoras del saber
en dos categorias disjuntas de «Ciencias» y Letras».

Uno ha percibido siempre cierto entrecruce disonante
(pero enriquecedor) de venas conceptuales; una imagine-
rfa que, como un libro de espejos que se cierra o una
gaviota en pos de su reflejo sobre el mar, tiende en oca-
siones a fundirse; materiales lingiisticos y signos comu-
nes, dirigidos a campos de batalla imaginativa diferentes;
afinidades no siempre posibles de explicar... Poco a poco
la propia experiencia, y la lectura de matematicos y poe-
tas que explican sus respectivos procesos de investigacion
y creacion, van confirmando y precisando las iniciales —y
persistentes— sensaciones.

Dos universos autonomos

Tal vez, uno de los paraddjicos puntos de encuentro entre
Poesia y Matematica, radique en la potencia de sus auto-
nomias. Si las matemiticas laboran con entes abstractos,
levantando estructuras conceptuales y 16gicas despreocu-
padas de «u realidad», también la poesia se distancia de
la prosa, en su intrinseca intenciéon de indagar el «nds alld»
de las normas del lenguaje, sin ataduras, sin ninguna obli-
gacion de ser traduccion de nada real. Cantor afirmaba:
da esencia de las matematicas es su libertad»; otro tanto
podrfa decirse de lo que representa la poesia, en el



amplio espacio de la literatura. Matemdticas y Poesia
constituyen dos colectivos de pensamiento dotados de
sentido propio, y capaces de alcanzar la plenitud (;cienti-
fica-estética?) en si mismos. Esta potencia para definir
ambitos exclusivos, amiga a matematicos y poetas mas de
lo aparentemente convenido.

Algunos paralelismos histéricos

Una observacién integradora y atenta de la historia puede
resultarnos clarificadora. La evolucién de las dos «discipli-
na» presenta coincidencias tan inesperadas como deslum-
brantes. Detengdmonos a considerar algunos ejemplos: la
exclusion del V postulado de los Elementos de Euclides
(«Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una sola
recta que pasa por este punto y es paralela a la recta
dada»), por parte del matematico ruso N. J. Lobachevsky,
supuso una ruptura de 2.000 afios de dmperialismo» de la
geometria euclidea. Las nuevas estructuras légico geomé-
tricas, abrieron desconocidos dmbitos en la investigacion
cientifica, y vinieron a dar frutos tan saludables como la
teoria de la relatividad.

Aproximadamente por la misma época (principios del
siglo XIX), se produce una revolucién artistica, de evi-
dentes similitudes. El romanticismo rompe con el racio-
nalismo del siglo anterior, declara la primacfa de lo subje-
tivo frente al objetivismo reinante, supera el clasicismo
procedimental de la escritura poética, adentrdndose por
primera vez en los dominios subterrdneos del suefio y del
pensamiento inconsciente, abriendo asi el cerrado sistema
occidental de creencias, a unos submundos desconocidos
y recénditos de la propia conciencia.

Unas décadas después, la aparicién de la geometria «esfé-
rica» de B. Riemann, que excluye el primer postulado de
Euclides («Por dos puntos sélo se puede hacer pasar una
recta»), se ve «contestador en el ambito literario por la apa-
ricion de dos poetas, Lautréamont y Rimbaud, que, lle-
gando mis alld de los postulados del romanticismo, levan-
tan un nuevo lenguaje poético, poblado de imigenes oni-
ricas, transgtesor de la sintaxis convencional, empefado
en describir do inaudito e innombrables, que irfa a desem-
bocar hacia 1920 en el nacimiento del dadaismo, umbral
del movimiento surrealista del que el arte poético actual
es tan deudor.

Tal vez los protagonistas, matemiticos y poetas, de estas
paralelas revoluciones, nunca llegaron a conocerse, ni
siquiera a saber de sus escritos. Pero ambos, hijos de un
tiempo histérico comtn, mostraron sensibilidades muy
afines; «actuaban bajo la misma consigna: inquietar sin tre-
gua a la razém».*

...quienes opinan
que la ciencia en
general, y las
matemdticas en
especial, operan
con unas
coordenadas y
trayectoria
mentales que se
encuentran en
las antipodas de
la creacion y
el pensamiento
artisticos,
se quedaran
sorprendidos ante
el testimonio
de importantes
matematicos
como Poincare,
Hadamard,
Einstein, Hardy,
Littlewood. ..

* La cita, asf como buena parte

de los paralelismos histéricos
analizados, estén extraidos de
un texto del profesor del
Instituto  de  Fisica de la
Universidad Nacional
Auténoma de México, José
Luis Aragén.

Presencia del inconsciente

A pesar de lo expuesto, podria parecer,
en una vision superficial o apresurada,
que matemdticos y poetas trabajan 4mbi-
tos de interseccién nula. Seria misién de
la Matemdtica el estudio racional de lo
consciente, reservandose la libre indaga-
cién en los dominios del subconsciente
a la Poesia. A quienes opinan que la
ciencia en general, y las matematicas en
especial, operan con unas coordenadas
y trayectoria mentales que se encuentran
en las antfpodas de la creacién y el pen-
samiento artisticos, se quedarin sorpren-
didos ante el testimonio de importantes
matemdticos como Poincaré, Hadamard,
Einstein, G. H. Hardy, J. E. Littlewood. ..
Todos coinciden en sefialar el uso de la
intuicion y el protagonismo del incons-
ciente en la investigacion matemdtica:

Cualquier poeta podria trasladar estas
afirmaciones a la descripcién de su pro-
pio proceso de trabajo creativo. Como
se ve, estos matemaiticos no sbélo no
desprecian la atencién v estimulo de la
actividad del inconsciente, sino que
alguno de ellos, llega a confrontarla
con el pensamiento consciente, sin que
el primero, parezca salir muy desfavo-
recido de] embite:




Los testimonios de estos matematicos,
no se limitan a poner de manifiesto la
intervencién del subconsciente en sus
actividades de investigacién, ni a valo-
rar como decisiva esa intervencion, sino
que intentan indagar los procesos men-
tales subyacentes:

Que esas zlummaczones subzms que
den ser llamadas m.spzmczones 7o
eden produczme memmente por azar

Intentan explorar en sus propias expe-
riencias de trabajo, diferenciando los
avances «ncrementales», de los progre-
SOS creativos:

¢Como elige el subconsciente de estos
matematicos? ;Qué criterios le orientan?
;Qué senales de trifico dirigen la intui-

cién? Sus respuestas no parecen dejar
lugar a ninguna duda:

Asi que era eso. La persecucion de la
belleza, aun inconscientemente, se filtra
en la més exacta de las ciencias, polari-
zando los criterios de seleccién y aso-
ciacion de ideas. En sus procedimientos

La persecucion de
la belleza, aun
inconscientemente,
se filtra en la mas
exacta de
las ciencias,
polarizando
los criterios
de seleccion
2y asociacion
de ideas.

creativos, arte y ciencia, parecen compartir ciertas aceras.
Al escuchar las narraciones de estos adentramientos en
subterrdneos no evidentes de la actividad matemadtica, uno
comprende mejor las cercanias de lo aparentemente lejano,
el mutuo arte de adivinar y transmitir lo nunca expresado,
afines a matemiticos y poetas. No es extrafio entonces que
alguien se haya atrevido a definir las matemiticas como «el
arte reducido al esqueleto puror, 0 que Herbert Read afir-
me tan escueta como tajantemente: «El matematico es un
artista abstractor. Resulta facil encontrar argumentos préxi-
mos a los aqui expuestos, entre autores que han reflexio-
nado sobre la filosoffa de las matematicas. Tomamos pres-
tadas unas palabras de Carmina Cafién, que pueden servir
como representacién y sintesis de los mismos:

La creacion. de los simbolos formales de la matematica ba
fszdo un proceso artistico de creacion que tiene su origen en lo
intuitivo ) yes expreszon de mtuzczones matemdticas anterio-
Tes, de un modo semejante a como un cuadro de pmtum es

expreswn de obseruactones imtuitivas de la 1ealidad

3 Camctmstzcas de este arte son claridad, sencillez y armonia.

En consecuencia, no debiera de extrafiarnos que algunos
matematicos, partiendo de la indagacién sobre el propio
pensamiento, hayan alcanzado las costas de la poesia, y
se hayan aventurado a indagar en ella sus instrumentos
potenciadores de la originalidad. El matematico Stanislaw
Ulam afirma que «6lo se es consciente de algo que en el
cerebro actia a modo de compendiador o globalizador de
los procesos en desarrollo... S6lo puede comunicarse, de
viva voz o por escrito, la cadena unidimensional de silo-
gismos que constituye el pensamiento... Pero si quiero
hacer algo nuevo u original, de nada valen entonces las
cadenas de silogismos». Sus reflexiones se extienden
entonces al utillaje poético, en blsqueda de mecanismos
potenciadores de la creatividad, de utilidad trasladable a
su propia actividad matemadtica: {De muchacho pensaba
que la rima de un poema tenia por misién descubrir lo
velado, por la propia necesidad de hallar la palabra que
rimase. Esta tarea fuerza a hacer nuevas asociaciones y
garantiza el liberarse de los encadenamientos rutinarios y de
las inercias mentales. Llega a ser, valga la paradoja, una
especia de mecanismo productor de originalidad automati-
co...». Puede resultar extrafio que estas reflexiones proven-
gan de un matemdtico, y no de un poeta, pero sélo nos
pone de manifiesto, una vez mas, esa cierta comunidad de
intenciones entre ambos (en este caso referida a la btsque-
da de generadores de originalidad que los dos necesitan).

Coincidencia de objetos

Evidentemente Poesia y Matemadtica, constituyen lengua-
jes propios y diferenciados, que dinamizan un armamen-




to de conceptos muy distintos. Sin embargo, es posible
detectar determinados puntos de confluencia. Uno de
ellos es el asunto del infinito. Una especie simultinea de
patata caliente y estrella polar en ambas disciplinas. Con
diferentes métodos y objetivos, desde al antes y el des-
pués de lo cuantificable, se procuran aproximaciones, se
provocan trasiegos de ideas y sensaciones que, en’ cual-
quier caso, como habitantes de riberas opuestas de un
mismo rio, producen familiaridad y, a veces, provechosas
vecindades. Algunos moradores de la literatura y de la
matematica, de vez en cuando, se aventuran a tomar una
barca que, aunque no alcance la otra orilla, aporta nuevas
percepciones, cuando no el simple goce del viaje. Un sim-
ple ejemplo: ;qué mejor manera de introducir en una
clase de bachillerato los ntimeros transfinitos, que la lec-
tura de un par de paginas de El Aleph de Borges?

Otro importante campo de encuentro se produce en el
papel de la dmagery» o «maginabilidad», esto es, en lo
referente a la construccién, representacion y transforma-
cién de imdgenes, tan inherente a las matemadticas y, en
concreto, a la geometria. Estudios recientes detectan una
estrecha y complementaria relacion entre el razonamien-
to analitico y el espacial, e insisten en la utilidad de la
dmagery» en la Resolucién de Problemas. El aprendizaje
de las matemiticas, y muy singularmente el de la geome-
tria, se encuentra intimamente ligado con la capacidad de
crear imagenes mentales. Y no es esa precisamente la
capacidad esencial para la creacién de metdforas? Hay
quien considera que la poesia es mucho més imagen que
discurso. Si bien existen diversas concepciones de lo que
es y no es poesia, todas coinciden en el uso de la imagen,
de la analogia visual, de la metifora, como uno de sus
elementos constituyentes y definidores.

Después de lo expuesto, no debiera extrafiamos la aseve-
racién de G. H. Hardy:

'El matemdtico, como el pintor o el poetd, es un maestro de
la forma, del disefio.

Poetas imantados por las matematicas

Hasta ahora, hemos presentado con profusién, citas de
matemdticos; nos hemos posicionado preferentemente en
su mundo, hemos detectado y transmitido amores de
matemdticos por objetos o procedimientos més aparente-
mente poéticos. Pero ;qué ocurre con los poetas? ;Se
aproximan con qué recelo o interés a la mis abstracta de
las ciencias? Uno, ha usado -y tal vez abusado- de incur-
siones en lo matemaitico, para justificar su actividad poé-
tica. Por ejemplo, con la intenciéon de diferenciar la poe-
sia de la prosa, e insistiendo en la especifica misién poé-
tica de expresar lo inefable, ha llegado a exponer que si

Jque mejor
manera de
introducir en
una clase
de bachillerato
los nuimeros
transfinitos,
que la lectura de
un par de paginas
de El Aleph de
Borges?

lo narrativo puede expresar de 1 a n, el
campo expresivo de la poesia podria
alcanzar de 0 a « (Es extensible este tipo
de familiaridades» al resto de poetas?

Observando el reciente panorama poé-
tico espafol, podemos encontrar ciertas
respuestas. Autores y criticos se hallan
divididos en dos grandes, inexactos,
interseccionados, no excluyentes ni
dicotémicos, grupos. En un bando
estdn los que apuestan por una poesia
abstracta, no figurativa, con frecuentes
elementos herméticos, dotadas de wun
maximo de ambigliedad —dicen~ y un
minimo de automatismo. Una poesia
que fue mis o menos hegemodnica en
los afos setenta (a esta concepcion de
la poesia resultan mds directamente
aplicables, los argumentos presentados
en este articulo). Sin duda alguna, el
poeta y critico Juan Carlos Sufién repre-
senta uno de los miembros mas signifi-
cados de esta tendencia. Al leer sus arti-
culos literarios, no resulta extrafio
encontrar en la bibliografia citada, el
texto de algin matematico. E incluso
sugiere:

. imaginar.el poema como algo pareci-
do d eso que Jos matematzcos lUaman un
ulmero irr aczomzl esto es umz raiz
alg bmzca que j

ndo sobre ellozs la luz que Zos cal—

culas preczsaban

Puede resultar curioso, y ser considera-
do como excepcional, este aventura-
miento en lo matemdtico para definir lo

‘poético. Comprensible si acaso, entre

los autores pertenecientes a este grupo,
que consideran a la poesia como una
construccion lingtifstica autdbnoma que
no significa, sino que es.

Claro que si nos pasamos al otro
bando, la sorpresa no cesa. Es el de la
poesia «de la experiencia», mas realista,
més cominmente comprensible, no
necesariamente autobiogrifica aunque




suela describir una situacién —real o
imaginada— en un momento mids o
menos preciso, mas clara y comunicati-
va. Una poesia que algunos consideran
que fue hegemonica en los afios ochen-
ta. Juan Bonilla, incisivo, ingenioso y
Iltcido poeta, pertenece a este grupo.
También él, desde una diferente pers-
pectiva, se apoya en las matematicas,
para describir su poética:

"Yo ‘tenia. un profesor de matemadticas
‘qle nos obligaba a jugar con las ecua-
iones. Nos ofrecia los resultados ya
pamr de éstos mosotros teniamos que
presentarle las ecuaciones de las cuales
aquéllos acabarian derivandose

. Llam bamos a ese ejer-
‘tcczon de uczczones» toclos

no entonce ecuaczones a pamr de
05 resulmdos que me ba ofreczdo la

Emilio Pedro Gomez
IES Pilar Lorengar
Zaragoza
Autor de los libros de poemas
Solamar
Meridiano
Album de votos
La nieve horizontal
de los vilanos

Creo que las matemadticas y la poesia tienen bastante que

ver (y no solo porque Felipe Mellizo baya dejado escrito
que el poema que mds le ha emocionado e su vida baya
sido el desarrollo de la ecuacion de Einstein....). Tanto las
matemdticas como la poesia Dretenden expresar lo que
existe mediante lo gue no existe, o sea, medmnte esos ele-
mentos que proceden de la imaginacion: -

El fantdstico base por altura pamdo por dos ‘ o pasa de ser
un producto de la imaginacion, es cren‘o pero no lo es

‘menos que para calcular el drea de nuestro jardin trian-

gular lo mds economico serd operar con esa formila. De

la misma manera puede ser cierto que el verso da noche es

interminable cuando se apoya en los enfermos» no pase de

ser una abstraccion si la analizamos con el bisturi de la

1razon, pero en sus. nervios ese verso guarda —para mi al
menos-— la expresion exdacta de lo que en noches de insom-
1110 me sucede...

Resulta evidente que su concepto de poesia referida a un
concreto existente, como una bisqueda de preguntas a
las maltiples respuestas que la realidad ofrece, difiere de
la de Juan Carlos Sufén. Y sin embargo, su meridiana des-
cripcidn coincide con la suya en el establecimiento de
paralelismos entre dos 4reas del saber y del arte, tan apa-
rentemente ajenas.

Existen pues aproximaciones y seducciones mutuas entre
poetas y orfebres de las ideas matemdticas. Después de
esta larga exposicion, espero que os resulte mas dificil
sorprenderos, si 0s encontriis, como a mi me ha sucedi-
do, ante un matemitico integrado en el jurado de un pre-
mio de poesia (Alejandro Ratia, narrador y critico de arte
en un peridédico de Aragdén). O descubriis que uno de
vuestros poetas preferidos, Jorge Riechmann (a cuya lec-
tura Os invito a acercaros), resulta ser un matematico
emboscado en unos versos tan sociales como inteligentes.
Sirva como despedida uno de ellos, que puede recoger
ese hdalito coman, constatado tal vez en este articulo, a
quien investiga en matematicas y a quien escribe poemas:

Lento latido, mds en el pecho suefia un sol.
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éPueden las matematicas rimar?

Jose Muioz Santonja

Carmen Castro Rodriguez
Maria Victoria Ponza

Un matemético no es digno de

ese nombre, si no es un poco
poeta.

Weierstrass en carta

a Sonya Kovaleski

Las matemdticas y la poesia
han estado @ menudo mucho
mas unidas de lo que a
simple vista pudiera parecer.
"No solamente matemdticos
ilusires han expresado en
poemas sus sentimientos,
sino que grandes poetas han
hecho referencia a las
matemdticas en sus versos.
En este arficulo recogemos
ejemplos de matemdticas en
poesias realizadas por
poetas, matemdaticos,
profesores y alumnos.

odas aquellas personas que a lo largo de sus estudios
escolares han «sufrido» con las matemdticas, suelen tener
horrendas pesadillas en las que son perseguidos por rai-
ces cuadradas, intersecciones de conjuntos, tablas de
logaritmos y absurdos problemas en los que unas veces
hay un conjunto de grifos que, bien juntos o por separa-
do, derrochan agua sin motivo aparente y otras veces una
persona, en lugar de reconocer publicamente su edad
(aunque se quite algln afito), plantea un esperpéntico
enunciado, con saltos adelante y atras en el tiempo y que,
al resolverlo, siempre resulta que un padre tuvo a un hijo
en una edad fisiol6gicamente imposible.

Las matemdticas siempre han aparecido para muchos
estudiantes como algo completamente incomprensible y
alejado de la realidad, por eso, cuando por fin dejan de
estudiar matematicas, experimentan tal alivio que procu-
ran olvidarse, cuanto antes mejor, de lo que a duras penas
aprendieron. Quedan asi, las matemdticas relegadas a un
mundo aparte, donde sélo tienen cabida unos pocos ele-
gidos sin nada mejor que hacer que dedicarse a cosas tan
abstractas e irreales. Por eso no es de extrafiar que cuan-
do se pregunta sobre la relacién que puede haber entre
las matemadticas y otros elementos como la prensa, el tea-
tro, la television o la poesia, obtengamos como respuesta
un asombro inmenso. No parece posible casar las mate-
miticas con otras formas de expresién humana. En gene-
ral, se considera que la «aridez» de esta materia estd refii-
da con la sensibilidad necesaria, por ejemplo, para escri-
bir una composicién literaria. Desgraciadamente esta opi-
nién no es exclusiva de gente con poca formacion pues, al
comentar con compafieros educadores que estibamos pre-
parando este trabajo, muchos profesores (incluso de mate-
mdticas) nos miraban de mala manera, cuando no soltaban
directamente una carcajada como dando a entender que
éramos victimas de una enajenacién mental transitoria.



Sin embargo, no es dificil encontrar ejemplos en los que
las matematicas y la literatura conviven en franca armonia
en la misma persona. Un ejemplo evidente es el profesor
de matemiticas del siglo XIX Charles L. Dodgson, que
mas que por sus libros de 16gica, es universalmente cono-
cido como autor de Alicia en el Pais de las Maravillas bajo
su seudénimo de Lewis Carroll. O, por ejemplo, la mate-
mdtica rusa Sonya Kovalevsky que, aparte de ensefiar
matemdticas, escribié en peridédicos y también public
una novela. Incluso por poner un ejemplo mis cercano a
nosotros, comentar que el mas olvidado de nuestros pre-
mios Nobel de literatura, José de Echegaray, aparte de
eminente politico también fue matemitico y economista.

Con los tres ejemplos anteriores (de muchos que se po-
drian citar) se comprueba que hay matematicos que se
han adentrado en la creacién literaria; pero el reciproco
de ese «eorema» también es vilido. Muchos escritores
reconocidos han utilizado en sus obras literarias ideas y
conceptos meramente matematicos. La lista de estos escri-
tores es una sucesién no acotada superiormente pues, a
poco que se rebusque en las obras literarias, se pueden
encontrar estas referencias. Y no sélo en escritores poco
conocidos, sino en figuras de primera fila como Bertrand
Rusell o Jorge Luis Borges.

Como en este trabajo pretendemos hablar de la relacion
entre matemdticas y poesia, vamos a poner varios ejem-
plos de poetas reconocidos que han utilizado elementos
matematicos en sus poemas. Quizés el caso més citado en
los articulos matematicos sean las poesias de Rafael
Alberti, tanto la relacionada con nimeros en general (E]
angel de los niimeros) como la siguiente dedicada a la sec-
cién aurea.

A LA DIVINA PROPORCION

A fi, maravillosa discipling,

media, extrema razén de la hermosura,
que claramente acata la clausura

viva en la malla-de tu ley divina.

A ti; cércel feliz de la retina,
durea seccion; celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el Universo arménico origina.

A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro,

Luces por alas un compds ardiente:
Tu canto es una esfera transparente.
A ti, divina proporcién-de oro.

En su libro Poemas amorosos drabes el poeta Nizar
Kabbani tiene un poema titulado «De las Cien cartas de
amor del cual hemos extraido el siguiente trozo:

No tienes tiempo real fuera de mi ansiedad,
yo soy todo tu fiempo,

No posees dimensiones precisas

mas allé de mis brazos extendidos.

Yo soy tus dimensiones por entero:

tus circulos, tus dngulos,

tus curvas

y tus rectas.

El dia en que te adentraste en los bosques de mi pecho
fuiste a la libertad.

Cuando saliste de ellos,

fuiste esclava.

Pudo comprarte el jeque de la tribu

Por su parte el poeta Pedro Salinas
también varias poesias con
referencias matemiticas. Como ejem-
plo, de su coleccibn de poemas
Segundo azar hemos extraido éste.

tiene

NUMEROS

Tenias abecedario
innumerables de estrellas;
clara

ibas poniendo la lefra,
noche de agosto.

Pero yo, sin entenderla,
misterio, no la queria.
Aqui en la mesa de al lado
dos hombres echaban cuenfas.
Mas bellas que los luceros
folgidas, cifras'y cifras,
cruzaban por el silencio,

puras estrellas errantes,
sefiales de suerte buena

con largas cavdas de ceros.
Y yo me quedé mirandolas:
—jqué constelacién perfecta
tres por fres nuevel- olvidado
de Ariadna, desnuda alli

en islas del horizonte.

Por tltimo citar del poema «Canto el
cuadrado divino» incluido en la obra
Hojas de hierba de Walt Whitman sélo
los primeros versos que dicen:

Canto el cuadrado divino, avanzo desde el Unico, desde los lados,
Desde lo viejo y lo nuevo, desde el cuadrado enteramente divino,

Sélido, de cuatro lados {fodos los lados necesarios), desde este lado soy Jehovd,
Soy el viejo Brahma y soy Saturno; ‘ ‘



Claro que no siempre que los literatos
y poetas hacen referencia a las mate-

maticas, es en tono laudatorio. En su
articulo «Mathematics and poetry», John
Fauvel hace referencia a unos versos
que escribié en 1846 Victor Hugo recor-
dando sus experiencias infantiles y
juveniles con las matemdticas y que
dicen:

Vivia sacrificado a los nimeros, negros ejecutores;
Era alimentado a la fuerza con dlgebrg,
Me atfaron a un potro de tortura

Me torturaron desde las alas al pico

Con el terrible tormento de X e Y:...

Vamos ahora a tratar el tema desde el
lado matemidtico. Si atendemos al poeta
Le6n Felipe que nos dice:

Sistema, poeta, sistema.
Empieza por contar las piedras,
luego contards las estrellas.

ha habido a lo largo de la historia
varios autores que han realizado un
andlisis matemdtico de la poesia. Fauvel
en su articulo anterior cita, entre otros,
a Sylvester, Birkhoff o Markov.

Nosotros queremos hacer referencia
aqui al caso de Matila C. Ghyka, gran
amigo del poeta Paul Valéry (que le
prologd alguno de sus libros) y que en
el volumen I de su obra El niimero de
oro, dedica casi por completo su quin-
to capitulo «Del ritmo al encantamiento»
al estudio de la prosodia francesa.
Durante todo el capitulo y usando ver-
sos de poesia francesa (entre otros de
Verlain, Victor Hugo, Paul Valéry,
Rousseau) estudia el ritmo ténico y las
medidas de las silabas o pies en proso-
dia llegando a definir (tomdndolo de
Pius Servien) el nimero representativo
en el que se dan: «Todas las propieda-
des ritmicas del texto (desde el punto
de vista ténico y aritmético)». Partiendo
de que la inspiracién poética se distin-
gue por los dones de la imagen y del
namero, después de hacer el estudio
aritmético anterior, termina el capitulo
trabajando sobre la metifora usando

Como dice
Puig Adam
«...n0 es posible
la existencia de
un verdadero
matemdltico, de
un matemdtico
creador,
sin imaginacion,
sin fantasia.

Son especialmente
curiosos los
poemas que,
aunque no hacen
referencia a las
matemdticas,
tienen
«sentimientos»
matemdticos
ocultos. ..

versos en inglés (de varias obras de Shakespeare) y en ita-
liano (de la Divina Comedia de Dante).

Por citar otro ejemplo mds reciente, el profesor Aristides
Camargos publicoé en 1989 en el boletin de la Universidad
de Blumenau (BrasiD un estudio titulado: <Modelos mate-
maticos de letras de musica» en el que usando letras de
musicas populares (incluyendo el Imagine de John
Lennon) busca conseguir una figura o un gréfico, que
represente las estructuras desarrolladas en las letras que
analiza.

Pero pasemos a continuacién a aspectos mds poéticos.

A lo largo de la historia, los matematicos han utilizado los
poemas de muy diversa forma. Como dice Puig Adam en
el articulo donde cita la frase que abre este articulo, «..no
es posible la existencia de un verdadero matematico, de
un matemdtico creador, sin imaginacién, sin fantasia». Asi,
hay veces que los matematicos han puesto sus descubri-
mientos en verso para recordarlos mas tarde, como indi-
ca Tartaglia a Nicolas Cardano en 1539 cuando, hablando
de la solucién de la ecuacién ctbica, dice: «para poder
acordarme del resultado en cualquier circunstancia impre-
vista lo he puesto como verso con rima, porque si no
hubiera tomado esta precaucién, frecuentemente lo
habria olvidado». Hubo autores que eligieron la poesia
creyendo que asi perdurarfan mejor sus versos, como
ejemplo de 1600, la poesia de Thomas Hylles siguiente:

Addition of fractions and likewise substraction
Requireth that first they all have like bases
Which by reduction is brought to perfection
And being once done as ought in like cases, .
Then add or substract their tops and no
Subscribing the base made common before

Cuya traduccion serfa:

La suma de fracciones y asi
requiere que primero fodo
que por reduccién se

y una vez hecho co
entonces suma k

Son especialmente curioso
hacen. referencia a la



Los niimeros incluia el siguiente poema (donde debemos
tomarnos la licencia de incluir la primera coma en el cém-
puto de los nimeros):

Soy , lema y razén ingeniosa

De hombre sabio que serie preciosa
Valorando enuncié magistral:

Con mi ley singular bien medido

El grande orbe por fin reducido

Fue al sistema ordinario cabal.

Otra forma de usar poesia en matemiticas es la de expre-
sar problemas matematicos a través de los versos. En
muchos libros de texto se pueden encontrar variados
ejemplos. Quizis los mis conocidos son el clisico epita-
fio de la tumba de Diofanto o los también extendidos pro-
blemas sacados del Lilavati, libro hindd del siglo XII
Hasta en nuestros dias suele ser corriente encontrar pro-
blemas propuestos mediante versos, como por ejemplo
los que solemos incluir dentro de los problemas de inge-
nio, muy usados en olimpiadas, pasatiempos o semanas
culturales de los centros. Como el siguiente, donde se
juega habilmente con el singular y el plural de la palabra
cereza:

A un cerezo yo subi
donde cerezas habia
Yy cerezas no cogi,
y cerezas no dejé.

sCudntas cerezas hallé?

O este otro ejemplo mas «ipiosos:

Un bosquecillo habéis de plantar, mi sefior

si queréis demostrar que soy vuestro amor.

Esta arboleda, aunque pequefia, ha de estar compuesta
por 25 arbolitos en 12 filas bien dispuestas -

y en cada fila cinco arbolitos pldnfqréiks"

o mi linda carita nunca mds veréis.

Pero los poemas pueden hacer referencia a las matemati-
cas de una forma mis «poética». Conocemos algiin caso
escrito por poetas no matematicos, aunque también en el
campo de los matemiticos podemos encontrar ejemplos.
Para que veamos que los hay recientes y cercanos y asi
mismo demostrar nuestra admiracién por su autor, al que
tenemos el placer de conocer hace afios, hemos seleccio-
nado un poema del profesor canario Luis Balbuena
Castellano incluido en su articulo «Yo soy el cero» apare-
cido en el niimero 2 de la revista Niimeros de la Sociedad
Canaria Jsaac Newtorno.

Otra forma de

usar poesia
en matemdticas es

la de expresar
problemas

matemdaticos
a traves de
los versos.

Cuando el p‘ri‘ncipe‘ se pasea
en su radiante caballo
2/8 de caritas

tras los visillos se asoman,

3/8 de doncellas ;
por las esquinas rondan,
1/8 dé‘prihcesqs

EL CERO, EL UNO.Y.EL DOS
Graves autores contaron

que en el pafs de los ceros
el uno y el dos entraron

y desde luego trataron,

de medrar y hacer dinero.
Pronto el uno hizo cosecha;
pues a los ceros honraba
con amistad muy estrecha,

y, dandoles a derecha,

asi el valor aumentaba.
Pero el dos tiene otra cuerda:
iTodo es orgullo maldito!

y con tactica tan lerda A

los ceros pone a la izquierda
y asf no medraba un pito,

En suma: el humilde uno
llegé a hacerse millonario
mientras el dos importuno,
por su orgullo cual ninguno
no pasé de perdulario.

Hasta el momento hemos puesto ejem-
plos de poesias realizadas por poetas o
por matemdticos, pero pensamos que la
capacidad de tratar esta materia en
unos versos estd al alcance de cual-
quiera y muy especialmente nos refe-
riremos a nuestros alumnos.

Desde hace afios, en la Escuela Mariano
Moreno de Rio Ceballos, en la provin-
cia de Coérdoba (Argentina) en las cla-
ses de matemdticas estdn englobadas
diversas artes escénicas (danza, teatro,
etc.) como hilo motivador y conductor
de su didactica. Los alumnos descubren
que existe matemitica en todo cuanto
les rodea y en particular que es posible
realizar poesia matematica. Esos poe-
mas a veces suelen plantear enunciados
de problemas a resolver, pero otras
veces expresan sentimientos relaciona-
dos con la matemdtica en si. A conti-
nuacién presentamos algunos ejemplos
de la labor de los alumnos.

a la conquista se lanzan,
y 2/8 de mujeres cultas
que pasean por la plaza

 lo saludan muy amablemente

con sonrisas falsas.

4Cudntas son las admiradoras del principe?

2/8+3/8+ 1/8 + 2/8 = 8/8 TODAS
Maria Pia Michelli



EL RIO

El rfo se duerme y suefia
suefia, si, esto le encanta, ;
un gran cielo con 500 estrellas
muy brillantes y haraganas:
3Qué hard el rio con ellas,
acaso pensard regalarlas?
No, 3/20 deellas
_adornan una hermosa barca
y con 1/10 de las mismas
alumbra toda la comarca.

Las restantes se las vende

d un precioso angel que pasa,
se las vende a

doscientos mil sin rebaja
4Cuénto obtuvo por la venta
este rio sofiador

que siempre cuenta estrellas
sin lograr ser su amo y sefor?

Natalia Varela

Alejandra Vega

Mariela Zalazar

LOS NUMEROS

Esos simbolos secrefos.
Nos proponen sensaciones,
que en frias definiciones,
nos proyectan a lo eferno.

No sabemos cuando empiezan,
ni tampoco donde acaban.

Pero, en magico espejismo,
el cero se hace concreto. .
Y entonces desde la nada
- empezamos a contar,

k {De pronto!, las unidadss.
se disfrazaron de cifras -
_ y en carnaval de ecuaciones
.~ nos esconden sus verdades
Enfonces nuestros cerebros
‘comienzan a frabaijar,
_con ingenukidad y afén
~~~kk~intenrdndo conseguir
el resultado perfecto,
yen es@ extrana éxperienciq
~ nos ha hechizado el misterio
de afrapar las dimensiones

~y alcanzar el infinito, en césmicas

relaciones de armonia universal.

 Martin Ceballos.

Cuando todo queria poner en practica

siempre debia recurrir a la matemdtica.

Queria solamente dedicarme al dibujo, a la pintura

pero debia sacar proporciones y medir la altura.

Queria también dedicarme a cantar

pero debia medir el fiempo entre el canto y la mésica por tocar.

Cref encontrar en el baile una solucion

perosi no contaba los pasos era mi perdicién.

A la composicion de poesias me quise dedicar,

pero debfa medir los versos para una buena poesia lograr.

Geografia, historia, misica; todas con la matemética se relacionaban

y en mi mente nimeros y nimeros se cruzaban.

Para olvidarme caminé y caminé

y dl mirar unletrero que decia 5 km encontré.

Miré mi reloj y una hora habia demorado

y en mi mente una pregunta habia pasado.

Si-en una hora 5 km habia caminado

en 4 horas scudntos km habria avanzado?

Dije entonces 1 es 4 como 5 es a x, sin pensar

que con und regla de fres simple me habia yo de encontrar.

Multipliqué 5 por el 4.y 20 me dio, despejé la x y el 1 dividiendo pasé
la x igual a 20 me quedé y 20 km habria de recorrer yo.

Luego pensando me di cuenta que con la matemdtica me habia de nuevo encontrado,
y me di cuenta que ni siquiera caminar podia hacerlo, sin ella a mi lado.
Fue en ese momento cuando su importancia descubr

y aunque a veces me cansaba, las fablas aprendi.

Pero me di cuenta que aunque de ella escaparme quiera,

hasta en las cosas més sencillas la matemética espera.

Gabriela Noriega

LA VEREDA

Por el frente de mi casa
la gente veloz pasa
tratando de no pisar

lo que acabo de pintar.

De mi vereda un cuarto

la he pintado de blanco

un octavo de color durazno
fresco y claro como el verano,

Con un quinto de rosado

la pintura se me ha acabado

si-me ayudan a sumar

quizés pueda averiguar

cudnto hube de pintar.
Carolina Beftini
Vanina Lépez




Ya solo nos queda una poesia para acabar este articulo y
como es normal hemos dejado la «guinda del pastel para el
final. Todos aquellos que conozcan al primer presidente, v
actualmente presidente honorario de la FESPM, Gonzalo
Sanchez Vazquez, saben que es un matemdtico con alma de
poeta (o quizds un poeta que sabe muchas matemiticas). Al
comentar con €l que estibamos preparando este articulo,
enseguida nos proporciono la cita del comienzo, y, abusan-
do de su amistad, le pedimos que nos escribiera un poema
sobre matematicas. Rdpidamente puso manos a la obra y
nos obsequié con los versos siguientes, inéditos hasta el
momento. Vaya desde aqui, con todo nuestro carifio, el
agradecimiento impreso a don Gonzalo por su gentileza.

MATEMATICA Y POESIA

Esos nimeros que crecen 'y crecen sin descanso,
0’9, 0'99, 0999, 0'9999, 0'99999. ...
acercandose cada vez més g la unidad diving,
acaricidndola sin llegar a tocarla todavia:

esa sucesion numérica es también poesia.

Es como una rima inacabable y sostenida,
como una esperanza siempre insatisfecha,
como un deseo que nunca se defiens,

como un cercano horizonte inalcanzable. ...
Trigngulos, circulos, poligonos,

elipses, hipérbolas, pardbolas;

suenan en nuestros ofdos desde Euclides

como formas geométricas abstractas;

figuras ideales que viven con nosotros,

porque también en el amor hay triangulos

y en.el cielo se dibuja sin compés el arco iris.
Vais paralelos siempre lenguaje y geometria,
pues en el habla se esconde las elipses,

en los libros sagrados se habla por parébolas
y en los posmas épicos se disparan las hipérbolas.
Numeros y formas, imagenes y ritmos

orden y luz en versos y en teoremas,

con un toque supremo de armonia,

estdis juntas en la memoria de los tiempos,
juntas estdis matemdtica y poesfa. k

Gonzalo Sénchez V&zquez
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José Muiioz
IB Macarena. Sevilla

Carmen Castro
IB San Pablo. Sevilla

Maria Victoria Ponza
Escuela Mariano Moreno
Rio Ceballos {Argentina)
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Polya, un clasico en
resolucion de problemas

COMO PLANTEAR Y RESOLVER PROBLEMAS

G. Polya

Ed. Trillas, México.

Titulo original. ‘How to solve it’. 12edicion inglesa, 1945
Primera edicion en espaiiol, 1965.

El libro que comentamos es de apariencia sencill, sin visos de trascendencia. Y no sélo porque
no es muy extenso (215 péginas), sino por su tono coloquial, cercano y directo, y porque en nin-
g0n momento hace referencia a ningin resultado matemético que no sea conocido por cualquier
profesor de matematicas de los niveles primario y medio. A pesar de todo ello, su importancia
ha sido impresionante en la ensefianza de las matematicas desde su publicacién, hace ya més
de cincuenta afios, en todo el mundo. Y a pesar de su ‘edad’ ya no muy juvenil es un libro que
sigue vivo, no sblo desde el punto de vista de su influencia actual, sino que lo es en el sentido
editorial, es decir, que es un se han vendido mas de un millén de
libro que se sigue vendiendo con ejemplares, cifra relevante para cualk

regU|erdCld, lnCIUSO en nuestro quier |ibr0, y mds para uno de didéc.

pais, donde se puede encontrar & © Como fica de las matemdticas.
en las librerias la reimpresién ylr’"a‘g(‘]tﬁg; 4
nomero 19, de mayo de 1995. problemas Para valorar la importancia del

libro, nada mejor que ceder la

Ello ha hecho de How to solve it i G, Polya

uno de los ‘best seller’ mateméti- palabra a Schoenfeld, una de las

cos més relevantes, traducido a s\ ‘ grandes autoridades actuales de
17 lenguas, enire las que estén ! ‘ la resolucién de problemas {que,

en aras de la brevedad, apare-

todas las mayoritarias, y del que
ceré como RP en lo sucesivo). En 1992, en un articulo sobre el estado actual de la cuestion en
RP, decia: «planteéndolo simplemente, How fo solve it planté las semillas del ‘movimiento’ de
resolucién de problemas que florecié en los ochenta. Abra el 1980 NCTM Yearbook (El libro del
afio 1980 de la Asociacién Norteamericana de Profesores de Matematicas), que supuso e‘ olda-
bonazo a partir del cual se consideré a la RP como la farea fundamental de los p
matematicas] en cualquier pagina y probablemente encontraré a ‘Polya invocado,
mente o por inferencia en la discusion de ejemplos de resolucion de prbbfemq$>

A pesar de todo ello, y a pesar de su influencia, a través de la ens
(que no hay que olvidar que es obligatoria durante varios cursos para



los paises que tienen un sistema educativo organizado) en buena
parte de los ciudadanos de casi todo el mundo, Georges Polya
no ha logrado traspasar la barrera del conocimiento més alla de
los circulos matematicos. Por eso su nombre no aparece en nin-
guna de las enciclopedias que hemos consultado (las espafiolas
més habituales, francesas y hasta la unénimemente reconocida
como excelente Enciclopedia Briténica, en que su nombre si apa-
rece, pero no como articulo independiente, sino sélo referido a
un “Teorema de Polya’, relativo a asuntos combinatorios, pero sin
citar en absoluto ni el libro que comentamos ni su influencia en
la RP). Y por comparar, en todas ellas, en el lugar que deberia
estar, nos enconframos con Pollock, un pintor contemporéneo
norteamericano.

George Polya nacié en Budapest en 1887. Durante su infancia
no encontrd las matemdticas especialmente interesantes; comen-
26 en la Universidad de Budapest estudios universitarios de
leyes, y se cambié después a lenguaijes y literatura, durante los
cuales, como parte de un curso de filosofia, escogié matemdti-
cas, y ahi comienza su relacién con las mismas, que ya no aban-
donaria. Se doctoré en Mateméticas en 1912 en Budapest, con
una tesis sobre probabilidad. Hizo trabajos posdoctorales en
Géttingen y Parfs y encontré un trabajo como profesor en 1914
en el Instituto de Tecnologia de Zurich (Suiza), donde continué
hasta 1940, en que emigré como ofros cientos de intelectuales
europeos a Estados Unidos. Trabajé primero en la Universidad
de Palo Alto y a partir de 1942 en la de Stanford. Murié en
1985. Escribié 11 libros {entre los que estd, ademds de los de
didactica, Theorems and Problems in Analisis, escrito con Szegé
en 1925, y que es uno de los clésicos del siglo XX) y unos 250
articulos {recogidos en cuatro volomenes), en distintas areas de
las matemdticas.

Por situar la edicion en castellano, hay que destacar que su tra-
duccién es en México, no en nuestro pafs, y que deben pasar 20
afios desde la primera edicién, para que se publique. Y se hace
cuando ya ha aparecido la segunda edicién inglesa de la obra,
y ofro libro de Polya que profundiza y desarrolla los confenidos
del primero. Nos referimos a Matemdticas y razonamiento plau-
sible (1954), que si que fue traducida en Espafia con algo mas
de rapidez (la edicién de Tecnos es de 1966}, aunque por los
avatares de la industria editorial hoy es inencontrable ly bueno
seria poder disponer de nuevo de una edicién del misma}. Como
muestra del avance de la relacién con ofros paises y de la pro-
pia situacion general en el contexto internacional, no parece
plausible, por utilizar un término del ramo, que una obra de esta
frascendencia tardara 20 afios en la actualidad en traducirse al
castellano.

El contenido

El libro constituye el primer intento de la puesta a punto de la
‘heuristica moderna’, que segin su propia definicién «trata de
comprender el método que conduce a la solucién de problemas,

El libro constituye
el primer intento
de la puesta
a punto de
la ‘heuristica
moderna’,
que segiin su
propia definicion
. drata de
comprender
el método que
conduce a
la solucion
de problemas,
en particular
las operaciones
tipicamente
utiles’ en
este proceso.

en particular ‘las operaciones tipicamente
Utiles’ en este proceson. [...] Un estudio
serio de la heuristica debe tener en cuenta
el trasfondo tanto légico como sicolégico;
no deben descuidarse las aportaciones
hechas al tema por autores tales como
Pappus, Descartes, Leibnitz y Bolzano, pero
debe apegarse més a la experiencia objeti-
va. Una experiencia que resulta @ la vez de
la solucién de problemas y de la observa-
cién de los métodos del préjimo, constituye
la base sobre la cual se construye la heuris-
tica. En este estudio buscaremos, sin descui-
dar ningdn tipo de problema, los puntos
comunes de las diversas formas de tratar
cada uno de ellos y después trataremos de
determinar las caracteristicas generales
independientes del tema del problema. Un
tal estudio tiene objetivos ‘précticos’; una
mejor comprensién de las operaciones men-
tales tipicamente Gtiles en la solucién de un
problema puede en efecto influir favorable-
mente en los métodos de ensefianza, en
particular en lo que se refiere a las mate-
maticass. Sirva esta larga cita para situar el
dmbito del estudio y los objetivos, tendentes
sobre todo a la ensefianza, que, por una
vez, se han cumplido, puesto que, como
recorddbamos antes en la cita de
Schoenfeld, este libro senté las bases sobre
las que se impuls6 el cambio en la ense-
fianza de las matemdticas.

El libro trata, en esencia, de un largo
comentario con cuatro partes (que luego
explicitaremos) del, ahora, conocido plan
de Polya. Segtn &l, para resolver un pro-
blema se necesita:

I Comprender el problema.
I Concebir un plan.
Il Ejecucion del plan.

IV Examinar la solucién obtenida.

Y ademés, cada una de estas fases tienen
subdivisiones y preguntas que hacerse para
llevarlas a cabo.

La primera parte (pp. 23-48) se titula «En el
salén de clases», y en ella, después de
hablar del propésito del libro y de la ense-
fianza y de los roles del profesor y del alum-
no, pasa a explicitar su plan por medio de
un problema, en apariencia no muy atracti-
vo: ‘Determinar la diagonal de un paralele-
pipedo rectangular dados su longitud, su



ancho y su altura’. Sobre él estudia el pro-
ceso de las cuatro fases, las preguntas que
hay que realizar, los comentarios que le
sugieren,... Y después, de una forma més
concisa, desarrolla el mismo método en
ofros tres problemas. Uno de construccién
{'Inscribir un cuadrado en un triangulo dado
tal que dos vértices del cuadrado deben
hallarse sobre la base del trigngulo y los
ofros dos vértices del cuadrado sobre cada
uno de los lados del trigngulo respectiva-
mente’), otro de demosiracién {'Dos dngulos
estén situados en dos planos diferentes, pero
cada uno de los lados de uno es paralelo al
lado correspondiente del otro, y en la misma
direccion. Demostrar que los dos dngulos son
iguales’} y el Gltimo de rapidez de variacién
('Se vierte agua en un recipiente de forma
conica con una rapidez r. El recipiente de
forma de cono de base horizontal tiene el
vértice dirigido hacia abajo; el radio de la
base del cono es g, su altura b. Determinar
la velocidad a la que la superficie del agua
se eleva cuando la profundidad del agua es
y. Después obtener el valor numérico de la
incognita, suponiendo que a =4 dm, b= 3 dm,
r=2 dm3 por minuto e y = 1 dm).

Reproduciremos algunos comentarios que
aparecen en esta primera parte. «El resolver
problemas es una cuestion de habilidad
préctica, como, por ejemplo, el nadar. la
habilidad préctica se adquiere mediante la
imitacion y la préctica. [...] Al tratar de
resolver problemas, hay que observar e imi-
tar lo que otras personas hacen en casos
semejantes, y asi aprendemos problemas
ejercitandolos al resolverlos. [...] El profesor
que desee desarrollar en sus alumnos la apti-
tud para resolver problemas, debe hacerles
interesarse en ellos y darles el mayor nime-
ro posible de ocasiones de imitacién y prac-
tica. [...] Ademés, cuando el maestro resuel-
ve un problema ante la clase, debe ‘drama-
tizar’ un poco sus ideas y hacerse las mis-
mas preguntas que emplea para ayudar a
sus alumnos». Respecto a lo que son proble-
mas, «el alumno debe comprender el pro-
blema. Pero no sélo debe comprenderlo,
sino fambién debe desear resolverlo. Si hay
falta de comprensién o de interés por parte
del alumno, no siempre es su culpa; el pro-
blema debe escogerse adecuadamente, ni
muy dificil ni muy facil, y debe dedicarse un
cierto tiempo a exponerlo de un modo natu-

Por fin Polya
advierte sobre
las preguntas que
bhay que hacer
a los alumnos en
la aplicacion
de su método, que
no debe aplicarse
de forma rigida,
sino mds bien
como Ssi se
le bubieran
ocurrido
de forma
espontdnecd
al propio alummno.

ral e interesante». En cuanto a la concepcién de un plan y la
aparicién de las ‘ideas brillantes’, Polya sefiala que «lo mejor
que puede hacer el maestro por su alumno es conducirle a esa
idea brillante ayudéndole, pero sin imponérsele». Y afiade que
«un simple esfuerzo de memoria no basta para provocar una
buena idea, pero es imposible tener alguna sin recordar cierfos
hechos pertinentes a la cuestions.

Una vez que ya se estd ejecutando el plan, «el peligro estriba en
que el alumno olvide su plan, lo que puede ocurrir facilmente si
lo ha recibido del exterior y lo ha aceptado por provenir de su
maestro». Y cuando se estd en la fase de la visién retrospectiva,
«una de las primeras y principales obligaciones del maestro es
no dar a sus alumnos la impresién de que los problemas de
matemdticas no tienen ninguna relacién entre si, ni con el mundo
fisico». Por fin Polya advierte sobre las preguntas que hay que
hacer a los alumnos en la aplicacién de su método, que no debe
aplicarse de forma rigida, sino més bien como si se le hubieran
ocurrido de forma espontanea al propio alumno. Y advierte con-
tra algunas sugerencias que se plantean de «forma sorpresiva y
poco natural, como el conejo que el prestidigitador saca del
sombrero», que no son instructivas en absoluto.

La segunda parte, muy corta {pp. 49-52), es un didlogo sobre
«Cédmo resolver un problema», que relne todas las fases para
resolver un problema, asi como las preguntas que hay que
hacerse en cada una de ellas.

La heuristica

El nicleo fundamental del libro lo forma la larga tercera parte
{pp. 55-197), fitulada «Breve diccionario de heuristicax. En ella,
por orden alfabético, va tratando una serie de entradas, de dis-
tinta importancia y extension, sobre la RP. Asi hace un recorrido
historico por la ‘heurfstica’ o ‘ars inveniendi’, que «trata del com-
portamiento humano frente a los problemas; este estudio se

remonta, al parecer, a los primeros tiempos de la sociedad», En
cuanto a sus nombres propios comienza, en el tiempo, en
Pappus (aprox. del afio 300 antes de Cristo), sigue con
Aristételes [de quien da una sugestiva descripcion de las ‘ideas
brillantes’ como actos de sagacidad, y ‘sagacidad es descubrir
adivinando una relacion esencial en un lapso de tiempo inapre-
ciable’); Descartes (1596-1650), que se. propuso. enconfrar un
método universal para la RP, pero que dej6 inconclusa
(1646-1716), que tuvo el proyecto ¢ \
invencién’, y que dijo que «no h
considerar las fuentes de la in
interesantes- que las - inven
1848), que dedico una bu
tema de la heuristica; p
Hadamard. ‘

Iremos reproducier
tulo, par infen



rden armonioso 'y simple no podia ser engafioso guia al
investigador tanto en mateméticas como en las demds ciencias»,
y recuerda que «la induccién estd naturalmente basada en la
analogia». Recuerda también que un ‘corolario’, etimolégica-
mente, es una ‘propina’, y asegura que «seria un error el creer
que la solucién de un problema es un ‘asunto puramente intelec-
tual’; la determinacion, las emaciones, juegan un papel impor-
tante»; y, en la misma linea, «la solucion de problemas es una
escuela de la voluntad. [...] Si el alumno no encuentra en la
escuela la oportunidad de familiarizarse con las diversas emo-
ciones que ofrece el esfuerzo con vista a la solucién, su educa-
cién matemdtica ha fallado en su objetivo més esencial».

Cuando se refiere a ‘Examine su hipétesis’ dice «su hipotesis
puede ser correcta, pero seria absurdo el fomar una hipdtesis por
cierta simplemente porque se le ha ocurrido, como hacen la
mayor parte de las veces las personas simplistas. Su hipétesis
puede no ser correcta. Serfa igualmente absurdo el no conside-
rar una hipdtesis plausible; este es el defecto en que incurren los
pedantes. [...] No existen en realidad ideas francamente malas,
a menos que no tengamos sentido critico. Lo que realmente es
malo es no tener idea alguna, por muy sencilla que sea». En
cuanto al papel de la ‘induccién’, «las matematicas presentadas
con rigor son una ciencia sistematica, deductiva, pero las mate-
mdticas en gestacion son una ciencia experimental, inductiva. En
matemdticas, como en las ciencias fisicas, podemos emplear la

observacion y la induccién para descubrir leyes generales; pero
existe una diferencia. En las ciencias fisicas, en efecto, no hay
nada por encima de la observacién y de la induccion, mientras
que en matemdticas se tiene, ademds, la demostracién riguro-
sa». Por eso, «todo conocimiento sélido se apoya sobre una
base experimental reforzada por cada problema cuyo resultado
ha sido cuidadosamente verificado». En cuanto al tipo habitual
de presentacion formal de las matemdticas, «la exposicién eucli-
deana es perfecta si se trata de subrayar cada punto particular,
pero menos indicada si lo que se quiere es recalcar las articula-
ciones esenciales del razonamiento. [...] La exposicién euclidea-
na se desarrolla en un orden que es, la mayor parte de las veces,
exactamente opuesto al orden natural de la invencién». Todo este
conjunto de reflexiones no dejan de ser pertinentes sobre la
manera de llegar a resultados y de comunicarlos, sobre todo en
la ensefianza.

En cuanto a la nofacién que se debe utilizar en la RP, «el empleo
de simbolos matemdticos es andlogo al de palabras. La notacién
matemdtica aparece como una especie de lenguaje, une langue
bien faite, un lenguaje perfectamente adaptado a su propésito,
conciso y preciso, con reglas que no sufren excepciones. [...] La
eleccién de la notacién constituye una etapa importante en la
solucién de un problema. Debe elegirse con cuidado. [...] Una
notacién apropiada podré contribuir de modo primordial a la
comprensién del problemas.

En el camino hacia la resolucién de un problema aparecen a
veces ideas brillantes. «;Qué es una idea brillante? Es una trans-
formacion brusca y esencial de nuestro punto de vista, una reor-

1ambién Polya
da unas reglas,
como casi todo
el mundo,
pero que en
este caso
estan llenas de
buen sentido.

ganizacién repentina de nuestro modo de
concebir el problema, una prevision de la
etapas que nos llevaran a la solucién, previ-
sién en la cual, pese a su aparicién repenti-
na, presentimos que nos podemos fiar». En
cuanto a los tipos de problemas, «’los pro-
blemas por resolver’ tienen mayor importan-
cia en las mateméticas elementales, los ‘pro-
blemas por demostrar’ son mds importantes
en las superiores». «Los problemas de ruti-
na, incluso empleados en gran nimero, pue-
den ser tiles en la ensefianza de las mate-
mdticas, pero seria imperdonable proponer
a los alumnos exclusivamente problemas de
este tipo. Limitar la ensefianza de las mate-
méticas a la ejecucién mecdnica de opera-
ciones rutinarias es rebajarla por debajo del
nivel de un 'libro de cocina’ ya que las rece-
tas culinarias reservan una parte a la imagi-
nacion y al juicio del cocinero, mientras que
las recetas matemdticas no permiten tal
cosax». En cuanto a la relacién con la vida
fuera del aula, «podemos decir que las
incognitas, los datos, las condiciones, los
conceptos, los conocimientos necesarios, en
suma, todo en los problemas précticos es
més complejo y menos preciso que en los
problemas puramente matemdticos. [...] Sin
embargo, las razones y los métodos funda-
mentales que conducen a la solucién son
propiamente los mismos para los dos tipos
de problemass.

También Polya da unas reglas, como casi
todo el mundo, pero que en este caso estdn
llenas de buen sentido. Reproducimos algu-
nas partes de las mismas. ‘Reglas de ense-
fianza’: «La primera de estas reglas es cono-
cer bien lo que se quiere ensefiar. La segun-
da es saber un poco més. [...] No olvidemos
que un profesor de matemdticas debe saber
lo que ensefia y que, si desea inculcar a sus
alumnos la correcta actitud mental para
abordar problemas, debe & mismo haber
adquirido dicha actitud». 'Regla de estilo’:
«La primera regla de estilo consiste en tener
algo que decir. La segunda es saberse con-
trolar en caso de tener dos cosas por decir;
exponer primero la una y después la ofra,
no ambas a la vez». ‘Reglas de descubri-
miento”: «la primera de estas reglas es ser
inteligente y tener suerte. La segunda es sen-
tarse bien tieso y esperar la ocurrencia de
una idea brillante. [...] Reglas infalibles que
permitiesen resolver todo problema de mate-



mdticas serfan con toda seguridad preferi-
bles a la piedra filosofal tan buscada en
vano por los alquimistas. Tales reglas proce-
derian de la magia y no hay tal magia.
Encontrar reglas infalibles aplicables a todo
tipo de problemas no es mas que un viejo
suefio filoséfico sin ninguna posibilidad de
realizarse».

Algunos problemas

La cuarta y Oltima parte del libro (pp. 199-
215), «Problemas, sugerencias, soluciones»
da la oportunidad al lector de practicar el
método descrito en las tres partes anteriores
proponiendo, en el primer apartado, 20 pro-
blemas de tipos y contenidos muy diversos;
para cada uno de los cuales da sugerencias
més o menos largas para su solucién en la
linea del método, en el segundo apartado; y
aporta, por fin, la solucién de todos ellos.

Como muestra aportamos las tres fases en
un problema, el nbmero 4. «Para enumerar
las paginas de un libro un tipégrafo ha
empleado 2.989 digitos. 3Cudntas paginas
tiene el libro2». Sugerencias: «'He aqui un
problema relacionado con el suyo’. Si el
libro tiene exactamente nueve pdginas
numeradas, scuantos digitos emplea el tipo-
grafo? (9 evidentemente). He aqui ofro pro-
blema ‘en relacién con el suyo': si el libro
tiene exactamente 99 pdginas, zcudntos
digitos emplea el tipégrafo? Solucién: «Para
un libro de 999 pdginas se necesitan

9 + 2x90 + 3x900 = 2.889

digitos. Si el libro en cuestién fiene x pagi-

nas,
2889 + 4({x - 999) = 2.989
x = 1.024

Este problema nos hace ver que una evalua-
cién preliminar de la incognita puede ser dfil
(e incluso necesaria, como en este caso)».

Para acabar

Sorprende la frescura de un libro como este,
con més de cincuenta afios a sus espaldas,
que se puede leer con gusto y aprovecha-
miento, y no sélo una vez, sino tantas como
se haga se siguen encontrando reflexiones,

EL INGENIO

EN LAS
MATEMATICAS

comentarios atractivos, y no siempre los mismos. Interesa, sobre
todo, por propugnar la creacién de un espiritu abierto, construc-
tivo, experimental de la clase de matemdticas. Si hubiera de
poner alguna pega (todo la tiene), habria que referirse {ademés
de una fraduccién mejorable) a una presentacién descarnada de
los problemas, con poca historia por medio, y a un gusto por des-
pojarles de su contexio, seguramente deseada, pero que nos gus-
tarfa que tuvieran un aire més vivo, menos académico. Algo que
con el transcurso de los afios, en los discipulos de Polya (que
somos todos, conscientemente o no), se ha ido superado.

Fernando Corbalan

Jordi Deulofeu

EL INGENIO EN LAS MATEMATICAS
Ross Honsberger

DLS-Euler, Madrid 1994

ISBN: 85731-14-X

205 paginas

La reciente aparicién editorial de dos nuevos
nimeros de la coleccién de libros «la Tortuga de
Aquiles» es una gran noticia para aquellos que
amamos las mateméticas. Desde estas lineas quie-
ro animar y aplaudir este esfuerzo de la Editorial DLS-Euler que
sigue publicando en espafiol la «New Mathematical Library»,
bajo ese sugestivo nombre de La Tortuga de Aquiles.

Que grandes matemdticos dediquen parfe de su fiempo a escribir
sobre matemdticas, que no necesiten un excesivo aparato mate-
mético, es muy de agradecer, quizé especialmente por fodos aque-
llos que nos dedicamos a la docencia, pero sobre todo porque es
una oportunidad de disfrutar y emocionarnos con algunos retazos
de partes de las matemdticas que no han estado ni estén en los pla-
nes de estudios que hemos conocido o conocemos. Parece ser que
esto que tan brillantemente hace aqui Miguel de Guzman es una
préctica mucho més habitual en Estados Unidos, donde matemdti-
cos de gran prestigio escriben sobre distintas cuestiones matemati-
cas que puedan ser leidas por alumnos con conocimientos equiva-
lentes a los que se tienen en bachillerato o COU. Esta es la idea
que parece animar a la editorial Euler con la publicacién de esta
coleccion de libros que el mismo Miguel de Guzman elogia en la
siguiente nota a la edicién espafiola que aparece en la contrapor-
tada de todos los libros que se han publicado hasta ahora:

«la coleccién New Mathematical Library (que aparece en
Espafia bajo el nombre de La Tortuga de Aquiles), de exposicio-
nes matemdticas breves y de nivel asequible a los estudiantes de
secundaria, comenzé a ser publicada con la intencién de ofrecer
un acceso facil a los estudiantes hacia el drea de la matematica
generalmente no incluidas entre los contenidos de su ensefianza.
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La eleccién de los autores y de las materias pronto hicieron de
la serie un gran éxito, siendo sus libros utilizados no ya sélo por
los estudiantes de secundaria, sino por los estudiantes universi-
tarios y profesores de todos los niveles.

Por su estilo y acierto expositivo suponen una visién introducto-
ria'y llana a unos cuantos temas matemdaticos que han ido adqui-
riendo, al transcurrir de los afios, aln mas relevancia.

La fraduccién al castellano de las principales obras de la serie cons-
fituird sin duda una gran oportunidad de enriquecimiento de nues-
tros profesores y de todos los usuarios de la matematica en los pai-
ses de habla espafiola, que ejercerd una profunda influencia en la
tarea de renovacién de nuestro sistema educativo en este drea.»

Los libros aparecidos hasta la fecha son los siguientes:

Retorno a la geometria. Coxeter y Creitzer.

Olimpiadas matemdticas infernacionales. Creitzer (recopilador).
Meétodos matemdticos de la ciencia. Polya.

El ingenio en las mateméticas. Honsberger.

Las matemdticas de los juegos de apuestas. Packel.

Grafos y sus aplicaciones. Ore.

Usos del infinito. Zippin.

© N o O A w DD =

Concursos de matemdticas: geometria. Mathematical Associa-
tion of America.

Como podemos ver por los titulos, los temas tratados abarcan un
campo muy amplio y variado. Desde el punto de vista del docen-
te no todos tienen las mismas posibilidades de ser utilizados
directamente en el aula: el libro Olimpiadas matemdticas inter-
nacionales puede ser estupendo para los alumnos muy brillantes,
sobre todo por lo sutil de algunas soluciones; en cambio
Concursos de matemdticas: geometria abarcaria un espectro
muy amplio de alumnos puesto que contiene problemas de difi-
cultad muy diversa. Indirectamente todos nos serviran porque
siempre se. encuentran ideas con las que poder jugar en un
momento dado; pero sobre todo, lo que si tienen todos, en
mayor o menor medida, es la capacidad de hacernos sentir eso
que las matemdticas tienen de distinto y emocionante a la vez.

El ingenio en las matemdticas de Ross Honsberger consta de die-
cinueve ensayos cortos (algunos de cuatro péginas) que son die-
cinueve muestras de ofros tantos aspectos de las matematicas
que delatan tanto las preferencias de Honsberger como el pecu-
liar hacer de matemdticos como Sylvester, Gauss o Steiner.
Alguno de los ensayos son propuestas de problemas en cuya
resolucion han participado matemdticos de primera fila. Las solu-
ciones mas brillantes son las que Honsberger nos muestra y
donde se aprecia el ingenio del frabajo matemético que da nom-
bre al libro. Como colofén se proponen a veces ejercicios de
parecido interés que estan resueltos al final del libro. No siem-
pre son problemas nuevos pero sf siempre son interesantes y en
los que aparece el ingenio del autor. Las referencias que se dan
al final de cada ensayo cumplen la doble funcién de dar a cono-
cer las fuentes y de sugerir bibliografia para el lector que quie-
ra profundizar en el tema tratado.

Alguno de
los ensayos
[de este libro
de Honsberger]
son propuestas
de problemas en
cuya resolucion
han participado
matemaricos
de primera fila.

Los ensayos son independientes entre si vy,
por tanto, se puede elegir cualquier orden al
abordar su lectura. En unos casos el ensayo
es simplemente la resolucion de un problema
concreto que ha merecido el interés del autor,
tanto por la curiosidad del planteamiento
como por la brillantez de la resolucién. Los
ejercicios que a veces se proponen a conti-
nuacién suelen ser simplemente un comple-
mento al problema inicial. En ofros casos la
vocacion de generalizacién es mucho mayor,
y partiendo de soluciones de casos concretos
o de casi curiosidades llega a importantes y
sorprendentes generalizaciones.

Comienza el libro con Probabilidad y =,
donde el autor nos transmite la emocién que
le produjo la primera vez que leyd que la
probabilidad de que dos enteros positivos
elegidos al azar, sean primos entre si es
6/72. «Esto sencillamente me dej6 asombra-
do. El que una eleccién al azar de un par de
nimeros enteros positivos tuviera algo que
ver con 7 iba més allé de mi imaginacion.
Lla esperanza de determinar realmente =
mediante un experimento de pruebas repeti-
das me parecia totalmente increfble». Como
el problema anterior excede los conocimien-
tos que supone puede tener el lector del libro
nos propone algo mas fécil pero que igual-
mente pone de manifiesto que el nimero =
entra en este fipo de resultados. Cinco pégi-
nas son suficientes para que en ofro ensayo,
sobre el Glgebra de proposiciones, nos mues-
tre como aplicar técnicas algebraicas a pro-
blemas légicos. Nomeros pares y némeros
impares, cuadrando el cuadrado, el proble-
ma isoperimétrico, cinco curiosidades arit-
méticas, nimeros abundantes, sucesiones
complementarias, un problema de Regio-
montano, efc. son algunos de los titulos de
los temas tratados que van desde la aritméti-
ca pitagérica al estudio de sucesiones,
pasando por la geometria o la curiosa pro-
piedad de algunos decimales periédicos.

Ross Honsberger nacié en Toronto en 1929,
estudié en dicha universidad de la que
posteriormente fue profesor trasladédndose
més tarde a Waterloo. Su interés por la edu-
cacién secundaria se ve reflejada en sus
escritos asi como en el disefio de cursos diri-
gidos especialmente a profesores. Su tnico
libro traducido al castellano es este que
comentamos, no obstante es recomendable
la lectura de sus ofros seis «best sellerss:



Mathematical gems (voltmenes |, I, lll) son,
sobre todo, libros disefiados para profesores
de ciclo medio, donde destaca la claridad de
exposicién y la belleza de los temas elegidos.
Estos tres libros tienen una estructura parecida
al de El Ingenio en las Matemdticas.

Mathematical morsels y New mathematical
morsels consisten, en esencia, en el estudio
de problemas matemdticos especialmente
interesantes para Honsberger, extraidos de
la prestigiosa revista Crux Mathematicorum,
y totalmente resueltos.

Episodes in nineteenth and twentieth century
euclidean geometry es el nimero 37 de la
coleccion «New Mathematical Library», del
cual el profesor Bellot Rosado, en el nimero 41
de la revista de la sociedad de profesores de
Mateméticas Puig Adam, elogia cémo se obtie-
nen conclusiones con un minimo bagaje de
resultados previos y como «jtodavia hoy es
posible descubrir algo en geometria euclideal».

Solicitar estos libros u otros de la Mathe-
matical Associatién of America es tan sencillo
como escribir una carta, mandar un ndmero
de VISA 'y esperar un par de meses; como pre-
mio se obtiene una de estas joyas que puede
leerse con minimos conocimientos de inglés.

En el afic 1993 la MAA (Mathematical
Association of America) concedid a Ross
Honsberger un Certificate of Merit por sus
muchas contribuciones a las matemdticas.

Faustino Navarro

MATEMATICAS
ENSENANZA PRIMARIA
Montserrat Torra, Isabel
Batlle y Teresa Serra
MEC y Mare Nostrum,
Madrid, 1994

3 volimenes

(uno para cada ciclo)
ISBN: 84-87049-74-5
243, 338 y 343 paginas

La publicacién de materiales
y propuestas como ésta facili-
tan la tarea de los equipos de
profesores que buscan un tratamiento de las
matemdticas més adaptado y significativo
para sus alumnos.

Iy

Al hacer la recensién de estos tres libros, me viene a la mente
el Editorial del n.° 21 de SUMA. En este articulo se hace
referencia a que, cuando comenzé a experimentarse la refor-
ma, parecia que los libros de texto iban a desaparecer, que
los equipos de profesores deberian elaborar sus propias pro-
puestas diddacticas, calificando de utépica esta pretension;

para que esto fuera posible, hubiera sido preciso que se
publicaran una gran variedad de materiales con unas carac-
teristicas determinadas: diferentes enfoques, - facilidad de
reproduccién, etc.

El MEC y Mare Nostrum con la publicacién de estos tres libros,
uno para cada ciclo, han contribuido a que los equipos de pro-
fesores de Educacién Primaria dispongan de unos materiales
variados, coherentes, estructurados y faciles de trasladar al
aula. Materiales que favorecen que los maestros y maestras.de
un ciclo o efapa se puedan plantear la tarea, casi utdpica, de
elaborar su propia propuesta de curriculo y asf no limitarse a la
utilizacién de un determinado libro de texto.

Todas las actividades que aparecen estdn pensadas para lle-
varlas a las aulas y de acuerdo con la linea que propone la
reforma del 4rea de matemdticas en primaria. Se le da mas
importancia a los procedimientos que a los conceptos, los con-
ceptos que se fratan son infroducidos de forma inductiva, se
potencia por igual el calculo escrito, mental y con calculadora;
se favorece la reflexién, el andlisis y la investigacién; todos los
bloques estan tratados teniendo en cuenta que los alumnos y
alumnas son los que construyen su propio conocimiento, efc.

Los fres libros tienen la misma estructura y presentacién. En ésta
las autoras dan una explicacién de su contenido: actividades,
secuencia de los contenidos de la etapa por ciclos, programa-
cién y evaluacion. Centrandonos en la parte dedicada a las
«Actividades» me parece importante destacar que estén presen-
tadas de forma progresivamente mas compleja y agrupadas por
bloques o temas de confenido, que coinciden con los bloques
del curriculo a excepcidn del de «Nimeros y Operaciones», que
las autoras han desglosado acertadamente en tres: numeracién,
céleulo y céleculo mental, justificado por su gran peso en esta
etapa. Ademds, existe un bloque temdtico titulado «Problemass,
en el que las actividades que se proponen estén en forma de
problemas o situaciones matemdticas que globalmente relacio-
nan aspectos de mds de un bloque.

En las actividades no se hace referencia de forma explicita a las
actitudes pero, como las autoras destacan en la presentacién y
se puede comprobar al experimentarlas, estan pensadas para
fomentar los contenidos actitudinales.

Son numerosas las propuestas que se encuentran. Estén recogi-
das y elaboradas -me atreveria a decir- todas aquellas que
alguna vez, cuando las lef en algin libro o las descubri de algu-
na forma, me parecieron interesantes y con posibilidades de lle-
var al aula. Casi todas las actividades tienen una sugerencia de
ampliacién que flexibiliza y amplia la forma de proponerlas a
nuestros alumnos. Los recursos didacticos que se utilizan son



variados y fomentan la investigacion y la reflexién: calculadora,
geoplano, fangram, juegos, plantillas, etc.

Cualquier bloque temdtico serfa interesante analizarlo y ver su
contenido, pero me voy a centrar sélo, y que sirva como referen-
te, en el de «Célculo mental». A los maestros y maestras nos pre-
ocupa este tema, buscamos métodos y recursos que faciliten su
desarrollo en las aulas, pero es cierfo que es muy escaso el mate-
rial disponible. Cuando lei y estudié este apartado me records,
gratamente, ofra propuesta que alguna de las autoras hacia
sobre el tratamiento del célculo mental en las guias didécticas de
una editorial catalana y por entonces me parecié novedosa y efi-
caz.

Las 60 sesiones que proponen para cada uno de los tres ciclos
estén divididas en tres apartados: numeracién, operaciones y
problemas mentales. En cada uno de estos apartados hay sufi-
cientes ejercicios para desarrollar las sesiones de forma com-
pleta y a lo largo de toda la primaria. En el apartado de nume-
racién se tratan aspectos relacionados con el sistema de nume-
racién decimal, lectura y escritura de nimeros, orden, conteo,
anferior y posterior, fracciones, numeros decimales, efc. Las
secuencias de operaciones que se presentan en el apartado
correspondiente permiten el descubrimiento de estrategias de
céleulo mental. Por Gltimo aparecen cinco problemas para resol-
verlos mentalmente y asi se pofencia este tipo de céleulo que
estd muy olvidado en nuestras escuelas. Esta propuesta regne
todas las caracteristicas que son necesarias para que el céleulo
mental tenga el protagonismo que hasta ahora ha sido enmas-
carado por el cdlculo escrito.

En los apartados dedicados a secuencia de contenidos por
ciclos, programacién y evaluacién, se comentan y se proponen
aspectos diddcticos que teniéndolos en cuenta, son de gran
ayuda para tratar de forma adecuada la ensefianza y aprendi-
zaje de las matemdticas en Educacién Primaria.

En el capitulo dedicado a la «Evaluacién final», que se hace
para cada uno de los ciclos, se proponen cuatro o cinco activi-
dades, significativas e interesantes, con su correspondiente gufa
de observacion. Si se reflexiona sobre ellas, se intuye qué tipo
de tratamiento esperan las autoras que se deberia dar a las
matemdticas.

En los «Anexos» se pueden encontrar todas las plantillas y grafi-
cos que son necesarios para desarrollar las actividades con los
alumnos.

La edicién en su conjunto permite un tratamiento completo del
drea de Matemdticas en la etapa de Educacion Primaria. La
organizacién y forma de presentar los temas facilita su com-
prensién, se podria haberse editado en ofro formato, mediante
hojas sueltas e individuales para cada actividad, que permitirfa
una reelaboracién y utilizacién més faciles. Son fres libros que
los profesores de mateméticas deberian tener en cuenta al reali-
zar sus programaciones de aula.

Jestis Antolin
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INVESTIGACION Y DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

Luis Puig y Juan

Calderdn (editores)

CIDE, Madrid, 1996
ISBN:84-369-2811-3

319 paginas

Esta publicacién constituye las actas

del seminario «Investigacién y didécti-
ca de las mateméticas» organizado por el
CIDE y celebrado en Madrid el pasado sep-
tiembre.

El objetivo fundamental de este seminario
consisfia en analizar las relaciones que exis-
ten, o que deben existir, entre investigacién
en educacién matemdtica y préctica educa-
fiva. Como sefialan los editores de las actas,
Luis Puig y Juan Calderén, en la presenta-
cién de las mismas «... se constatan dos sen-
sibilidades diferentes ~come diferentes son,
frecuentemente, los correspondientes objeti-
vos profesionales, problemas planteados y
metodologias de trabajo especificas- y, al
mismo tiempo, simbidticas: por un lado, la
investigacion educativa necesita de la parti-
cipacién del profesor en ejercicio, de la
préctica docente, para enfocar adecuada-
mente el objeto y el sujeto de la investiga-
cién; por ofro, utilizar adecuadamente aque-
llos resultados de la investigacion que pue-
dan mejorar la ensefianza-aprendizaje de
las matemdticas requiere que el profesor
que se dispone a aplicarlos tenga en cuenta
los objetivos y fines que contextualizan tal
investigacién y que los inferprete y adapte a
su entorno pedagégico concretos.

La primera parte del libro, Textos de un encuen-
fro, recoge las infervenciones de los ponentes
del seminario. La sola enumeracion de éstos,
Guzmén, Niss, Kilpatrick, Sierpinska, Laborde,
Rico, Puig, Diaz Godino, Herndn, Argiello,
Esteban, de la Fuente, Muriel, Guerrero,
Villaroya, Garcia Cruz, Sanchez Vazquez y
Calderén, constituye la mejor garantia del infe-
rés de lo que en &l estd escrito.

En una segunda parte se recogen los rest-
menes de todas las investigaciones sobre
didéctica de las mateméticas que han sido
financiadas por el INCIE/CIDE durante el
periodo 1981-94,

Emilio Palacian



PATTERNS AND FUNCTIONS
Elisabeth Phillips
Curriculum and Evaluation
Standars for

School Mathematics
Addenda Series, Grades 5-8
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ISBN:
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En marzo de 1989 el NCTM
{National Council of Teachers of Ma-
thematics) publica los Curriculum and
Evaluation Standards for School Mathe-
matics que abarcan desde el jardin de
infancia hasta el grado 12 en las escuelas
norfeamericanas. Para proporcionar a los
profesores ideas para su préctica diaria
en las clases, en consonancia con el espi-
ritu del documento, se encarga a una serie
de grupos de trabajo la produccién de
materiales. Asi surgen los Addenda, de los
que este libro forma parte, divididos en
tres grupos: grados k-6, 58, 9-12.
Algunos han sido publicados por la SAEM
Thales y los demds, entre los que figura el
que se comenta aqui, aparecerdn en
breve editados por el servicio de publica-
ciones de la FESPM en colaboracién con
dicha sociedad.

En estos libros se conciben las mateméticas
como resolucion de problemas, comunica-
cién, razonamiento y se consideran las co-
nexiones entre las diversas ramas de las
matemdticas y con otras materias. Las activi-
dades que se proponen fratan de unificar
estos temas.

El libro que comentamos trata sobre mode-
los y funciones. El punto de partida es la
importancia que la observacién de pautas
y regularidades tiene en las mateméticas.
Se establece un paralelismo entre la activi-
dad de los matemdticos ~que observan
modelos, conjeturan, prueban, discuten,
verbalizan y generalizan esos modelos y a
través de esos procesos construyen la com-
prensién de los conceptos y sus relaciones,
desarrollan un lenguaje para hablar acer-
ca del modelo, etc.— y la de los alumnos
cuando se les plantea una tarea de este
tipo.

Se parte de la hipétesis de que la investigacién de modelos per-
mite a los estudiantes:

e Resolver problemas.

° Desarrollar la comprensién de conceptos matematicos y rela-
ciones.

e Investigar las relaciones entre cantidades (variables) en un
modelo.

¢ Generalizar usando palabras o variables.

e Ampliar y relacionar modelos.

o Construir el concepto de funcién.

El objeto de este libro es proporcionar ejemplos de cémo los
modelos se pueden usar para desarrollar o profundizar en con-
ceptos imporfantes sobre potencias, teoria de nOmeros, medida,
geometria, probabilidad y funciones.

Cada capitulo consta de varias «investigaciones» con activida-
des de ampliacién relacionadas. Cada investigacién es un pro-
blema o experimento que se puede analizar mediante un mode-
lo. En principio los problemas estan disefiados para el ciclo
medio pero pueden adaptarse segin el tipo de alumnos, interés,
edad o nivel.

Segin el nivel de los alumnos, el estudio de los modelos llevaré
a distintos tipos de actividades. En el nivel mds elemental, por
ejemplo, los alumnos deberén ser capaces de continuar una
serie; mas adelante generalizarén mediante palabras o simbo-
los, lo representaran mediante tablas, gréficos etc. y, al final,
proporcionard la oportunidad de analizar, hacer conjeturas,
generalizar, etc. Aparece el dlgebra, de modo natural, como
un lenguaje para describir estos modelos.

El método de frabajo que propone es el planteamiento por parte
del profesor de problemas abiertos o cerrados que presenten el
estudio de las mateméticas como la obtencién de la solucién de
problemas interesantes. La exploracién puede hacerse en grupo
o mediante una serie de preguntas y respuestas entre profesor y
alumnos. Al final se resumen las soluciones, conjeturas, genera-
lizaciones y extensiones del problema.

Cada investigacién va seguida de notas para el profesor que
comprenden:

o Métodos para abordar el problema.

o Material necesario y tecnologia aconsejada.

» Soluciones posibles que los alumnos podrian encontrar.
 Preguntas para animar la discusion, relacionar, efc.

e Sugerencias para generalizar la discusion.

e Posibles extensiones.

e Conexién con otros problemas o temas.

o Ampliacion segin los niveles de edad.

o Sugerencias para evaluar.

En muchos casos nos resulta dificil integrar en los problemas o
las actividades que se plantean en clase los conocimientos o

resultados de distintas partes de las matemdticas. Este libro
puede ser de gran ayuda, ya que no sélo los problemas que pro-



pone, las actividades de ampliacién o relacionadas que apare-
cen en cada uno de los capitulos se pueden adaptar sin mucha
dificultad a nuestro entorno cultural o el nivel de nuestros alum-
nos, sino que nos abre una posibilidad de cambio en las activi-
dades que nosotros planteamos y en la manera de abordar el tra-
tamiento de algunos temas del curriculo.

Considero que este libro resultara interesante en cualquier nivel
de la ensefianza, no sélo por los temas que frata y el enfoque de
los mismos, sino también porque esta forma de abordarlos
«engancha» desde el primer momento y nos hace utilizar el
«modelo» en ofros temas y buscar todo lo que pueden dar de si
las actividades que planteamos a nuestros alumnos.

Rosa Pérez

. Sixto Rios
MODELIZACION Modelizacién
Sixto Rios Alianza Universidad

Alianza, Madrid, 1995
ISBN: 84-206-2822-0
331 paginas

En el prélogo el autor expresa claramen-
te alguno de los objetivos que han moti-
vado el libro. Se inicia con esta reflexion:
«Un rasgo caracteristico de la cultura
actual es la amplia aplicacién de los
métodos matemdticos a las mas diversas
actividades humanas, que van de la ciencia y la tecnologia a los
aspectos organizativos y productivos de la vida moderna. Este
proceso se refuerza hacia los afios cincuenta coincidiendo, no
por casualidad, con la aparicién de los primeros ordenadores, y
el matemdtico, que hasta entonces era una planta rara de la
sociedad, pasa a jugar un papel importante, al convertirse en la
mente rectora de los procesos de modelizacién matematica, que
constituyen el nicleo fundamental de dichas aplicaciones».

Cada capitulo estd presentado a través de la imagen de un mate-
mético y de unas ideas de un autor que nos resumen el conteni-
do de lo que serd expresado.

El capitulo primero se fitula «Modelos y modelizacion». Hace
una descripcion didactica de diferentes modelos (analégicos,
cualitativos, mateméticos,...) que nos permiten introducirnos en
esta conceptuacién. Hay un esquema del proceso de plantea-
miento y modelizacion de problemas de la realidad que nos
pone de manifiesto el breve campo de la matematica en el que
trabajamos en la ensefianza. El capitulo segundo lo dedica al
«Crecimiento y equilibrio» con el estudio de problemas biolégi-
cos. El tercero, fitulado «Circuitos, lenguaijes, conjuntos», se cen-
fra en el dlgebra de Boole, dlgebra de circuitos y élgebra de pro-
posiciones. El capitulo cuarto versa sobre grafos, algoritmos,
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organizacién y comunicaciéon. Dedica el
capitulo quinto a los modelos probabilisti-
cos, azar, incertidumbre y probabilidad y en
el capitulo sexto estudia modelos de simula-
cién y método Montecarlo. Desde aqui va
haciendo el autor un recorrido de diferentes
modelos: inferencia estadistica, optimiza-
cién, procesos de decision, juegos de estra-
fegia, astronémicos y sistemas dindmicos.

Cada uno de los capitulos va completado
con una buena coleccién de ejercicios que
nos ayudan a abrir la perspectiva de una
buena coleccién de propuestas interesantes
para nuestra propia metodologia y practica
docente.

Considero, personalmente, que es un libro
de inferés y que nos apasiona conforme
entramos en su lectura.

Guillermo Dorda

£ Revista dé problemas de Matemidthcas
| NKWARDMI Mlimers 1. Enero - Marzo 1996

i RETOS

RETOS

Revista de problemas de
Matematicas

N.° 1. Enero-marzo 1996
Societat d’Educacio
Matematica de 1a
Comunitat Valenciana
Al-Khwirizmi

26 paginas

Tras L'Auvla de Matematiques y Algorisme la
Societat d'Educacié Matemdtica de la
Comunitat Valenciana AlKhwérizmi pone
en circulacién una tercera publicacién con
el titulo Retos. Revista de problemas de
Matemdticas.

Es bien sabido que el disefio curricular en el

drea de Mateméticas de dicha comunidad

contempla la «Resolucién de Problemas»

{RP) como un bloque especifico de conteni-

dos. Ahi se indica que la RP considerada tra-

dicionalmente como aplicacién puede ser

enfocada también desde ofras vertientes:

* Como método para descubrir paso a
paso el conocimiento matemético.

* Como contenido, propiciando que el
alumno vaya tomando conciencia del
proceso seguido en la resolucion.



Retos abarcard la RP desde las tres perspec-
tivas.

Son muchos los libros de problemas exis-
tentes en el mercado. No es éste el caso en
cuanto a publicaciones periédicas. Retos
quiere llenar este vacio. Va destinada espe-
cialmente al profesorado y alumnado de la
ESO. No es una revista para leer, es una
revista 4gil y amena que obligard a actuar.
Ofrece material listo para usar y totalmente
adaptable a cualquier situacién escolar.
Presenta una amplia y escogida baterfa de
problemas y actividades con el fin de pro-
vocar e incitar a la reflexién de forma conti-
nuada. Entre sus secciones figuran:

o Olimpiadas mateméticas. Recopilacién
de problemas propuestos en las diferen-
tes fases de las olimpiadas que se cele-
bran en distintas latitudes.

o Grandes autores de problemas. Selec-
cién de problemas de matematicas recre-
ativas de autores de todos los tiempos,
desde los clasicos Sam Loyd, Henry E.
Dudeney o Edouard Llucas, a los més
recientes como Eric Emmet, Jean-Pierre
Alem, Joseph S. Madachy, David Hall,
Martin Gardner, Raymond Smullyom o
lam Stewart.

o Actividad central. Doble pagina con una
propuesta que facilita la comprensién de
enunciados o el abordaje de un llamati-
vo problema, que obliga a usar una
determinada estrategia, que da luz «
una nocién matemética o que abre cami-
nos para indagar variantes o nuevas
posibilidades.

e Retos matemdticos. La seccién principal
de la revista, con problemas de una
mayor dificultad y de contenido muy
variado.

® Geometria. Seccién que pretende ir intro-
duciendo al alumno en el arte de la
deduccién: concatenar sencillas premi-
sas para ir extrayendo unas conclusiones

muy directas.

® Papiroflexia matemética. Actividades
para facilitar el paso, en un sentido y
otro, de la segunda a la tercera dimen-
sién.

* Juegos de estrategia. Un solitario o un
juego para dos personas, de reglas sen-
cillas y con posibilidades para analizar.

Afrontar un problema exige organizacién, sistematicidad, con-
centracién, tesén, perseverancia, creatividad, versatilidad, flexi-
bilidad de pensamiento,...; pone en tela de juicio la impulsivi-
dad, osadia, superficialidad y rebuscamiento del alumno;

requiere andlisis y adaptabilidad; obliga a la revisién, a la refle-
xién y a la sintesis; provoca ansiedad, desaliento, incertidum-
bre, entusiasmo, incitacién y disfrute.

El proceso de resolucién de un problema supone, sin duda algu-
na, una vivencia rica y formativa, y ningln profesor debe renun-
ciar a que sus alumnos pasen por ella. Retos prefende facilitar
esa labor ardua y apasionante.

Antonio Ledesma
Redactor Jefe de Retos

T DERIVADAS

UN}\( ERSO Serie: El Universo mecanico

. MECANICO Productor: Annemberg,

EEUU, 1985

Idioma: castellano

30 minutos

E‘;‘m B%CCION N . Este video es el programa n.° 3 de la serie diddc-
L~ MS( # tica titulada «E! Universo mecdnico», la cual estd

compuesta por 52 fitulos que abordan temas de
fisica, aunque varios de ellos estédn dedicados a las herramien-
tas matemdticas fundamentales en la fisica como son las deriva-
das, las integrales y los vectores.

El video que comentamos presenta el concepto de derivada,
algunas reglas de derivacién y aplicaciones concretas al estudio
de movimientos.

En el programa se van enlazando dramatizaciones de persona-
jes de época (Galileo, Newton, Leibnitz y Fermat), imagenes
reales, animacién en 3D, grdficos, rétulos de refuerzo de las
ideas fundamentdles,... Respetando la unidad de la serie, los
sjemplos que se presentan estan muy relacionados con proble-
mas fisicos y situaciones de la vida cotidiana.

El video comienza con unas imagenes de una clase del Dr.
Goodstein que sitoa histéricamente la relacién entre el mundo
fisico y las matemdticas.

Se realiza una introduccién histérica mediante el estudio de pro-
blemas de movimiento planteados por galileo y Fermat y del pro-
blema de la tangente a una curva en un punto. El desarrollo his-
térico del célculo diferencial volverd a aparecer en diferentes
momentos del programa, al revisar las confribuciones de
Newton y Leibnitz.

A continuacién se presentan unas aproximaciones intuitivas al

concepto de derivada, relaciondndolo con ejemplos tomados de




la fisica y de la vida cotidiana, para pasar a la definicién de
pendiente de una recta con el apoyo de animaciones en 3D y
graficos, A partir del concepto de pendiente de una recta tan-
gente a una curva y de la velocidad instanténea de un mévil
se llega a la definicién de derivada y al concepto de funcién
derivada.

El video nos introduce, de una manera amena, en la gramética
de la derivacién, utilizando la idea de maquina de derivar de
una forma bastante atractiva y simpdtica.

Se presentan algunas reglas de derivacién (suma y producto de
funciones y regla de la cadena) comparando los procesos segui-
dos con ejemplos muy plésticos de la vida real. estas reglas se
utilizan para hallar las derivadas de las funciones elementdles.

La pelicula termina con un resumen de iméagenes del mismo, que
evocan los conceptos anteriormente vistos, para volver a la clase
del Dr. Goodstein que presenta un sjemplo de una funcién no
derivable en un punto.

Esta serie, bastante conociday utilizada por los profesores de
Fisica, ha pasado desgraciadamente casi desapercibida para
los de Matematicas. Y es una pena.

La presentacién de los conceptos matemdticos, tanto de este
video como de los de integrales, vectores o cénicas, se redliza
de una forma muy atractiva para los alumnos y, a pesar de su
enfoque fundamentalmente préctico, la referencia a situaciones
fisicas concretas los hacen especialmente recomendables para
alumnos de 2.° y 3.° de BUP.

Este hecho, junto a la contextualizacién histérica de los descu-
brimientos matemdticos —tan ausentes de las clases de matemé-
ticas—, y unido a un buen tratamiento audiovisual de temas mate-
mdticos en apariencia muy abstractos o demasiado técnicos
para ser tratados en imagenes atractivas convierten  este video
-y al de infegrales- en una herramienta distinta y valiosa en las
clases de matemdticas en el bachillerato.

Es aconsejable que cuando en 2.° de BUP se vaya a introducir
el tema de derivadas, se recuerde que existe este video, que se
vea antes de usarlo y que se utilice con los alumnos. Algunos de
ellos descubriran que lo que van a estudiar tiene un sentido y
unas aplicaciones précticas que nunca hubiesen sospechado.

Pero quienes lo van a agradecer de forma efusiva serdn los
profesores de fisica, ya que contribuird a dar un poco de sen-
tido matematico a los calculos de derivadas que realizan en
sus clases, jhabitualmente mucho antes de que el profesor de
matemdticas haya llegado a este tema en el desarrollo de su
programal

En cualquier caso, de lo que no cabe duda, es que se trata
de un buen instrumento para iniciar una coordinacién didéc-
tica més seria y estable de la que hoy se produce en los cen-
fros de ensefianza entre los departamentos de Mateméticas y
de Fisica.

Antonio Pérez Sanz

PRINCIPIOS DIDACTICOS
E HISTORICOS

PARA 1A ENSENANZA
DE LA MATEMATICA
Javier Peralta

Huerga y Fierro,
Madrid, 1995

ISBN: 84-88.564-50-3
229 paginas.

El objetivo declarado por el
autor para este texto es pro-
porcionar —a los profesores de matemdti-
cas en ejercicio y a los futuros profesio-
nales— un manual til y practico con el
que acercarse en poco tiempo y con
poco esfuerzo a la didactica de nuestra
disciplina.

Consta de dos partes bien diferenciadas. En
la primera se da un repaso a los principios
didécticos més fundamentales para la ense-
fianza de las matemdticas, desde sus finali-
dades, el andlisis de las diversas metodolo-
gias, la problemética del aprendizaje de las
matemdticas, hasta el papel didéctico de la
historia de la matematica.

La segunda parte aborda las didécticas
especificas de la aritmética, élgebra, geo-
metrfa, andlisis, estadistica y probabilida-
des. De manera clara y breve, presenta un
bosquejo de la evolucién histérica de estos
topicos, y de las didécticas especificas
correspondientes de forma coordinada que
permite apreciar la influencia de una en la
otra. Se acompafia ademds de una colec-
cién de curiosidades y problemas seleccio-
nados por su interés diddctico o histérico.

El libro puede ser muy bien una primera lec-
tura para aquellos alumnos de licenciatura
que estén pensando en un futuro profesional
como profesores. También una fuente de
ideas para los que se acaben de incorporar
a la docencia, o un fexto de apoyo para los
que estén inmersos en un proceso de forma-
cién en ejercicio. Ahora bien, la brevedad
con la que se toca una tan amplia variedad
de femas hace que sea inevitable una pos-
terior profundizacién,

Julio Sancho




LOS SONAMBULOS
Arthur Koestler
Biblioteca Basica Salvat
2 volimenes

Salvat, Barcelona, 1989
ISBN: 84-345-8246-5
167 y 176 paginas

Aprovechando la cercania de

voy a tomar la licencia de

invitaros, a los que todavia no lo haydis
hecho, a leer este clésico de la historia de la
cosmologia, que no de la astronomia, como
aclara su autor. Y digo clésico por su fama
y porque la primera edicién en lengua ingle-
sa aparecid en 1959, Més tarde, en 1987,
Salvat lo incorporé a su «Biblioteca
Cientifica» y lo volvié a reeditar en 1994,

«Mds que un libro es una delicia» es la pri-
mera anotacién que guardo de él tras la pri-
mera lectura. Sigo conservando esa misma
opinién. Su lectura égil lo aleja de un trata-
do frio de historia de la ciencia en que, en
aras de una prefendida objetividad que
vaya mdés alld de cualquier objecién, el
autor tratara de ocultar su sentir personal a
base de una redaccién «light» y fria, por
desapasionada. En este aspecto el libro
constituye un lujo, arcaico si se quiere, en
esfos momentos en los que tener pensamien-
tos propios es un pecado y mantener una
actitud critica constituye una lujuria herética
propia del juego estético de algunos intelec-
tuales trasnochados.

Es un libro escrito con apasionamiento, lo
que no significa que esté exento de rigor
cientifico. Y es tendencioso, como alguien
me comentd una vez, porque apuesta por
los acontecimientos al margen de las ideas
preestablecidas sobre el tema. Es por tanto
una obra de investigacién, no un simple
relato histérico. Se implica en los hechos,
los analiza y los disecciona, como no
podia ser de ofro modo, bajo el prisma de
sus planteamientos ideolégicos, entendido
el término en su mas amplia acepcién. Lo
que no significa que esté carente de objeti-
vidad. De prefendida obijetividad, si se
admite que cualquier objetividad es una
presuncién.

1
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Manifiesta un exquisito cuidado en delimitar la fundamentacién
documental en la que sustenta sus argumentaciones, que sabe
controvertidas, a base de incluir al final del libro las citas y fex-
tos a los que hace referencia. Esta técnica, habitual en muchos
ensayos, favorece la claridad, fluidez y amenidad de la lectura
y evita convertir el libro en un prolijo y farragoso ensayo ines-
crutable para el profano, De este modo compagina la profundi-
dad del trabajo de investigacién histérica con un enfoque divul-
gativo (aunque el autor confiese haber huido expresamente de
él). En cualquier caso la obra mantiene un marcado cardcter
dialéctico gracias a estas constantes referencias a los textos ori-
ginales,

El libro trata de tender puentes entre la «filosofia natural, tal
como el autor gusta seguir denominando a la ciencia, v las
humanidades. Personalmente nunca entendi esa disociacién, ni
por qué la ciencia, no sélo su historia, se estudia al margen de
la historia de la mosica, de la literatura, del arte, en definitiva
de la historia de la humanidad. Como si esta Gltima no se viera
influida por la primera o viceversa, o como si su influencia fuera
un hecho infranscendente, olvidando de paso la contribucién de
la revolucién cosmolégica de Copérnico y Kepler a la destruc-
cién de la imagen medieval de un orden jerdrquico instituido per
se. La especializacion en los estudios ha conseguido que los his-
toriadores se sientan incapaces de indagar en los textos cientifi-
cos y prefieran perseguir la influencia de la ciencia a través de
versiones sesgadas y parciales de sus efectos, més tarde con-
verlidos en referencias superficiales en los libros de historia y
por ende en las aulas. Es cierfo que el lenguaje matematico,
soporte de muchos fextos cienfificos, exige un esfuerzo de adap-
tacion, pero ello no ha sido 6bice para que Koestler o Butterfield
escribieran sus obras.

Las nuevas ensefianzas deberfan paliar este distanciamiento,
pero lejos de conseguirlo parecen empefiadas en agrandar el
abismo. Sin embargo el refo no parece interesar a nadie. Desde
luego que no le interesa a la universidad garante principal de la
especializacion, empefiada en una ensefianza cada vez mds
segregatoria incluso entre sus propias ramas. Ni creo que haya
un interés social por el tema, ni que las autoridades educativas
sean sensibles a esta necesidad. Por ofro lado el profesorado,
fiel reflejo de su formacioén, no se siente capaz de tender puen-
tes, ni cuenta entre sus filas con muchos transgresores de la
rutina. Y en cualquier caso, si es necesario, no tiene empacho
en fergiversar deliberada e impunemente los objetivos educa-
tivos con objeto de seguir perpetuando el mismo modelo segre-
gacionista desde edades cada vez més tempranas de forma
que las asignaturas puedan seguir siendo compartimentos
estancos y los departamentos pequefios reinos de taifas desli-
gados unos de otros.

Pese a ello no es posible obviar que la influencia de la ciencia
en el pensamiento humano es comparable a la de la religién
con la que ha mantenido una dura pugna durante siglos. No en
vano la primera ha estado sometida a las ideas previas, a los
prejuicios y a los dogmas de la segunda y ha precisado de
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muchos siglos, de pensadores clarividentes y de grandes dosis
de pensamiento divergente para liberarse de su influencia y
seguir avanzando. Y en ese avance condicioné y modificé esos
mismos dogmas que la atenazaban vy la estructura social que los
sustentaba. Pues bien, el libro sabe recorrer ese fluir paralelo con
exquisito detalle en lo que el autor denomina «los hilos gemelos
de la ciencia y la religién».

Un aspecto que puede resultar especialmente inferesante del
libro en estos momentos y que a mi personalmente me ha obli-
gado a releerlo es el andlisis de corte sicolégico que hace del
descubrimiento y que es el que da titulo al libro.

Han pasado 11 afios desde que of a Schéenfeld por primera
vez aportar sugerencias para la ensefianza de la resolucién
de problemas. Ahora hemos ido més lejos y algunos habla-
mos de una ensefianza basada en la resolucién de proble-
mas. Casi todas las editoriales parecen hacer referencia a
ello pero sirve con echar una ojeada a sus textos para darse
cuenta de la falacia. Pues bien, si alguien intenta «de ver-
dad» una didéctica basada en la resolucién de problemas, es
decir, si habitualmente deja sobre la mesa de sus alumnos,
sin explicacién previa alguna, un problema para que sea
resuelto, y analiza como llegan a la solucién, vera que lejos
de seguir un camino nitido avanzan guiados por la intuicion
como un ciego por su lazarillo. Se comportan como sonam-
bulos y precisan de una reflexion posterior, a veces larga,
para entender lo que ellos mismos acaban de descubrir. Este
es también el camino que ha seguido la ciencia y, en este sen-
tido, resulta gratificante observar, una vez mas, hasta qué
punto se reproducen en clase los esquemas de comporta-
miento de una comunidad cientifica.

8Cudl es la luz de la luciérnaga que guia sus mentes? Los obje-
tos que rodean el camino se presentan confusos, imprecisos, y
sin embargo, a veces, se agarran a ellos con desesperacién. La
oscuridad permanece a pesar del destello de luz del descubri-
miento y no por quedar cegados precisamente. A veces precisan
redescubrirlo para detectarlo, en muchos casos pasa a formar
parte de la coleccion de sombras que rodean el camino y son
incapaces de identificarlo cuando se topan con él a pesar de
haberlo modelado con su propia mente.

Y se abren ademds algunos interrogantes sobre la importancia
que tiene el pensamiento divergente en la creatividad, en los
brotes de ingenio, sobre su trascendencia a la hora de resolver
un problema «dificil». Sobre cémo se debe educar para que su
ejercicio sea una actitud permanente. Sobre la importancia de
saber hacer una sintesis de lo que se conoce y sobre la conve-
niencia de manejar simultdneamente mas de tres conceptos dis-
fintos y moltiples vias de resolucién, siendo capaces de acce-
der a ellos de forma aleatoria y no secuencial. Sobre la nece-
sidad de que esos conceptos sean para el cerebro entes con-
crefos, nitidos, precisos y no oscuros, indefinidos, vagos. Pero

al mismo tiempo, sobre la posibilidad de
avanzar en ausencia de estas hipétesis.
Sobre el papel que juega la falsa generali-
zacién en el descubrimiento. De cémo la
induccién se apoya en ella. De cémo edu-
carla, en el sentido de domesticarla, para
reconducirla y no anularla. De cé6mo intro-
ducir el rigor para que sea antidoto en los
excesos, precaucion en los procesos pero
no sea un antibidtico que arrase la intui-
cién y la creatividad. Y replantearse algu-
nas cuestiones como, por ejemplo, que es
insuficiente el redescubrir el concepto
para que se produzca un aprendizaje sig-
nificativo, aunque el hacerlo asi se ha
demostrado como un método eficaz para
favorecerlo y para estimular una compo-
nente esencial de la motivacién: la con-
fianza en uno mismo. Que no es suficien-
te tampoco con el conflicto cognitivo para
desterrar las ideas previas, aunque pare-
ce ser condicién necesaria...

Seguramente sobre todo ello, alejados
de cualquier tentacién teorizadora,
deberiamos estar discutiendo en estos
momentos, aprovechando la incontable
informacién que investigaciones, cuader-
nos y el contacto diario con los alumnos
nos aporta. En este sentido la lectura del
libro estimula la reflexion y puede ser de
ayuda a la hora de tomar decisiones
didécticas en el marco de la resolucién
de problemas.

En cualquier caso el que se acerque al
libro sin pretensiones tiene garantizada
una lectura placentera y algunos destelos
de brillo que afiadir a su patina personal
en historia del pensamiento. Completan el
placer-una lectura sencilla y una visién
apasionada de la historia, al tiempo que
rigurosa, exigente, ingeniosa, licida, inte-
ligente, cuidada y sopesada, producto de
una actitud critica, libre, divergente, incon-
formista y transgresora de quien supo
mantener la coherencia con sus ideas
hasta el momento cumbre de dar por ter-
minada su vida. Esa misma coherencia
que le hace ser impenitente con Galileo...,
pero mejor serd no desvelar los detalles...
Felices vacaciones.

Carlos Uson



Reunion de Diddctica del Cono Sur
Preparacion de las Vill JAEM
Nueva Sociedad en Cantabria...

Reunién de Didéactica de la Matematica
del Cono Sur

Celebrada en la ciudad de Salto (Republica de Argentina)
entre los dias 31 de marzo y 3 de abril de 1996. Asistieron
unos 500 profesores procedentes de Argentina, Paraguay,
Uruguay, Bolivia, Chile, Brasil, ademds de invitados de
Canada y México. Por parte espafiola participaron los pro-
fesores L. Blanco (Sociedad Extremefia) y L. Balbuena
(Sociedad canaria) quien, ademds, representaba a la
Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas. La coordinacion general estuvo a cargo de la
profesora Ana T. Aragon.

En el curso de la reunidén se celebrd una reunién de
representantes de sociedades de profesores.

El encuentro se desarrollé por medio de:

a) Conferencias plenarias.

e Horacio Rimoldi: «Evaluacién del talento matema-
tico a través de la resolucién de problemas.

o Ricardo Cantoral: dngenierfa didéctica: del circulo
a la teorfa de las funciones analiticass. ;
e Claude Gaulin: «a educacién matemitica en los
inicios del afio 2000: algunas conjeturas, "
o Gregorio Klimosky: «Metodologia de las
formales». k

o Alicia Villar: Lenguaje comtn; lenguaj
b) Paneles. k
e Recuperacion del pensamient
Probabilidades 'y estadistic:
miento probabilistico»
JLa formacién docente y
maticas a través de probl




e Jnnovaciones curriculares actuales en educacién
matematica».

©)  Cursos. Se habian previsto 26 cursos y talleres de seis
horas de duracién. Se desarrollaron 23.

& Comunicaciones. Se habian anunciado 70 aunque,
por no asistir los autores correspondientes, se reduje-
ron a 58.

e) Poster. Se presentaron 12.

Contd también con una exposicion de Fotografia y Mate-
maticas» cedida por la Olimpiada Matematica Argentina. Y
por otra de Filatelia» del profesor Edgardo Fernandez de
la- Universidad Nacional del Sur-Bahia Blanca, quien ya
habfa comunicado a la organizacién del ICME-8 su oferta
de préstamo para ser exhibido durante el mismo en
Sevilla. Aprovechando nuestra presencia alli, acordamos
los términos del préstamo y después de clausurada nos
fue entregada para el traslado a Espafia.

Por parte de la organizacion se valord muy positivamente
en todo instante y de forma publica (sesiones de apertu-
ra y clausura) el apoyo que la FESPM habia dado a este
encuentro, agradeciendo la presencia institucional del
Secretario General al que se le invité a presidir los actos
de apertura y clausura con el resto de las autoridades aca-
démicas presentes. En el primero de ellos, la
Vicepresidenta del Comité Internacional de Programas de
la Reunion, Alicia Villar, ley6 integra la carta que habia
sido enviada por nuestro presidente Gonzalo Sinchez
Viazquez. El el acto de clausura se designé al Secretario
General miembro de honor de dicho Comité.

Por otra parte, es preciso senalar que en la informacién
escrita que se entregaba a los participantes, la Federacién
figuraba como entidad auspiciadora del encuentro, como
patrocinadora, y la Secretaria General como entidad cola-
boradora con la subcomisién de edicion y redaccién de
los anuncios de la Reunién.

La Federacién estuvo presente en la reunién de responsa-
bles de sociedades de profesores en la que se analizé el
estado de los contactos mantenidos desde la tltima reu-
nién celebrada en Santiago de Chile en agosto de 1995, Se
valord positivamente la propuesta de convenio de colabo-
racién que habfa enviado nuestra junta de gobierno a
todas las sociedades, anunciaron su firma, por el momen-
to, las sociedades boliviana, paraguaya y venezolana.

Se informé ampliamente sobre el estado actual del ICME-
8,explicando la iniciativa de la Federacion y de las socie-
dades andaluza y canaria de ofrecer ayudas a profesores
de este ambito geogrifico. Fue agradecida ptblicamente,
Hubo numerosas consultas relacionadas tanto con el
Congreso como con otras actividades de nuestra federa-
cién (revistas, estdndares, encuentros,...).

Luis Balbuena

Primera sesién de prepa-
racion de las VIl JAEM

En Salamanca, durante los dias 26 y.27
de abril, ha tenido lugar una reunién
preparatoria para la organizaciéon de las
VIII Jornadas para el Aprendizaje y
Ensefianza de las Matemiticas. Ademis
de varios miembros de la Sociedad
Castellano-Leonesa, acudieron represen-
tantes de las sociedades de Extremadura,
Aragon, Catalufia, Valencia y Madrid.

Una vez conocida la memoria de las
anteriores jornadas presentada por las
dos representantes de la Sociedad
Emma Castelnuovo, se exponen las difi-
cultades que tendrd una seccién peque-
fia como la de Salamanca para afrontar
el encargo de las proximas. No obstan-
te, lo intentarfa si toda la Sociedad
Castellano-Leonesa presta su colabora-
cién y asume la responsabilidad.

Si bien en principio las fechas deberfan
ser en septiembre de 1997, se consideran
prematuras y se solicita a la Junta de la
Federacién que se estudie la posibilidad
de retrasatlas hasta 1998, debido a la pro-
ximidad del ICME, la organizacion de las
jornadas regionales y otras circunstancias.

Se propone también la creacién de un
Comité de Programas para las VIII
JAEM formado por: tres miembros de la
sociedad organizadora, dos personas
que hubieran organizado jornadas ante-
riores, dos miembros de la Federacién
y tres expertos nombrados conjunta-
mente por la Federacion y la Sociedad
Castellano-Leonesa.

La composicion es flexible y deberia
constituirse lo mas pronto posible, con
el fin de analizar y proponer temas y
gtupos de trabajo de las préximas JAEM.

Se propone que estas jornadas se
estructuren alrededor de ponencias,
grupos de discusién, exposiciones, co-
municaciones y talleres. Algunos de los
temas de trabajo enunciados serfan:

° La gestion de la clase de Matemadticas.
 La formacién del profesorado.

* Matemiticas en la vida cotidiana.

¢ Tratamiento de la diversidad.

e Evaluacitn.

e Multiculturalidad.

Luis F. Andrés



Nueva Sociedad en Cantabria

El pasado 17 de abril se constituy6 for-
malmente la «Sociedad Matematica de
Profesores de Cantabria». Se hizo en un
acto publico al que fueron invitados
Miguel de Guzman, Presidente del ICMI
v Antonio Aranda, Delegado Provincial
de la SAEM Thales.

El primero hizo una breve descripcion
de la Comision Internacional de Edu-
cacién Matemdtica, y el segundo
explicé las ventajas, para los miem-
bros de la propia Sociedad y para el
resto del profesorado espafol en esta
materia, de constituir una asociacién
de este tipo y la necesidad de formar
parte de la FESPM. Ambos animaron a
esta sociedad cédntabra, que tiene en
la actualidad 21 socios, a trabajar en
pro de la Educacién Matemitica orga-
nizando actividades y grupos de tra-
bajo que mejoren la calidad de la
enseflanza y motiven a los estudiantes
en esta materia,

El dia 23 de abril, se celebrd una asam-
blea general en la que se eligi6 la junta
directiva de la sociedad, que qued6 com-
puesta como sigue:

e Angela Nifez (Presidenta).

» Angel Garcia (Vicepresidente).

e Claudia Lizaro (Secretaria).

e Begofia Martinez (Tesorera).

o Amador Alvarez (Vocal).

o M? Angeles Casares (Vocal)

o Luis Sanchez (Vocal).

Esperamos formar parte, en breve, de la
Pederacion Espafiola de Sociedades de
profesores de Matemdticas y podamos
leer en su revista SUMA algunas aporta-
ciones de nuestros socios de interés para
los objetivos que mueven a estas socieda-
des de profesores de matemdticas., A la
vez que los profesores de Cantabria poda-
mos aprovechar los frutos derivados de
las otras sociedades espafiolas —con
mayor experiencia en este tipo de aso-
ciacionismo profesional— en nuestra tarea
de mejorar la calidad de la ensefianza de
las Matemdticas.

Angela Nifiez

XXXII Olimpiada Matematica

Recientemente se ha celebrado en Tarragona la fase final
de la XXXII Olimpiada Matematica, organizada por la Real
Sociedad Matemdtica Espafiola,y dirigida a estudiantes de
COU, bachillerato o formacién profesional, menores de 19
afos. A continuacion se enuncian los problemas puestos
en esta fase final.

1. Los nameros naturales a 'y b son tales que

a+1 b+1
+
b a

es entero.
Demostrar que el maximo comun divisor de a y b no es
mayor que la rajz cuadrada de (a + b).

2. Sea G el baricentro del tridngulo ABC. Demostrar que si
AB+GC = AC+GB, entonces ABC es isOsceles.

3, En Port Aventura hay 16 agentes secretos. cada uno de ellos
vigila a algunos de sus colegas. Se sabe que si el agente A
vigila al agente B, entonces B no vigila a A. Ademas 10 agen-
tes cualesquiera pueden ser numerados de forma que el pri-
mero vigila al segundo, éste vigila al tercero;..., el'décimo
vigila al primero.

Demostrar que también se pueden enumerar de esa mane-
ra 11 agentes cualesquiera.

4. Discutir la existencia de soluciones reales x de la ecuacién
\/x2»~p + 2\/X2—1 = X

segln los valores reales del parametro p y resolverla en
aquellos casos que tenga solucion.

5. Considera f(x) = ax? + bx + ¢ y g(x) = cx? + bx + a tales que
DD <1 i 101 <1 i) Dl <1
Probar que si f cumple D, iD) y iii) entonces:

!l £5/4y lg)!l <2parax:-1<x<1,

6. Lafigura adjunta se compone de seis pentdgonos regulares de
lado 1 m. Se dobla por la linea de puntos hasta que coinci-
dan las aristas no punteadas que confluyen en cada vértice.
sQué volumen de agua cabe en el recipiente formado?




Sociedad Espaiiola de Investigacién en
Educacién Matemadtica

El pasado 12 de marzo de 1996 se constituy6 la Sociedad
Espafola de Investigacién en Educacién Matemitica
(SEIEM) por parte de 35 profesores vinculados con la
investigacion en Educacion Matemdtica y que realizan su
trabajo en 20 universidades espafiolas.

Segln sus estatutos, los principales objetivos de esta
sociedad son:

Mantener un espacio de comunicacién, critica y deba-
te sobre investigacion en Educacién Matematica,
donde plantear cuestiones, transmitir e intercambiar
resultados, profundizar en las elaboraciones tedricas,
mejorar y validar los disefios metodolégicos.
Promover la constitucién de grupos de investigacién
estables en Educacion Matemitica, con produccién
propia cualificada, que delimiten prioridades y abor-
den cuestiones de indagacién especificas.

Promover el impulso a la Educacién Matemitica en los
organismos e instituciones relacionados con la investi-
gacion. Promover la participacién en las convocatorias
de ayudas a la investigacion, institucionales y privadas.
Contribuir y participar en el desarrollo, evaluacién y
aplicacién de investigaciones en Didéctica de la
Matemitica.

Contribuir a la presentacién de resultados de investi-
gacion en los foros, encuentros y revistas de Educacién
Matematica.

Mantener contactos y promover la colaboracién con
grupos de investigacion en Educacién Matemdtica.
Favorecer activamente la cooperacién e intercambio
entre investigacién y docencia en todos los niveles
educativos.

Transmitir y divulgar institucionalmente la actividad de
la Sociedad.

En esta sesion constituyente se procedio a elegir a la pri-
mera junta directiva que qued6 formada por Luis Rico
(Presidente), Eduardo Lacasta (Secretario), Modesto Sierra
(Tesorero), Carmen Azcdrate, M2 Victoria Sanchez y Luis
Puig (Vocales). Asi mismo, y como primera actuacién de
la SEIEM se opt6 por constituir los siguientes grupos de
trabajo:

Did4ctica del anilisis.
Aprendizaje de la geometria.

Didactica de la estadistica,. probabilidad y combina-
toria.

Pensamiento numérico y algebraico.
Formacién del profesorado.

Metodologia de investigacion en didéctica de la mate-
matica,

Tendencias, experiencias y
perspectivas en Educacién
Matemaética

Nuestra Federacién ha colaborado,
junto con otras instituciones, en el I
Seminario-Taller Tendencias, experien-
cias y perspectivas en Educacién mate-
mética», organizado por la Sociedad Pe-
ruana de Educacion Matematica (SOPE-
MAT), y celebrado en Lima los dias 1, 2
v 3 de febrero de 1996,

Como viene siendo habitual en este
tipo de congresos, ha estado estructu-
rado a partir de conferencias, talleres,
paneles, grupos de trabajo y comuni-
caciones.

Las conferencias plenarias han estado a
cargo de Holger Saavedra (da conquis-
ta de la ciencia por el espiritu de las
matemdticas»), Luis Puig (Resolucién
de problemas y heurfstica matematicas),
Martha Villavicencio («Curriculo y eva-
luacién para una educacién matematica
de calidad») y Sigfrid Carranza (Infor-
mitica y educaciéon matematica»).



ICME-8
VI Olimpiada Matemadatica Nacional
IV Seminario Castellano-Leonés

uando apenas faltan dos meses para la apertura de las
sesiones del ICME-8 en la ciudad de Sevilla, el nimero de
participantes inscritos se acerca a los 2.000, y el comite
organizador trabaja con la hipotesis de que este nimero
podria incrementarse en unos 500 en el tiempo que queda.

Los patticipantes provienen de 70 paises, de momento, de
los que el 44 por ciento son de habla hispana, y se dis-
tribuyen casi por igual entre los dos sexos (47 por ciento
de mujeres y 53 por ciento de hombres).

A ese nimero hay que afiadir los 176 becarios a los que
el comité de becas, reunido en el mes de marzo segin
prevén las bases de la convocatoria, ha concedido el 10
por ciento de la cantidad ingresada por incripciones (que
en esas fechas se estimaban en unas 2.200). Estd previsto
que el comité vuelva a reunirse para considerar las peti-
ciones de becas que siguen llegando a la organizacion,
para repartir el previsisble aumento de las cantidads con-
signadas para este fin.

Todos ellos estardn recibiendo estos dias el tercer anun-
cio, que en realidad es un avance del programa de acti-
vidades que estd previsto que se desarrollen durante el
congreso, a partir del 14 de julio y hasta el 21 del mismo
mes. Para completar la informacion aparecida en los ante-
riores nameros de SUMA, vamos a dar una breve des-
cripcién del programa, amplidndola en aquellos: aspectos
que se han concretado con mayor precision en los ulti-
mos meses. En cualquier caso, quien desee acceder a una
mayor informacién, que se actualiza y amplia periodica-
mente, sobre el programa puede hacetlo en W.W.W. en la
URL: http//icme 8.us.es ICMES, html

A lo largo del dia 14 de julio, en el que se irdn incorpo-
rando los asistentes al congreso, se inaguirardn, en el
Casino de la Exposicion, las exposiciones organizadas por
la FESPM (ver cuadro 1) que podrin visitarse a lo largo




CUADRO 1: Exposiciones no comerciales

Diferentes asociaciones, entidades y grupos de. profesores
expondrin sus materiales durante el congreso:

e Cultural and Historical Perspectives of Mathematics Education in Japan.

e Colorado Matbematical Olympiad. Geombinatorics. Books. University of
Colorado.

e The Freudentbal Institute of the University of Utrecht.

® ZDM: Fachinforrnationszentrum Karlsrube.

e IREM: Institute pour la Recherche sur I'Education Mathematique.

* ATM:Association of Teachers of Mathematics.

e Teaching in Context. University of Edinburgh.

* CIJM: Comite Intemational des Jeux Mathematiques.

° The Mathematics Centre. University of Southampton.

o The Mathematical Association (UK).

e School of Education. University of Nottingham.

* MOIFEM: Mouvement International pour les Femmies et PEnseigenement
des Matematiques.

* Australia (ICTMAS): 8th International Conference on the Teaching of
Mathematical Modelling and Applications.

* ADA BYRON (OECOM): Organizacion Espaiiola para la Coeducacion
Matemdtica.

La Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Matema-
ticas (FESPM) presenta las siguientes exposiciones especiales:

° Medidas tradicionales en Espara.

» Material diddictico del profesorado en siis aulas,
e Libros antiguos de matemdticas.

e Films y videos matemcditicos.

 Fototograffa y matemcditicas.

e Escultura y matemdticas; Forina y Niimero.

o Filatelia y atemditicas.

* La medida del tiempo antes del reloj mecdnico.
* Mdquinas de calcular.

El Prof. D. Guderian organiza una exposicion sobre Arte y Matemi-
ticas en la Galeria Juana de Aizpuru (calle Zaragoza, 26), patroci-
nada por el Institut fur Auslandsbeziehungen of Bonn/Stuttgart.

El grabador francés Patrice Jeener expondra sus trabajos sobre
cobre, de contenido matemdtico, durante todo el Congieso;

CUADRO 2: Seminarios del ICMI

Martes 16, de 17:00 a 18:30
Genero y Educacion Matematica.
CoORDINADORA: Gila Hanna:

Miércoles 17 de 19:00 a 21:00
Perspectivas de la Ensefianza de la Geometria en el slglo XXI.
COORDINADOR: Vinicio Villani,

Sébado 20, de 19:00 a 21:00
£Quié es investigacion en Educacion Matemditica y cudles son suis resiltados?
CoOoRDINADOR:Jeremy Kilpatrick:

I Jeremy Kilpatrick: Presentacién del Seminario: Sus razones y objeti- *

vos. Los resultados del Congreso de Washington de 1994.

2 Anna Sierpinska: Presentacién - del libro relacionado - con el
Seminatio. Temas principales'y posicionamiento de sus autores.

3 Debate.

Para todas las referencias a confe-
rencias, tanto plenarias como ordi-
narias, asi como a los grupos de
trabajo y grupos temdticos, puede
consultarse las paginas 119 a 125
del n.219 de SUMA.

de la semana. Los organizadores espe-
ran que las incorporaciones sigan pro-
duciendose hasta ese Gltimo momento,
por lo que estard abierta la inscripcién
hasta la inaguracion del ICME.

El programa cientifico se iniciard el
lunes 15 con una ceremonia de apertu-
ra, las conferencias plenarias a cargo de
Ana Sierpinska y Miguel de Guzmién®, y
por la tarde, la mesa redonda interna-
cional, moderada por Alan Bishop. Pos-
teriormente, se acabard la jornada con
un coctel de bienvenida y una gala cul-
tural. Todas las actividades tendrin
lugar en el Palacio de Congresos y Expo-
siciones de Sevilla.

La sede para las actividades de las jor-
nadas centrales del congreso sera el
campus Reina Mercedes de la Universi-
dad de Sevilla. Se comenzard temprano
con las reuniones de los 26 Grupos de
Trabajo, entre los que cada congresista
ha escogido al formalizar su inscrip-
cién. En ellas se discutirdn temas claves
en educacién matemdtica, a lo largo de
sesiones de noventa minutos.

Tras un descanso, seguird la primera
tanda de conferencias ordinarias, entre
las que habra que escoger a cudl asistir
entre las 10 que se impartirdn en para-
lelo. Cada una de ellas consistird en una
charla seguida de un breve debate,
abarcando las 60 previstas un amplio
espectro de temas sobre la educacion
matemadtica.

El martes y miércoles, la sesion de la
mafiana terminard con otro bloque de
conferencias ordinarias, mientras que el
viernes y sibado, este tiempo quedard
reservado para las reuniones de los 22
Grupos Temiticos. En las dos sesiones
de 90 minutos, los ponentes presenta-
ran el estadio de la cuestion en sus res-
pectivos temas.

Por la tarde, el programa tiene una
estructura més abierta, con sesiones de
diferentes tipos, organizadas en dos
bloques, separados por un descanso.
En el primero de ellos, los congresistas
podrin elegir entre asistir a alguno de
los seminarios organizados por el ICMI
(ver cuadro 2), conocer alguno de los



20 proyectos que han sido selecciona-
dos en cualquiera de sus dos modalida-
des (ver cuadro 3), o participar en algu-
no de los encuentros convocados por
diferentes asociaciones, entidades vy
grupos de profesores (ver cuadro 4).

Dentro del segundo bloque de la tarde,
figuran las sesiones organizadas por los
cuatro grupos internacionales de estu-
dio del ICMI: Grupo Internacional de
Psicologia de la Educacién Matemdtica
(PME), Grupo Internacional de estudio
de las relaciones entre la Pedagogia y la
Historia de las Matemdticas (HPM),
Organizacién Internacional para las
mujeres y la ensefianza de las Matema-
ticas JQOWME) vy, Federacidén Interna-
cional de Competiciones Nacionales de
Matematicas (WFNMO).

También tienen su hueco los semina-
rios del ICMI y ademas, algunos paises,
(Hungria, Australia y Espafia como pais
anfitrién), en representaciéon del ICMI
dispondrin de sesiones de una hora
para dar una panordmica de los princi-
pales aspectos de la educacion mate-
matica en ellos.

Estan previstas algunas sesiones espe-
ciales, en las que tocardn temas concre-
tos como, una sesion in memoriam del
Prof. Richard R. Skemp, la proporcion
cordobesa o los matemditicos esparioles
del siglo XX.

Por dltimo, dentro de este bloque, los
asistentes podrin participar en alguno
de los 8 talleres que se desarrollaran a
lo largo de dos sesiones (ver cuadro 5).

Buena muestra del interés despertado
por el ICME 8 es el hecho de que el
comité de seleccidn ha aceptado un
total de 650 comunicaciones breves,
que se han clasificado de acuerdo con
los temas de los grupos de trabajo y
temdticos para facilitar su localizacion.
Las comunicaciones se presentaran
mediante carteles, videos y/o progra-
mas informaticos. Los poster serdn ins-
talados por los autores en el Campus
Universitario a partir de la tarde del
martes. La organizacién anunciard un
horario concreto dentro del programa
del Congreso, en el que los autores

123

CUADRO 3: Proyecios

1. Serdn presentados oralmente:

Titulo Pais
o Matemdtica y diserio a nivel universitario. Argentina
e Ensefianza de la Clencias y de las Matemditicas en

el Nivel Medio en Iberoamérica. Espafia
o Utilizacion del Derive en la enseiianza de las

Matemadticas. Espana
e PRIME Project: The Empowerment of SchoolMathe-

matics through a Network o Educatioal Institutions. Colombia
e Multicultural Dynamic Geometry Project. Francia

s Curso a distancia para Profesores de Nivel Elemental.,
Una experiencia altemativa en capacitacion docente.  Argentina

e Curso de Especializacion en Educacién Matemditica. Brasil
s Understanding Teaching Implementing the NCIM
Professional Standards for Teaching Mathematics. US.A.

e Freedom spaces, convergence points and guiding lines. Suiza
o Maths Centre for Primary Teachers. A Project
in South Africa. South Africa

2. Permanecerin expuestos en el horario habitual para exposi-
ciones no comerciales.
s A New Elementary School Math Program Using

Projects and Calculators. US.A.
o Grupo deTrabajo de Investigacion de la Asociacion

de Profesores de Matemdticas. Portugal
e Centre for Teaching Mathematics. Reino Unido
s Matemdtica y diserio a nivel universitario. Argentina

e Elaboracion de materiales instruccionales para
Matemadticas Iy II en la Universidad Nacional (UNA)

Abierta de Venezuela. Venezuela
s The California Math Show. U.S.A.
o Tnvestigacion en Educacion Matemdtica y

Formacion de Profesores. Espafia

.- Project Display for the Balanced Assessment Project. Reino. Unido
e Research in the Graduate Program in

Mathematics Education. Brasil
o' Project Australia. Australia

CUADRO 4: Sesiones especiales y reuniones

» Founding Meeting of the International Council for Computer Algebra in
Mathematics Education (IC-CAME).

« Upliftment initiatives in South Africa: an INSET project (RUMEP).

« Encuentro conjunto del Comité Interamericano de Educacion Matemauca
y del Comité Iberoamericano de Educacion Matemdtica.

* Asamblea general del ICML :

o International Baccalaureate: meeting of Mathematics Teachers.

e Forum for Officers of National Mathematics Organizations.

« Meeting of the Internaional Organization of Women md Mathemalcs
Education JOWME):

» Encuentro de Editores de Revistas.

o Establishing a European Association of Researchexs in Mathemala
Education (ERCME), ~

* Founding Meeting of a European Academy for Teachmg Mathematlcs
with Technology.

« Presentacion de publicaciones de la Unione Matemﬂtlca Itahana y del
Seminario Nazionale in Ricerca in Didattica della Matematica.

* Presentation of the Society for the Advancemem of Chlcanos 'md Native
Americans in Science (SACNAS)

« International Mathematics Toumament of Towns. =~ ‘

e Encuentro de responsables de. Socie dades Iberoamericanas de
Educacxon Matematica. .

. Encuencro de la Socxedad Ada Byxon

« Encuentro de ~Old Hands», en su 8.° ICME.

. Asqmblea General de la Somedad Andaluza de Educacién Matematica
SA. E.M.<THALES-.




CUADRO 5: Talleres

o Using Pop-up Enginnering to teach Matbematzcs C'oncepts
Vivekenand Mohan-Ram, Australia
s Salon de Juegos Matemdticos
Juan Antonio Hans, Espafia
o Papiroflexia y Matemdticas
Antonio Ledesma. Espafia
e Games in the Mathematics Classroom
- Gillian Hatch, UK,
° Understanding undergmduate matbemancs tbrougb speczal ‘
Robert Bum, UK. : -
‘o Intuicion Espacial
Floreal Gracia, Espafia .~
* Matemdticas con Mathematica
Victoriano Ramirez, Espafia
* Mathemaffcs of Chaos
Daphne Kerslake, UK.
o Taller de Calculadoras
CASIO Electronics Co. Ltd

estardn presentes para dialogar con los interesados en la
comunicacion. En cualquier caso, el viernes de 19:00 a
21:00 queda reservado exclusivamente para este tipo de
comunicaciones.

Una tradicion de anteriores convocatorias, que el ICME-8
desea conservar, son las <appy hours,, en las que una
vez finalizada la jornada de trabajo, se tendri la oportu-
nidad de saludar y conocer al resto de los participantes en
un ambiente informal, con servicio de bebidas y comidas.

Ademids todos los participantes y acompafiantes podrin
particiapar en las excursiones ofrecidas para en jueves,
dia central del congreso, con diez destinos diferentes den-
tro de Andalucid y Extremadura: Cérdoba, Dofiana, Grana-
da, Jerez, Lugares Colombinos, Mérida, Pueblos Blancos,
Sevilla, Ubeda-Baeza y Playas de la costa andaluza.

Paralelamente con las sesiones cientificaas de ICME-8,
tendré lugar en el mismo Capus de Reina Mercedes, una
exposcion comercial donde se ofrecerd una importante
muestra de material diddctico: libros, videos, programas
informdticos, etc. hasta el momento han solicitado su par-
ticipaciébn un amplio nimero de editoriales y casas
comerciales en general.

El ICME-8 finalizar4 el domingo 21 de julio, en el Palacio
de Congresos y Exposiciones, con las dos Gltimas confe-
rencias plenarias, a cargo de David Tall y Paulo Freire y
la sesién de clausura.

Un acontecimiento de estas caracteristicas no ser’ia posi-
ble sin contar con la colaboracién material de distintas
instituciones pablicas y privadas y sin el trabajo de
muchas personas, empezando. en el Comité Ejecutivo del
ICMI, el Comité Nacional, el Comité Internacional hasta el
Comité Local sobre el que ha recaido la labor mis ingra-
ta de resolver los maltiples y variados problemas de orga-
nizacion que un evento de estas caracteristicas lleva.

COMITE LOCAL

Comité Ejecutivo: :
Antonio Pérez Jiménez, presidente.
José M? Chacén Inigo; secretario.

Area del Programa Cientifico:
Antonio Aranda Plata.

Area de Recursos Humanos:
. Juan Nanez Valdés.

Area de Servicios Generales:
- Concepcidn Garcia Severdn,
: ‘Fermin Novo Femandez

Area de Promocidn, leusidn y Medzos
Técnicos:
_ José M2 Alvarez Falcon,
~ José Mufioz Santonja.
Juan Rodriguez Cordobés,

Area de Administracion:
TLadislao Navarro Peinado.
Juan A. Sudrez Vizquez.

Secretaria Técnica:
Alicia Mateos Morillo.
Manuel Luis Salguero Sinchez.
Rocio Yllanes Sudrez.

Vocales:

Rocio Alonso Gallego,

José M? Ayerbe Toledano.
Trinidad Bando Casado,
Ricardo Barroso Campos.
Bernardo Bueno Beltran.
Martin Cera Lopez.

‘José Carmona Alvarez.
~Matfa Pilar Dominguez Abad.
Reyes Dominguez Abascal.
Jeronimo Ferrer Rodriguez.
José Ferrer Rodriguez.

M Carrnen Flores Fernandez,
Rosa Ana Gallardo Mufioz.

_ Mercedes Garcia Blanco;

M2 Angeles Greciano Martin.

. José Gutiéirez.

~ Manuel Iglesias Cerezal.

- Adolfo Lopez Gomez.
Concepc1on Paralera Morales.
Agueda Porras Ruiz.

José A. Prados Tendero.
José F. Quesada Moreno,
Ismael Roldidn Castro.
Mariano Salmer6n Sanchez.
M? Jests Servan Tomas.
J’Osé‘Ma Vicente Carreto,
José L. Vicente Cordoba.
Jaime Yagtiez Castrillo.
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VIl Olimpiada Matemaética
Nacional

Durante los dias 24 a 29 de junio de
1996 se va a celebrar la fase nacional de
la «VII Olimpiada Matematica de la
Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemiticas», organizada
por la Sociedad Extremefia de Educa-
ci6n Matemdtica Ventura Reyes Prosper,
bajo el lema «Historia, cultura y mate-
maticas.’Mirar para observar’» y coordi-
nada por José Macias Marin,

Esta nueva ediciéon de la olimpiada,
dirigida al alumnado de 8.° de EGB y
2.° curso del primer ciclo de Educacién
Secundaria Obligatoria, tendri como
escenarios las ciudades de Valencia de
Alcdntara, Ciceres y Mérida, y se desa-
rrollard el amplio e interesante progra-
ma de actividades que se reproduce en
el cuadro adjunto.

Entre los objetivos fijados en esta oca-

sion figuran, entre otros, los siguientes:

e Potenciar la resolucion de problemas
como forma de mejorar el apren-
dizaje de las matemadticas desde el
punto de vista de la creatividad y la
diversidad.

e Favorecer la convivencia entre esco-
lares de todas las Comunidades del
Estado, mediante la participacion en
las diferentes fases en las que alter-
nardn pruebas matemditicas y activi-
dades ladicas encaminadas a pro-
fundizar en el trabajo en equipo, la
cooperacién, la amistad entre alum-
nos y profesores y en el conoci-
miento de la geografia y cultura de
Extremadura.

e Quitar miedos a la aventura matema-
tica en la comunidad educativa de
manera que permita situar a las mate-
maticas en sus justos términos de
belleza y potencialidad.

e Ofrecer a los profesores y profesoras
materiales y pautas metodologicas
que favorezcan en los alumnos
capacidades y habilidades no exclu-
sivamente memoristicas y mecidni-
cas, sino de razonamiento, intuicion,
ingenio, etc.

24h: D

PROGRAMA DE ACTIVIDADES

24 de junio (lunes):

16 h: Recogidas de participantes.

20 h:  Apertura, bienvenida y entrega de documentacién.
21 h: Visita a la localidad.

23 h: Descanso.

25 de junio (martes):

10 h: Prueba individual. {Reunién de coordinadores).
13 h: Comida.

15 h: Sdlida a Mérida.

17 h: Recepcién Junta de Extremadura.

19 h: Visita a Mérida.

22 h: Cena en Mérida.

24 h: Descanso en Valencia de Alcdntara.

26 de junio (miércoles):
10 h: " Salida a Valle del Jerte.
14 h:  Comida en Céceres.
18 h: Prueba por equipos.

22 h: Cena‘en Valencia de Alcantara.

23 h: Descanso y correccién de pruebas.

27 de junio (jueves):

10 h: - Circuito matemético en Valencia de A'cénf
14 h: Comida. .

18 h: Puesta en comin del circuito matemidtic

19 h:  Charla matemética.
21 h: Cena.

22 h: Fiesta de convivencia.
24 h: Descanso. -

28 de junio (viernes):

09 h: Visita a los Dél‘m“ene
10 h: Salida a Portugal

20 h: Cena. Claus



IV Seminario Castellano-Leonés de
Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas

La Sociedad Castellano-Leonesa del Profesorado de
Matematicas organiza en Valladolid, durante los dias 10,
11 y 12 de septiembre de 1996, el IV Seminario
Castellano-Leonés de Ensefianza y Aprendizaje de las
Matematicase,

Segin se dice en la introduccién del programa: «Esta acti-
vidad pretende canalizar las distintas corrientes e iniciati-
vas surgidas en el seno de colectivos de profesores y pro-
fesoras de matematicas de la regién. Se considera impres-
cindible la investigacién e innovacién matematica desde
la prictica y la coordinacién entre los distintos niveles
educativos del profesorado. Estos dos aspectos son, por
tanto, prioritarios y, en consecuencia, han jugado un
papel relevante a la hora de disefiar la actividad. Sin duda,
0 al menos eso esperamos, la variedad de pun-

P

tos de vista presentados en las aportaciones
tanto de los participantes como de los ponen-
tes y responsables posibilitard ampliar y enri-
quecer las perspectivas propias del profesorado
y, por tanto, la educacién matematica de nues-
tra regiéon.

Deseamos que este seminario sirva para hacer
un alto en el quehacer diario v reflexionar
sobre el estado de nuestra practica docente.

El programa del Seminario incluye conferencias
plenarias, mesas de trabajo, comunicaciones y

paneles, mesas redondas y exposiciones de
materiales.

Conferencias plenarias
1. Célculos Numéricos, jqué podemos aprender con
ellos? Jests Sanz Sema (Universidad de Valladolid).

2. Historia de la Matemdtica. Santiago Ferndndez (COP
de Santurce).

3. Diddctica de la Matemdtica. M® Paz Bujanda (Uni-
versidad Complutense de Madrid).

4. La evolucion de la estadistica y su incorporacion a los
curriculos. Enrique Cabafias Pérez (Universidad de
Montevideo).

Mesas de trabajo

1. Los programas informaticos y su incidencia en la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

2. Geometria y Topologia: Mosaicos. Nudos. Grafos.

3. Historia de la Matemitica y sus implicaciones
didacticas.

4. Andlisis de datos y azar en prima-
ria,
Numeracion y célculo en primaria.
6. Tratamiento de la diversidad y eva-

luacién en la ESO.

7. Anilisis matematico. Precalculo y
calculo.

Mesas redondas

Las «Mesas redondas» tratardn de crear

un puente de entendimiento entre los

distintos niveles educativos.

* Relaciones entre Primaria y Se-
cundaria.

* Relaciones entre Bachillerato y Uni-
versidad.

Comunicaciones

Las comunicaciones o experiencias se
ajustardn al modelo:

1.- Fundamentacion.

2.- Descripcion.

3.- Debate y Conclusiones.

La fecha limite de recepcién de comu-
nicaciones es el 20 de junio de 1996.

Inscripciones

La asistencia al Seminario es gratuita,
Unicamente a efectos de poder recibir
material y actas del encuentro se esta-
blecen las siguientes cuotas:

* Miembros de la Federacién de So-
ciedades de Profesores de Matema-
ticas: 2.000 pta.

* Resto de profesores: 5.000 pts.

La fecha limite de inscripcion es el 27
de junio de 1996.

Informacién

Para mis informacién contactar con:
Asesorfa de Matemdticas
CPR 1I de Valladolid.
¢/. Soto, s/n.
47010-VALLADOLID.
Tfno.: 983-260650.
Fax: 983-260666.



NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, efc.

3. los grdficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

4. Adjunto al articulo se redactaré un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio apareceran los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

5. Sise usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La efiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos grdficos es preferible
que tengan formato EPS, o TIFF.

6. En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras deben ser originales y no
fotocopias.

7. Los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
9. la bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autorles), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y péginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Vigjes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, fitulo del arficulo (entre
comillas), titulo del libro {en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

10.  Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernédndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico

(1993).

11.  Posteriormente, se nofificaré a los interesados la aceptacién o no del arficulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacion. En ese momento los autores se comprometeran a refirar el articulo de otras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.




BOLETIN DE SUSCRIPCION

Tarifa -
Suscripcion Numero
 anual suelto
Particulares 3.500pts. 1700 pfs,
Centros /5.000 pts. 1.700 pts.
Europa $40 USA $14 USA
. América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . .. ... Tnooio oo

Poblacidn: .. ... . CPeo

Provincia/pais . ......... ... . .. ... CIFE/NIF: ..o
Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nimeros)

L] N.os sueltos:

Total

[L] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
L1 Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

.........................................................

Nombre y apellidos:
Cédigo Cuenta Cliente

Entidad MOHCMO L ’ } ’ lDC’ ‘ ‘Cuenta ‘ ‘ ‘ ‘ ’ ’ ‘ ’ ’ i ‘

Banco/Caija. . .o
Agencia n.® ... Direccién: .. ...............
Poblacion: ... ... Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):







S0JILBW3L6K 30 53405330dd 30 5306031305 30 B10NHS3 NOIJbH03

vy




